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трем. Устанавливаются требования к этим многообразиям, обеспечивающие однозначную разрешимость изу-
чаемой обратной задачи. Результат достигается за счет редукции этой задачи к цепочке связанных систем ли-
нейных интегральных уравнений типа М.М. Лаврентьева. Библ. 33.
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1. ВВЕДЕНИЕ И ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ

Уравнения М.М. Лаврентьева восходят к работам [1], [2], в которых был предложен подход к исследованию
нелинейных коэффициентных обратных задач для широкого класса уравнений в частных производных, позво-
ляющий редуцировать такие задачи к линейным интегральным уравнениям. Наиболее полно этот подход раз-
вит в применении к коэффициентным задачам для гиперболических уравнений, рассматриваемых в частотной,
либо во временной области (см. [3]– [8]). Типичная постановка обратной задачи в частотной области состоит в
том, что один или несколько коэффициентов уравнения, имеющих носитель в ограниченной области 𝐷 ⊂ R3

со связным дополнением, разыскиваются по данным измерения комплексной амплитуды 𝑢(𝑥) = 𝑢(𝑥; 𝑧,ω) по-
ля установившихся колебаний 𝑈(𝑥, 𝑡) = 𝑢(𝑥)𝑒−𝑖ω𝑡, 𝑥 ∈ 𝑋, инициированного семейством гармонических по
времени источников 𝐹 (𝑥, 𝑧, 𝑡) = δ(𝑥− 𝑧)𝑒−𝑖ω𝑡, 𝑧 ∈ 𝑍. Здесь 𝑋 есть многообразие, содержащее детекторы поля,
рассеянного неоднородностью 𝐷, 𝑍 — множество точечных источников, (𝑋 ∪𝑍)∩𝐷 = ∅. Специальным обра-
зом организованный предельный переход при ω → 0 в интегральном уравнении для 𝑢(𝑥) позволяет получить
для искомого коэффициента линейное интегральное уравнение, называемое уравнением М.М. Лаврентьева.
При работе с исходным волновым уравнением во временной области аналогичный результат получается после
применения к этому уравнению преобразования Фурье–Лапласа по времени. В задаче реконструкции коэф-
фициента 𝑐(𝑥) в гиперболическом уравнении

1

𝑐2(𝑥)
𝑈𝑡𝑡(𝑥, 𝑡) = ∆𝑈(𝑥, 𝑡) − δ(𝑥− 𝑧)𝑔(𝑡), 𝑥 ∈ R3, 𝑡 ∈ R, (1.1)

описанный подход приводит к линейному интегральному уравнению∫︁
𝐷

ξ(𝑦)𝑑𝑦

|𝑥− 𝑦||𝑧 − 𝑦|
= 𝐺(𝑥, 𝑧), 𝑥 ∈ 𝑋, 𝑧 ∈ 𝑍. (1.2)

1)Работа выполнена при финансовой поддержке РНФ (проект 24–21–00031).
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Здесь функция 𝐺(𝑥, 𝑧) определяется по наблюдениям рассеянного поля на 𝑋 в частотной, либо во временной
области,

ξ(𝑥) =
1

𝑐2(𝑥)
− 1

𝑐20
, 𝑥 ∈ 𝐷,

и предполагается, что искомый коэффициент 𝑐(𝑥) ≡ 𝑐0 > 0 вне 𝐷, 𝑐 ∈ 𝐶(R3). В приложениях функция 𝑐(𝑥)
есть скорость распространения сигнала в скалярной волновой среде. Редукция исходной нелинейной обрат-
ной задачи к линейным уравнениям вида (1.2) позволяет, во-первых, устанавливать теоремы единственности
для этих задач при различных требованиях к выбору множеств источников и детекторов и, во-вторых, кон-
струировать численные алгоритмы, основанные на хорошо развитой технике регуляризации линейных инте-
гральных уравнений (см. [8], [9]). Другие возможные подходы к конструированию эффективных алгоритмов
для решения уравнения М.М. Лаврентьева представлены в [7], [10], [11]. Единственность решения в обратной
задаче реконструкции коэффициента 𝑐(𝑥) в (1.1) имеет место в том случае, когда соответствующее (1.2) одно-
родное уравнение имеет лишь нулевое решение. Естественным требованием к выбору многообразий𝑋,𝑍 явля-
ется пространственная непереопределенность обратной задачи, означающая, что суммарная размерность𝑋 и𝑍
равна размерности носителя 𝐷 реконструируемой функции 𝑐(𝑥), т.е. трем. Первоначально в [3], [4] единствен-
ность решения интегрального уравнения (1.2) была обоснована в переопределенных постановках, в которых
dim(𝑋) = dim(𝑍) = 2. В последнее время получены теоремы единственности для уравнения М.М. Лаврентьева
(1.2) в непереопределенной постановке, когда одно из многообразий 𝑋, 𝑍 является отрезком прямой, а другое,
например, – областью на плоскости или на аналитической поверхности, не пересекающей 𝐷 (см. [12]– [14]).
Характерным результатом в этом направлении является следующая теорема.

Теорема 1 (см. [12]). Пусть𝑋 содержит область на плоскости Π,𝑍 содержит открытый интервал на прямойℒ
и (Π∪ℒ)∩𝐷 = ∅. Тогда соответствующее (1.2) однородное уравнение имеет в классе 𝐿2(𝐷) лишь нулевое решение.

Все сказанное относится главным образом к обратным задачам для гиперболических уравнений, описы-
вающих скалярные волновые поля. Такими уравнениями моделируются процессы в акустике, они возникают
также в одномерных задачах, связанных с электромагнитными и упругими колебаниями неоднородных сред.

В настоящей работе объектом изучения является система

ω
2𝑢(𝑥) + (λ+ µ)∇div𝑢(𝑥) + µ∆𝑢(𝑥) + ω𝑞(𝑥,ω)𝑢(𝑥) = −𝑎δ(𝑥− 𝑧), (1.3)

𝑥 ∈ R3, ω > 0,

описывающая, в частности, установившиеся гармонические колебания трехмерной вязкоупругой среды. Век-
тор 𝑢(𝑥) = (𝑢1(𝑥), 𝑢2(𝑥), 𝑢3(𝑥)), характеризующий перемещения точек среды, зависит также от местоположе-
ния 𝑧 ∈ 𝑍 точечного источника зондирующей упругой волны и от ее частотыω. В необходимых случаях зависи-
мость 𝑢 от 𝑧,ω будет специально отмечаться. Мы используем обозначение ∆𝑢 = (∆𝑢1,∆𝑢2,∆𝑢3), дифференци-
альные операторы ∇, ∆, div берутся по переменной 𝑥 ∈ R3, что во избежание разночтений ниже также иногда
отмечается. Правая часть в (1.3) описывает силу в направлении единичного вектора 𝑎 ∈ R3, приложенную в
точке 𝑥 = 𝑧. Предполагается, что коэффициенты Ламэ λ, µ > 0 постоянны. Диагональная матричная функция

𝑞(𝑥,ω) = diag(𝑞1(𝑥,ω), 𝑞2(𝑥,ω), 𝑞3(𝑥,ω))

имеет компоненты, непрерывные в R4 = {(𝑥,ω)}. Кроме того,

𝑞(𝑥,ω) = 0, 𝑥 ∈ R3∖𝐷.

Как и выше, 𝐷 есть ограниченная область со связным дополнением R3∖𝐷.
Исходной по отношению к (1.3) служит задача динамики вязкоупругой среды во временной постановке

(см. [15]– [19])
𝑈𝑡𝑡(𝑥, 𝑡) − (λ+ µ)∇div𝑈(𝑥, 𝑡) − µ∆𝑈(𝑥, 𝑡) + σ(𝑥)𝑈𝑡(𝑥, 𝑡)+ (1.4)

+

𝑡∫︁
−∞

ℎ(𝑥, 𝑡− τ)𝑈𝑡𝑡(𝑥, τ)𝑑τ = 𝑎δ(𝑥− 𝑧)𝑔(𝑡); 𝑥 ∈ R3, 𝑡 ∈ R.

Здесь 𝑈(𝑥, 𝑡) = (𝑈1(𝑥, 𝑡), 𝑈2(𝑥, 𝑡), 𝑈3(𝑥, 𝑡)) — вектор перемещений точки 𝑥; σ(𝑥), ℎ(𝑥, 𝑡) — диагональные матри-
цы,

σ(𝑥) = diag(σ1(𝑥), σ2(𝑥), σ3(𝑥)), ℎ(𝑥, 𝑡) = diag(ℎ1(𝑥, 𝑡), ℎ2(𝑥, 𝑡), ℎ3(𝑥, 𝑡)).

Матрица σ(𝑥) характеризует внутреннее поглощение энергии в среде, матричное ядро ℎ(𝑥, 𝑡) описывает наслед-
ственные свойства среды. Физический смысл имеют лишь ядра памяти ℎ с неотрицательными компонентами,
удовлетворяющие условию ℎ(𝑥, 𝑡) = 0, 𝑡 < 0, это условие далее считаем выполненным.
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На практике используются две схемы перехода от (1.4) к уравнению (1.3).
1) Можно положить

𝑔(𝑡) = 𝑒−𝑖ω𝑡, 𝑈(𝑥, 𝑡) = 𝑢(𝑥)𝑒−𝑖ω𝑡, ω > 0,

в результате для комплексной амплитуды 𝑢(𝑥) получаем уравнение (1.3) с матричной функцией

𝑞(𝑥,ω) = 𝑖σ(𝑥) + ω̃︀ℎ(𝑥,ω). (1.5)

Здесь и далее через ̃︀𝐻(ω) обозначаем преобразование Фурье скалярной, векторной или матричной функции
𝐻 = 𝐻(𝑡),

̃︀𝐻(ω) =

∞∫︁
−∞

𝑒𝑖ω𝑡𝐻(𝑡)𝑑𝑡.

В этом случае уравнение (1.3) описывает установившиеся гармонические колебания вязкоупругой среды под
действием периодической силы, приложенной в точке 𝑥 = 𝑧.

2) Положим 𝑔(𝑡) = δ(𝑡) и добавим к (1.4) начальное условие𝑈 |𝑡<0 ≡ 0. Пусть решение𝑈(𝑥, 𝑡) полученной за-
дачи Коши и его производные по времени до второго порядка включительно убывают вне источников, так что
к этим функциям возможно применение преобразования Фурье по времени, и это преобразование определено,
по крайней мере, при ω > 0. Выполняя такое преобразование и полагая 𝑢(𝑥;ω) = ̃︀𝑈(𝑥,ω), приходим к уравне-
нию (1.3) с функцией 𝑞 как в (1.5). В этом случае (1.3) описывает эффект мгновенного при 𝑡 = 0 приложения
возбуждающей силы в точке 𝑥 = 𝑧. Сделанное предположение относительно области определения преобра-
зования Фурье гарантирует возможность предельного перехода при ω → 0, лежащего в основе конструкции
М.М. Лаврентьева.

Система (1.3) рассматривается вместе с условиями излучения на бесконечности (см. [20, гл. III, §2]):

lim
|𝑥|→∞

𝑢(𝑝)(𝑥) = 0, lim
|𝑥|→∞

|𝑥|
(︁𝜕𝑢(𝑝)(𝑥)

𝜕|𝑥|
− 𝑖𝑘1𝑢

(𝑝)(𝑥)
)︁

= 0, (1.6)

lim
|𝑥|→∞

𝑢(𝑠)(𝑥) = 0, lim
|𝑥|→∞

|𝑥|
(︁𝜕𝑢(𝑠)(𝑥)

𝜕|𝑥|
− 𝑖𝑘2𝑢

(𝑠)(𝑥)
)︁

= 0. (1.7)

Здесь 𝑢(𝑝) = ∇Ψ(𝑝) и 𝑢(𝑠) = rotΨ(𝑠) — однозначно определяемые потенциальная и соленоидальная компоненты
векторного поля 𝑢 = 𝑢(𝑝) + 𝑢(𝑠), Ψ(𝑝) и Ψ(𝑠) — их скалярный и векторный потенциал соответственно. Через

𝑘1 =
ω

𝑐1
, 𝑘2 =

ω

𝑐2
; 𝑐1 =

√︀
λ+ 2µ, 𝑐2 =

√
µ

обозначаются волновые числа и скорости распространения продольных и поперечных волн в однородной упру-
гой среде, для которой 𝑞(𝑥, 𝑡) ≡ 0. В этом контексте прямая задача для уравнения (1.3) заключается в нахожде-
нии для заданной матричной функции 𝑞(𝑥,ω) решения (1.3), удовлетворяющего условиям (1.6), (1.7), с фикси-
рованным ω > 0. Константы λ, µ всюду считаем заданными. Отмеченная выше возможность единообразного
охвата в рамках уравнения (1.3) содержательно различных схем возбуждения колебаний мотивирует постановку
обратной задачи зондирования в частотной формулировке. В настоящей работе мы будем исследовать следую-
щую обратную задачу для уравнения (1.3).

Обратная задача (ОЗ). Считая известными значения решений 𝑢 = 𝑢(𝑥; 𝑧,ω) задачи (1.3), (1.6), (1.7) для всех
𝑥 ∈ 𝑋, 𝑧 ∈ 𝑍, ω ∈ (0,ω], ω > 0, определить матричную функцию 𝑞(𝑥,ω) для 𝑥 ∈ 𝐷, ω ∈ (0,ω].

Здесь и далее 𝑋, 𝑍 — множества локализации точечных детекторов и источников зондирующих упругих
волн, (𝑋 ∪ 𝑍) ∩ 𝐷 = ∅. Нас в первую очередь интересует возможность такого выбора 𝑋, 𝑍, при котором
ОЗ имела бы единственное решение и была бы непереопределенной в пространственном смысле, так что
dim(𝑋) + dim(𝑍) = 3.

Замечание 1. Предположим, что для ядра памяти ℎ в уравнении (1.4) с константами 𝐶 > 0, κ ∈ (0, 1) выпол-
няется условие

‖̃︀ℎ(𝑥,ω)‖ 6
𝐶

ωκ
, ω ∈ (0,ω]. (1.8)

Тогда в силу (1.5) решение ОЗ доставляет матрицу σ(𝑥) = −𝑖 lim
ω→0

𝑞(𝑥,ω) и преобразование Фурье

̃︀ℎ(𝑥,ω) = ω
−1(𝑞(𝑥,ω) − 𝑖σ(𝑥))
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для 𝑥 ∈ 𝐷, ω ∈ (0,ω]. При соответствующих условиях относительно ℎ эти данные позволяют реконструировать
и исходное ядро памяти ℎ(𝑥, 𝑡), 𝑥 ∈ 𝐷, 𝑡 > 0. Таким условием является, например, аналитичность матричной
функции ̃︀ℎ(𝑥,ω) на R∖{0} и в комплексной окрестности точки ω = 0, возможно, с разрезом, проведенным из
этой точки в бесконечность. В этом случае задание ̃︀ℎ(𝑥,ω) при ω ∈ (0,ω] однозначно определяет ̃︀ℎ(𝑥,ω) для
всех ω ∈ R∖{0}, после чего ℎ(𝑥, 𝑡) восстанавливается с помощью обратного преобразования Фурье. В качестве
примеров укажем ядра, участвующие в равенствах (2.2), (2.3) ниже. Согласно этим равенствам, условие (1.8)
для указанных ядер также выполняется.

Средством исследования поставленной задачи нам послужат уравнения и системы типа М.М. Лаврентье-
ва, получаемые низкочастотным предельным переходом из системы интегральных уравнений, эквивалентных
(1.3), (1.6), (1.7). В применении к обратным задачам трехмерной упругости эта техника ранее практически не
использовалась. Отметим лишь работу [19], посвященную задаче реконструкции аналитической относительно
ω матричной функции 𝑞(𝑥,ω) в (1.3) по данным обратного рассеяния, т.е. в случае 𝑋 = 𝑍 и 𝑥 = 𝑧, где 𝑋 —
область в R3. Очевидно, здесь мы имеем непереопределенную в указанном выше смысле ОЗ. Как установле-
но в [19], такая постановка приводит к однозначно разрешимой обратной задаче. Новизна нашей постановки
заключается в том, что в интересующем нас случае множества источников и детекторов могут не совпадать.
Интерес к такой организации зондирования объясняется широко применяемыми на практике схемами томо-
графического исследования неоднородностей, допускающими зондирование этих неоднородностей ”на про-
свет”. Кроме того, мы принимаем к рассмотрению и широкий класс неаналитических по ω функций 𝑞(𝑥,ω),
имеющих распространение на практике. В настоящее время имеется также значительный массив результатов
по единственности решений коэффициентных обратных задач для систем уравнений упругости во временной
постановке (см. [21], [22] и указанные там ссылки). Особенностью этих результатов является пространственная
переопределенность рассматриваемых обратных задач (см., например, [22]). Пространственно непереопреде-
ленные формулировки задачи восстановления памяти для ядер специальных типов изучаются в [23].

План дальнейшего изложения следующий. Разд. 2 посвящен конкретизации постановки обратной задачи.
Разд. 3, также носящий технический характер, посвящен обоснованию редукции обратной задачи к цепочке
связанных систем линейных интегральных уравнений типа М.М. Лаврентьева. В разд. 4 при одном дополни-
тельном условии устанавливается однозначная разрешимость полученных систем и тем самым дается частич-
ное решение проблемы единственности в рассматриваемой обратной задаче. Попутно устанавливается одно-
значная разрешимость некоторого класса уравнений типа М.М. Лаврентьева, аналогичных (1.2).

2. ВСПОМОГАТЕЛЬНЫЕ ПОСТРОЕНИЯ

Вначале уточним условия, налагаемые на компоненты матричной функции 𝑞 в (1.3). Наши требования к
функции 𝑞(𝑥,ω) в силу (1.5) определяются видом типичных ядер памяти ℎ(𝑥, 𝑡) в (1.4). Наряду с естествен-
ными условиями ℎ𝑗(𝑥, 𝑡) > 0, 𝑡 > 0 и ℎ𝑗(𝑥, 𝑡) = 0, 𝑡 < 0, прикладные соображения диктуют требование
lim
𝑡→∞

ℎ𝑗(𝑥, 𝑡) = 0, 1 6 𝑗 6 3 (см. [24, §2]). Термодинамический анализ процесса деформирования доставляет

и некоторые дополнительные ограничения на ядро (см. [24, §18]). Характерными примерами являются ядра
Абеля ℎ(𝑥, 𝑡) = ℎ(𝑥)𝑡α−1

+ , α ∈ (0, 1), и их конечные суммы

ℎ(𝑥, 𝑡) =

𝑁∑︁
𝑘=1

ℎ(𝑘)(𝑥)𝑡α𝑘−1
+ , α𝑘 ∈ (0, 1), 1 6 𝑘 6 𝑁, 𝑡+ = max{0, 𝑡}, (2.1)

имеющие неинтегрируемую особенность в бесконечности, а также экспоненциально убывающие модифика-
ции ℎ(𝑥, 𝑡)𝑒−δ0𝑡, δ0 > 0, таких ядер (см. [15]– [17], [25]). Интегрируемым поведением в бесконечности обладают
и многие другие классы ядер: ядра Максвелла–Дебая (см. [24, §4], [25])

ℎ(𝑥, 𝑡) = ℋ(𝑡)

𝑁∑︁
𝑘=1

ℎ(𝑘)(𝑥)𝑒−δ𝑘𝑡, δ𝑘 > 0, 1 6 𝑘 6 𝑁 ; ℋ(𝑡) =

{︃
0, 𝑡 < 0,

1, 𝑡 > 0,

ядра Ю.Н. Работнова и другие конструкции на основе функций Миттаг–Леффлера (см. [24, §4], [25], [26]). Для
функций (2.1) имеем

̃︀ℎ(𝑥,ω) =

𝑁∑︁
𝑘=1

ℎ(𝑘)(𝑥)𝑒𝑖α𝑘π/2Γ(α𝑘)ω−α𝑘 . (2.2)
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Через Γ(·) обозначается Γ-функция Эйлера. В случае экспоненциально убывающего при 𝑡 → +∞ ядра ℎ его
преобразование Фурье ̃︀ℎ(𝑥,ω) является аналитическим по ω ∈ R. В частности,

̃︀ℎ(𝑥,ω) =

∞∑︁
𝑘=0

ℎ(𝑘)(𝑥)ω𝑘, ω ∈ C, |ω| < ω0, (2.3)

с достаточно малым ω0 > 0. Из (2.2), (2.3) следует, что соответствующие ядра ℎ удовлетворяют условиям Заме-
чания 1. Имея в виду (1.5) и представления (2.2), (2.3), введем следующее условие на матрицу 𝑞 в (1.3).

Условие 1. Имеет место равенство

𝑞(𝑥,ω) =

∞∑︁
𝑘=0

𝑞(𝑘)(𝑥)ωβ𝑘 , |ω| < ω0, (2.4)

β0 = 0 < β1 < β2 < · · · ; β𝑘+1 − β𝑘 6 1, 𝑘 = 0, 1, . . . , (2.5)

где 𝑞(𝑘)(𝑥) — диагональные матрицы с непрерывными в R3 компонентами, 𝑞(𝑘)(𝑥) = 0, 𝑥 ∈ R3∖𝐷, 𝑘 = 1, 2, . . . ,
и ряд сходится равномерно.

В частном случае β𝑘 = 𝑘, 𝑘 = 0, 1, . . . , равенство (2.4) означает аналитичность 𝑞(𝑥,ω) поω в окрестности точ-
ки ω = 0, именно этот класс матричных функций 𝑞 рассматривается в [19]. В то же время условие 1 охватывает
и получаемые из (2.2) функции вида

𝑞(𝑥,ω) = 𝑖σ(𝑥) +

𝑁∑︁
𝑘=1

ℎ(𝑘)(𝑥)𝑒𝑖α𝑘π/2Γ(α𝑘)ω1−α𝑘 ,

не являющиеся аналитическими в ω = 0 в силу условия α𝑘 ∈ (0, 1), 1 6 𝑘 6 𝑁 .
Уравнение (1.3) с условиями излучения (1.6), (1.7) стандартным образом сводится к эквивалентной системе

интегральных уравнений. Обозначим

∆*𝑢 = (λ+ µ)∇div𝑢 + µ∆𝑢, 𝑢 = (𝑢1, 𝑢2, 𝑢3)

и запишем фундаментальное решение

Φ(𝑟)(𝑥, 𝑦;ω) =
𝑒𝑖𝑘𝑟|𝑥−𝑦|

4π|𝑥− 𝑦|
, 𝑘𝑟 =

ω

𝑐𝑟

уравнения Гельмгольца
−(∆𝑥 + 𝑘2𝑟)𝑢(𝑥) = δ(𝑥− 𝑦)

с условием излучения Зоммерфельда

lim
|𝑥|→∞

𝑢(𝑥) = 0, lim
|𝑥|→∞

|𝑥|
(︁𝜕𝑢(𝑥)

𝜕|𝑥|
− 𝑖𝑘𝑟𝑢(𝑥)

)︁
= 0, 𝑟 = 1, 2.

Тогда матричная функция Γ(𝑥, 𝑦;ω) = (Γ𝑘𝑗(𝑥, 𝑦;ω))3𝑘,𝑗=1,

Γ𝑘𝑗(𝑥, 𝑦;ω) ==
1

𝑐22
δ𝑘𝑗Φ

(2)(𝑥, 𝑦;ω) − 1

ω2

𝜕2

𝜕𝑥𝑘𝜕𝑥𝑗
(Φ(1)(𝑥, 𝑦;ω) − Φ(2)(𝑥, 𝑦;ω)), (2.6)

1 6 𝑘, 𝑗 6 3,

где δ𝑘𝑗 — символ Кронекера, является решением системы

−(∆* + ω
2)Γ(𝑥, 𝑦;ω) = δ(𝑥− 𝑦)𝐸, 𝐸 = (δ𝑘𝑗)

3
𝑘,𝑗=1.

При этом строки матрицы Γ(𝑥, 𝑦;ω) при каждом 𝑦 удовлетворяют условиям излучения (1.6), (1.7) (см. [20, гл.
II, §1; гл. III, §2]). Записанная система понимается как три построчных соотношения между матрицами в ле-
вой и правой частях. Пусть 𝑓(𝑥) = (𝑓1(𝑥), 𝑓2(𝑥), 𝑓3(𝑥)) — произвольная обычная локально интегрируемая или
обобщенная вектор-функция с компактным носителем. Тогда решение системы

−(∆* + ω
2)𝑢 = 𝑓(𝑥), 𝑥 ∈ R3, (2.7)
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удовлетворяющее условиям (1.6), (1.7), имеет вид

𝑢(𝑥) =

∫︁
R3

Γ(𝑥, 𝑦;ω)𝑓(𝑦)𝑑𝑦. (2.8)

Перепишем уравнение (1.3) в виде

−(∆* + ω
2)𝑢 = ω𝑞(𝑥,ω)𝑢 + 𝑎δ(𝑥− 𝑧), 𝑥 ∈ R3.

С учетом (2.7), (2.8) для решения 𝑢(𝑥) = 𝑢(𝑥, 𝑧;ω) уравнения (1.3) получаем представление

𝑢(𝑥, 𝑧;ω) =

∫︁
R3

Γ(𝑥, 𝑦;ω)(ω𝑞(𝑦,ω)𝑢(𝑦, 𝑧;ω) + 𝑎δ(𝑦 − 𝑧))𝑑𝑦, 𝑥 ∈ R3. (2.9)

Обозначим через
𝑢(𝑖)(𝑥, 𝑧;ω) = Γ(𝑥, 𝑧;ω)𝑎 (2.10)

волновое поле источника в однородной (𝑞 ≡ 0) среде и представим полное поле 𝑢 в виде 𝑢(𝑥, 𝑧;ω) =
𝑢(𝑠)(𝑥, 𝑧;ω)+𝑢(𝑖)(𝑥, 𝑧;ω), где 𝑢(𝑠) есть рассеянное неоднородностью поле. Тогда уравнение (2.9) запишется сле-
дующим образом:

𝑢(𝑠)(𝑥, 𝑧;ω) = ω

∫︁
𝐷

Γ(𝑥, 𝑦;ω)𝑞(𝑦,ω)(𝑢(𝑖)(𝑦, 𝑧;ω) + 𝑢(𝑠)(𝑦, 𝑧;ω))𝑑𝑦, 𝑥 ∈ R3. (2.11)

Имея в виду разложение (2.4), ниже обратимся к следующей обратной задаче, эквивалентной ОЗ.
Обратная задача 1 (ОЗ1). Считая, что значения рассеянного поля 𝑢(𝑠) = 𝑢(𝑠)(𝑥, 𝑧;ω), удовлетворяющего

уравнению (2.11), известны для всех 𝑥 ∈ 𝑋, 𝑧 ∈ 𝑍, ω ∈ (0,ω], ω > 0, матричная функция 𝑞(𝑥,ω) удовлетворяет
условию 1 с заданными показателями β𝑘, 𝑘 = 0, 1, . . . , определить матричные функции 𝑞(𝑘)(𝑥), 𝑘 = 0, 1, . . . , для
𝑥 ∈ 𝐷.

При анализе ОЗ1 будем использовать системы линейных интегральных уравнений, подобных (1.2).

3. СИСТЕМЫ ТИПА М.М. ЛАВРЕНТЬЕВА

В этом разделе опишем построение цепочки уравнений типа М.М. Лаврентьева для решения ОЗ1. Обратим-
ся к уравнению (2.11) и получим линейные интегральные уравнения относительно матриц 𝑞(𝑘) в разложении
(2.4).

Вначале заметим, что для любой непрерывной по 𝑦 матричной функции 𝑞(𝑦,ω) линейный интегральный
оператор с ядром Γ(𝑥, 𝑦;ω)𝑞(𝑦,ω) в (2.11) непрерывен из [𝐶(𝐷)]3 в [𝐶(𝐷)]3. Это следует из теорем 2.2, 2.5 [20,
гл. IV]. Кроме того,𝑢(𝑖)(·, 𝑧;ω) ∈ [𝐶(𝐷)]3 ввиду (2.6), (2.10) и условия𝑍∩𝐷 = ∅. Поэтому приω ∈ R с достаточно
малым |ω| уравнение (2.11), записанное для 𝑥 ∈ 𝐷, имеет единственное решение 𝑢(𝑠)(·, 𝑧;ω) ∈ [𝐶(𝐷)]3, причем

|𝑢(𝑠)(𝑥, 𝑧;ω)| = 𝑂(ω), 𝑥 ∈ 𝐷, 𝑧 ∈ 𝑍,ω ∈ (0,ω0] (3.1)

для достаточно малого ω0 > 0. Из (2.11) тогда следует, что компоненты вектор-функции 𝑢(𝑠)(·, 𝑧;ω) принадле-
жат классу 𝐶∞ вне 𝐷.

Нам понадобятся обозначения

Γ0(𝑥, 𝑦) = lim
ω→0

Γ(𝑥, 𝑦;ω), 𝑢
(𝑖)
0 (𝑥, 𝑧) = lim

ω→0
𝑢(𝑖)(𝑥, 𝑧;ω) = Γ0(𝑥, 𝑧)𝑎;

α =
1

8π𝑐21
, β =

1

8π𝑐22
, γ =

β+ α

β− α
.

(3.2)

Непосредственное вычисление на основе (2.6) дает

(Γ0)𝑘𝑗(𝑥, 𝑦) = (β+ α)
δ𝑘𝑗

|𝑥− 𝑦|
+ (β− α)

(𝑥𝑗 − 𝑦𝑗)(𝑥𝑘 − 𝑦𝑘)

|𝑥− 𝑦|3
, 1 6 𝑘, 𝑗 6 3 (3.3)

(см. подробнее в [19]).
Вывод цепочки интегральных уравнений для матриц 𝑞(𝑘)(𝑥), 𝑘 = 0, 1, . . . , проведем в несколько шагов. В по-

строении будут участвовать также последовательности вспомогательных функций {𝑣𝑘(𝑥, 𝑧;ω)} с 𝑥 ∈ 𝐷, 𝑧 ∈ 𝑍
и {𝐹𝑘(𝑥, 𝑧)} с 𝑥 ∈ 𝑋, 𝑧 ∈ 𝑍.
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Шаг 0. Полагаем
𝑣0(𝑥, 𝑧;ω) ≡ 0, 𝑥 ∈ 𝐷, 𝑧 ∈ 𝑍,

тогда согласно (2.5), (3.1)

|𝑢(𝑠)(𝑥, 𝑧;ω) − 𝑣0(𝑥, 𝑧;ω)| = 𝑂(ω) = 𝑂(ω1+β0),

𝑥 ∈ 𝐷, 𝑧 ∈ 𝑍,ω ∈ (0,ω0].
(3.4)

Деля обе части (2.11) на ω и переходя к пределу при ω→ 0, с учетом (2.4), (3.4) получаем∫︁
𝐷

Γ0(𝑥, 𝑦)𝑞(0)(𝑦)𝑢
(𝑖)
0 (𝑦, 𝑧)𝑑𝑦 = 𝐹0(𝑥, 𝑧), 𝑥 ∈ 𝑋, 𝑧 ∈ 𝑍, (3.5)

где
𝐹0(𝑥, 𝑧) = lim

ω→0
ω
−1𝑢(𝑠)(𝑥, 𝑧;ω), 𝑥 ∈ 𝑋, 𝑧 ∈ 𝑍. (3.6)

Ясно, что значения 𝐹0(𝑥, 𝑧) полностью определяются данными ОЗ1. В завершение шага 0 положим

𝑣1(𝑥, 𝑧;ω) = ω

∫︁
𝐷

Γ(𝑥, 𝑦;ω)𝑞(0)(𝑦)(𝑢(𝑖)(𝑦, 𝑧;ω) + 𝑣0(𝑦, 𝑧;ω))𝑑𝑦, 𝑥 ∈ 𝐷. (3.7)

Функция 𝑣1(𝑥, 𝑧;ω) однозначно определяется заданием матрицы 𝑞(0)(𝑦), которая, в свою очередь, может быть
определена из уравнения (3.5). Из (2.11), (3.7) следует, что при 𝑥 ∈ 𝐷, 𝑧 ∈ 𝑍 справедливо равенство

𝑢(𝑠)(𝑥, 𝑧;ω) − 𝑣1(𝑥, 𝑧;ω) =

= ω

∫︁
𝐷

Γ(𝑥, 𝑦;ω)𝑞(𝑦,ω)(𝑢(𝑖)(𝑦, 𝑧;ω) + 𝑢(𝑠)(𝑦, 𝑧;ω))𝑑𝑦−

−ω
∫︁
𝐷

Γ(𝑥, 𝑦;ω)𝑞(0)(𝑦)(𝑢(𝑖)(𝑦, 𝑧;ω) + 𝑣0(𝑦, 𝑧;ω))𝑑𝑦 =

= ω

∫︁
𝐷

Γ(𝑥, 𝑦;ω)[(𝑞(𝑦,ω) − 𝑞(0)(𝑦))(𝑢(𝑖)(𝑦, 𝑧;ω) + 𝑢(𝑠)(𝑦, 𝑧;ω))+

+𝑞(0)(𝑦)(𝑢(𝑠)(𝑦, 𝑧;ω) − 𝑣0(𝑦, 𝑧;ω))]𝑑𝑦.

Отсюда в силу (2.4), (2.5), (3.4) получаем

|𝑢(𝑠)(𝑥, 𝑧;ω) − 𝑣1(𝑥, 𝑧;ω)| = 𝑂(ω1+β1), 𝑥 ∈ 𝐷, 𝑧 ∈ 𝑍,ω ∈ (0,ω0]. (3.8)

Шаг 1. Используя (2.4), (2.11), (3.8), запишем равенство

𝑢(𝑠)(𝑥, 𝑧;ω) = ω

∫︁
𝐷

Γ(𝑥, 𝑦;ω)(𝑞(0)(𝑦) + 𝑞(1)(𝑦)ωβ1 + 𝑂(ωβ2))×

× (𝑢(𝑖)(𝑦, 𝑧;ω) + 𝑣1(𝑦, 𝑧;ω) + 𝑂(ω1+β1))𝑑𝑦.

(3.9)

Из (3.8), (3.9) следует ∫︁
𝐷

Γ0(𝑥, 𝑦)𝑞(1)(𝑦)𝑢
(𝑖)
0 (𝑦, 𝑧)𝑑𝑦 = 𝐹1(𝑥, 𝑧), 𝑥 ∈ 𝑋, 𝑧 ∈ 𝑍;

𝐹1(𝑥, 𝑧) = lim
ω→0

ω
−(1+β1)

[︁
𝑢(𝑠)(𝑥, 𝑧;ω)−

−ω
∫︁
𝐷

Γ(𝑥, 𝑦;ω)𝑞(0)(𝑦)(𝑢(𝑖)(𝑦, 𝑧;ω) + 𝑣1(𝑦, 𝑧;ω))𝑑𝑦
]︁
, 𝑥 ∈ 𝑋, 𝑧 ∈ 𝑍.

Здесь значения 𝐹1(𝑥, 𝑧) полностью определяются данными ОЗ1 и матричной функцией 𝑞(0)(𝑦). Для 𝑥 ∈ 𝐷 по-
ложим

𝑣2(𝑥, 𝑧;ω) = ω

∫︁
𝐷

Γ(𝑥, 𝑦;ω)(𝑞(0)(𝑦) + 𝑞(1)(𝑦)ωβ1)(𝑢(𝑖)(𝑦, 𝑧;ω) + 𝑣1(𝑦, 𝑧;ω))𝑑𝑦.
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Тогда
𝑢(𝑠)(𝑥, 𝑧;ω) − 𝑣2(𝑥, 𝑧;ω) =

= ω

∫︁
𝐷

Γ(𝑥, 𝑦;ω)[𝑞(𝑦,ω)(𝑢(𝑖)(𝑦, 𝑧;ω) + 𝑢(𝑠)(𝑦, 𝑧;ω))−

−(𝑞(0)(𝑦) + 𝑞(1)(𝑦)ωβ1)(𝑢(𝑖)(𝑦, 𝑧;ω) + 𝑣1(𝑦, 𝑧;ω))]𝑑𝑦 =

= ω

∫︁
𝐷

Γ(𝑥, 𝑦;ω)[(𝑞(𝑦,ω) − 𝑞(0)(𝑦) − 𝑞(1)(𝑦)ωβ1)(𝑢(𝑖)(𝑦, 𝑧;ω) + 𝑢(𝑠)(𝑦, 𝑧;ω))+

+(𝑞(0)(𝑦) + 𝑞(1)(𝑦)ωβ1)(𝑢(𝑠)(𝑦, 𝑧;ω) − 𝑣1(𝑦, 𝑧;ω))]𝑑𝑦.

Поэтому на основании (2.4), (2.5), (3.8) выполняется

|𝑢(𝑠)(𝑥, 𝑧;ω) − 𝑣2(𝑥, 𝑧;ω)| = 𝑂(ω1+β2), 𝑥 ∈ 𝐷, 𝑧 ∈ 𝑍,ω ∈ (0,ω0].

Продолжая аналогично, перед шагом 𝑚 имеем функцию

𝑣𝑚(𝑥, 𝑧;ω) = ω

∫︁
𝐷

Γ(𝑥, 𝑦;ω)
(︁𝑚−1∑︁

𝑘=0

𝑞(𝑘)(𝑦)ωβ𝑘
)︁

(𝑢(𝑖)(𝑦, 𝑧;ω) + 𝑣𝑚−1(𝑦, 𝑧;ω))𝑑𝑦,

такую что
|𝑢(𝑠)(𝑥, 𝑧;ω) − 𝑣𝑚(𝑥, 𝑧;ω)| = 𝑂(ω1+β𝑚), 𝑥 ∈ 𝐷, 𝑧 ∈ 𝑍,ω ∈ (0,ω0]. (3.10)

Шаг 𝑚. Используя (2.4), (2.11), (3.10), запишем равенство

𝑢(𝑠)(𝑥, 𝑧;ω) = ω

∫︁
𝐷

Γ(𝑥, 𝑦;ω)
(︁𝑚−1∑︁

𝑘=0

𝑞(𝑘)(𝑦)ωβ𝑘 + 𝑞(𝑚)(𝑦)ωβ𝑚 + 𝑂(ωβ𝑚+1)
)︁
× (3.11)

×(𝑢(𝑖)(𝑦, 𝑧;ω) + 𝑣𝑚(𝑦, 𝑧;ω) + 𝑂(ω1+β𝑚))𝑑𝑦.

Из (3.11) получаем ∫︁
𝐷

Γ0(𝑥, 𝑦)𝑞(𝑚)(𝑦)𝑢
(𝑖)
0 (𝑦, 𝑧)𝑑𝑦 = 𝐹𝑚(𝑥, 𝑧), 𝑥 ∈ 𝑋, 𝑧 ∈ 𝑍; (3.12)

𝐹𝑚(𝑥, 𝑧) = lim
ω→0

ω
−(1+β𝑚)

[︁
𝑢(𝑠)(𝑥, 𝑧;ω)−

−ω
∫︁
𝐷

Γ(𝑥, 𝑦;ω)
(︁𝑚−1∑︁

𝑘=0

𝑞𝑘(𝑦)ωβ𝑘
)︁

(𝑢(𝑖)(𝑦, 𝑧;ω) + 𝑣𝑚(𝑦, 𝑧;ω))𝑑𝑦
]︁
,

𝑥 ∈ 𝑋, 𝑧 ∈ 𝑍.

Для перехода к следующему шагу при 𝑥 ∈ 𝐷 определяем функцию

𝑣𝑚+1(𝑥, 𝑧;ω) = ω

∫︁
𝐷

Γ(𝑥, 𝑦;ω)
(︁ 𝑚∑︁
𝑘=0

𝑞(𝑘)(𝑦)ωβ𝑘
)︁

(𝑢(𝑖)(𝑦, 𝑧;ω) + 𝑣𝑚(𝑦, 𝑧;ω))𝑑𝑦,

для которой, как и выше, устанавливается оценка

|𝑢(𝑠)(𝑥, 𝑧;ω) − 𝑣𝑚+1(𝑥, 𝑧;ω)| = 𝑂(ω1+β𝑚+1), 𝑥 ∈ 𝐷, 𝑧 ∈ 𝑍,ω ∈ (0,ω0].

Подведем итог проведенным рассуждениям.
Теорема 2. Матричные функции 𝑞(𝑘)(𝑥), 𝑘 = 0, 1, . . . , в разложении (2.4) удовлетворяют цепочке систем ли-

нейных интегральных уравнений (3.12) с 𝑚 = 0, 1, . . . . При 𝑚 = 0 правая часть в уравнении (3.12) определяется
данными ОЗ1, а при 𝑚 > 1 — данными ОЗ1 и матричными функциями 𝑞(𝑘)(𝑥), 0 6 𝑘 6 𝑚− 1.

Системы (3.12) с учетом способа их вывода естественно назвать системами типа М.М. Лаврентьева. Из тео-
ремы 2 следует, что если каждое уравнение (3.12) имеет не более одного решения, то все матричные функции
𝑞(𝑘)(𝑥) последовательно определяются из этих уравнений, что и дает решение ОЗ1. Важно, что уравнения (3.12)
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отличаются лишь своими правыми частями. Поэтому вопрос о единственности их решений сводится к уста-
новлению того, что однородная система интегральных уравнений∫︁

𝐷

Γ0(𝑥, 𝑦)𝑞(𝑦)𝑢
(𝑖)
0 (𝑦, 𝑧)𝑑𝑦 = 0, 𝑥 ∈ 𝑋, 𝑧 ∈ 𝑍, (3.13)

имеет в классе диагональных матриц 𝑞(𝑦) с непрерывными элементами лишь тривиальное решение 𝑞 ≡ 0. В
следующем разделе обратимся к анализу системы (3.13).

4. ЕДИНСТВЕННОСТЬ РЕШЕНИЯ ОБРАТНОЙ ЗАДАЧИ

В дальнейшем для определенности примем 𝑎 = (1, 0, 0).
Согласно (3.2) и (3.3), в этом случае

𝑢
(𝑖)
0 (𝑦, 𝑧) = (η1(𝑦, 𝑧), η2(𝑦, 𝑧), η3(𝑦, 𝑧)), 𝑦 ∈ 𝐷, 𝑧 ∈ 𝑍, (4.1)

где

η1(𝑦, 𝑧) = (β− α)
(︁

γ

|𝑦 − 𝑧|
+

(𝑦1 − 𝑧1)2

|𝑦 − 𝑧|3
)︁
,

η2(𝑦, 𝑧) = (β− α)
(𝑦2 − 𝑧2)(𝑦1 − 𝑧1)

|𝑦 − 𝑧|3
, (4.2)

η3(𝑦, 𝑧) = (β− α)
(𝑦3 − 𝑧3)(𝑦1 − 𝑧1)

|𝑦 − 𝑧|3
.

Обозначим

𝑔𝑘(𝑦, 𝑧) = η𝑘(𝑦, 𝑧)𝑞𝑘(𝑦), 1 6 𝑘 6 3. (4.3)

Используя (4.1)–(4.3), представим систему (3.13) в виде∫︁
𝐷

[︁(︁
γ

|𝑥− 𝑦|
+

(𝑥1 − 𝑦1)2

|𝑥− 𝑦|3
)︁
𝑔1 +

(𝑥1 − 𝑦1)(𝑥2 − 𝑦2)

|𝑥− 𝑦|3
𝑔2 +

(𝑥1 − 𝑦1)(𝑥3 − 𝑦3)

|𝑥− 𝑦|3
𝑔3

]︁
𝑑𝑦 = 0,

∫︁
𝐷

[︁ (𝑥2 − 𝑦2)(𝑥1 − 𝑦1)

|𝑥− 𝑦|3
𝑔1 +

(︁
γ

|𝑥− 𝑦|
+

(𝑥2 − 𝑦2)2

|𝑥− 𝑦|3
)︁
𝑔2 +

(𝑥2 − 𝑦2)(𝑥3 − 𝑦3)

|𝑥− 𝑦|3
𝑔3

]︁
𝑑𝑦 = 0,

∫︁
𝐷

[︁ (𝑥3 − 𝑦3)(𝑥1 − 𝑦1)

|𝑥− 𝑦|3
𝑔1 +

(𝑥3 − 𝑦3)(𝑥2 − 𝑦2)

|𝑥− 𝑦|3
𝑔2 +

(︁
γ

|𝑥− 𝑦|
+

(𝑥3 − 𝑦3)2

|𝑥− 𝑦|3
)︁
𝑔3

]︁
𝑑𝑦 = 0;

𝑥 ∈ 𝑋, 𝑧 ∈ 𝑍. (4.4)

Необходимо установить, что следствием (4.2)–(4.4) является равенство 𝑞1(𝑦) = 𝑞2(𝑦) = 𝑞3(𝑦) = 0, 𝑦 ∈ 𝐷.
Ниже будет дано частичное решение этой задачи. Прежде всего уточним конструкцию множеств детекторов и
источников 𝑋 и 𝑍.

Условие 2. 1) Множество 𝑋 = 𝑆1 ∪ 𝑆2, где 𝑆1 — сфера, 𝑆2 — кусочно-гладкая замкнутая поверхность, 𝑆2∖𝑆1

плотно в 𝑆2, и замкнутые области, ограниченные поверхностями 𝑆1, 𝑆2, не пересекаются с 𝐷.
2) Множество 𝑍 есть открытый интервал на прямой

ℒ = {𝑥 ∈ R3 : 𝑥2 = 𝑥3 = 0}

и при этом ℒ ∩𝐷 = ∅.
Такой выбор 𝑋, 𝑍 приводит к пространственно непереопределенным постановкам ОЗ, ОЗ1, поскольку

dim(𝑋) + dim(𝑍) = 3.
Лемма 1. Пусть выполняется условие 2 и (4.4). Тогда равенства (4.4) имеют место для всех точек 𝑥 ∈ R3∖𝐷 и

𝑧 ∈ ℒ.
Доказательство. Обозначим через 𝑉𝑘(𝑥, 𝑧) функцию, определенную при 𝑥 ∈ R3∖𝐷, 𝑧 ∈ ℒ выражением в

левой части 𝑘-го равенства в (4.4) с учетом обозначений (4.2), (4.3), 1 6 𝑘 6 3. Нетрудно видеть, что эти функции
вещественно аналитичны по 𝑥 и по 𝑧 вне 𝐷. В частности, аналитичны сужения функций 𝑉𝑘(𝑥, ·) на прямую ℒ.
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Поскольку при каждом 𝑥 ∈ 𝑋 эти сужения обращаются в нуль на открытом подмножестве в ℒ, мы получаем
𝑉𝑘(𝑥, 𝑧) = 0 для всех 𝑥 ∈ 𝑋, 𝑧 ∈ ℒ, 1 6 𝑘 6 3 (см. [27, гл. I,§1]). Остается показать, что эти равенства имеют
место не только для точек 𝑥 ∈ 𝑋, но и для любых 𝑥 ∈ R3∖𝐷.

Определим функции

ϕ𝑘𝑗(𝑥) =
(𝑥𝑘 − 𝑦𝑘)(𝑥𝑗 − 𝑦𝑗)

|𝑥− 𝑦|3
, 𝑥 ∈ R3∖𝐷, 𝑦 ∈ 𝐷, 1 6 𝑘, 𝑗 6 3.

Поскольку
𝜕

𝜕𝑥𝑗

(︁ 1

|𝑥− 𝑦|

)︁
= − 𝑥𝑗 − 𝑦𝑗

|𝑥− 𝑦|3
, 1 6 𝑗 6 3, (4.5)

мы имеем

ϕ𝑘𝑗(𝑥, 𝑦) = −(𝑥𝑘 − 𝑦𝑘)
𝜕

𝜕𝑥𝑗

(︁ 1

|𝑥− 𝑦|

)︁
.

Вычисляя ∆𝑥ϕ𝑘𝑗(𝑥, 𝑦), с использованием формулы

∆(𝑢𝑣) = 𝑢∆𝑣 + 2(∇𝑢,∇𝑣) + 𝑣∆𝑢

и тождества

∆𝑥

(︁ 1

|𝑥− 𝑦|

)︁
= 0, 𝑥 ̸= 𝑦, (4.6)

получаем

∆𝑥ϕ𝑘𝑗(𝑥, 𝑦) = −2
𝜕2

𝜕𝑥𝑘𝜕𝑥𝑗

(︁ 1

|𝑥− 𝑦|

)︁
. (4.7)

Из (4.6) и (4.7) следует
∆2

𝑥ϕ𝑘𝑗(𝑥, 𝑦) = 0, 𝑥 ∈ R3∖𝐷, 𝑦 ∈ 𝐷, 1 6 𝑘, 𝑗 6 3. (4.8)

Слагаемые под знаками интегралов в (4.4) зависят от 𝑥 посредством множителей γ|𝑥 − 𝑦|−1, либо ϕ𝑘𝑗(𝑥, 𝑦),
1 6 𝑘, 𝑗 6 3. Поэтому из (4.6), (4.8) следует

∆2
𝑥𝑉𝑘(𝑥, 𝑧) = 0, 𝑥 ∈ R3∖𝐷.

Тем самым 𝑉𝑘(·, 𝑧), 1 6 𝑘 6 3, — бигармонические вне 𝐷 функции, обращающиеся в нуль на 𝑋. Часть 1)
условия 2 и теорема единственности для полигармонических функций (см. [28], [29]) дают

𝑉𝑘(𝑥, 𝑧) = 0, 𝑥 ∈ R3∖𝐷, 𝑧 ∈ ℒ, 1 6 𝑘 6 3.

Лемма доказана.
Заметим далее, что

(𝑥𝑗 − 𝑦𝑗)
2

|𝑥− 𝑦|3
=

1

|𝑥− 𝑦|
− 𝜕

𝜕𝑥𝑗

(︁𝑥𝑗 − 𝑦𝑗
|𝑥− 𝑦|

)︁
, 1 6 𝑗 6 3. (4.9)

С использованием (4.9) перепишем первое из уравнений (4.4) в виде∫︁
𝐷

[︁(︁
γ+ 1

|𝑥− 𝑦|
− 𝜕

𝜕𝑥1

(︁𝑥1 − 𝑦1
|𝑥− 𝑦|

)︁)︁
𝑔1 −

𝜕

𝜕𝑥1

(︁𝑥2 − 𝑦2
|𝑥− 𝑦|

)︁
𝑔2 −

𝜕

𝜕𝑥1

(︁𝑥3 − 𝑦3
|𝑥− 𝑦|

)︁
𝑔3

]︁
𝑑𝑦 = 0.

Следовательно,

(γ+ 1)

∫︁
𝐷

𝑔1𝑑𝑦

|𝑥− 𝑦|
=

𝜕

𝜕𝑥1

∫︁
𝐷

(︁𝑥1 − 𝑦1
|𝑥− 𝑦|

𝑔1 +
𝑥2 − 𝑦2
|𝑥− 𝑦|

𝑔2 +
𝑥3 − 𝑦3
|𝑥− 𝑦|

𝑔3

)︁
𝑑𝑦. (4.10)

Аналогично второе и третье уравнения в (4.4) дают

(γ+ 1)

∫︁
𝐷

𝑔2𝑑𝑦

|𝑥− 𝑦|
=

𝜕

𝜕𝑥2

∫︁
𝐷

(︁𝑥1 − 𝑦1
|𝑥− 𝑦|

𝑔1 +
𝑥2 − 𝑦2
|𝑥− 𝑦|

𝑔2 +
𝑥3 − 𝑦3
|𝑥− 𝑦|

𝑔3

)︁
𝑑𝑦, (4.11)

(γ+ 1)

∫︁
𝐷

𝑔3𝑑𝑦

|𝑥− 𝑦|
=

𝜕

𝜕𝑥3

∫︁
𝐷

(︁𝑥1 − 𝑦1
|𝑥− 𝑦|

𝑔1 +
𝑥2 − 𝑦2
|𝑥− 𝑦|

𝑔2 +
𝑥3 − 𝑦3
|𝑥− 𝑦|

𝑔3

)︁
𝑑𝑦. (4.12)
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Равенства (4.10)–(4.12) имеют место для всех точек 𝑥 ∈ R3∖𝐷. Мы видим, что(︁∫︁
𝐷

𝑔1𝑑𝑦

|𝑥− 𝑦|
,

∫︁
𝐷

𝑔2𝑑𝑦

|𝑥− 𝑦|
,

∫︁
𝐷

𝑔3𝑑𝑦

|𝑥− 𝑦|

)︁
= ∇𝑥𝑊 (𝑥),

где

𝑊 (𝑥) =
1

γ+ 1

∫︁
𝐷

(︁𝑥1 − 𝑦1
|𝑥− 𝑦|

𝑔1 +
𝑥2 − 𝑦2
|𝑥− 𝑦|

𝑔2 +
𝑥3 − 𝑦3
|𝑥− 𝑦|

𝑔3

)︁
𝑑𝑦, 𝑥 ∈ R3∖𝐷.

Следовательно, при 𝑥 ∈ R3∖𝐷, 𝑧 ∈ ℒ справедливы равенства

𝜕

𝜕𝑥2

∫︁
𝐷

𝑔1𝑑𝑦

|𝑥− 𝑦|
=

𝜕

𝜕𝑥1

∫︁
𝐷

𝑔2𝑑𝑦

|𝑥− 𝑦|
, (4.13)

𝜕

𝜕𝑥3

∫︁
𝐷

𝑔1𝑑𝑦

|𝑥− 𝑦|
=

𝜕

𝜕𝑥1

∫︁
𝐷

𝑔3𝑑𝑦

|𝑥− 𝑦|
, (4.14)

𝜕

𝜕𝑥3

∫︁
𝐷

𝑔2𝑑𝑦

|𝑥− 𝑦|
=

𝜕

𝜕𝑥2

∫︁
𝐷

𝑔3𝑑𝑦

|𝑥− 𝑦|
. (4.15)

Используем (4.13)–(4.15) для получения следующего промежуточного результата.
Теорема 3. Пусть выполняются условие 2 и равенства (4.4).
1) Предположим, что 𝑞3 ≡ 0 (𝑞2 ≡ 0), тогда 𝑞2 ≡ 0 (𝑞3 ≡ 0).
2) Пусть 𝑞1 ≡ 0. Тогда 𝑞2 = 𝑞3 ≡ 0.
Доказательство. 1) Пусть 𝑞3 ≡ 0. Покажем, что тогда 𝑞2 ≡ 0. Из (4.2), (4.3), (4.15) следует, что при 𝑥 ∈ R3∖𝐷,

𝑧 ∈ ℒ выполняется
𝜕

𝜕𝑥3

∫︁
𝐷

(𝑦2 − 𝑧2)(𝑦1 − 𝑧1)𝑞2(𝑦)𝑑𝑦

|𝑥− 𝑦||𝑦 − 𝑧|3
= 0. (4.16)

Следовательно, функция под знаком производной в (4.16) не зависит от 𝑥3 вне 𝐷. Поскольку подынтегральное
выражение в (4.16) стремится к нулю при 𝑥3 → ∞, мы с учетом определения ℒ получаем∫︁

𝐷

(𝑦1 − 𝑧1)𝑦2𝑞2(𝑦)𝑑𝑦

|𝑥− 𝑦||𝑦 − 𝑧|3
= 0, 𝑥 ∈ R3∖𝐷, 𝑧 ∈ ℒ.

Согласно (4.5), при указанных 𝑥, 𝑧 выполняется равенство

𝜕

𝜕𝑧1

∫︁
𝐷

𝑦2𝑞2(𝑦)𝑑𝑦

|𝑥− 𝑦||𝑦 − 𝑧|
= 0. (4.17)

Таким образом, функция𝑉 (𝑧), стоящая под знаком производной в (4.17), постоянна на прямойℒ. В то же время
для этой функции мы, очевидно, имеем

lim
𝑧∈ℒ,𝑧→∞

𝑉 (𝑧) = lim
𝑧1→∞

𝑉 (𝑧1, 0, 0) = 0.

Следовательно, 𝑉 ≡ 0 на ℒ и потому ∫︁
𝐷

𝑦2𝑞2(𝑦)𝑑𝑦

|𝑥− 𝑦||𝑦 − 𝑧|
= 0.

Ссылка на теорему 1 завершает доказательство утверждения. Вторая часть п. 1) доказывается аналогично с за-
меной 𝑞2 на 𝑞3. Доказательство п. 2) проводится по той же схеме с заменой в начале рассуждений равенства
(4.15) на (4.13) и (4.14). Теорема доказана.

Пусть теперь априори известно, что 𝑞2 ≡ 0, либо 𝑞3 ≡ 0. Тогда, используя (4.2), (4.3), а также (4.13) или
(4.14), для функции 𝑞1, как и выше, получаем уравнение∫︁

𝐷

(︁
γ

|𝑦 − 𝑧|
+

(𝑧1 − 𝑦1)2

|𝑦 − 𝑧|3
)︁𝑞1(𝑦)𝑑𝑦

|𝑥− 𝑦|
= 0, 𝑥 ∈ R3∖𝐷, 𝑧 ∈ ℒ. (4.18)
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Уравнение типа М.М. Лаврентьева (4.18) напоминает исходное уравнение (1.2) и исследуется по схеме, развитой
ранее в [12]. В следующей теореме мы несколько обобщим указанную схему с целью включения в нее наряду с
(4.18) и некоторых других аналогичных уравнений.

Обозначим 𝑦′ = (𝑦2, 𝑦3) ∈ R2. Пусть непрерывная функция Λ = Λ(𝑦1, |𝑦′|) определена при 𝑦 ̸= 0 и
lim
𝑦→∞

Λ(𝑦) = 0. Рассмотрим однородное интегральное уравнение

∫︁
𝐷

Λ(𝑧1 − 𝑦1, |𝑦′|)
η(𝑦)𝑑𝑦

|𝑥− 𝑦|
= 0, 𝑥 ∈ R3∖𝐷, 𝑧 ∈ ℒ, (4.19)

относительно функции η ∈ 𝐿2(𝐷).
Теорема 4. Предположим, что преобразование Фурье ̃︀Λ(µ, |𝑦′|) функции Λ(𝑦1, |𝑦′|) по переменной 𝑦1 имеет вид

̃︀Λ(µ, |𝑦′|) = 𝑀(µ|𝑦′|),

функция 𝑀(ζ) аналитична в C∖{0}. Тогда единственным решением уравнения (4.19) является функция η = 0 почти
всюду в 𝐷.

В теореме 4 функция 𝑀 может быть многозначной, в этом случае рассматривается ее однозначная ветвь в C
с подходящим разрезом из ζ = 0 в ζ = ∞, получаемая аналитическим продолжением 𝑀 с положительной ве-
щественной полуоси R+. Нам будет удобно считать этот разрез идущим вдоль положительной мнимой полуоси
𝑖R+.

Следствие 1. Единственным непрерывным решением уравнения (4.18) является функция 𝑞1 ≡ 0.
Для доказательства следствия 1 заметим, что в (4.18)

Λ(𝑧1 − 𝑦1, |𝑦′|) =
γ+ 1

((𝑧1 − 𝑦1)2 + |𝑦′|2)1/2
− |𝑦′|2

((𝑧1 − 𝑦1)2 + |𝑦′|2)3/2
.

Вычисляя преобразование Фурье функции

Λ(𝑦1, |𝑦′|) =
γ+ 1

(𝑦21 + |𝑦′|2)1/2
− |𝑦′|2

(𝑦21 + |𝑦′|2)3/2

по переменной 𝑦1 (см. [30, с. 167]), получаем̃︀Λ(µ, |𝑦′|) = 𝑀0(µ|𝑦′|), 𝑀0(ζ) = 2(γ+ 1)𝐾0(ζ) − 2ζ𝐾1(ζ).

Здесь 𝐾0(ζ), 𝐾1(ζ) — модифицированные функции Бесселя, аналитические в C∖{0} и имеющие ζ = 0 точкой
ветвления логарифмического типа. Их однозначные ветви фиксируются значениями при вещественных ζ > 0
и разрезом комплексной плоскости вдоль полуоси 𝑖R+.

Замечание 2. Вычисляя обратное преобразование Фурье от 𝑀(µ|𝑦′|), нетрудно показать, что функция Λ в
теореме 4 необходимо имеет вид

̃︀Λ(𝑦1, |𝑦′|) =
1

|𝑦′|
Ψ
(︁ 𝑦1
|𝑦′|

)︁
, Ψ(𝑡) =

1

2π

∞∫︁
−∞

𝑒−𝑖τ𝑡𝑀(τ)𝑑τ.

Для Λ из уравнения (4.18) мы имеем Ψ(𝑡) = (γ+ 1)(𝑡2 + 1)−1/2 − (𝑡2 + 1)−3/2.
Доказательство Теоремы 4. Доказательство следует схеме рассуждений из [12]. Поскольку семейство {|𝑥 −

𝑦|−1}𝑥∈R3∖𝐷 плотно в смысле 𝐿2(𝐷) в классе всех функций, гармонических в 𝐷, достаточно убедится, что если
равенство ∫︁

𝐷

Λ(𝑧1 − 𝑦1, |𝑦′|)ℎ(𝑦)η(𝑦)𝑑𝑦 = 0 (4.20)

с η ∈ 𝐿2(𝐷) выполняется для всех 𝑧1 ∈ R и для всех функций ℎ ∈ 𝐶2(𝐷), таких что ∆ℎ(𝑦) = 0, 𝑦 ∈ 𝐷, то η = 0
п.в. в 𝐷. Положим в (4.20)

ℎ(𝑦) = 𝑒−𝑖(λ′,𝑦′)+|λ′|𝑦1 , λ′ ∈ R2,

тогда будем иметь ∫︁
𝐷

Λ(𝑧1 − 𝑦1, |𝑦′|)𝑒−𝑖(λ′,𝑦′)+|λ′|𝑦1η(𝑦)𝑑𝑦 = 0, 𝑧1 ∈ R, λ′ ∈ R2. (4.21)
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Применяя к (4.21) преобразование Фурье по переменной 𝑧1, с учетом равенства

∞∫︁
−∞

𝑒−𝑖µ𝑧1Λ(𝑧1 − 𝑦1, |𝑦′|)𝑑𝑧1 = 𝑒−𝑖µ𝑦1𝑀(µ|𝑦′|), µ ̸= 0,

получаем ∫︁
𝐷

η(𝑦1, 𝑦
′)𝑒−𝑖(λ′,𝑦′)+(|λ′|−𝑖µ)𝑦1𝑀(µ|𝑦′|)𝑑𝑦1𝑑𝑦′ = 0, λ

′ ∈ R2, µ ∈ R∖{0}. (4.22)

При каждом λ′ ∈ R2 функция в левой части (4.22) аналитична по µ ∈ C∖{0}. Поэтому равенство (4.22) по
аналитичности продолжается на всю комплексную плоскость с разрезом вдоль луча 𝑖R+. Полагая µ = 𝑝− |λ′|𝑖,
𝑝 ̸= 0 в (4.22), получаем∫︁

𝐷

η(𝑦1, 𝑦
′)𝑒−𝑖𝑝𝑦1𝑒−𝑖(λ′,𝑦′)𝑀((𝑝− |λ′|𝑖)|𝑦′|)𝑑𝑦1𝑑𝑦′ = 0, λ

′ ∈ R2, 𝑝 ∈ R∖{0}. (4.23)

Нетрудно видеть, что ζ = (𝑝− |λ′|𝑖)|𝑦′| ∈ C∖𝑖R+ при всех 𝑝 ∈ R∖{0}, λ′, 𝑦′ ∈ R2.
Обозначим 𝑌0,1(θ) = 1, 𝑌𝑘,1(θ) = cos 𝑘θ, 𝑌𝑘,2(θ) = sin 𝑘θ, 𝑘 = 1, 2, . . . ; θ ∈ [0, 2π). Зафиксируем финитную на

R+ функцию χ = χ(𝑟), 𝑟 > 0, и функцию 𝑌𝑘,𝑙 для произвольных 𝑘 > 0 и 𝑙 ∈ {1, 2}. Умножим обе части равенства
(4.23) на χ(|λ′|)𝑌𝑘,𝑙(θ), где θ = θ(λ′), λ′/|λ′| = (cos θ, sin θ), и проинтегрируем результат по R2 = {λ′}, считая
функцию η продолженной нулем вне 𝐷. Мы будем иметь

∞∫︁
−∞

∫︁
R2

η(𝑦1, 𝑦
′)𝑒−𝑖𝑝𝑦1

(︁∫︁
R2

𝑒−𝑖(λ′,𝑦′)𝑀((𝑝− |λ′|𝑖)|𝑦′|)χ(|λ′|)𝑌𝑘,𝑙(θ)𝑑λ′
)︁
𝑑𝑦′𝑑𝑦1 = 0. (4.24)

Согласно теореме 3.10 в [31, гл. IV],

∫︁
R2

𝑒−𝑖(λ′,𝑦′)𝑀((𝑝− |λ′|𝑖)|𝑦′|)χ(|λ′|)𝑌𝑘,𝑙(θ)𝑑λ′ = 2π(−𝑖)𝑘𝑌𝑘,𝑙(ϕ)

∞∫︁
0

𝐽𝑘(𝑟ρ)𝑀((𝑝− 𝑖𝑟)ρ)χ(𝑟)𝑟𝑑𝑟, (4.25)

где ϕ = ϕ(𝑦′), 𝑦′/|𝑦′| = (cosϕ, sinϕ), ρ = |𝑦′|, 𝐽𝑘 есть функция Бесселя порядка 𝑘. Выбирая в (4.24) в качестве
χ элемент последовательности финитных функций {χ𝑛(𝑟)}, сходящейся к δ(𝑟 − 𝑡), 𝑡 > 0, и переходя к пределу
при 𝑛 → ∞, из (4.24), (4.25) получаем

∞∫︁
0

(︁ ∞∫︁
−∞

(︁ 2π∫︁
0

η(𝑦1, 𝑦
′(ρ,ϕ))𝑌𝑘,𝑙(ϕ)𝑑ϕ

)︁
𝑒−𝑖𝑝𝑦1𝑑𝑦1

)︁
𝐽𝑘(𝑡ρ)𝑀((𝑝− 𝑖𝑡)ρ)𝑑ρ = 0,

𝑡 > 0, 𝑝 ∈ R∖{0}, 𝑘 > 0, 𝑙 ∈ {1, 2}.

(4.26)

Здесь 𝑦′(ρ,ϕ) = (ρ cosϕ, ρ sinϕ).
Обозначим

𝐺𝑘,𝑙(ρ, 𝑦1) =

2π∫︁
0

η(𝑦1, 𝑦
′(ρ,ϕ))𝑌𝑘,𝑙(ϕ)𝑑ϕ, 𝑓𝑝,𝑘,𝑙(ρ) =

∞∫︁
−∞

𝐺𝑘,𝑙(ρ, 𝑦1)𝑒−𝑖𝑝𝑦1𝑑𝑦1.

Из (4.26) следует равенство

∞∫︁
0

𝐽𝑘(𝑡ρ)𝑀((𝑝− 𝑖𝑡)ρ)𝑓𝑝,𝑘,𝑙(ρ)𝑑ρ = 0, 𝑡 > 0, 𝑝 ∈ R∖{0}, 𝑘 > 0, 𝑙 ∈ {1, 2}. (4.27)

Имеем

𝑓𝑝,𝑘,𝑙(ρ) =

∞∑︁
𝑗=0

(−𝑖𝑝)𝑗

𝑗!

∞∫︁
−∞

𝐺𝑘,𝑙(ρ, 𝑦1)𝑦𝑗1𝑑𝑦1. (4.28)
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Для фиксированных номеров 𝑘, 𝑙 возможны два случая.
1) При всех 𝑗 = 0, 1, . . . справедливо

∞∫︁
−∞

𝐺𝑘,𝑙(ρ, 𝑦1)𝑦𝑗1𝑑𝑦1 = 0 (4.29)

для п.в. ρ > 0. Таким образом, 𝑓𝑝,𝑘,𝑙(ρ) = 0 п.в. для всех 𝑝 ∈ R∖{0}.

2) Найдется номер 𝑚 > 0 такой, что
∞∫︀

−∞
𝐺𝑘,𝑙(ρ, 𝑦1)𝑦𝑗1𝑑𝑦1 = 0 для п.в. ρ > 0 и всех 0 6 𝑗 < 𝑚, но функция

∞∫︀
−∞

𝐺𝑘,𝑙(ρ, 𝑦1)𝑦𝑚1 𝑑𝑦1 отлична от нуля на множестве положительной меры.

В случае 1) из (4.29) и теоремы Мюнца (см. [32, с. 54]) следует, что для п.в. ρ > 0, 𝑦1 ∈ R выполняется

𝐺𝑘,𝑙(ρ, 𝑦1) ≡
2π∫︁
0

η(𝑦1, 𝑦
′(ρ,ϕ))𝑌𝑘,𝑙(ϕ)𝑑ϕ = 0. (4.30)

Рассмотрим подробнее случай 2). В этом случае, согласно (4.28), при 𝑝 → 0+ справедливо

𝑓𝑝,𝑘,𝑙(ρ) =
(−𝑖𝑝)𝑚

𝑚!

∞∫︁
−∞

𝐺𝑘,𝑙(ρ, 𝑦1)𝑦𝑚1 𝑑𝑦1 + 𝑂(𝑝𝑚+1). (4.31)

Поэтому при малых 𝑝 > 0 имеет место

‖𝑓𝑝,𝑘,𝑙‖𝐿2(0,∞) =
𝑝𝑚

𝑚!

⃦⃦⃦ ∞∫︁
−∞

𝐺𝑘,𝑙(·, 𝑦1)𝑦𝑚1 𝑑𝑦1

⃦⃦⃦
𝐿2(0,∞)

+ 𝑂(𝑝𝑚+1). (4.32)

Из (4.32) следует, что если ε > 0 достаточно мало, то при 0 < 𝑝 6 ε выполняется ‖𝑓𝑝,𝑘,𝑙‖𝐿2(0,∞) > 0.
Положим

𝑓
(0)
𝑝,𝑘,𝑙(ρ) =

𝑓𝑝,𝑘,𝑙(ρ)

‖𝑓𝑝,𝑘,𝑙‖𝐿2(0,∞)
, ρ > 0, 0 < 𝑝 6 ε.

Используя (4.31) и (4.32), получаем

𝑓
(0)
𝑝,𝑘,𝑙(ρ) =

(︁⃦⃦⃦ ∞∫︁
−∞

𝐺𝑘,𝑙(·, 𝑦1)𝑦𝑚1 𝑑𝑦1

⃦⃦⃦
𝐿2(0,∞)

+ 𝑂(𝑝)
)︁−1(︁

(−𝑖)𝑚
∞∫︁

−∞

𝐺𝑘,𝑙(ρ, 𝑦1)𝑦𝑚1 𝑑𝑦1 + 𝑂(𝑝)
)︁
.

Таким образом,
lim
𝑝→0

‖𝑓 (0)
𝑝,𝑘,𝑙 − 𝑔

(0)
𝑘,𝑙 ‖𝐿2(0,∞) = 0, (4.33)

где

𝑔
(0)
𝑘,𝑙 (ρ) = (−𝑖)𝑚

⃦⃦⃦ ∞∫︁
−∞

𝐺𝑘,𝑙(·, 𝑦1)𝑦𝑚1 𝑑𝑦1

⃦⃦⃦−1

𝐿2(0,∞)

∞∫︁
−∞

𝐺𝑘,𝑙(ρ, 𝑦1)𝑦𝑚1 𝑑𝑦1.

Ясно, что
‖𝑔(0)𝑘,𝑙 ‖𝐿2(0,∞) = 1. (4.34)

Согласно (4.27), для выбранных номеров 𝑘, 𝑙 выполняется

∞∫︁
0

𝐽𝑘(𝑡ρ)𝑀((𝑝− 𝑖𝑡)ρ)𝑓
(0)
𝑝,𝑘,𝑙(ρ)𝑑ρ = 0, 𝑡 > 0, 𝑝 ∈ R∖{0}. (4.35)

Переходя в (4.35) к пределу при 𝑝 → 0+, с учетом (4.33) получаем

∞∫︁
0

𝐽𝑘(𝑡ρ)𝑀(−𝑖𝑡ρ)𝑔
(0)
𝑘,𝑙 (ρ)𝑑ρ = 0, 𝑡 > 0. (4.36)
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Отсюда следует, что 𝑔
(0)
𝑘,𝑙 = 0 п.в. на R. Действительно, умножая обе части (4.36) на 𝑡−𝑠, 𝑠 > 0, и интегрируя,

находим
∞∫︁
0

𝑔
(0)
𝑘,𝑙 (ρ)

(︁ ∞∫︁
0

𝑡−𝑠𝐽𝑘(𝑡ρ)𝑀(−𝑖𝑡ρ)𝑑𝑡
)︁
𝑑ρ =

∞∫︁
0

ρ
𝑠−1𝑔

(0)
𝑘,𝑙 (ρ)𝑑ρ ·

∞∫︁
0

τ
−𝑠𝐽𝑘(τ)𝑀(−𝑖τ)𝑑τ = 0.

Это дает
∞∫︁
0

ρ
𝑠−1𝑔

(0)
𝑘,𝑙 (ρ)𝑑ρ = 0, 𝑠 > 0. (4.37)

Из (4.37) и теоремы об обращении преобразования Меллина (см. [30, с. 73]) следует 𝑔
(0)
𝑘,𝑙 = 0 п.в. на R. Полу-

ченное равенство противоречит (4.34). Тем самым показано, что случай 2) невозможен ни при каких 𝑘, 𝑙.
Таким образом, реализуется случай 1), поэтому в силу (4.30) имеем

2π∫︁
0

η(𝑦1, 𝑦
′(ρ,ϕ))𝑌𝑘,𝑙(ϕ)𝑑ϕ = 0

для всех 𝑘 > 0, 𝑙 ∈ {1, 2} и для п.в. ρ > 0, 𝑦1 ∈ R. Поскольку тригонометрическая система {𝑌𝑘,𝑙(ϕ)} образует
ортонормированный базис в 𝐿2(0, 2π), отсюда следует, что η(𝑦1, 𝑦

′(ρ,ϕ)) = 0 для п.в. ρ > 0, 𝑦1 ∈ R, ϕ ∈ [0, 2π).
Теорема доказана.

Объединяя теорему 3 и следствие 1, получаем следующий основной результат настоящей работы.
Теорема 5. Пусть выполняется условие 2. Предположим, что в системе (3.13) одна из функций 𝑞𝑗, 1 6 𝑗 6 3,

тождественно равна нулю. Тогда остальные две функции также нулевые.
Если в теореме 5 условие равенства нулю заменить требованием определенной согласованности 𝑞2 и 𝑞3, то

имеет место однозначная разрешимость (3.13).
Теорема 6. Пусть выполняется условие 2. Предположим, что

𝑥2𝑞2(𝑥) = 𝑥3𝑞3(𝑥), 𝑥 ∈ 𝐷. (4.38)

Тогда 𝑞1 = 𝑞2 = 𝑞3 ≡ 0 в 𝐷.
Доказательство. Из (4.13), (4.14), с учетом (4.2), (4.3) для 𝑥 ∈ R3∖𝐷, 𝑧 ∈ ℒ получаем

𝜕

𝜕𝑥2

∫︁
𝐷

𝑔1𝑑𝑦

|𝑥− 𝑦|
= (β− α)

𝜕

𝜕𝑥1

∫︁
𝐷

(𝑦2 − 𝑧2)(𝑦1 − 𝑧1)𝑞2(𝑦)𝑑𝑦

|𝑥− 𝑦||𝑦 − 𝑧|3
,

𝜕

𝜕𝑥3

∫︁
𝐷

𝑔1𝑑𝑦

|𝑥− 𝑦|
= (β− α)

𝜕

𝜕𝑥1

∫︁
𝐷

(𝑦3 − 𝑧3)(𝑦1 − 𝑧1)𝑞3(𝑦)𝑑𝑦

|𝑥− 𝑦||𝑦 − 𝑧|3
.

Отсюда и из (4.38) следует, что при указанных 𝑥, 𝑧 выполняется

𝜕

𝜕𝑥2

∫︁
𝐷

𝑔1𝑑𝑦

|𝑥− 𝑦|
=

𝜕

𝜕𝑥3

∫︁
𝐷

𝑔1𝑑𝑦

|𝑥− 𝑦|
.

Поэтому для функции

Θ(𝑥) =

∫︁
𝐷

𝑔1𝑑𝑦

|𝑥− 𝑦|
(4.39)

имеет место
𝜕Θ(𝑥)

𝜕𝑥2
=

𝜕Θ(𝑥)

𝜕𝑥3
, 𝑥 ∈ R3∖𝐷.

Решая обычным образом последнее уравнение (см. [33, гл. 5,§2]), заключаем, что Θ(𝑥) = Ξ(𝑥1, 𝑥2 + 𝑥3). Как
видно из (4.39),

lim
τ→∞

Θ(𝑥1, τ, 𝑡− τ) = Ξ(𝑥1, 𝑡) = 0

для любых 𝑥1, 𝑡, поэтому Ξ ≡ 0 вне 𝐷. Из (4.39), (4.2), (4.3) теперь следует (4.18). Используя следствие 1 и
теорему 5, получаем требуемое утверждение. Теорема доказана.
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Теорема 5 утверждает, что если в каждой матрице 𝑞(𝑘)(𝑥) в ОЗ1 априори известен хотя бы один элемент

𝑞
(𝑘)
𝑗 (𝑥), где 𝑗 может зависеть от 𝑘, то вся последовательность 𝑞(𝑘)(𝑥) однозначно восстанавливается по данным

ОЗ1. Элементы этой последовательности определяются из систем (3.12), каждая из которых имеет единствен-
ное решение. В частности, справедлива следующая теорема.

Теорема 7. Пусть выполняются условия 1, 2. Предположим, что в ОЗ известна одна из компонент 𝑞𝑗(𝑥,ω) мат-
рицы 𝑞(𝑥,ω), 1 6 𝑗 6 3. Тогда 𝑞(𝑥,ω) однозначно реконструируется по данным ОЗ.

В применении к уравнению (1.4) это означает, что в условиях замечания 1 все элементы матриц σ(𝑥), ℎ(𝑥, 𝑡)
однозначно реконструируются, если априори известны их элементы σ𝑘(𝑥) и ℎ𝑙(𝑥, 𝑡) для некоторых 1 6 𝑘, 𝑙 6 3.
С прикладной точки зрения условия теоремы 7 описывают зондирование анизотропной среды, свойства кото-
рой известны вдоль одного из координатных направлений. Утверждается, что данных зондирования в рамках
рассматриваемой в работе схемы достаточно для реконструкции этих свойств вдоль двух других направлений
координат. Согласно теореме 6, при выполнении условия

𝑥2σ2(𝑥) = 𝑥3σ3(𝑥), 𝑥2ℎ2(𝑥, 𝑡) = 𝑥3ℎ3(𝑥, 𝑡), 𝑥 ∈ 𝐷, 𝑡 > 0, 𝑘 > 1,

все элементы матриц σ(𝑥), ℎ(𝑥, 𝑡) однозначно реконструируются по данным ОЗ.
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Abstract. A nonlinear coefficient inverse problem is considered related to the partial reconstruction of
the memory matrix of a viscoelastic medium based on the results of probing the medium by a family
of wave fields excited by point sources. A spatially non-overdetermined formulation is investigated in
which the manifolds of point sources and detectors do not coincide and have a total dimension equal
to three. The requirements for these manifolds are established to ensure the unique solvability of the
studied inverse problem. The result is achieved by reducing this problem to a chain of connected systems of
M.M. Lavrentiev type linear integral equations.

Keywords: elasticity equations, viscoelastic medium, coefficient inverse problem, memory kernel, linear
integral equation, biharmonic equation, uniqueness.
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