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Статья посвящена проблеме поиска глобального оптимума в задаче оптимизации топологии сети для случая
сетей с непересекающимися путями. В рассматриваемой постановке задачи менеджер сети инвестирует в про-
пускные способности ее элементов, стремясь минимизировать общую задержку, возникающую в результате
равновесного распределения потоков. Доказано, что решение исследуемой задачи с необходимостью должно
разрешать определенную задачу минимакса. При этом получены условия оптимальности решений возникаю-
щей задачи минимакса при достаточно естественных допущениях. На основе полученных результатов разра-
ботан новый алгоритм решения задачи оптимизации топологии сети с непересекающимися путями. Библ. 20.
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ВВЕДЕНИЕ

Одна из первых постановок задачи оптимизации топологии сети была сформулирована в виде игры Шта-
кельберга (см. [1]). В рамках такой постановки лидер инвестирует в пропускные способности элементов сети,
стремясь минимизировать общую задержку (общие затраты), возникающую в результате равновесного распре-
деления потоков на нижнем уровне (см. [2]). Можно выделить две ключевые практические предпосылки, по-
служившие драйвером к возникновению такой модели. Во-первых, принципиально некооперативное поведе-
ние единиц потока в различных реальных сетях. Действительно, в общем случае, некооперативно ведут себя,
например, потоки участников движения в улично-дорожных сетях (см. [3]), грузовые потоки в логистических
сетях (см. [4]), потоки сигналов в беспроводных сетях (см. [5]). Во-вторых, менеджеры сложных сетей, зача-
стую, не могут непосредственно влиять на поведение единиц потока, что заставляет их добиваться улучшений
в функционировании всей сети через воздействие на ее топологию.

Стоит отметить, что формулируемая указанным образом задача оптимизации топологии сети является од-
ной из самых ресурсоемких, с точки зрения вычислений, задач в области транспортного планирования (см. [6],
[7]). Тем не менее, в силу практической значимости этой задачи многие исследователи занимаются разработкой
подходов к ее решению. При этом подавляющее большинство разрабатываемых методов, представленных в ли-
тературе, основаны на идее приближенного представления реакции нижнего уровня на воздействия верхнего
как вектор-функции от переменных пропускных способностей. Нет сомнений, что предположение о существо-
вании такой вектор-функции существенно упрощает изначальную задачу, сводя ее к задаче условной нелиней-
ной оптимизации. Однако на текущий момент не известен ни вид такой функции, ни даже ее свойства (см.
[8], [9]). Таким образом, используя различные приближения указанной функции, исследователи получают до-
пустимые решения двухуровневой задачи оптимизации топологии сети, но, как правило, не могут ответить на
вопрос, приводят ли получаемые решения к глобальному оптимуму или нет (см. [10], [11]).

Наиболее распространенной среди приближенных представлений реакции нижнего уровня на воздействия
верхнего является аппроксимация первого порядка, полученная изначально для целей анализа чувствительно-
сти равновесного распределения потоков к незначительным изменениям пропускных способностей (см. [12],

1)Работа выполнена при финансовой поддержке РНФ (проект № 22–71–10063).

1851



1852 КРЫЛАТОВ

[13]). Такая аппроксимация оказалась востребованной, поскольку на ее основе можно разрабатывать различ-
ные проекционные методы решения (см. [14], [15]). Действительно, приближение первого порядка позволяет
эффективно находить точки локального оптимума за счет применения градиентного спуска (см. [16]). Подоб-
ные методы продемонстрировали хорошую сходимость к локальным оптимумам, но не смогли справиться с
поиском глобального. Исследователи полагают, что множественные локальные оптимумы возникают вслед-
ствие невыпуклости задачи оптимизации топологии сети (см. [11], [14]). В то же время, недавние результаты
показали, что, по крайней мере, на малых сетях получаемые проекционными методами локальные оптимумы
довольно близки к глобальному (см. [17]).

Таким образом, до сих пор существуют открытые исследовательские вопросы в изучении глобального оп-
тимума в задаче оптимизации топологии сети, формулируемой описанным выше образом. В настоящей работе
внимание будет сфокусировано на получении условий оптимальности для поиска глобального оптимума в за-
даче оптимизации топологии сети в случае специальных видов сетей. Рассматриваемые в статье сети встреча-
ются при моделировании автомобильных потоков на элементах улично-дорожной сети с непересекающимися
путями (см. [18]), потоков грузов в дистрибутивных сетях звездочного типа (см. [4]), потоков сигналов в беспро-
водных сетях (см. [5]). В разд. 1 приведена математическая формулировка задачи оптимизации топологии сети
в виде задачи двухуровневой оптимизации для рассматриваемого в статье случая сетей. Последующие разделы
посвящены исследованию условий оптимальности решения сформулированной задачи.

1. ФОРМУЛИРОВКА ЗАДАЧИ

Рассмотрим сеть в виде ориентированного графа 𝐺 = (𝑉,𝐸). Будем считать, что сеть состоит из 𝑛 непе-
ресекающихся альтернативных путей (каналов), либо исходящих из единственного истока, либо входящих в
единственный сток, либо исходящих из единственного истока и входящих в единственный сток. Множество
всех таких непересекающихся альтернатив будем обозначать через 𝐼, |𝐼| = 𝑛. Предположим, что каждая аль-
тернатива 𝑖, 𝑖 ∈ 𝐼, характеризуется величиной пропускной способности 𝑦𝑖, 𝑦 = (𝑦1, . . . , 𝑦𝑛)T при 𝑦 ∈ R𝑛. При
этом будем считать, что величины пропускных способностей 𝑦𝑖, 𝑖 ∈ 𝐼, являются переменными верхнего уровня
двухуровневой задачи оптимизации топологии сети, каждая из которых может принимать допустимые значе-
ния от 𝑙𝑖 > 0 до 𝑢𝑖 > 0, т.е. 𝑦𝑖 принадлежит множеству 𝑌𝑖 = {𝑦𝑖 | 𝑙𝑖 ≤ 𝑦𝑖 ≤ 𝑢𝑖} для любого 𝑖 ∈ 𝐼; 𝑙 = (𝑙1, . . . , 𝑙𝑛)T

и 𝑢 = (𝑢1, . . . , 𝑢𝑛)T. Более того, для каждого 𝑖 ∈ 𝐼 введем непрерывно-дифференцируемую строго возраста-
ющую выпуклую функцию на множестве вещественных неотрицательных чисел 𝑔𝑖(·), принимающую только
неотрицательные значения. Функцией 𝑔𝑖(𝑦𝑖), 𝑖 ∈ 𝐼, будем описывать бюджетные затраты, необходимые для
увеличения пропускной способности альтернативы 𝑖 с величины 𝑙𝑖 до величины 𝑦𝑖 при 𝑔𝑖(𝑙𝑖) = 0. При этом
общий бюджет, который может быть инвестирован в увеличение пропускной способности всех альтернатив не
должен превышать 𝑈 :

∑︀
𝑖∈𝐼 𝑔𝑖(𝑦𝑖) ≤ 𝑈 . Таким образом, получаем область определения переменных верхнего

уровня двухуровневой задачи оптимизации топологии сети:

𝑌 =

{︃
𝑦 ∈ R𝑛

⃒⃒⃒⃒
⃒ ∑︁

𝑖∈𝐼

𝑔𝑖(𝑦𝑖) ≤ 𝑈 и 𝑙𝑖 ≤ 𝑦𝑖 ≤ 𝑢𝑖 ∀𝑖 ∈ 𝐼

}︃
.

В свою очередь, будем считать, что как только допустимый набор величин пропускных способностей 𝑦 ∈ 𝑌
задан, поток 𝐷 > 0 распределяется среди доступных альтернатив. Через 𝑥𝑖 обозначим количество потока, рас-
пределенного по альтернативе 𝑖, 𝑖 ∈ 𝐼: 𝐷 =

∑︀
𝑖∈𝐼 𝑥𝑖 и 𝑥 = (𝑥1, . . . , 𝑥𝑛)T при 𝑥 ∈ R𝑛. Таким образом, получаем

область определения переменных нижнего уровня двухуровневой задачи оптимизации топологии сети:

𝑋 =

{︃
𝑥 ∈ R𝑛

⃒⃒⃒⃒
⃒ ∑︁

𝑖∈𝐼

𝑥𝑖 = 𝐷 и 𝑥𝑖 ≥ 0 ∀𝑖 ∈ 𝐼

}︃
.

Более того, будем считать, что каждая альтернатива 𝑖, 𝑖 ∈ 𝐼, характеризуется функцией задержки (затрат)
𝑓𝑖(𝑥𝑖, 𝑦𝑖) единицы потока 𝑥𝑖 по альтернативе с пропускной способностью 𝑦𝑖. С одной стороны, будем пред-
полагать, что для любого фиксированного положительного 𝑦𝑖 ∈ R1, 𝑖 ∈ 𝐼, функция 𝑓𝑖(𝑥𝑖, 𝑦𝑖) ∈ 𝐶3(R1), при
этом

𝜕𝑓𝑖
𝜕𝑥𝑖

(0, 𝑦𝑖) = 0, (1)

и для 𝑚 = 1, 2 справедливо
𝜕𝑚𝑓𝑖
𝜕𝑥𝑚

𝑖

(𝑥𝑖, 𝑦𝑖) > 0 ∀𝑥𝑖 > 0. (2)
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С другой стороны, будем предполагать, что для любого фиксированного 𝑥̄𝑖 ∈ R1, 𝑖 ∈ 𝐼, функция 𝑓𝑖(𝑥̄𝑖, 𝑦𝑖) ∈
∈ 𝐶1(R1), при этом если 𝑥̄𝑖 ≥ 0, то

𝜕𝑓𝑖
𝜕𝑦𝑖

(𝑥̄𝑖, 𝑦𝑖) ≤ 0 ∀𝑦𝑖 ∈ 𝑌𝑖. (3)

В настоящей статье мы рассмотрим двухуровневую задачу оптимизации топологии сети 𝐺 в виде игры Шта-
кельберга. Будем предполагать, что лидер стремится минимизировать общие затраты в сети на верхнем уровне
оптимизации, в то время как на нижнем уровне происходит равновесное распределение потоков (затраты на
всех используемых альтернативах одинаковы и меньше затрат на неиспользуемых). В рамках введенных пред-
положений некооперативная игра равновесного распределения потоков на нижнем уровне является потен-
циальной игрой и может быть сформулирована в виде следующей задачи условной нелинейной оптимизации
(см. [18], [19]):

min
𝑥∈𝑋

∑︁
𝑖∈𝐼

∫︁ 𝑥𝑖

0

𝑓𝑖(𝑢, 𝑦𝑖)𝑑𝑢.

Заметим, что при строго возрастающих функциях 𝑓𝑖(𝑥𝑖, 𝑦𝑖) по 𝑥𝑖, 𝑖 ∈ 𝐼, для любого 𝑦 ∈ 𝑌 мы получаем задачу
минимизации выпуклой целевой функции на выпуклом множестве ограничений. Другими словами, для любого
𝑦 ∈ 𝑌 задача оптимизации нижнего уровня имеет единственное решение. В свою очередь, лидер на верхнем
уровне стремится минимизировать общие затраты (общую задержку) в сети за счет минимальных инвестиций
в увеличение пропускной способности альтернатив (см. [20]):

min
𝑦∈𝑌

∑︁
𝑖∈𝐼

𝑓𝑖(𝑥𝑖, 𝑦𝑖)𝑥𝑖 + 𝑤
∑︁
𝑖∈𝐼

𝑔𝑖(𝑦𝑖),

где вес 𝑤 ≥ 0 определяет значимость инвестиционных затрат в целевой функции верхнего уровня. Таким обра-
зом, окончательно получаем следующую задачу двухуровневой оптимизации топологии сети (см. [2]):

min
𝑦∈𝑌

∑︁
𝑖∈𝐼

𝑓𝑖(𝑥𝑖, 𝑦𝑖)𝑥𝑖 + 𝑤
∑︁
𝑖∈𝐼

𝑔𝑖(𝑦𝑖) (4)

при

𝑥 = arg min
𝑥∈𝑋

∑︁
𝑖∈𝐼

∫︁ 𝑥𝑖

0

𝑓𝑖(𝑢, 𝑦𝑖)𝑑𝑢. (5)

2. РАВНОВЕСИЕ ПОТОКОВ КАК МИНИМУМ РАВНОВЕСНОЙ ЗАДЕРЖКИ

Для любого 𝐼 ⊆ 𝐼 зададим функцию

f𝐼(𝑥, 𝑦) =

∑︀
𝑖∈𝐼

𝑓𝑖(𝑥𝑖, 𝑦𝑖)
𝜕𝑓𝑖
𝜕𝑥𝑖

(𝑥𝑖, 𝑦𝑖)∑︀
𝑖∈𝐼

1
𝜕𝑓𝑖
𝜕𝑥𝑖

(𝑥𝑖, 𝑦𝑖)

(6)

на 𝑋𝐼 × 𝑌 , где 𝑋𝐼 = {𝑥 ∈ 𝑋 | 𝑥𝑖 > 0 ⇔ 𝑖 ∈ 𝐼}, а 𝑌 = {𝑦 ∈ R𝑛 | 𝑙𝑖 ≤ 𝑦𝑖 ≤ 𝑢𝑖 ∀𝑖 ∈ 𝐼}.

Лемма 1. Для любого 𝑦 ∈ 𝑌 , если система уравнений 𝑓𝑠(𝑥𝑠, 𝑦𝑠) = 𝑓𝑟(𝑥𝑟, 𝑦𝑟), 𝑠, 𝑟 ∈ 𝐼, имеет решение 𝑥̂ ∈ 𝑋𝐼 ,
то 𝑥̂ является точкой максимума функции f𝐼(𝑥, 𝑦) на множестве 𝑋𝐼 .

Доказательство. I. Для произвольно выбранного 𝑦 ∈ 𝑌 рассмотрим Лагранжиан функции f𝐼(𝑥, 𝑦) на мно-
жестве 𝑋𝐼 :

𝐿(𝑥, 𝑦) = f𝐼(𝑥, 𝑦) + ω

⎛⎝𝐷 −
∑︁
𝑖∈𝐼

𝑥𝑖

⎞⎠ , (7)

гдеω является множителем Лагранжа. Согласно условиям Каруша–Куна–Таккера, решение следующей систе-
мы уравнений:

𝜕𝐿

𝜕𝑥𝑖
(𝑥, 𝑦) = 0 ∀𝑖 ∈ 𝐼, (8)
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удовлетворяющее
∑︀

𝑖∈𝐼 𝑥𝑖 = 𝐷, может являться точкой экстремума функции f𝐼(𝑥, 𝑦) на множестве 𝑋𝐼 для за-
данного 𝑦 ∈ 𝑌 . Если подставить (7) в (8), то получим

𝜕

𝜕𝑥𝑖
f𝐼(𝑥, 𝑦) = ω ∀𝑖 ∈ 𝐼. (9)

Таким образом, для любого 𝑦 ∈ 𝑌 , если существует вектор 𝑥 ∈ 𝑋𝐼 и число ω, удовлетворяющее системе (9), то
выполняются условия оптимальности первого порядка, а значит, такой 𝑥 может являться точкой экстремума
функции f𝐼(𝑥, 𝑦) на множестве 𝑋𝐼 для заданного 𝑦 ∈ 𝑌 .

Рассмотрим первые частные производные функции f𝐼(𝑥, 𝑦) по каждой из компонент 𝑥:

𝜕f𝐼
𝜕𝑥𝑖

=
1∑︀

𝑠∈𝐼

1
𝜕𝑓𝑠
𝜕𝑥𝑠

+

⎛⎜⎝
∑︀
𝑠∈𝐼

𝑓𝑠
𝜕𝑓𝑠
𝜕𝑥𝑠∑︀

𝑠∈𝐼

1
𝜕𝑓𝑠
𝜕𝑥𝑠

− 𝑓𝑖

⎞⎟⎠
𝜕2𝑓𝑖
𝜕𝑥2

𝑖[︁
𝜕𝑓𝑖
𝜕𝑥𝑖

]︁2∑︀
𝑠∈𝐼

1
𝜕𝑓𝑠
𝜕𝑥𝑠

∀𝑖 ∈ 𝐼. (10)

Для любого 𝐼 ⊆ 𝐼 и 𝑦 ∈ 𝑌 , если система уравнений 𝑓𝑖(𝑥𝑖, 𝑦𝑖) = 𝑓𝑗(𝑥𝑗 , 𝑦𝑗), 𝑖, 𝑗 ∈ 𝐼, имеет решение 𝑥̂ ∈ 𝑋𝐼 , то,
благодаря (10),

𝜕f𝐼
𝜕𝑥𝑖

(𝑥̂, 𝑦) =
1∑︀

𝑠∈𝐼

1
𝜕𝑓𝑠
𝜕𝑥𝑠

(𝑥̂𝑠,𝑦𝑠)

∀𝑖 ∈ 𝐼. (11)

Таким образом, для любого 𝑦 ∈ 𝑌 , если существует вектор 𝑥̂ ∈ 𝑋𝐼 такой, что 𝑓𝑖(𝑥̂𝑖, 𝑦𝑖) = 𝑓𝑗(𝑥̂𝑗 , 𝑦𝑗), 𝑖, 𝑗 ∈ 𝐼,
то 𝑥̂ может являться точкой экстремума функции f𝐼(𝑥, 𝑦) на множестве 𝑋𝐼 , так как в таком случае существует
ω = 1/

∑︀
𝑠∈𝐼

1
𝜕𝑓𝑠
𝜕𝑥𝑠

(𝑥̂𝑠,𝑦𝑠)
, при котором 𝑥̂ удовлетворяет системе уравнений (9).

II. Для произвольно выбранного 𝑦 ∈ 𝑌 проверим, является ли 𝑥̂ ∈ 𝑋𝐼 , удовлетворяющий 𝑓𝑖(𝑥̂𝑖, 𝑦𝑖) =

= 𝑓𝑗(𝑥̂𝑗 , 𝑦𝑗) для всех 𝑖, 𝑗 ∈ 𝐼, точкой экстремума функции f𝐼(𝑥, 𝑦) на множестве𝑋𝐼 . Другими словами, проверим
выполнимость условий оптимальности второго порядка. Необходимо установить, какие значения принимает
квадратичная форма функции Лагранжа

𝑄(𝑥, 𝑦) =
∑︁
𝑖,𝑗∈𝐼

𝜕2𝐿(𝑥, 𝑦)

𝜕𝑥𝑖𝜕𝑥𝑗
∆𝑥𝑖∆𝑥𝑗 (12)

в точке 𝑥̂ при ∆𝑥𝑖, 𝑖 ∈ 𝐼, удовлетворяющих следующим условиям:∑︀
𝑖∈𝐼

𝜕𝑞
𝜕𝑥𝑖

∆𝑥𝑖 = 0, где 𝑞(𝑥) =
∑︀

𝑖∈𝐼 𝑥𝑖 −𝐷, т.е. ∑︁
𝑖∈𝐼

∆𝑥𝑖 = 0. (13)

Не умаляя общности, положим, что 𝑘 является последним элементом упорядоченного множества 𝐼. В таком
случае из (13) следует, что

∆𝑥𝑘 = −
𝑘−1∑︁
𝑖=1

∆𝑥𝑖. (14)

При этом для произвольно выбранного 𝑦 ∈ 𝑌 , если система уравнений 𝑓𝑠(𝑥𝑠, 𝑦𝑠) = 𝑓𝑟(𝑥𝑟, 𝑦𝑟), 𝑠, 𝑟 ∈ 𝐼, имеет
решение 𝑥̂ ∈ 𝑋𝐼 , то вторые частные производные функции f𝐼(𝑥, 𝑦) по 𝑥𝑖, 𝑖 ∈ 𝐼, в точке 𝑥̂ имеют вид

𝜕2f𝐼

𝜕𝑥2
𝑖

(𝑥̂, 𝑦) = 2

𝜕2𝑓𝑖
𝜕𝑥2

𝑖

(𝑥̂𝑖,𝑦𝑖)[︁
𝜕𝑓𝑖
𝜕𝑥𝑖

(𝑥̂𝑖,𝑦𝑖)
]︁2[︃∑︀

𝑠∈𝐼

1
𝜕𝑓𝑠
𝜕𝑥𝑠

(𝑥̂𝑠,𝑦𝑠)

]︃2 −
𝜕2𝑓𝑖
𝜕𝑥2

𝑖

(𝑥̂𝑖,𝑦𝑖)

𝜕𝑓𝑖
𝜕𝑥𝑖

(𝑥̂𝑖,𝑦𝑖)∑︀
𝑠∈𝐼

1
𝜕𝑓𝑠
𝜕𝑥𝑠

(𝑥̂𝑠,𝑦𝑠)

∀𝑖 ∈ 𝐼, (15)

в то время как вторые частные производные функции f𝐼(𝑥, 𝑦) по 𝑥𝑖 и 𝑥𝑗, 𝑖, 𝑗 ∈ 𝐼, в точке 𝑥̂ имеют вид

𝜕2f𝐼

𝜕𝑥𝑖𝜕𝑥𝑗
(𝑥̂, 𝑦) =

𝜕2𝑓𝑖
𝜕𝑥2

𝑖

(𝑥̂𝑖,𝑦𝑖)[︁
𝜕𝑓𝑖
𝜕𝑥𝑖

(𝑥̂𝑖,𝑦𝑖)
]︁2[︃∑︀

𝑠∈𝐼

1
𝜕𝑓𝑠
𝜕𝑥𝑠

(𝑥̂𝑠,𝑦𝑠)

]︃2 +

𝜕2𝑓𝑗

𝜕𝑥2
𝑗

(𝑥̂𝑗 ,𝑦𝑗)[︁
𝜕𝑓𝑗
𝜕𝑥𝑗

(𝑥̂𝑗 ,𝑦𝑗)
]︁2[︃∑︀

𝑠∈𝐼

1
𝜕𝑓𝑠
𝜕𝑥𝑠

(𝑥̂𝑠,𝑦𝑠)

]︃2 ∀𝑖, 𝑗 ∈ 𝐼. (16)
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Подставляя (14)–(16) в (12), получаем

𝑄(𝑥̂, 𝑦) = −
𝑘−1∑︁
𝑖=1

𝜕2𝑓𝑖
𝜕𝑥2

𝑖

(𝑥̂𝑖,𝑦𝑖)[︁
𝜕𝑓𝑖
𝜕𝑥𝑖

(𝑥̂𝑖,𝑦𝑖)
]︁2∑︀

𝑠∈𝐼

1
𝜕𝑓𝑠
𝜕𝑥𝑠

(𝑥̂𝑠,𝑦𝑠)

(∆𝑥𝑖)
2 −

𝜕2𝑓𝑘
𝜕𝑥2

𝑘

(𝑥̂𝑘,𝑦𝑘)[︁
𝜕𝑓𝑘
𝜕𝑥𝑘

(𝑥̂𝑘,𝑦𝑘)
]︁2∑︀

𝑠∈𝐼

1
𝜕𝑓𝑠
𝜕𝑥𝑠

(𝑥̂𝑠,𝑦𝑠)

(︃
𝑘−1∑︁
𝑖=1

∆𝑥𝑖

)︃2

.

Другими словами, квадратичная форма функции Лагранжа отрицательна в точке 𝑥̂ ∈ 𝑋𝐼 . Следовательно, для
любого 𝑦 ∈ 𝑌 , если существует 𝑥̂ ∈ 𝑋𝐼 такой, что 𝑓𝑖(𝑥̂𝑖, 𝑦𝑖) = 𝑓𝑗(𝑥̂𝑗 , 𝑦𝑗) для всех 𝑖, 𝑗 ∈ 𝐼, то 𝑥̂ является точкой
экстремума (максимума) функции f𝐼(𝑥, 𝑦) на множестве 𝑋𝐼 .

Лемма 2. Для любого 𝑦 ∈ 𝑌 вектор 𝑥̂ является точкой экстремума функции f𝐼(𝑥, 𝑦) на множестве 𝑋𝐼 тогда и
только тогда, когда 𝑓𝑠(𝑥̂𝑠, 𝑦𝑠) = 𝑓𝑟(𝑥̂𝑟, 𝑦𝑟) для всех 𝑠, 𝑟 ∈ 𝐼.

Доказательство. Достаточность. Согласно лемме 1, для любого 𝑦 ∈ 𝑌 , если система уравнений 𝑓𝑠(𝑥𝑠, 𝑦𝑠) =
= 𝑓𝑟(𝑥𝑟, 𝑦𝑟), 𝑠, 𝑟 ∈ 𝐼, имеет решение 𝑥̂ ∈ 𝑋𝐼 , то 𝑥̂ является точкой экстремума функции f𝐼(𝑥, 𝑦).

Необходимость. Допустим, существует 𝑦 ∈ 𝑌 , для которого функция f𝐼(𝑥, 𝑦) имеет точку экстремума 𝑥̄ ∈
∈ 𝑋𝐼 такую, что 𝑓𝑠(𝑥̄𝑠, 𝑦𝑠) ̸= 𝑓𝑟(𝑥̄𝑟, 𝑦𝑟) для некоторых 𝑠, 𝑟 ∈ 𝐼. В таком случае, поскольку 𝑥̄ – точка экстремума
функции f𝐼(𝑥, 𝑦), то 𝑥̄ должен удовлетворять условиям оптимальности первого порядка (9) для некоторого ω
при 𝑦 = 𝑦, из чего, с учетом (10), следует, что должен существовать скаляр 𝑑, удовлетворяющий следующим
равенствам: ⎛⎜⎜⎝

∑︀
𝑠∈𝐼

𝑓𝑠(𝑥̄𝑠,𝑦𝑠)
𝜕𝑓𝑠
𝜕𝑥𝑠

(𝑥̄𝑠,𝑦𝑠)∑︀
𝑠∈𝐼

1
𝜕𝑓𝑠
𝜕𝑥𝑠

(𝑥̄𝑠,𝑦𝑠)

− 𝑓𝑖(𝑥̄𝑖, 𝑦𝑖)

⎞⎟⎟⎠
𝜕2𝑓𝑖
𝜕𝑥2

𝑖

(𝑥̄𝑖,𝑦𝑖)[︁
𝜕𝑓𝑖
𝜕𝑥𝑖

(𝑥̄𝑖,𝑦𝑖)
]︁2∑︀

𝑠∈𝐼

1
𝜕𝑓𝑠
𝜕𝑥𝑠

(𝑥̄𝑠,𝑦𝑠)

= 𝑑 ∀𝑖 ∈ 𝐼. (17)

Заметим при этом, что 𝑑может равняться нулю тогда и только тогда, когда 𝑓𝑠(𝑥̄𝑠, 𝑦𝑠) = 𝑓𝑟(𝑥̄𝑟, 𝑦𝑟) для всех 𝑠, 𝑟 ∈ 𝐼.
Однако мы исходим из предположения, что 𝑓𝑠(𝑥̄𝑠, 𝑦𝑠) ̸= 𝑓𝑟(𝑥̄𝑟, 𝑦𝑟) для некоторых 𝑠, 𝑟 ∈ 𝐼, а значит, 𝑑 ̸= 0. Таким
образом, согласно (17), получаем, что (𝑥̄, 𝑦) должны удовлетворять следующей системе уравнений:

∑︁
𝑠∈𝐼

𝑓𝑠(𝑥̄𝑠, 𝑦𝑠)
𝜕𝑓𝑠
𝜕𝑥𝑠

(𝑥̄𝑠, 𝑦𝑠)
= 𝑓𝑖(𝑥̄𝑖, 𝑦𝑖)

∑︁
𝑠∈𝐼

1
𝜕𝑓𝑠
𝜕𝑥𝑠

(𝑥̄𝑠, 𝑦𝑠)
+ 𝑑Ω𝑖(𝑥̄, 𝑦) ∀𝑖 ∈ 𝐼 (18)

при 𝑑 ̸= 0, где

Ω𝑖(𝑥̄, 𝑦) =

⎛⎝∑︁
𝑠∈𝐼

1
𝜕𝑓𝑠
𝜕𝑥𝑠

(𝑥̄𝑠, 𝑦𝑠)

⎞⎠2 [︁ 𝜕𝑓𝑖
𝜕𝑥𝑖

(𝑥̄𝑖, 𝑦𝑖)
]︁2

𝜕2𝑓𝑖
𝜕𝑥2

𝑖
(𝑥̄𝑖, 𝑦𝑖)

> 0 ∀𝑖 ∈ 𝐼.

Предположим, что 𝑑 > 0. В таком случае, с одной стороны, из (18) следует, что∑︁
𝑠∈𝐼

𝑓𝑠(𝑥̄𝑠, 𝑦𝑠)
𝜕𝑓𝑠
𝜕𝑥𝑠

(𝑥̄𝑠, 𝑦𝑠)
> 𝑓𝑖(𝑥̄𝑖, 𝑦𝑖)

∑︁
𝑠∈𝐼

1
𝜕𝑓𝑠
𝜕𝑥𝑠

(𝑥̄𝑠, 𝑦𝑠)
∀𝑖 ∈ 𝐼. (19)

Однако, с другой стороны, поскольку 𝑓𝑠(𝑥̄𝑠, 𝑦𝑠) ̸= 𝑓𝑟(𝑥̄𝑟, 𝑦𝑟) для некоторых 𝑠, 𝑟 ∈ 𝐼, то существует 𝑘 ∈ 𝐼 такой,
что 𝑓𝑘(𝑥̄𝑘, 𝑦𝑘) ≥ 𝑓𝑠(𝑥̄𝑠, 𝑦𝑠) для всех 𝑠 ∈ 𝐼 и при этом 𝑓𝑘(𝑥̄𝑘, 𝑦𝑘) > 𝑓𝑟(𝑥̄𝑟, 𝑦𝑟) хотя бы для одного 𝑟 ∈ 𝐼. Следова-
тельно, для такого 𝑘 справедливо следующее неравенство:∑︁

𝑠∈𝐼

𝑓𝑠(𝑥̄𝑠, 𝑦𝑠)
𝜕𝑓𝑠
𝜕𝑥𝑠

(𝑥̄𝑠, 𝑦𝑠)
<
∑︁
𝑠∈𝐼

𝑓𝑘(𝑥̄𝑘, 𝑦𝑘)
𝜕𝑓𝑠
𝜕𝑥𝑠

(𝑥̄𝑠, 𝑦𝑠)
= 𝑓𝑘(𝑥̄𝑘, 𝑦𝑘)

∑︁
𝑠∈𝐼

1
𝜕𝑓𝑠
𝜕𝑥𝑠

(𝑥̄𝑠, 𝑦𝑠)
. (20)

Одновременное выполнение (19) и (20) невозможно, а значит, 𝑑 не может быть строго больше нуля.
Предположим, что 𝑑 < 0. В таком случае, с одной стороны, из (18) следует, что∑︁

𝑠∈𝐼

𝑓𝑠(𝑥̄𝑠, 𝑦𝑠)
𝜕𝑓𝑠
𝜕𝑥𝑠

(𝑥̄𝑠, 𝑦𝑠)
< 𝑓𝑖(𝑥̄𝑖, 𝑦𝑖)

∑︁
𝑠∈𝐼

1
𝜕𝑓𝑠
𝜕𝑥𝑠

(𝑥̄𝑠, 𝑦𝑠)
∀𝑖 ∈ 𝐼. (21)
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Однако, с другой стороны, поскольку 𝑓𝑠(𝑥̄𝑠, 𝑦𝑠) ̸= 𝑓𝑟(𝑥̄𝑟, 𝑦𝑟) для некоторых 𝑠, 𝑟 ∈ 𝐼, то существует 𝑘 ∈ 𝐼 такой,
что 𝑓𝑘(𝑥̄𝑘, 𝑦𝑘) ≤ 𝑓𝑠(𝑥̄𝑠, 𝑦𝑠) для всех 𝑠 ∈ 𝐼 и при этом 𝑓𝑘(𝑥̄𝑘, 𝑦𝑘) < 𝑓𝑟(𝑥̄𝑟, 𝑦𝑟) хотя бы для одного 𝑟 ∈ 𝐼. Следова-
тельно, для такого 𝑘 справедливо следующее неравенство:∑︁

𝑠∈𝐼

𝑓𝑠(𝑥̄𝑠, 𝑦𝑠)
𝜕𝑓𝑠
𝜕𝑥𝑠

(𝑥̄𝑠, 𝑦𝑠)
>
∑︁
𝑠∈𝐼

𝑓𝑘(𝑥̄𝑘, 𝑦𝑘)
𝜕𝑓𝑠
𝜕𝑥𝑠

(𝑥̄𝑠, 𝑦𝑠)
= 𝑓𝑘(𝑥̄𝑘, 𝑦𝑘)

∑︁
𝑠∈𝐼

1
𝜕𝑓𝑠
𝜕𝑥𝑠

(𝑥̄𝑠, 𝑦𝑠)
. (22)

Одновременное выполнение (21) и (22) невозможно, а значит, 𝑑 не может быть строго меньше нуля.
Таким образом, получаем, что (𝑥̄, 𝑦) должны удовлетворять системе уравнений (18) для некоторого 𝑑 ̸= 0, и

при этом 𝑑не может быть строго больше или строго меньше нуля. Другими словами, приходим к противоречию,
доказывающему, что для любого 𝑦 ∈ 𝑌 , если вектор 𝑥̂ ∈ 𝑋𝐼 является точкой экстремума функции f𝐼(𝑥, 𝑦), то
𝑓𝑠(𝑥̂𝑠, 𝑦𝑠) = 𝑓𝑟(𝑥̂𝑟, 𝑦𝑟) для всех 𝑠, 𝑟 ∈ 𝐼.

Лемма 3. Для любого 𝐼 ⊆ 𝐼 и любого 𝑦 ∈ 𝑌 справедливо неравенство

sup
𝑥∈𝑋𝐼

f𝐼(𝑥, 𝑦) ≥ 𝑓𝑖(0, 𝑦𝑖) ∀𝑖 ∈ 𝐼.

Доказательство. Для произвольного 𝐼 ⊆ 𝐼 и 𝑦 ∈ 𝑌 домножим и разделим f𝐼(𝑥, 𝑦) на 𝜕𝑓𝑗
𝜕𝑥𝑗

(𝑥𝑗 , 𝑦𝑗) при произ-

вольно выбранном 𝑗 ∈ 𝐼. В таком случае получим

f𝐼(𝑥, 𝑦) =

𝑓𝑗(𝑥𝑗 , 𝑦𝑗) +
𝜕𝑓𝑗
𝜕𝑥𝑗

(𝑥𝑗 , 𝑦𝑗)
∑︀

𝑖∈𝐼∖𝑗

𝑓𝑖(𝑥𝑖, 𝑦𝑖)
𝜕𝑓𝑖
𝜕𝑥𝑖

(𝑥𝑖, 𝑦𝑖)

1 +
𝜕𝑓𝑗
𝜕𝑥𝑗

(𝑥𝑗 , 𝑦𝑗)
∑︀

𝑖∈𝐼∖𝑗

1
𝜕𝑓𝑖
𝜕𝑥𝑖

(𝑥𝑖, 𝑦𝑖)

,

откуда в силу (1) следует, что
lim
𝑥𝑗→0

f𝐼(𝑥, 𝑦) = 𝑓𝑗(0, 𝑦𝑗) ∀𝑗 ∈ 𝐼. (23)

Рассмотрим последовательность точек 𝑥𝑘 ∈ 𝑋𝐼 такую, что 𝑥1
𝑗 = ε > 0 и 𝑥𝑘

𝑗 > 𝑥𝑘+1
𝑗 , т.е.

lim
𝑘→+∞

𝑥𝑘
𝑗 = 0.

Поскольку
sup
𝑥∈𝑋𝐼

f𝐼(𝑥, 𝑦) ≥ f𝐼(𝑥𝑘, 𝑦) ∀𝑘 ≥ 1,

то
sup
𝑥∈𝑋𝐼

f𝐼(𝑥, 𝑦) ≥ lim
𝑘→+∞

f𝐼(𝑥𝑘, 𝑦),

а значит, в силу (23) получаем
sup
𝑥∈𝑋𝐼

f𝐼(𝑥, 𝑦) ≥ 𝑓𝑗(0, 𝑦𝑗) ∀𝑗 ∈ 𝐼.

Теорема 1. Для любого 𝑦 ∈ 𝑌 существует единственное решение задачи оптимизации нижнего уровня (5), и если
𝑥⋆ ∈ 𝑋 является этим решением, то

min
𝐼⊆𝐼

sup
𝑥∈𝑋𝐼

f𝐼(𝑥, 𝑦)

{︂
= 𝑓𝑖(𝑥

⋆
𝑖 , 𝑦𝑖) при 𝑥⋆

𝑖 > 0,
≤ 𝑓𝑖(𝑥

⋆
𝑖 , 𝑦𝑖) при 𝑥⋆

𝑖 = 0,
∀𝑖 ∈ 𝐼. (24)

Доказательство. Рассмотрим нелинейную задачу условной оптимизации нижнего уровня (5). Для любого
𝑦 ∈ 𝑌 функции 𝑓𝑖(𝑥𝑖, 𝑦𝑖), 𝑖 ∈ 𝐼, являются строго возрастающими на 𝑋, а значит, целевая функция нижнего
уровня (5) является выпуклой на выпуклом 𝑋. Следовательно, задача (5) имеет единственное решение для лю-
бого 𝑦 ∈ 𝑌 , а согласно условиям Каруша–Куна–Таккера, для заданного 𝑦 ∈ 𝑌 , если вектор 𝑥⋆ ∈ 𝑋 является
решением задачи (5), то частные производные по компонентам 𝑥 функции Лагранжа

𝐿(𝑥, 𝑦) =
∑︁
𝑖∈𝐼

∫︁ 𝑥𝑖

0

𝑓𝑖(𝑢, 𝑦𝑖)𝑑𝑢 + ζ

(︃
𝐷 −

∑︁
𝑖∈𝐼

𝑥𝑖

)︃
+
∑︁
𝑖∈𝐼

(−𝑥𝑖)ν𝑖,
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где ζ и ν𝑖, 𝑖 ∈ 𝐼, – множители Лагранжа, должны равняться нулю в точке 𝑥⋆ (условия стационарности):

𝑓𝑖(𝑥
⋆
𝑖 , 𝑦𝑖)− ζ− ν𝑖 = 0 ∀𝑖 ∈ 𝐼

при ∑︁
𝑖∈𝐼

𝑥⋆
𝑖 = 𝐷. (25)

Другими словами, 𝑥⋆ ∈ 𝑋 должен удовлетворять (25) и следующей системе:

𝑓𝑖(𝑥
⋆
𝑖 , 𝑦𝑖) = ζ+ ν𝑖 ∀𝑖 ∈ 𝐼

или

𝑓𝑖(𝑥
⋆
𝑖 , 𝑦𝑖)

{︂
= ζ, при 𝑥⋆

𝑖 > 0,
≥ ζ, при 𝑥⋆

𝑖 = 0,
∀𝑖 ∈ 𝐼, (26)

поскольку в силу условий дополняющей нежесткости (−𝑥⋆
𝑖 )ν𝑖 = 0 при ν𝑖 ≥ 0 и 𝑥⋆

𝑖 ≥ 0 для всех 𝑖 ∈ 𝐼.
Будем считать, что подмножество 𝐼⋆ ⊆ 𝐼 таково, что

𝑥⋆
𝑖

{︂
> 0 для 𝑖 ∈ 𝐼⋆,
= 0 для 𝑖 ∈ 𝐼∖𝐼⋆.

Покажем, что справедливо

min
𝐼⊆𝐼

sup
𝑥∈𝑋𝐼

f𝐼(𝑥, 𝑦) = sup
𝑥∈𝑋𝐼⋆

f𝐼⋆(𝑥, 𝑦) = 𝑓𝑖(𝑥
⋆
𝑖 , 𝑦𝑖) ∀𝑖 ∈ 𝐼⋆. (27)

С одной стороны, согласно (26),
𝑓𝑖(𝑥

⋆
𝑖 , 𝑦𝑖) = 𝑓𝑗(𝑥

⋆
𝑗 , 𝑦𝑗) ∀𝑖, 𝑗 ∈ 𝐼⋆, (28)

а значит, в силу леммы 1 𝑥⋆ – точка максимума функции f𝐼⋆(𝑥, 𝑦) на множестве 𝑋𝐼⋆ , т.е.

sup
𝑥∈𝑋𝐼⋆

f𝐼⋆(𝑥, 𝑦) = f𝐼⋆(𝑥⋆, 𝑦),

откуда в силу вида функции f𝐼⋆(𝑥, 𝑦) следует

sup
𝑥∈𝑋𝐼⋆

f𝐼⋆(𝑥, 𝑦) = 𝑓𝑖(𝑥
⋆
𝑖 , 𝑦𝑖) ∀𝑖 ∈ 𝐼⋆. (29)

С другой стороны, согласно (26),

𝑓𝑖(𝑥
⋆
𝑖 , 𝑦𝑖) ≤ 𝑓𝑗(0, 𝑦𝑗) ∀𝑖 ∈ 𝐼⋆, 𝑗 ∈ 𝐼∖𝐼⋆,

или
sup

𝑥∈𝑋𝐼⋆

f𝐼⋆(𝑥, 𝑦) ≤ 𝑓𝑗(0, 𝑦𝑗) ∀𝑗 ∈ 𝐼∖𝐼⋆.

В свою очередь, для любого 𝐼 ⊆ 𝐼 такого, что 𝐼⋆ ⊂ 𝐼 в силу леммы 3

𝑓𝑗(0, 𝑦𝑗) ≤ sup
𝑥∈𝑋𝐼

f𝐼(𝑥, 𝑦) ∀𝑗 ∈ 𝐼.

Следовательно, для произвольно выбранного 𝑗 ∈ 𝐼∖𝐼⋆, справедливо:

sup
𝑥∈𝑋𝐼⋆

f𝐼⋆(𝑥, 𝑦) ≤ 𝑓𝑗(0, 𝑦𝑗) ≤ sup
𝑥∈𝑋𝐼

f𝐼(𝑥, 𝑦),

а значит,
sup

𝑥∈𝑋𝐼⋆

f𝐼⋆(𝑥, 𝑦) ≤ sup
𝑥∈𝑋𝐼

f𝐼(𝑥, 𝑦) (30)

для любого такого 𝐼 ⊆ 𝐼, что 𝐼⋆ ⊂ 𝐼.
В то же время, в силу непрерывности и строгого возрастания функций 𝑓𝑖(𝑥𝑖, 𝑦𝑖), 𝑖 ∈ 𝐼, по 𝑥𝑖 на множестве

положительных чисел, из (28) следует, что существуют такие ∆𝑥⋆
𝑖 > 0, 𝑖 ∈ 𝐼⋆, что

𝑓𝑖(𝑥
⋆
𝑖 + ∆𝑥⋆

𝑖 , 𝑦𝑖) = 𝑓𝑗(𝑥
⋆
𝑗 + ∆𝑥⋆

𝑗 , 𝑦𝑗) ∀𝑖 ∈ 𝐼⋆∖𝑠
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при
𝑥⋆
𝑠 =

∑︁
𝑖∈𝐼⋆∖𝑠

∆𝑥⋆
𝑖

для произвольно выбранного 𝑠 ∈ 𝐼⋆. Другими словами, для 𝐼 = 𝐼⋆∖𝑠 существует 𝑥̂ ∈ 𝑋𝐼 такой, что 𝑥̂𝑖 = 𝑥⋆
𝑖 +

∆𝑥⋆
𝑖 для всех 𝑖 ∈ 𝐼 и 𝑓𝑖(𝑥̂𝑖, 𝑦𝑖) = 𝑓𝑗(𝑥̂𝑗 , 𝑦𝑗) для всех 𝑖, 𝑗 ∈ 𝐼. В таком случае в силу леммы 1 𝑥̂ является точкой

максимума функции f𝐼(𝑥, 𝑦) на 𝑋𝐼 , т.е.
sup
𝑥∈𝑋𝐼

f𝐼(𝑥, 𝑦) = f𝐼(𝑥̂, 𝑦),

откуда, в силу вида функции f𝐼(𝑥, 𝑦), следует

sup
𝑥∈𝑋𝐼

f𝐼(𝑥, 𝑦) = 𝑓𝑖(𝑥̂𝑖, 𝑦𝑖) ∀𝑖 ∈ 𝐼,

что, в силу строгого возрастания функций 𝑓𝑖(𝑥𝑖, 𝑦𝑖), 𝑖 ∈ 𝐼, при 𝑥𝑖 > 0, приводит к

sup
𝑥∈𝑋𝐼

f𝐼(𝑥, 𝑦) = 𝑓𝑖(𝑥
⋆
𝑖 + ∆𝑥⋆

𝑖 , 𝑦𝑖) > 𝑓𝑖(𝑥
⋆
𝑖 , 𝑦𝑖) ∀𝑖 ∈ 𝐼⋆∖𝑠,

а значит, в силу (29),
sup
𝑥∈𝑋𝐼

f𝐼(𝑥, 𝑦) > sup
𝑥∈𝑋𝐼⋆

f𝐼⋆(𝑥, 𝑦).

Таким образом, действительно, равенство (27) справедливо, а значит, из (26) следует (24).

3. СВЕДЕНИЕ ЗАДАЧИ ОПТИМИЗАЦИИ ТОПОЛОГИИ СЕТИ К МИНИМАКСУ

Теорема 2. Решение задачи двухуровневой оптимизации (4)–(5) существует, и 𝑦* ∈ 𝑌 является этим решением
тогда и только тогда, когда

𝑦* ∈ arg min
𝑦∈𝑌

[︃
min
𝐼⊆𝐼

sup
𝑥∈𝑋𝐼

f𝐼(𝑥, 𝑦)𝐷 + 𝑤
∑︁
𝑖∈𝐼

𝑔𝑖(𝑦𝑖)

]︃
. (31)

Доказательство. Множество𝑌 замкнуто и ограничено, при этом для любого 𝑦 ∈ 𝑌 существует единственное
решение задачи нижнего уровня (5). Следовательно, существует 𝑦* ∈ 𝑌 , обеспечивающее наименьшее значение
целевого функционала верхнего уровня. Другими словами, решение задачи двухуровневой оптимизации (4)–
(5) существует.

Необходимость. Пусть 𝑦* ∈ 𝑌 является решением задачи двухуровневой оптимизации (4)–(5). В таком слу-
чае ∑︁

𝑖∈𝐼

𝑓𝑖(𝑥
*
𝑖 , 𝑦

*
𝑖 )𝑥*

𝑖 + 𝑤
∑︁
𝑖∈𝐼

𝑔𝑖(𝑦
*
𝑖 ) ≤

∑︁
𝑖∈𝐼

𝑓𝑖(𝑥̄𝑖, 𝑦𝑖)𝑥̄𝑖 + 𝑤
∑︁
𝑖∈𝐼

𝑔𝑖(𝑦𝑖) ∀𝑦 ∈ 𝑌, (32)

где 𝑥* ∈ 𝑋 и 𝑥̄ ∈ 𝑋 являются единственными решениями задачи (5) при заданных 𝑦* ∈ 𝑌 и 𝑦 ∈ 𝑌 соответ-
ственно. Благодаря теореме 1, получаем

min
𝐼⊆𝐼

sup
𝑥∈𝑋𝐼

f𝐼(𝑥, 𝑦*)

{︂
= 𝑓𝑖(𝑥

*
𝑖 , 𝑦

*
𝑖 ) при 𝑥*

𝑖 > 0,
≤ 𝑓𝑖(𝑥

*
𝑖 , 𝑦

*
𝑖 ) при 𝑥*

𝑖 = 0,
∀𝑖 ∈ 𝐼, (33)

и

min
𝐼⊆𝐼

sup
𝑥∈𝑋𝐼

f𝐼(𝑥, 𝑦)

{︂
= 𝑓𝑖(𝑥̄𝑖, 𝑦𝑖) при 𝑥̄𝑖 > 0,
≤ 𝑓𝑖(𝑥̄𝑖, 𝑦𝑖) при 𝑥̄𝑖 = 0,

∀𝑖 ∈ 𝐼. (34)

Если определить 𝐼* ⊆ 𝐼 и 𝐼 ⊆ 𝐼 такими, что

𝑥*
𝑖

{︂
> 0 для 𝑖 ∈ 𝐼*,
= 0 для 𝑖 ∈ 𝐼∖𝐼*, и 𝑥̄𝑖

{︂
> 0 для 𝑖 ∈ 𝐼,
= 0 для 𝑖 ∈ 𝐼∖𝐼*,

то из (33) следует ∑︁
𝑖∈𝐼

𝑓𝑖(𝑥
*
𝑖 , 𝑦

*
𝑖 )𝑥*

𝑖 + 𝑤
∑︁
𝑖∈𝐼

𝑔𝑖(𝑦
*
𝑖 ) =

∑︁
𝑖∈𝐼*

𝑓𝑖(𝑥
*
𝑖 , 𝑦

*
𝑖 )𝑥*

𝑖 + 𝑤
∑︁
𝑖∈𝐼

𝑔𝑖(𝑦
*
𝑖 ) =

= min
𝐼⊆𝐼

sup
𝑥∈𝑋𝐼

f𝐼(𝑥, 𝑦*)
∑︁
𝑖∈𝐼

𝑥*
𝑖 + 𝑤

∑︁
𝑖∈𝐼

𝑔𝑖(𝑦
*
𝑖 ) =

ЖУРНАЛ ВЫЧИСЛИТЕЛЬНОЙ МАТЕМАТИКИ И МАТЕМАТИЧЕСКОЙ ФИЗИКИ том 64 № 10 2024



ОПТИМИЗАЦИЯ ТОПОЛОГИИ СЕТИ 1859

= min
𝐼⊆𝐼

sup
𝑥∈𝑋𝐼

f𝐼(𝑥, 𝑦*)𝐷 + 𝑤
∑︁
𝑖∈𝐼

𝑔𝑖(𝑦
*
𝑖 ),

а из (34) следует ∑︁
𝑖∈𝐼

𝑓𝑖(𝑥̄𝑖, 𝑦𝑖)𝑥̄𝑖 + 𝑤
∑︁
𝑖∈𝐼

𝑔𝑖(𝑦𝑖) =
∑︁
𝑖∈𝐼

𝑓𝑖(𝑥̄𝑖, 𝑦𝑖)𝑥̄𝑖 + 𝑤
∑︁
𝑖∈𝐼

𝑔𝑖(𝑦𝑖) =

= min
𝐼⊆𝐼

sup
𝑥∈𝑋𝐼

f𝐼(𝑥, 𝑦)
∑︁
𝑖∈𝐼

𝑥̄𝑖 + 𝑤
∑︁
𝑖∈𝐼

𝑔𝑖(𝑦𝑖) =

= min
𝐼⊆𝐼

sup
𝑥∈𝑋𝐼

f𝐼(𝑥, 𝑦)𝐷 + 𝑤
∑︁
𝑖∈𝐼

𝑔𝑖(𝑦𝑖).

Таким образом, для произвольно выбранного 𝑦 ∈ 𝑌 , в силу (32), приходим к

min
𝐼⊆𝐼

sup
𝑥∈𝑋𝐼

f𝐼(𝑥, 𝑦*)𝐷 + 𝑤
∑︁
𝑖∈𝐼

𝑔𝑖(𝑦
*
𝑖 ) ≤ min

𝐼⊆𝐼
sup
𝑥∈𝑋𝐼

f𝐼(𝑥, 𝑦)𝐷 + 𝑤
∑︁
𝑖∈𝐼

𝑔𝑖(𝑦𝑖).

Другими словами,

𝑦* ∈ arg min
𝑦∈𝑌

[︃
min
𝐼⊆𝐼

sup
𝑥∈𝑋𝐼

f𝐼(𝑥, 𝑦)𝐷 + 𝑤
∑︁
𝑖∈𝐼

𝑔𝑖(𝑦𝑖)

]︃
.

Достаточность. Пусть 𝑦* ∈ 𝑌 является решением задачи (31), но не является решением задачи двухуровне-
вой оптимизации (4)–(5). В таком случае существует решение 𝑦 ∈ 𝑌 задачи двухуровневой оптимизации (4)–(5)
и при этом ∑︁

𝑖∈𝐼

𝑓𝑖(𝑥̄𝑖, 𝑦𝑖)𝑥̄𝑖 + 𝑤
∑︁
𝑖∈𝐼

𝑔𝑖(𝑦𝑖) <
∑︁
𝑖∈𝐼

𝑓𝑖(𝑥
*
𝑖 , 𝑦

*
𝑖 )𝑥*

𝑖 + 𝑤
∑︁
𝑖∈𝐼

𝑔𝑖(𝑦
*
𝑖 ), (35)

где 𝑥* ∈ 𝑋 и 𝑥̄ ∈ 𝑋 являются единственными решениями задачи (5) при заданных 𝑦* ∈ 𝑌 и 𝑦 ∈ 𝑌 соответствен-
но. Однако, если 𝑥* ∈ 𝑋 и 𝑥̄ ∈ 𝑋 являются решениями задачи (5) при заданных 𝑦* ∈ 𝑌 и 𝑦 ∈ 𝑌 соответственно,
то, как было показано при доказательстве необходимости,∑︁

𝑖∈𝐼

𝑓𝑖(𝑥̄𝑖, 𝑦𝑖)𝑥̄𝑖 + 𝑤
∑︁
𝑖∈𝐼

𝑔𝑖(𝑦𝑖) = min
𝐼⊆𝐼

sup
𝑥∈𝑋𝐼

f𝐼(𝑥, 𝑦)𝐷 + 𝑤
∑︁
𝑖∈𝐼

𝑔𝑖(𝑦𝑖),

а ∑︁
𝑖∈𝐼

𝑓𝑖(𝑥
*
𝑖 , 𝑦

*
𝑖 )𝑥*

𝑖 + 𝑤
∑︁
𝑖∈𝐼

𝑔𝑖(𝑦
*
𝑖 ) = min

𝐼⊆𝐼
sup
𝑥∈𝑋𝐼

f𝐼(𝑥, 𝑦*)𝐷 + 𝑤
∑︁
𝑖∈𝐼

𝑔𝑖(𝑦
*
𝑖 ),

и, значит, из (35) следует

min
𝐼⊆𝐼

sup
𝑥∈𝑋𝐼

f𝐼(𝑥, 𝑦)𝐷 + 𝑤
∑︁
𝑖∈𝐼

𝑔𝑖(𝑦𝑖) < min
𝐼⊆𝐼

sup
𝑥∈𝑋𝐼

f𝐼(𝑥, 𝑦*)𝐷 + 𝑤
∑︁
𝑖∈𝐼

𝑔𝑖(𝑦
*
𝑖 ),

что невозможно, поскольку 𝑦* ∈ 𝑌 является решением задачи (31). Таким образом, приходим к противоречию,
доказывающему, что если 𝑦* ∈ 𝑌 является решением задачи (31), то 𝑦* ∈ 𝑌 также является решением задачи
двухуровневой оптимизации (4)–(5).

Для любого 𝐼 ⊆ 𝐼 зададим функцию

φ𝐼(𝑥, 𝑦) = f𝐼(𝑥, 𝑦)𝐷 + 𝑤
∑︁
𝑖∈𝐼

𝑔𝑖(𝑦𝑖)

на 𝑋𝐼 × 𝑌 .

Теорема 3. Справедливо равенство

min
𝑦∈𝑌

min
𝐼⊆𝐼

sup
𝑥∈𝑋𝐼

φ𝐼(𝑥, 𝑦) = min
𝐼⊆𝐼

min
𝑦∈𝑌

sup
𝑥∈𝑋𝐼

φ𝐼(𝑥, 𝑦). (36)
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Доказательство. На множестве 𝑌 зададим

ψ𝐼(𝑦) = sup
𝑥∈𝑋𝐼

φ𝐼(𝑥, 𝑦)

для произвольно выбранного 𝐼 ⊆ 𝐼. Заметим, что, поскольку 𝑌 – компакт, а множество подмножеств множе-
ства 𝐼 конечно, то существуют 𝑦 ∈ 𝑌 и 𝐼 ⊆ 𝐼 такие, что

(𝑦, 𝐼) = arg min
(𝑦,𝐼)∈𝑌×𝐼

ψ𝐼(𝑦).

В таком случае, с одной стороны,

min
𝑦∈𝑌

min
𝐼⊆𝐼

ψ𝐼(𝑦) ≤ min
𝐼⊆𝐼

ψ𝐼(𝑦) ≤ ψ𝐼(𝑦), (37)

min
𝐼⊆𝐼

min
𝑦∈𝑌

ψ𝐼(𝑦) ≤ min
𝑦∈𝑌

ψ𝐼(𝑦) ≤ φ𝐼(𝑦). (38)

С другой стороны,
ψ𝐼(𝑦) = min

(𝑦,𝐼)∈𝑌×𝐼
ψ𝐼(𝑦) ≤ min

𝑦∈𝑌
min
𝐼⊆𝐼

ψ𝐼(𝑦), (39)

ψ𝐼(𝑦) = min
(𝑦,𝐼)∈𝑌×𝐼

ψ𝐼(𝑦) ≤ min
𝐼⊆𝐼

min
𝑦∈𝑌

ψ𝐼(𝑦). (40)

Благодаря (37) и (39), получаем
min
𝑦∈𝑌

min
𝐼⊆𝐼

ψ𝐼(𝑦) = ψ𝐼(𝑦), (41)

а, благодаря (38) и (40), получаем
min
𝐼⊆𝐼

min
𝑦∈𝑌

ψ𝐼(𝑦) = ψ𝐼(𝑦). (42)

Одновременное выполнение (41) и (42) ведет к

min
𝑦∈𝑌

min
𝐼⊆𝐼

ψ𝐼(𝑦) = min
𝐼⊆𝐼

min
𝑦∈𝑌

ψ𝐼(𝑦)

или
min
𝑦∈𝑌

min
𝐼⊆𝐼

sup
𝑥∈𝑋𝐼

φ𝐼(𝑥, 𝑦) = min
𝐼⊆𝐼

min
𝑦∈𝑌

sup
𝑥∈𝑋𝐼

φ𝐼(𝑥, 𝑦).

Следствие 1. Если 𝑦* является решением задачи двухуровневой оптимизации (4)–(5), а 𝑥* – решением за-
дачи (5) для 𝑦*, то пара (𝑥*, 𝑦*) является решением задачи минимакса

min
𝑦∈𝑌

sup
𝑥∈𝑋𝐼*

φ𝐼*(𝑥, 𝑦) (43)

при

𝐼* ∈ arg min
𝐼⊆𝐼

[︃
min
𝑦∈𝑌

sup
𝑥∈𝑋𝐼

φ𝐼(𝑥, 𝑦)

]︃
. (44)

Доказательство. Если 𝑥̄ является решением задачи (5) для 𝑦 ∈ 𝑌 , то в силу теоремы 1∑︁
𝑖∈𝐼

𝑓𝑖(𝑥̄𝑖, 𝑦𝑖)𝑥̄𝑖 + 𝑤
∑︁
𝑖∈𝐼

𝑔𝑖(𝑦𝑖) =
∑︁
𝑖∈𝐼

𝑓𝑖(𝑥̄𝑖, 𝑦𝑖)𝑥̄𝑖 + 𝑤
∑︁
𝑖∈𝐼

𝑔𝑖(𝑦𝑖) =

= min
𝐼⊆𝐼

sup
𝑥∈𝑋𝐼

f𝐼(𝑥, 𝑦)
∑︁
𝑖∈𝐼

𝑥̄𝑖 + 𝑤
∑︁
𝑖∈𝐼

𝑔𝑖(𝑦𝑖) = min
𝐼⊆𝐼

sup
𝑥∈𝑋𝐼

f𝐼(𝑥, 𝑦)𝐷 + 𝑤
∑︁
𝑖∈𝐼

𝑔𝑖(𝑦𝑖),

где 𝐼 ⊆ 𝐼 такое, что

𝑥̄𝑖

{︂
> 0 для 𝑖 ∈ 𝐼,
= 0 для 𝑖 ∈ 𝐼∖𝐼.

При этом в силу вида функции f𝐼(𝑥, 𝑦) справедливо

f𝐼(𝑥̄, 𝑦) = min
𝐼⊆𝐼

sup
𝑥∈𝑋𝐼

f𝐼(𝑥, 𝑦).
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В таком случае ∑︁
𝑖∈𝐼

𝑓𝑖(𝑥̄𝑖, 𝑦𝑖)𝑥̄𝑖 + 𝑤
∑︁
𝑖∈𝐼

𝑔𝑖(𝑦𝑖) = min
𝐼⊆𝐼

sup
𝑥∈𝑋𝐼

f𝐼(𝑥, 𝑦)𝐷 + 𝑤
∑︁
𝑖∈𝐼

𝑔𝑖(𝑦𝑖) =

= min
𝐼⊆𝐼

sup
𝑥∈𝑋𝐼

φ𝐼(𝑥, 𝑦) = f𝐼(𝑥̄, 𝑦)𝐷 + 𝑤
∑︁
𝑖∈𝐼

𝑔𝑖(𝑦𝑖) = φ𝐼(𝑥̄, 𝑦).

Другими словами, для любого 𝑦 ∈ 𝑌 выполняется∑︁
𝑖∈𝐼

𝑓𝑖(𝑥̄𝑖, 𝑦𝑖)𝑥̄𝑖 + 𝑤
∑︁
𝑖∈𝐼

𝑔𝑖(𝑦𝑖) = φ𝐼(𝑥̄, 𝑦) = min
𝐼⊆𝐼

sup
𝑥∈𝑋𝐼

φ𝐼(𝑥, 𝑦),

где 𝑥̄ является решением задачи (5) для 𝑦 ∈ 𝑌 . Поскольку 𝑦* является решением задачи (4)–(5), а 𝑥* – решением
задачи (5) для 𝑦*, то

φ𝐼*(𝑥*, 𝑦*) = min
𝐼⊆𝐼

sup
𝑥∈𝑋𝐼

φ𝐼(𝑥, 𝑦*) ≤ min
𝐼⊆𝐼

sup
𝑥∈𝑋𝐼

φ𝐼(𝑥, 𝑦) ∀𝑦 ∈ 𝑌

или
φ𝐼*(𝑥*, 𝑦*) = min

𝐼⊆𝐼
sup
𝑥∈𝑋𝐼

φ𝐼(𝑥, 𝑦*) = min
𝑦∈𝑌

min
𝐼⊆𝐼

sup
𝑥∈𝑋𝐼

φ𝐼(𝑥, 𝑦),

а значит, согласно теореме 3,
φ𝐼*(𝑥*, 𝑦*) = min

𝐼⊆𝐼
min
𝑦∈𝑌

sup
𝑥∈𝑋𝐼

φ𝐼(𝑥, 𝑦).

Следовательно,
φ𝐼*(𝑥*, 𝑦*) = min

𝑦∈𝑌
sup

𝑥∈𝑋𝐼*
φ𝐼*(𝑥, 𝑦)

при
𝐼* ∈ arg min

𝐼⊆𝐼
min
𝑦∈𝑌

sup
𝑥∈𝑋𝐼

φ𝐼(𝑥, 𝑦).

Замечание 1. Следствие 1 позволяет утверждать, что если 𝑦* является решением задачи двухуровневой оп-
тимизации (4)–(5), а 𝑥* – решением задачи (5) для 𝑦*, то с необходимостью пара (𝑥*, 𝑦*) разрешает задачу ми-
нимакса

min
𝑦∈𝑌

sup
𝑥∈𝑋𝐼

φ𝐼(𝑥, 𝑦) (45)

для некоторого 𝐼 ⊆ 𝐼.

4. УСЛОВИЯ ОПТИМАЛЬНОСТИ ДЛЯ ВОЗНИКШИХ ЗАДАЧ МИНИМАКСА

Теорема 4. Если функция φ𝐼(𝑥, 𝑦) имеет седловую точку (𝑥̂, 𝑦) ∈ 𝑋𝐼 × 𝑌 , то

𝑓𝑖(𝑥̂𝑖, 𝑦𝑖) = 𝑓𝑗(𝑥̂𝑗 , 𝑦𝑗) ∀𝑖, 𝑗 ∈ 𝐼, (46)

𝑦𝑗 = 𝑙𝑗 ∀𝑗 ∈ 𝐼∖𝐼, (47)

−
𝜕𝑓𝑗
𝜕𝑦𝑗

(𝑥̂𝑗 ,𝑦𝑗)

𝜕𝑓𝑗
𝜕𝑥𝑗

(𝑥̂𝑗 ,𝑦𝑗)∑︀
𝑖∈𝐼

1
𝜕𝑓𝑖
𝜕𝑥𝑖

(𝑥̂𝑖,𝑦𝑖)

⎧⎪⎨⎪⎩
≤ 𝑤+λ

𝐷
𝜕𝑔𝑗
𝜕𝑦𝑗

(𝑦𝑗) при 𝑦𝑗 = 𝑙𝑗 ,

= 𝑤+λ
𝐷

𝜕𝑔𝑗
𝜕𝑦𝑗

(𝑦𝑗) при 𝑙𝑗 < 𝑦𝑗 < 𝑢𝑗 ,

≥ 𝑤+λ
𝐷

𝜕𝑔𝑗
𝜕𝑦𝑗

(𝑦𝑗) при 𝑦𝑗 = 𝑢𝑗 ,

∀𝑗 ∈ 𝐼, (48)

где

λ

{︂
≥ 0, если

∑︀
𝑖∈𝐼 𝑔𝑖(𝑦𝑖) = 𝑈,

= 0, если
∑︀

𝑖∈𝐼 𝑔𝑖(𝑦𝑖) < 𝑈.
(49)

Доказательство. Если функция φ𝐼(𝑥, 𝑦) имеет седловую точку (𝑥̂, 𝑦) ∈ 𝑋𝐼 × 𝑌 , то

min
𝑦∈𝑌

max
𝑥∈𝑋𝐼

φ𝐼(𝑥, 𝑦) = max
𝑥∈𝑋𝐼

min
𝑦∈𝑌

φ𝐼(𝑥, 𝑦) = φ𝐼(𝑥̂, 𝑦). (50)

С одной стороны, 𝑥̂ удовлетворяет условиям Каруша–Куна–Таккера (ККТ) применительно к φ𝐼(𝑥, 𝑦) на мно-
жестве 𝑋𝐼 . Составим Лагранжиан

𝐿𝑥(𝑥, 𝑦) = f𝐼(𝑥, 𝑦)𝐷 + 𝑤
∑︁
𝑖∈𝐼

𝑔𝑖(𝑦𝑖) + ω

⎛⎝𝐷 −
∑︁
𝑖∈𝐼

𝑥𝑖

⎞⎠ ,
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где ω является множителем Лагранжа. Точка 𝑥̂ ∈ 𝑋𝐼 должна удовлетворять следующим уравнениям:

𝜕𝐿𝑥

𝜕𝑥𝑖
(𝑥̂, 𝑦) = 0 ∀𝑖 ∈ 𝐼,

откуда получаем
𝜕

𝜕𝑥𝑖
f𝐼(𝑥̂, 𝑦) =

ω

𝐷
∀𝑖 ∈ 𝐼. (51)

Заметим, что при доказательстве леммы 2 было показано, что при 𝑦 ∈ 𝑌 вектор 𝑥̂ ∈ 𝑋𝐼 является решением
системы (51) тогда и только тогда, когда 𝑓𝑖(𝑥̂𝑖, 𝑦𝑖) = 𝑓𝑗(𝑥̂𝑗 , 𝑦𝑗) для всех 𝑖, 𝑗 ∈ 𝐼. Следовательно, пара (𝑥̂, 𝑦) должна
удовлетворять следующим условиям:

𝑓𝑖(𝑥̂𝑖, 𝑦𝑖) = 𝑓𝑗(𝑥̂𝑗 , 𝑦𝑗) ∀𝑖, 𝑗 ∈ 𝐼. (52)

С другой стороны, 𝑦 удовлетворяет условиям ККТ применительно кφ𝐼(𝑥̂, 𝑦) на множестве 𝑌 . Составим Лагран-
жиан

𝐿𝑦(𝑥̂, 𝑦) = f𝐼(𝑥̂, 𝑦)𝐷 + 𝑤
∑︁
𝑖∈𝐼

𝑔𝑖(𝑦𝑖) + λ

(︃∑︁
𝑖∈𝐼

𝑔𝑖(𝑦𝑖)− 𝑈

)︃
+
∑︁
𝑖∈𝐼

η𝑖(𝑙𝑖 − 𝑦𝑖)+

+
∑︁
𝑖∈𝐼

γ𝑖(𝑦𝑖 − 𝑢𝑖),

где λ ≥ 0 и η𝑖 ≥ 0, γ𝑖 ≥ 0, 𝑖 ∈ 𝐼, являются множителями Лагранжа. Точка 𝑦 должна удовлетворять следующим
уравнениям:

𝜕𝐿𝑦

𝜕𝑦𝑖
(𝑥̂, 𝑦) = 0 ∀𝑖 ∈ 𝐼, (53)

λ

(︃∑︁
𝑖∈𝐼

𝑔𝑖(𝑦𝑖)− 𝑈

)︃
= 0, (54)

η𝑖(𝑙𝑖 − 𝑦𝑖) = 0 ∀𝑖 ∈ 𝐼, (55)

γ𝑖(𝑦𝑖 − 𝑢𝑖) = 0 ∀𝑖 ∈ 𝐼. (56)

Таким образом, из (53) следует, что

−𝐷
𝜕f𝐼
𝜕𝑦𝑗

(𝑥̂𝑖, 𝑦𝑖) = (𝑤 + λ)
𝜕𝑔𝑗
𝜕𝑦𝑗

(𝑦𝑗)− η𝑗 + γ𝑗 ∀𝑗 ∈ 𝐼, (57)

а, в силу (55) и (56), имеет место система

η𝑖 ≥ 0, γ𝑖 = 0 при 𝑦𝑖 = 𝑙𝑖,
η𝑖 = 0, γ𝑖 = 0 при 𝑙𝑖 < 𝑦𝑖 < 𝑢𝑖,
η𝑖 = 0, γ𝑖 ≥ 0 при 𝑦𝑖 = 𝑢𝑖,

∀𝑖 ∈ 𝐼,

откуда, согласно (57), получаем

−
𝜕f𝐼
𝜕𝑦𝑗

(𝑥̂𝑖, 𝑦𝑖)

⎧⎪⎨⎪⎩
≤ 𝑤+λ

𝐷
𝜕𝑔𝑖
𝜕𝑦𝑖

(𝑦𝑖) при 𝑙𝑗 = 𝑦𝑗 ,

= 𝑤+λ
𝐷

𝜕𝑔𝑖
𝜕𝑦𝑖

(𝑦𝑖) при 𝑙𝑗 < 𝑦𝑗 < 𝑢𝑗 ,

≥ 𝑤+λ
𝐷

𝜕𝑔𝑖
𝜕𝑦𝑖

(𝑦𝑖) при 𝑦𝑗 = 𝑢𝑗 ,

∀𝑗 ∈ 𝐼. (58)

Продифференцируем функцию f𝐼(𝑥̂, 𝑦) по 𝑦𝑗 для всех 𝑗 ∈ 𝐼:

𝜕

𝜕𝑦𝑗

⎛⎜⎜⎝
∑︀
𝑖∈𝐼

𝑓𝑖(𝑥̂𝑖,𝑦𝑖)
𝜕𝑓𝑖
𝜕𝑥𝑖

(𝑥̂𝑖,𝑦𝑖)∑︀
𝑖∈𝐼

1
𝜕𝑓𝑖
𝜕𝑥𝑖

(𝑥̂𝑖,𝑦𝑖)

⎞⎟⎟⎠ =

𝜕𝑓𝑗
𝜕𝑦𝑗
𝜕𝑓𝑗
𝜕𝑥𝑗∑︀

𝑖∈𝐼

1
𝜕𝑓𝑖
𝜕𝑥𝑖

+

𝜕2𝑓𝑗
𝜕𝑥𝑗𝜕𝑦𝑗[︁
𝜕𝑓𝑗
𝜕𝑥𝑗

]︁2∑︀
𝑖∈𝐼

1
𝜕𝑓𝑖
𝜕𝑥𝑖

⎛⎜⎝
∑︀
𝑖∈𝐼

𝑓𝑖
𝜕𝑓𝑖
𝜕𝑥𝑖∑︀

𝑖∈𝐼

1
𝜕𝑓𝑖
𝜕𝑥𝑖

− 𝑓𝑗

⎞⎟⎠ . (59)

Поскольку (𝑥̂, 𝑦) удовлетворяет (52), то из (59) следует, что

𝜕f𝐼
𝜕𝑦𝑗

(𝑥̂, 𝑦) =

𝜕𝑓𝑗
𝜕𝑦𝑗

(𝑥̂𝑗 ,𝑦𝑗)

𝜕𝑓𝑗
𝜕𝑥𝑗

(𝑥̂𝑗 ,𝑦𝑗)∑︀
𝑖∈𝐼

1
𝜕𝑓𝑖
𝜕𝑥𝑖

(𝑥̂𝑖,𝑦𝑖)

∀𝑗 ∈ 𝐼. (60)
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Заметим при этом, что в силу вида функции f𝐼(𝑥̂, 𝑦) справедливо следующее равенство:

𝜕f𝐼
𝜕𝑦𝑗

(𝑥̂, 𝑦) = 0 ∀𝑗 ∈ 𝐼∖𝐼. (61)

Таким образом, если подставить (60) и (61) в (58), то получим

−
𝜕𝑓𝑗
𝜕𝑦𝑗

(𝑥̂𝑗 ,𝑦𝑗)

𝜕𝑓𝑗
𝜕𝑥𝑗

(𝑥̂𝑗 ,𝑦𝑗)∑︀
𝑖∈𝐼

1
𝜕𝑓𝑖
𝜕𝑥𝑖

(𝑥̂𝑖,𝑦𝑖)

⎧⎪⎨⎪⎩
≤ 𝑤+λ

𝐷
𝜕𝑔𝑖
𝜕𝑦𝑖

(𝑦𝑖) при 𝑙𝑗 = 𝑦𝑗 ,

= 𝑤+λ
𝐷

𝜕𝑔𝑖
𝜕𝑦𝑖

(𝑦𝑖) при 𝑙𝑗 < 𝑦𝑗 < 𝑢𝑗 ,

≥ 𝑤+λ
𝐷

𝜕𝑔𝑖
𝜕𝑦𝑖

(𝑦𝑖) при 𝑦𝑗 = 𝑢𝑗 ,

∀𝑗 ∈ 𝐼, (62)

и

0

⎧⎪⎨⎪⎩
≤ 𝑤+λ

𝐷
𝜕𝑔𝑖
𝜕𝑦𝑖

(𝑦𝑖) при 𝑙𝑗 = 𝑦𝑗 ,

= 𝑤+λ
𝐷

𝜕𝑔𝑖
𝜕𝑦𝑖

(𝑦𝑖) при 𝑙𝑗 < 𝑦𝑗 < 𝑢𝑗 ,

≥ 𝑤+λ
𝐷

𝜕𝑔𝑖
𝜕𝑦𝑖

(𝑦𝑖) при 𝑦𝑗 = 𝑢𝑗 ,

∀𝑗 ∈ 𝐼∖𝐼. (63)

При этом, поскольку λ ≥ 0, то, в силу (54), имеют место следующие условия:

λ

{︂
≥ 0, если

∑︀
𝑖∈𝐼 𝑔𝑖(𝑦𝑖) = 𝑈,

= 0, если
∑︀

𝑖∈𝐼 𝑔𝑖(𝑦𝑖) < 𝑈.
(64)

Более того, поскольку 𝑤 ≥ 0, λ ≥ 0, 𝐷 > 0 и 𝜕𝑔𝑖
𝜕𝑦𝑖

(𝑦𝑖) > 0 для всех 𝑖 ∈ 𝐼, то из (63) следует, что

𝑦𝑗 = 𝑙𝑗 ∀𝑗 ∈ 𝐼∖𝐼. (65)

5. ПОИСК ОПТИМАЛЬНОЙ ТОПОЛОГИИ СЕТИ

В предыдущих разделах статьи было доказано, что решение двухуровневой задачи оптимизации топологии
сети с непересекающимися путями с необходимостью должно разрешать определенную задачу минимакса. При
этом для соответствующей задачи минимакса получены условия оптимальности при достаточно естественных
допущениях. На основе полученных результатов может быть построен следующий алгоритм решения исследу-
емой задачи оптимизации топологии сети.

Алгоритм 1

1: 𝑥̂← решение задачи нижнего уровня (5) при 𝑦 = 𝑙
2: 𝐼 ← множество индексов таких, что

𝑥̂𝑖

{︂
> 0 для 𝑖 ∈ 𝐼,

= 0 для 𝑖 ∈ 𝐼∖𝐼,

3: (𝑦, 𝑥̂)← решение задачи минимакса:
min
𝑦∈𝑌

sup
𝑥∈𝑋𝐼

φ𝐼(𝑥, 𝑦),

4: while 𝑥̂ не является решением задачи (5) для 𝑦 do
5: 𝐼 ← 𝐼∖𝑠, где 𝑠 – компонент, в котором нарушается условие (24)
6: (𝑦, 𝑥̂)← решение задачи минимакса:

min
𝑦∈𝑌

sup
𝑥∈𝑋𝐼

φ𝐼(𝑥, 𝑦),

7: end while
8: return (𝑦, 𝑥̂) & 𝐼

Рассмотрим результаты работы алгоритма на конкретном примере сети, представленной в виде ориентиро-
ванного графа 𝐺 = (𝑉,𝐸) и состоящей из четырех непересекающихся альтернативных путей (каналов). Вели-
чины верхних и нижних границ пропускных способностей доступных альтернатив даны в табл. 1.
Бюджетные затраты, необходимые для увеличения пропускной способности альтернативы 𝑖, 𝑖 = 1, 4, с величи-
ны 𝑙𝑖 до величины 𝑦𝑖, будем описывать с помощью функции следующего вида:

𝑔𝑖(𝑦𝑖) = 100(𝑦𝑖 − 𝑙𝑖)
2 ∀𝑖 = 1, 4,
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Таблица 1. Нижняя и верхняя границы пропускных способностей

𝑖 = 1, 4 𝑦1 𝑦2 𝑦3 𝑦4

Нижняя граница (𝑙𝑖) 50 80 70 40

Верхняя граница (𝑢𝑖) 80 100 95 70

Таблица 2. Параметры функций задержки

𝑖 1 2 3 4

Время свободного движения (𝑡0𝑖 ) 20 25 18 28

а общий бюджет, который может быть инвестирован в увеличение пропускной способности всех альтернатив
не должен превышать 200 000:

∑︀4
𝑖=1 𝑔𝑖(𝑦𝑖) ≤ 200 000. При этом каждая альтернатива 𝑖, 𝑖 = 1, 4, характеризуется

BPR-функцией задержки (затрат) 𝑓𝑖(𝑥𝑖, 𝑦𝑖) единицы потока 𝑥𝑖 по альтернативе с пропускной способностью 𝑦𝑖:

𝑓𝑖(𝑥𝑖, 𝑦𝑖) = 𝑡0𝑖 + 0.15

(︂
𝑥𝑖

𝑦𝑖

)︂4

∀𝑖 = 1, 4,

при параметрах, заданных в табл. 2.
Как только допустимый набор величин пропускных способностей задан, поток 𝐷 = 1000 распределяется среди
доступных альтернатив в соответствии с принципом конкурентного равновесия при заданных функциях за-
держки (затрат). Если лидер на верхнем уровне стремится минимизировать общие затраты (общую задержку) в
сети за счет минимальных инвестиций в увеличение пропускной способности альтернатив, то возникает задача
двухуровневой оптимизации (4)–(5). При этом будем считать, что 𝑤 = 0.01, т.е. единицу общих сетевых затрат
(общей задержки) лидер оценивает в 100 бюджетных единиц.

Результат решения возникшей задачи с применением алгоритма 1 представлен на фиг. 1. Значение целевой
функции после применения алгоритма 1 равно 17672.6.

Фиг. 1. Результат работы алгоритма 1.

Стоит отметить, что сформулированная задача двухуровневой оптимизации может относиться к разным
прикладным задачам. Действительно, с одной стороны, задача (4)–(5) может возникнуть в случае оптимиза-
ции участка улично-дорожной сети с непересекающимися путями (фиг. 2). В таком случае можно считать, что
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участок улично-дорожной сети обслуживает 1000 неатомарных пользователей, распределяющихся среди четы-
рех маршрутов в стремлении минимизировать индивидуальное время движения.

Фиг. 2. Сеть с непересекающимися маршрутами.

С другой стороны, задача (4)–(5) может возникнуть в случае оптимизации сети дистрибьюторского центра
типа звезда (фиг. 3).

Фиг. 3. Сеть типа звезда.

В таком случае можно считать, что дистрибьюторский центр способен поставить 1000 неатомарных единиц
продуктового потока, который распределяется среди четырех альтернативных покупателей по принципу аукци-
она. При этом, если на фиг. 3 направить стрелочки в обратную сторону, то задача (4)–(5) будет соответствовать
ситуации, в рамках которой единственный покупатель удовлетворяет свой спрос в 1000 единиц продуктового
потока, закупаясь у четырех альтернативных поставщиков по принципу аукциона.

6. ЗАКЛЮЧЕНИЕ

В статье исследована проблема поиска глобального оптимума в задаче оптимизации топологии сети для слу-
чая сетей с непересекающимися путями. В рассматриваемой постановке задачи менеджер сети инвестирует в
пропускные способности ее элементов, стремясь минимизировать общую задержку, возникающую в результате
равновесного распределения потоков. Доказано, что решение исследуемой задачи с необходимостью должно
разрешать определенную задачу минимакса. При этом получены условия оптимальности решений возникаю-
щей задачи минимакса при достаточно естественных допущениях. На основе полученных результатов разрабо-
тан новый алгоритм решения задачи оптимизации топологии сети с непересекающимися путями. В будущих
работах планируется обобщить полученные результаты на случай более общих видов сетей.
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Abstract. The global optimum search in the network design problem for the case of networks with disjoint
paths is considered. In the considered formulation of the problem, the manager of a network invests in the
capacities of its elements, seeking to minimize the total delay arising from the equilibrium flow assignment.
It is proven that the solution to the problem under study must necessarily solve a certain minimax problem.
Optimality conditions for solutions of the minimax problem are found under fairly natural assumptions.
Based on the results, a new algorithm is developed for optimizing the topology of a network with disjoint
paths.

Keywords: network design problem, equilibrium flow assignment.
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