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ВВЕДЕНИЕ

Одним из важных направлений развития математической теории управления является исследование про-
блемы построения различных типов управляющих функций и соответствующих функций фазовых координат,
обеспечивающих перевод систем обыкновенных дифференциальных уравнений из начального состояние в за-
данное конечное состояние. Среди этих задач важное место занимают задачи построения указанных управ-
ляющих функций в случае, когда время перевода не является заданной величиной и подлежит нахождению.
Данный класс задач называют задачами терминального управления.

Актуальность исследования задач терминального управления обусловлена тем, что с одной стороны при
решении задачи терминального управления можно получить более широкую область достижимости, с другой
стороны результаты ее решения могут служить опорными приближениями при решении задач оптимизации.
В частности при решении задачи оптимального быстродействия. Проблеме терминального управления посвя-
щено большое количество работ. Некоторые из них приведены в ссылках [1]–[18]. Основные научные резуль-
таты указанных публикаций связаны с нахождением необходимых и достаточных условий, гарантирующих за-
данный перевод [2]–[6], [9], [13], [16]–[18], построением и оценками множества достижимости [1], [2], [4], [14],
[16], а также разработкой методов приближенного или точного построения искомых управлений и соответству-
ющих функций фазовых координат [7]–[12], [15]. В работах [2]–[5], [9], [16]–[18] необходимые и достаточные
условия разрешимости задачи терминального управления формулируются в терминах алгебры Ли векторных
полей порожденных правой частью исходной системы. В [6], [13] получены достаточные условия локальной
управляемости на основе свойств вариационного конуса. Для оценок областей достижимости используется как
дифференциально-геометрический подход, так и метод, основанный на вариации множества достижимости.
При решении задач терминального управления для нелинейных систем специального вида применяются мето-
ды основанные на замене зависимых и независимых переменных, которые позволяют значительно упростить
решение исходной задачи. В настоящее время проблема терминальных задач для управляемых систем обык-
новенных дифференциальных уравнений достаточно подробно изучена для линейных и нелинейных систем
специального вида. Однако теория решения задач терминального управления для нелинейных управляемых
систем общего вида ввиду их сложности еще недостаточно разработана.Основные усилия автора направлены
на разработку достаточно простого для численной реализации и устойчивого к погрешностям вычислений ал-
горитма решения нелокальной задачи терминального управления для более широкого класса нелинейных ста-
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ционарных управляемых систем обыкновенных дифференциальных уравнений и нахождению конструктивно-
го достаточного условия калмановского типа, гарантирующего его реализацию. Поставленная цель достигнута
сведением решения исходной нелокальной терминальной задачи к решению некоторого числа локальных гра-
ничных задач на фиксированном промежутке времени. В свою очередь каждая из граничных задач может быть
решена с помощью алгоритма из работы [19] с небольшими изменениями.

1. ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ

Объектом исследования является управляемая система обыкновенных дифференциальных уравнений:

ẋ = f(x,u), (1.1)

где x = (𝑥1 , . . . , 𝑥𝑛)T,x ∈ 𝑅𝑛, u = (𝑢1, . . . , 𝑢𝑟)T, u ∈ 𝑅𝑟, 𝑟 6 𝑛,

f ∈ 𝐶2𝑛(𝑅𝑛 ×𝑅𝑟;𝑅𝑛), f = (𝑓1, . . . , 𝑓𝑛)T, (1.2)

f(0,0) = 0. (1.3)

Введем в рассмотрение матрицы

B(x) =
𝜕f

𝜕u
(x,0), A(x) =

𝜕f

𝜕x
(x,0).

Построим матрицу S(x) = (B(x),A(x)B(x), . . . ,A𝑛−1(x)B(x)). Предположим, что для всех x из области

‖x‖ 6 𝐶, 𝐶 > 0, (1.4)

выполнено условие
rank S(x) = 𝑛. (1.5)

Пусть x̄ ∈ 𝑅𝑛, x̄ = (𝑥̄1, . . . , 𝑥̄𝑛)T, x̄ ̸= 0, — фиксированное состояние.
Задача. Найти пару функций: x(𝑡) ∈ 𝐶𝑛([0, 𝑡1];𝑅𝑛), u(𝑡) ∈ 𝐶𝑛([0, 𝑡1];𝑅𝑟), удовлетворяющую системе (1.1) и

условиям
x(0) = x̄, u(0) = 0, x(𝑡1) = 0. (1.6)

В (1.6) 𝑡1 — заранее неизвестный момент времени, подлежащий определению. При x̄ = 0 полагаем u = 0.

Теорема. Пусть для правой части системы (1.1) выполнены условия (1.2), (1.3) и в области (1.4) выполнено усло-
вие (1.5). Тогда для всех x̄ : ‖x̄‖ 6 𝐶

2 существует решение поставленной задачи, которое может быть получено
после решения конечного числа вспомогательных локальных граничных задач на заданном промежутке времени.

Основная идея решения вспомогательных локальных задач состоит в том, чтобы посредством преобразова-
ний зависимых и независимых переменных, решение каждой исходной локальной задачи свести к решению за-
дачи стабилизации нелинейной вспомогательной системы обыкновенных дифференциальных уравнений спе-
циального вида при постоянно действующих возмущениях. Для ее решения находится вспомогательное управ-
ление, обеспечивающее экспоненциальное убывание фундаментальной матрицы линейной части этой систе-
мы. На заключительном этапе находится решение задачи Коши для вспомогательной системы, замкнутой ука-
занным управлением, и осуществляется переход к исходным зависимым и независимым переменным.

2. ФОРМУЛИРОВКА ВСПОМОГАТЕЛЬНОЙ ЗАДАЧИ И ПОСТРОЕНИЕ ВСПОМОГАТЕЛЬНЫХ
СИСТЕМ

Пусть

𝐿 = sup
‖x‖6𝐶

‖f(x,0)‖ , 𝑡0 6
𝐶

2𝐿
.

Рассмотрим функцию ϕ(𝑡) = (ϕ1(𝑡), . . . ,ϕ𝑛(𝑡))𝑛, ϕ(𝑡) ∈ 𝐶2𝑛[0, 𝑡1], удовлетворяющую системе

ϕ̇ = f(ϕ,0), 𝑡 ∈ [0, 𝑡1], ϕ(0) = x̄, ‖x̄‖ 6
𝐶

2
, ϕ(𝑡1) = x̄1, x̄1 = (𝑥̄1

1, . . . , 𝑥̄
𝑛
1 )T, 0 < 𝑡1 6 𝑡0. (2.1)

Замечание 1. Нетрудно видеть, что из условий (1.2), (2.1) и определения момента 𝑡0 > 0 следуют неравенства

‖ϕ(𝑡)‖ 6 𝐶,

⃦⃦⃦⃦
𝑑𝑘ϕ

𝑑𝑡𝑘
(𝑡)

⃦⃦⃦⃦
6 𝐾, 𝑘 = 1, . . . , 2𝑛 ∀𝑡 ∈ [0, 𝑡1],
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где константа 𝐾 > 0 зависит от области (1.4).
Задача 1. Найти пару функций x(𝑡) ∈ 𝐶𝑛([0, 𝑡1];𝑅𝑛), u(𝑡) ∈ 𝐶𝑛([0, 𝑡1];𝑅𝑟), удовлетворяющую системе (1.1)

и условиям

x(0) = x̄, ‖x̄‖ 6
𝐶

2
, u(0) = 0, x(𝑡1) = (1 − ε(𝑡1))x̄1 = x̄2, 0 < ε(𝑡1) 6 1. (2.2)

Здесь ε(𝑡1) и 𝑡1 : 0 < 𝑡1 6 𝑡0 подлежат определению. Выполним в системе (1.1) замену

x(𝑡) = ϕ(𝑡) + y, 𝑡 ∈ [0, 𝑡1], y = (𝑦1, . . . , 𝑦𝑛)T. (2.3)

Тогда в новой переменной y система (1.1) примет вид

ẏ = f(y + ϕ(t),u) − f(ϕ(t),0), 𝑡 ∈ [0, 𝑡1]. (2.4)

Рассмотрим задачу: найти пару функций y(𝑡) ∈ 𝐶𝑛[0, 𝑡1], u(𝑡) ∈ 𝐶𝑛[0, 𝑡1], удовлетворяющую системе (2.4) и
условиям

y(0) = 0, u(0) = 0 y(𝑡1) = −ε(𝑡1)x̄1, u(𝑡1) = 0. (2.5)

Указанную пару функций будем называть решением задачи (2.4), (2.5). Выполним в системе (2.4) замену:

y(𝑡) = a(𝑡) − ε(𝑡1)x̄1. (2.6)

В новой переменной a(𝑡) система (2.4) примет вид

ȧ = f(a + ϕ(𝑡) − ε(𝑡1)x̄1,u) − f(ϕ(𝑡),0) = ψ(a, ε(𝑡1)x̄1,u,ϕ(𝑡)), 𝑡 ∈ [0, 𝑡1],

ψ(0,0,0,ϕ(𝑡)) ≡ 0,ψ = (ψ1, . . . ,ψ𝑛)T.
(2.7)

Рассмотрим условия

a(0) = ε(𝑡1)x̄1, u(0) = 0, a(𝑡) → 0, u(𝑡) → 0 при 𝑡 → 𝑡1. (2.8)

Будем искать пару a(𝑡) ∈ 𝐶𝑛([0, 𝑡1];𝑅𝑛), u(𝑡) ∈ 𝐶𝑛([0, 𝑡1];𝑅𝑟), удовлетворяющую системе (2.7) и условиям (2.8).
Указанную пару функций a(𝑡), u(𝑡) будем называть решением задачи (2.7), (2.8). Выполним в системе (2.7) пре-
образование независимой переменной 𝑡 по формуле

𝑡 = 𝑡1 − 𝑡1𝑒
−ατ, τ ∈ [0,+∞), (2.9)

где α > 0 — некоторое фиксированное число, подлежащее определению. Тогда в новой независимой перемен-
ной τ система (2.7) и условия (2.8) примут вид:

𝑑c

𝑑τ
= α𝑡1𝑒

−ατψ(c, ε(𝑡1)x̄1,d,ϕ(𝑡(τ))), (2.10)

c(τ) = a(𝑡(τ)), d(τ) = u(𝑡(τ)), τ ∈ [0,+∞), c = (𝑐1, . . . , 𝑐𝑛)T, d = (𝑑1, . . . , 𝑑𝑟)T, (2.11)

c(0) = ε(𝑡1)x̄1, d(0) = 0, c(τ) → 0, d(τ) → 0 при τ→ ∞. (2.12)

Пару функций c(τ) ∈ 𝐶𝑛([0,∞);𝑅𝑛), d(τ) ∈ 𝐶𝑛([0,∞);𝑅𝑟), удовлетворяющую системе (2.10) и условиям (2.12),
будем называть решением задачи (2.10), (2.12).

Замечание 2. Имея решение задачи (2.10), (2.12) с помощью формул (2.9), (2.11) получим решение задачи
(2.7), (2.8). В свою очередь подстановка решения задачи (2.7), (2.8) в формулы (2.6), (2,3) и предельный переход
при 𝑡 → 𝑡1 даст решение задачи 1.

Введем обозначения

c̃ = θ𝑖c, d̃ = θ𝑖d, 𝑡1 = 𝑡1 + θ𝑖(𝑡− 𝑡1), θ𝑖 ∈ [0, 1], 𝑖 = 1, . . . , 𝑛, |𝑘| =

𝑛∑︁
𝑖=1

𝑘𝑖,

|𝑚| =

𝑟∑︁
𝑖=1

𝑚𝑖, 𝑘! = 𝑘1! . . . 𝑘𝑛!, 𝑚! = 𝑚1! . . .𝑚𝑟!.

Используя свойство (1.2), разложение правой части системы (2.7) в ряд Тейлора в окрестности точки (a = 0,
u = 0, 𝑡 = 𝑡1) и замену (2.9), (2.11), систему (2.10) можно записать в виде:

𝑑𝑐𝑖
𝑑τ

= α𝑡1𝑒
−ατΨ𝑖(0, ε(𝑡1)x̄1,0, 𝑡1) + α𝑡1𝑒

−ατ
𝑛∑︁

𝑗=1

𝜕Ψ𝑖

𝜕𝑥𝑗
(0, ε(𝑡1)x̄1,0, 𝑡1)𝑐𝑗 + α𝑡1𝑒

−ατ
𝑟∑︁

𝑗=1

𝜕Ψ𝑖

𝜕𝑢𝑗
(0, ε(𝑡1)x̄1,0, 𝑡1)𝑑𝑗+
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+α𝑡21𝑒
−2ατ 𝜕Ψ𝑖

𝜕𝑡
(0,ε(𝑡1)x̄1,0, 𝑡1) +

1

2
α𝑡1𝑒

−ατ

[︃
𝑛∑︁

𝑗=1

𝑛∑︁
𝑘=1

𝜕2Ψ𝑖

𝜕𝑥𝑗𝜕𝑥𝑘
(0, ε(𝑡1)x̄1,0, 𝑡1)𝑐𝑗𝑐𝑘+

+2

𝑛∑︁
𝑗=1

𝑟∑︁
𝑘=1

𝜕2Ψ𝑖

𝜕𝑥𝑗𝜕𝑢𝑘
(0, ε(𝑡1)x̄1,0, 𝑡1)𝑐𝑗𝑑𝑘 +

𝑟∑︁
𝑗=1

𝑟∑︁
𝑘=1

𝜕2Ψ𝑖

𝜕𝑢𝑗𝜕𝑢𝑘
(0, ε(𝑡1)x̄1,0, 𝑡1)𝑑𝑗𝑑𝑘+

+2𝑡1𝑒
−ατ

𝑛∑︁
𝑗=1

𝜕2Ψ𝑖

𝜕𝑥𝑗𝜕𝑡
(0, ε(𝑡1)x̄1,0, 𝑡1)𝑐𝑗 + 2𝑡1𝑒

−ατ
𝑟∑︁

𝑗=1

𝜕2Ψ𝑖

𝜕𝑢𝑗𝜕𝑡
(0, ε(𝑡1)x̄1,0, 𝑡1)𝑑𝑗+

+𝑡21𝑒
−2ατ 𝜕

2Ψ𝑖

𝜕𝑡2
(0, ε(𝑡1)x̄1,0, 𝑡1)

]︃
+ . . .

(2.13)

+α𝑡1𝑒
−ατ

∑︁
|𝑘|+|𝑚|+𝑙=2𝑛−1

1

𝑘!𝑚!𝑙!

𝜕|𝑘|+|𝑚|+𝑙Ψ𝑖

𝜕𝑥𝑘1
1 𝜕𝑥𝑘2

2 . . . 𝜕𝑥𝑘𝑛
𝑛 𝜕𝑢𝑚1

1 𝜕𝑢𝑚2
2 . . . 𝜕𝑢𝑚𝑟

𝑟 𝜕𝑡𝑙
(0, ε(𝑡1)x̄1,0, 𝑡1)𝑐1

𝑘1 . . . 𝑐𝑘𝑛𝑑𝑚1
1 . . . 𝑑𝑚𝑟

𝑟 𝑒−𝑙τ𝑡𝑙1+

+α𝑡1𝑒
−ατ

∑︁
|𝑘|+|𝑚|+𝑙=2𝑛

1

𝑘!𝑚!𝑙!

𝜕|𝑘|+|𝑚|+𝑙Ψ𝑖

𝜕𝑥𝑘1
1 𝜕𝑥𝑘2

2 . . . 𝜕𝑥𝑘𝑛
𝑛 𝜕𝑢𝑚1

1 𝜕𝑢𝑚2
2 . . . 𝜕𝑢𝑚𝑟

𝑟 𝜕𝑡𝑙
(𝑐, ε(𝑡1)x̄1, d̃, 𝑡1)𝑐1

𝑘1 . . . 𝑐𝑛
𝑘𝑛𝑑𝑚1

1 . . . 𝑑𝑚𝑟
𝑟 𝑒−𝑙τ𝑡𝑙1,

𝑖 = 1, . . . , 𝑛.

Ограничим область изменения c(τ),d(τ) неравенствами

‖c(τ)‖ 6 𝐶, ‖d(τ)‖ 6 𝐶, τ ∈ [0,∞). (2.14)

Сделаем 2𝑛− 1 преобразований сдвигов функций 𝑐𝑖(τ) : 𝑐𝑖(τ) → 𝑐2𝑛−1
𝑖 (τ), 𝑖 = 1, . . . , 𝑛. Главная их цель состоит

в том, чтобы в правой части системы, полученной в результате этих преобразований, все слагаемые, не содер-
жащие в явном виде степеней компонент c2𝑛−1 и d, в области (2.14) удовлетворяли оценке 𝑂(𝑒−2𝑛ατ𝑡2𝑛1 ) при
τ→ ∞, 𝑡1 → 0. На первом этапе выполним замену 𝑐𝑖(τ), 𝑖 = 1, . . . , 𝑛, по формуле

𝑐𝑖(τ) = 𝑐1𝑖 − 𝑡1𝑒
−ατΨ𝑖(0, ε(𝑡1)x̄1,0, 𝑡1), 𝑖 = 1, . . . , 𝑛. (2.15)

Пусть

𝐷|𝑘|+|𝑚|+𝑙Ψ𝑖 ≡
𝜕|𝑘|+|𝑚|+𝑙Ψ𝑖

𝜕𝑥𝑘1
1 . . . 𝜕𝑥𝑘𝑛

𝑛 𝜕𝑢
𝑚1
1 . . . 𝜕𝑢𝑚𝑟

𝑟 𝑡𝑙
, 𝑖 = 1, . . . , 𝑛.

Ниже для компактности записи в правой части системы (2.16) зависимость ε от 𝑡1 будем опускать, полагая,
что 0 < ε 6 ε(𝑡1). После подстановки (2.15) в левую и правую части системы (2.13) получим систему

𝑑𝑐1𝑖
𝑑τ

= −α𝑡21𝑒−2ατ
𝑛∑︁

𝑗=1

𝜕Ψ𝑖

𝜕𝑥𝑗
(0, εx̄1,0, 𝑡1)Ψ𝑗(0, εx̄1,0, 𝑡1) + α𝑡21𝑒

−2ατ 𝜕Ψ𝑖

𝜕𝑡
(0,εx̄1,0, 𝑡1)−

−α𝑡31𝑒−3ατ
𝑛∑︁

𝑗=𝑛

𝜕2Ψ𝑖

𝜕𝑥𝑗𝜕𝑡
(0, εx̄1,0, 𝑡1)Ψ𝑗(0, εx̄1,0, 𝑡1)+

+
1

2
α𝑡31𝑒

−3ατ
𝑛∑︁

𝑗=1

𝑛∑︁
𝑘=1

𝜕2Ψ𝑖

𝜕𝑥𝑗𝜕𝑥𝑘
(0, εx̄1,0, 𝑡1)Ψ𝑗(0, εx̄1,0, 𝑡1)Ψ𝑘(0, εx̄1,0, 𝑡1)+

+α(𝑒−ατ𝑡1

𝑛∑︁
𝑗=1

𝜕Ψ𝑖

𝜕𝑥𝑗
(0, εx̄1,0, 𝑡1)𝑐1𝑗 − 𝑒−2ατ𝑡21

𝑛∑︁
𝑗=1

𝑛∑︁
𝑘=1

𝜕2Ψ𝑖

𝜕𝑥𝑗𝜕𝑥𝑘
(0, εx̄1,0, 𝑡1)Ψ𝑘(0, εx̄1,0, 𝑡1)𝑐1𝑗 )+

+𝑒−2ατ𝑡21

𝑛∑︁
𝑗=1

𝜕2Ψ𝑖

𝜕𝑥𝑗𝜕𝑡
(0, εx̄1,0, 𝑡1)𝑐1𝑗 ) + α(𝑒−ατ𝑡1

𝑟∑︁
𝑗=1

𝜕Ψ𝑖

𝜕𝑢𝑘
(0, εx̄1,0, 𝑡1)𝑑𝑘−

−𝑒−2ατ𝑡21

𝑛∑︁
𝑗=1

𝑟∑︁
𝑘=1

𝜕2Ψ𝑖

𝜕𝑢𝑘𝜕𝑥𝑗
(0, εx̄1,0, 𝑡1)Ψ𝑖(0, εx̄1,0, 𝑡1)𝑑𝑘 + 𝑒−2ατ𝑡21

𝑟∑︁
𝑗=1

𝜕2Ψ𝑖

𝜕𝑢𝑘𝜕𝑡
(0, εx̄1,0, 𝑡1)𝑑𝑘)+
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+
1

2
α𝑡1𝑒

−ατ
𝑛∑︁

𝑗=1

𝑛∑︁
𝑘=1

𝜕2Ψ𝑖

𝜕𝑥𝑗𝜕𝑥𝑘
(0, εx̄1,0, 𝑡1)𝑐1𝑗𝑐

1
𝑘 + α𝑒−ατ𝑡1

𝑛∑︁
𝑗=1

𝑟∑︁
𝑘=1

𝜕2Ψ𝑖

𝜕𝑥𝑗𝜕𝑢𝑘
(0, εx̄1,0, 𝑡1)𝑑𝑘𝑐

1
𝑗+ (2.16)

+
1

2
α𝑒−ατ𝑡1

𝑟∑︁
𝑗=1

𝑟∑︁
𝑘=1

𝜕2Ψ𝑖

𝜕𝑢𝑗𝜕𝑢𝑘
(0, εx̄1,0, 𝑡1)𝑑𝑗𝑑𝑘 +

1

2
α𝑒−3ατ𝑡31

𝜕2Ψ𝑖

𝜕𝑡2
(0, εx̄1,0, 𝑡1) + . . .

. . . + α𝑡1𝑒
−ατ

∑︁
|𝑘|+|𝑚|+𝑙=2𝑛−2

1

𝑘!𝑚!𝑙!
𝐷

|𝑘|+|𝑚+𝑙|
Ψ𝑖(0, εx̄1,0, 𝑡1)(𝑐11 − 𝑒−ατ𝑡1Ψ1(0, εx̄1,0, 𝑡1)𝑘1 × . . .

. . .× (𝑐1𝑛 − 𝑒−ατ𝑡1Ψ𝑛(0, εx̄1,0, 𝑡1)𝑘𝑛𝑑𝑚1
1 × . . .× 𝑑𝑚𝑟

𝑟 𝑡𝑙1+

+α𝑡1𝑒
−ατ

∑︁
|𝑘|+|𝑚|+𝑙=2𝑛−1

1

𝑘!𝑚!𝑙!
𝐷

|𝑘|+|𝑚+𝑙|
Ψ𝑖(c̃, εx̄1, d̃, 𝑡1)(𝑐11 − 𝑒−ατ𝑡1Ψ1(0, εx̄1,0, 𝑡1)𝑘1 × . . .

. . .× (𝑐1𝑛 − 𝑒−ατ𝑡1Ψ𝑛(0, εx̄1,0, 𝑡1)𝑘𝑛𝑑𝑚1
1 × . . .× 𝑑𝑚𝑟

𝑟 𝑡𝑙1, 𝑖 = 1, . . . , 𝑛.

Из (2.15), (2.12) следует
𝑐1𝑖 (0) = ε(𝑡1)𝑥̄𝑖

1 + 𝑡1Ψ𝑖(0, ε(𝑡1)x̄1,0, 𝑡1), 𝑖 = 1, . . . , 𝑛. (2.17)

Нетрудно видеть, что в правой части системы (2.16) слагаемые, не содержащие в явном виде степеней ком-
понент векторов c1 и d, в области (2.14) удовлетворяют условию 𝑂(𝑒−2ατ𝑡21), τ → ∞, 𝑡1 → 0. На втором этапе
сделаем замену

𝑐1𝑖 (τ) = 𝑐2𝑖 (τ) +
1

2
𝑡21𝑒

−2ατ
𝑛∑︁

𝑗=1

𝜕𝑓𝑖
𝜕𝑥𝑗

(0, ε(𝑡1)x̄1,0, 𝑡1)Ψ𝑗(0, ε(𝑡1)x̄1,0, 𝑡1)−

−1

2
𝑡21𝑒

−2ατ 𝜕Ψ𝑖

𝜕𝑡
(0, ε(𝑡1)x̄1,0, 𝑡1) = 𝑐2𝑖 (τ) + 𝑡21𝑒

−2ατ
ϕ
2
𝑖 (ε(𝑡1)),

ϕ
2
𝑖 (ε(𝑡1)) =

1

2

𝑛∑︁
𝑗=1

𝜕𝑓𝑖
𝜕𝑥𝑗

(0, ε(𝑡1)x̄1,0, 𝑡1)Ψ𝑗(0, ε(𝑡1)x̄1,0, 𝑡1) − 1

2

𝜕Ψ𝑖

𝜕𝑡
(0, ε(𝑡1)x̄1,0, 𝑡1),

ϕ
2
𝑖 (0) = 0, 𝑖 = 1, . . . , 𝑛.

(2.18)

Последнее равенство в (2.18) следует из (2.7). В результате получим систему в новых переменных c2𝑖 . Несложный
анализ показывает, что в ее правой части слагаемые, не содержащие в явном виде степеней компонент векторов
c2𝑖 и d, в области (2.14) удовлетворяют условию 𝑂(𝑒−3ατ𝑡31), τ → ∞, 𝑡1 → 0. Начальное условие согласно (2.17),
(2.18) примет вид

𝑐2𝑖 (0) = ε(𝑡1)𝑥̄𝑖
1 + 𝑡1Ψ𝑖(0, ε(𝑡1)x̄1,0, 𝑡1) − 𝑡21ϕ

2
𝑖 (ε(𝑡1)), 𝑖 = 1, . . . , 𝑛. (2.19)

Используя (2.15), (2.18) и индуктивный переход на 𝑘-м шаге получим искомое преобразование вида

𝑐𝑘−1
𝑖 (τ) = 𝑐𝑘𝑖 + 𝑡𝑘1𝑒

−𝑘ατ
φ
𝑘
𝑖 (ε(𝑡1)), φ

𝑘
𝑖 (0) = 0, 𝑖 = 1, . . . , 𝑛. (2.20)

Если применить преобразования (2.20) (2𝑛−1) раз, объединить слагаемые в полученной системе, линейные по
компонентам вектора c2𝑛−1 и содержащие коэффициенты 𝑡𝑖𝑒−𝑖ατ, 𝑖 = 1, . . . , 𝑛−1, а также слагаемые, линейные
по компонентам вектораd и содержащие коэффициенты 𝑡𝑖𝑒−𝑖ατ, 𝑖 = 1, . . . , 𝑛−1, то согласно (2.16), (2.17), (2.19)
будем иметь систему и начальные данные, которые в векторной форме можно записать следующим образом:

𝑑c2𝑛−1

𝑑τ
= Pc2𝑛−1 + Qd +

4∑︁
𝑖=1

R𝑖(c
2n−1,d, τ), R𝑖 = (𝑅1

𝑖 , . . . , 𝑅
𝑛
𝑖 )T, 𝑖 = 1, . . . , 4. (2.21)

Функции 𝑅𝑖
1 содержат все слагаемые, линейно зависящие от компонент вектора c2𝑛−1 с коэффициентами

𝑡𝑖1𝑒
−𝑖ατ, 𝑖 > 𝑛, не содержащие степеней компонент вектора d. Функции 𝑅𝑖

2 содержат все слагаемые, линей-
но зависящие от компонент вектора d с коэффициентами 𝑡𝑖1𝑒

−𝑖ατ, 𝑖 > 𝑛, не содержащие степеней компонент
вектора c2𝑛−1. В 𝑅𝑖

3 содержатся все слагаемые, нелинейные по компонентам векторов c2𝑛−1и d. Функция 𝑅𝑖
4

состоит из слагаемых, не содержащих степеней компонент векторов c2𝑛−1 и d. Матрицы P,Q и начальные дан-
ные имеют вид

P = 𝑡1α𝑒
−ατ(P1(𝑡1) + 𝑒−ατ𝑡1P2(𝑡1) + . . . + 𝑒−(𝑛−2)ατ𝑡𝑛−2

1 P𝑛−1(𝑡1)),

Q = 𝑡1α𝑒
−ατ(Q1(𝑡1) + 𝑒−ατ𝑡1Q2(𝑡1) + . . . + 𝑒−(𝑛−2)ατ𝑡𝑛−2

1 Q𝑛−1(𝑡1)),
(2.22)
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c2𝑛−1(0) = ε(𝑡1)x̄1 + 𝑡1ψ(0,ε(𝑡1)x̄1,0, 𝑡1) − 𝑡21f
2(ε(𝑡1)) − 𝑡31f

3(ε(𝑡1)) − . . .

. . .− 𝑡2𝑛1 f2𝑛−1(ε(𝑡1)), f 𝑖(ε(𝑡1)) = (φ𝑖
1(ε(𝑡1)), . . . ,φ𝑖

𝑛(ε(𝑡1)))T,

f 𝑖(0) = 0, 𝑖 = 1, . . . , 2𝑛− 1.
(2.23)

Введем новую управляющую функцию w(τ), связанную с d(τ) уравнениями

𝑑d(τ)

𝑑τ
= υ1,

𝑑υ𝑖
𝑑τ

= υ𝑖+1, 𝑖 = 1, . . . , 2𝑛− 2,
𝑑υ2𝑛−1

𝑑τ
= α𝑡𝑒−ατw, υ𝑖 = (υ𝑖1, . . . , υ

𝑖
𝑟)T, υ𝑖 ∈ 𝑅𝑟. (2.24)

Положим
d(0) = 0, υ𝑖(0) = 0, 𝑖 = 1, . . . , 2𝑛− 1. (2.25)

Систему (2.21), (2.24) и начальные данные (2.23), (2.25) можно записать в виде

𝑑c̄2𝑛−1

𝑑τ
= P̄c̄2𝑛−1 + Q̄w +

4∑︁
𝑖=1

R̄𝑖(c
2n−1,d, τ), c̄2𝑛−1 = (c2𝑛−1,d, ῡ)T𝑛+2𝑛𝑟×1,

ῡ = (υ1, . . . , υ𝑛)T, w = (𝑤1, . . . , 𝑤𝑟)T, R̄1 = (𝑅1
1, . . . , 𝑅

𝑛
1 ,0, . . . ,0)T𝑛+2𝑛𝑟×1,

R̄2 = (𝑅1
2, . . . , 𝑅

𝑛
2 ,0, . . . ,0)T𝑛+2𝑛𝑟×1, R̄3 = (𝑅1

2, . . . , 𝑅
𝑛
2 ,0, . . . ,0)T𝑛+2𝑛𝑟×1,

R̄4 = (𝑅1
4, . . . , 𝑅

𝑛
4 ,0, . . . ,0)T𝑛+2𝑛𝑟×1,

(2.26)

P̄ =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝
P Q On×r On×r . . . On×r

Or×n Or×r Er×r Or×r . . . Or×r

Or×n Or×r Or×r Er×r . . . Or×r

. . . . . .
Or×n Or×r Or×r Or×r . . . Er×r

Or×n Or×r Or×r Or×r . . . Or×r

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠ , Q̄ =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝
On×r

Or×r

Or×r

. . .
Or×r

α𝑡𝑒−ατEr×r

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠ , (2.27)

c̄2𝑛−1(0) = c̄2𝑛−1
0 , c̄2𝑛−1

0 = (c2𝑛−1(0),0, . . . ,0)T𝑛+2𝑛𝑟×1, (2.28)

где O𝑟×𝑛, O𝑟×𝑟 — матрицы с нулевыми элементами, E𝑟×𝑟 — единичная матрица.
Рассмотрим задачу: найти пару функций c̄2𝑛−1(τ) ∈ 𝐶1[0,∞), w(τ) ∈ 𝐶1[0,∞), удовлетворяющую системе

(2.26) и условиям
c̄2𝑛−1(0) = c̄2𝑛−1

0 , c̄2𝑛−1(τ) → 0 при τ→ ∞. (2.29)

Указанную пару c̄2𝑛−1(τ), υ(τ) будем называть решением задачи (2.26), (2.29).
Замечание 3. Легко видеть, что имея пару функций (c2𝑛−1(τ),d(τ)) = c̄2𝑛−1(τ), входящую в решение задачи

(2.26), (2.29) и используя формулы (2.20), (2.18) и (2.15), получаем решение задачи (2.10), (2.12).
Для удобства дальнейших рассуждений введем область изменения c(2𝑛−1)согласованную с областью (2.14).

Учитывая (2.20), (2.18), (2.15), (2.7) и индуктивный переход, получим равенство c = c2𝑛−1 + χ(εx̄1), χ(εx̄1) → 0
при ε → 0, 0 < ε 6 ε(𝑡1). Отсюда ‖c‖ 6

⃦⃦
c2𝑛−1

⃦⃦
+ ‖χ(εx̄1)‖. В силу сказанного, для любого x̄1 из области (1.4)

и 𝑡1 : 0 < 𝑡1 6 𝑡0, следует существование констант 𝐶1, ε0 : 0 < 𝐶1 < 𝐶, 0 < ε0 6 ε(𝑡1) таких, что для всех
εx̄1 : 0 < ε 6 ε0 и для всех c̄2𝑛−1, принадлежащих области⃦⃦

c̄2𝑛−1
⃦⃦
< 𝐶1, (2.30)

соответствующие функции c(τ), d(τ) будут принадлежать области (2.14).

3. ОЦЕНКА СЛАГАЕМЫХ ПРАВОЙ ЧАСТИ СИСТЕМЫ (2.21) И СИНТЕЗ ВСПОМОГАТЕЛЬНОГО
СТАБИЛИЗИРУЮЩЕГО УПРАВЛЕНИЯ ЕЕ ЛИНЕЙНОЙ ЧАСТИ

Из построения правой части системы (2.21), условия (2.22) и замечания 1 следует, что в области (2.30) ∀τ ∈
∈ [0,∞) имеют место оценки

𝑒−(𝑖−1)ατ𝑡𝑖−1
1 ‖P𝑖(𝑡1)‖ → 0, 𝑒−(𝑖−1)ατ𝑡𝑖−1

1 ‖Q𝑖(𝑡1)‖ → 0 при 𝑡1 → 0, 𝑖 = 2, . . . , 𝑛− 1, (3.1)⃦⃦
R1(c2𝑛−1,d, τ)

⃦⃦
6 𝑒−𝑛ατ𝑡𝑛1𝐿1

⃦⃦
c2𝑛−1

⃦⃦
,
⃦⃦
R2(c2𝑛−1,d, τ)

⃦⃦
6 𝑒−𝑛ατ𝑡𝑛1𝐿2 ‖d‖ , (3.2)⃦⃦

R3(c2𝑛−1,d, τ)
⃦⃦
6 𝑒−ατ𝑡1𝐿3(

⃦⃦
c2𝑛−1

⃦⃦2
+ ‖d‖2),

⃦⃦
R4(c2𝑛−1,d, τ)

⃦⃦
6 𝐿4(ε0x̄1)𝑡2𝑛1 𝑒−2𝑛ατ. (3.3)
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Константы 𝐿𝑖 > 0, 𝑖 = 1, . . . , 4, зависят от области (2.30).
С учетом (2.7), (2.15), (2.16), (2.18), (2.20) имеем

𝐿4(εx̄1) → 0 при ε→ 0, 0 < ε 6 ε0. (3.4)

Рассмотрим систему
𝑑c̄2𝑛−1

𝑑τ
= P̄c̄2𝑛−1 + Q̄w. (3.5)

Воспользовавшись условиями (1.5), (2.22), (2.27), (3.1), замечанием 1 и доказательством леммы приведенной
в работе [19] с учетом замены матриц 𝑃 , 𝑄̄ и P, 𝑄, фигурирующих в [19] (см. (2.16), (2.20) из [19]) на матрицы
P̄, Q̄ и P,Q, определенные выражениями (2.27), (2.22), а также ‖F‖ из работы [19] на 𝑡1, нетрудно показать, что
для любого x̄1 из области (1.4) существует 𝑡 : 0 < 𝑡 6 𝑡0 такое, что при 𝑡1 = 𝑡 можно построить вспомогательное
управление w(τ) вида

w = M(τ)c̄2𝑛−1, ‖𝑀(τ)‖ = 𝑂(𝑒𝑛ατ), τ→ ∞, (3.6)

обеспечивающее экспоненциальное убывание фундаментальной матрицы Φ(τ) системы (3.5), (3.6) при x̄1 =
= ϕ(𝑡). Для Φ(τ) справедлива оценка

‖Φ(τ)‖ 6 𝐾𝑡𝑒−λτ, λ > 0,⃦⃦
Φ(τ)Φ−1(𝑡)

⃦⃦
6 𝐾𝑡−(𝑛−1)𝑒−λ(τ−𝑡)τ𝑒(𝑛−1)α𝑡,

τ > 𝑡, τ ∈ [0,∞).

(3.7)

В дальнейшем будем рассматривать задачу 1 и последующие задачи 2, . . . , 𝑘 на фиксированном промежут-

ке
[︁
0, 𝑡
]︁

. То есть в (1.6), (2.1)–(2.10), (2.12), (2.13), (2.15)–(2.23) полагаем 𝑡1 = 𝑡,

4. ПРОДОЛЖЕНИЕ РЕШЕНИЯ ЗАДАЧИ 1

Рассмотрим систему (2.26) с начальными данными (2.28), замкнутую вспомогательным управлением (3.6),
полученного в ходе доказательства леммы в работе [19], на промежутке [0, 𝑡]. В силу (3.5), (3.6) эта система при-
мет вид

𝑑c̄2𝑛−1

𝑑τ
= Cc̄2𝑛−1 +

4∑︁
𝑖=1

R̄𝑖(c
2n−1,d, τ), C = P̄ + Q̄M(τ). (4.1)

Если пользоваться рассуждениями, приведенными при доказательстве теоремы в работе [19], с учетом (3.1)–
(3.4), (3.7), замечания 1, а также замены ‖x̄‖ и ‖F‖ на ε ‖x̄1‖ и формулы (4.15) в [19] на формулу 𝑐2𝑛−1 =
= (𝑡)𝑛𝑧𝑒−𝑛ατ, то для любого x̄1из области (1.4) можно найти ε1 : 0 < ε1 6 ε0 6 1 такое, что решение системы
(4.1) с начальными данными (2.28), (2.23) (с учетом замены ε(𝑡1)x̄1 на ε1x̄1), не покидает область (2.30) и удо-
влетворяет условиям (2.29). В результате будем иметь пару функций c̄2𝑛−1(τ),w(τ), удовлетворяющую системе
(4.1), которая является решением задачи (2.26), (2.29). В свою очередь пара функций c̄2𝑛−1(τ) = (c2𝑛−1(τ),d(τ))
после перехода к исходным зависимым и независимым переменным по формулам (2.20), (2.15), (2.11), (2.9),
(2.6), (2.3) и предельного перехода при 𝑡 → 𝑡, согласно (1.2) и замечаниям 3 и 2, дает пару функций

x1(𝑡) ∈ 𝐶2𝑛−1(
[︁
0, 𝑡
]︁
;𝑅𝑛), x1(𝑡) = (x1

1(𝑡), . . . , x𝑛
1(𝑡))T,

u1(𝑡) ∈ 𝐶2𝑛−1(
[︁
0, 𝑡
]︁
;𝑅𝑟), u1(𝑡) = (𝑢1

1(𝑡), . . . , 𝑢1
𝑟(𝑡))T,

(4.2)

которая является решением задачи 1, т.е. функции (4.2) удовлетворяют системе

ẋ1(𝑡)= f(x1(𝑡),u1(𝑡)), 𝑡 ∈
[︁
0, 𝑡
]︁
, (4.3)

и условиям
x1(0) = x̄,u1(0) = 0 x1(𝑡) = (1 − ε1)x̄1 = x̄2, u1(𝑡) = 0, ‖x̄2‖ < ‖x̄1‖ . (4.4)

Из условий (1.2), (2.27), (2.29) и (4.2) следует

𝑑𝑘u1

𝑑𝑡𝑘
(𝑡) = 0, 𝑘 = 0, 1, . . . , 2𝑛− 1, (4.5)
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Задача 2. Найти пару функций x2(𝑡) ∈ 𝐶2𝑛−1(
[︁
0, 𝑡
]︁
;𝑅𝑛), u2(𝑡) ∈ 𝐶2𝑛−1(

[︁
0, 𝑡
]︁
;𝑅𝑟), удовлетворяющую систе-

ме (1.1) и условиям
x2(0) = x̄, u2(0) = 0, x2(𝑡) = (1 − ε)x̄2 = x̄3, u2(𝑡) = 0. (4.6)

В (4.6) ε : 0 < ε 6 ε0 < 1 подлежит определению. Выполним в системе (1.1) замену

x2 = y + x1(𝑡), y = (𝑦1, . . . , 𝑦𝑛)T, u2 = υ(1) + u1(𝑡), υ(1) = (υ
(1)
1 , . . . , υ(1)𝑟 )T, 𝑡 ∈

[︁
0, 𝑡
]︁
. (4.7)

В результате, с учетом (4.3), (4.4), (4.6), (4.7), в новых переменных система (1.1) и условия (4.6) примут вид

ẏ = f(y+x1(𝑡), υ(1) + u1(𝑡)) − f(x1(𝑡), u1(𝑡)), 𝑡 ∈
[︁
0, 𝑡
]︁
, (4.8)

y(0) = 0, υ(1)(0) = 0, y(𝑡) = −εx̄2, υ(1)(𝑡) = 0. (4.9)

После подстановки (2.6) (с заменой ε(𝑡1)x̄1 на εx̄2) в левую и правую часть (4.8) с учетом (4.9) получим аналог
системы (2.7) и условий (2.8)

ȧ = f(a− εx̄2+x1(𝑡),υ(1) + u1(𝑡)) − f(x1(𝑡),u1(𝑡)) =

= ψ(a, εx̄2, υ
(1),x1(𝑡),u1(𝑡)), 𝑡 ∈

[︁
0, 𝑡
]︁
,

ψ(0,0,0,x1(𝑡),u1(𝑡)) ≡ 0, ψ = (ψ1, . . . ,ψ𝑛)T,

(4.10)

a(0) = εx̄2, υ(1)(0) = 0, a(𝑡) → 0, υ(1)(𝑡) → 0 при 𝑡 → 𝑡. (4.11)

В результате перехода к независимой переменной τ в (4.10), (4.11) по формуле (2.9) получаем аналог системы
(2.10) и условий (2.12)

𝑑c

𝑑τ
= α𝑡𝑒−ατψ(c, εx̄2,d,x

1(𝑡(τ)),u1(𝑡(τ))),

c(τ) = a(𝑡(τ)), d(τ) = υ(1)(𝑡(τ)),

(4.12)

c(0) = εx̄2, d(0) = 0, c(τ) → 0, d(τ) → 0 при τ→ ∞. (4.13)

После разложения правой части системы (4.10) в окрестности точки (a = 0, υ(1) = 0, 𝑡 = 𝑡), преобразований
(2.20) и присоединения системы (2.24) будем иметь аналог системы (2.26), (2.27) и начальных условий (2.28).
Ее линейная часть является аналогом системы (3.5). Воспользовавшись рассуждениями, приведенными при
решении задачи 1,применительно к системе (4.12) и условиям (4.13) можно найти ε = ε2 : 0 < ε2 6 ε0 и пару

функций 𝑥2(𝑡, x̄3) ∈ 𝐶2𝑛−1(
[︁
0, 𝑡
]︁
), 𝑢2(𝑡, x̄3) ∈ 𝐶2𝑛−1(

[︁
0, 𝑡
]︁
), 𝑡 ∈

[︁
0, 𝑡
]︁

, удовлетворяющую системе

𝑑x2

𝑑𝑡
(𝑡) = 𝑓(x2(𝑡),u2(𝑡)), 𝑡 ∈

[︁
0, 𝑡
]︁
, (4.14)

и условиям (4.6). Кроме того, согласно (2.29), (4.5) имеем

𝑑𝑘u2

𝑑𝑡𝑘
(𝑡) = 0, 𝑘 = 0, 1, . . . , 2𝑛− 1, ‖𝑥̄3‖ < ‖𝑥̄2‖ < ‖𝑥̄1‖ .

Задача К. Используя рассуждения, приведенные при решении задачи 2 и индуктивный переход получим
пару функций

𝑥𝑘(𝑡) ∈ 𝐶2𝑛−1(
[︁
0, 𝑡
]︁
), 𝑢𝑘(𝑡) ∈ 𝐶2𝑛−1(

[︁
0, 𝑡
]︁
), (4.15)

которая удовлетворяет системе
𝑑x𝑘

𝑑𝑡
(𝑡) = 𝑓(x𝑘(𝑡),u𝑘(𝑡)), 𝑡 ∈

[︁
0, 𝑡
]︁
, (4.16)

и условиям
x𝑘(0) = x̄, u𝑘(0) = 0, x𝑘(𝑡) = (1 − ε𝑘)x̄𝑘 = x̄𝑘+1, u𝑘(𝑡) = 0. (4.17)

Кроме того,
𝑑𝑘u𝑘

𝑑𝑡𝑘
(𝑡) = 0, 𝑘 = 0, 1, . . . , 2𝑛− 1, ‖𝑥̄𝑘+1‖ < . . . < ‖𝑥̄3‖ < ‖𝑥̄2‖ < ‖𝑥̄1‖ . (4.18)
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Замечание 4. Из условий (1.2)–(1.5), (4.18) следует, что процедуру решения задач 1, . . . , 𝑘 можно завершить
при выполнении условия ‖𝑥̄𝑘‖ < ε и продолжить решение поставленной задачи по алгоритму, разработанному
в [19]. Величина ε > 0 фигурирует в формулировке теоремы из упомянутой работы.

Для завершения доказательства теоремы покажем, что процедура решения К-й задачи может быть продол-
жена ∀𝑥̄𝑘 : ‖𝑥̄𝑘‖ > ε. Предположим противное, тогда

𝑥̄𝑘 → 𝑦 при 𝑘 → ∞, ‖𝑦‖ > ε. (4.19)

Выполним в системе (4.16) замены

x𝑘(𝑡) = y + x𝑘−1(𝑡), y = (𝑦1, . . . , 𝑦𝑛)T,

u𝑘(𝑡) = υ(𝑘−1) + u𝑘−1(𝑡), υ(𝑘−1) = (υ
(𝑘−1)
1 , . . . , υ(𝑘−1)

𝑟 )T, 𝑡 ∈
[︁
0, 𝑡
]︁
,

(4.20)

y(𝑡) = a(𝑡) − (ε𝑘x̄𝑘 + (ȳ − ε𝑘x̄𝑘)), ȳ = (𝑦1, . . . , 𝑦𝑛)T. (4.21)

В результате преобразований (4.20) и (4.21) система (4.16) и аналог условий (4.11) примут вид

ȧ = f(a− (ε𝑘x̄𝑘 + (𝑦 − ε𝑘x̄𝑘)) + x𝑘−1(𝑡), υ(𝑘−1) + u𝑘−1(𝑡)) − f(x𝑘−1(𝑡),u𝑘−11(𝑡)) =

= ψ(a, ε𝑘x̄𝑘+(𝑦 − ε𝑘x̄𝑘), υ(𝑘−1),x𝑘−1(𝑡),u𝑘−1(𝑡)), 𝑡 ∈
[︁
0, 𝑡
]︁
,

ψ(0,0,0,x𝑘−1(𝑡), u𝑘−1(𝑡)) ≡ 0, ψ = (ψ1, . . . ,ψ𝑛)T,

a(0) = ε𝑘x̄𝑘 + 𝑦 − ε𝑘x̄𝑘, υ(𝑘−1)(0) = 0, a(𝑡) → 0, υ(𝑘−1)(𝑡) → 0 при 𝑡 → 𝑡.

(4.22)

Если разложить в ряд Тейлора правую часть системы (4.22) в окрестности точки a = 0, υ(𝑘−1) = 0, 𝑡 = 𝑡,
использовать замену независимой переменной 𝑡 по формуле (2.9) и применить алгоритм решения задачи 𝑘, ос-
нованный на решении задач 1, 2, то ,согласно условию (4.19), для достаточно большого 𝑘 = 𝑚 получим пару
функций𝑥𝑚(𝑡),𝑢𝑚(𝑡), удовлетворяющую системе (4.16) и условиямx𝑚(0) = x̄,𝑢𝑚(0) = 0,x𝑚(𝑡) = ȳ,𝑢𝑚(𝑡) = 0.
В свою очередь после решения задачи 𝑘 = 𝑚 + 1 получим пару функций 𝑥𝑚+1(𝑡), 𝑢𝑚+1(𝑡), удовлетворяющую
системе (4.16) и условиям x𝑚+1(0) = x̄, 𝑢𝑚+1(0) = 0, x𝑚+1(𝑡) = (1 − ε)ȳ, 𝑢𝑚+1(𝑡) = 0, 0 < ε 6 ε0 6 1. По-
лученное противоречие доказывает справедливость утверждения о продолжимости процедуры решения задач
1, . . . , 𝑘. Теорема доказана.

4.1. Описание алгоритма

На основе доказательства теоремы алгоритм решения поставленной задачи состоит из следующих этапов.

Решение задачи 1.

1. При заданном значении 𝐶 > 0 из условия 𝐿 = max
‖𝑥‖6𝐶

‖f(x,0)‖, 0 < 𝑡0 < 𝐶
2𝐿 , находится величина 𝑡0.

Выполняется численными методами.

2. Решение задачи Коши для системы ẋ = f(x,0), x(0) = x̄, на промежутке [0, 𝑡0]. В результате получим
функцию фазовых координатϕ(𝑡), 𝑡 ∈ [0, 𝑡0], и состояниеϕ(𝑡0) = x̄1. Выполняется численными методами.

3. Построение системы (2.26). Выполняется аналитическими методами.

4. Построение матриц (2.22), (2.27). Выполняется аналитическими методами.

5. Нахождение момента 𝑡 из условия 0 < 𝑡1 6 𝑡 6 𝑡0 : rank {𝐿1, 𝐿2, . . . , 𝐿𝑛} = rank
{︀
𝐿̄1, 𝐿̄2, . . . , 𝐿̄𝑛

}︀
= 𝑛 для

всех 𝑠𝑥̄1, 𝑠 ∈ [0, 1], где

𝐿1 = 𝑄(𝑡1), 𝐿𝑖 = 𝑃 (𝑡1)𝐿𝑖−1 −
𝑑𝐿𝑖−1

𝑑τ
,

𝐿̄1 = α𝑡1𝑒
−ατ𝑄1(𝑡1), 𝐿̄𝑖 = α𝑡1𝑒

−ατ𝑃1(𝑡1)𝐿̄𝑖−1 −
𝑑𝐿̄𝑖−1

𝑑τ
, 𝑖 = 2, . . . , 𝑛− 1.

Выполняется аналитическими методами.

6. Решение задачи стабилизации системы (3.5). В результате получаем закон вспомогательного управления
в виде обратной связи (3.6). Выполняется аналитическими методами.
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7. Переход в обратной связи к исходным зависимым и независимым переменным по формулам (2.20), (218),
(2.15), (2.11), (2.9). В результате будем иметь вспомогательную управляющую функцию w̄(𝑡) = w(τ(𝑡)).

8. Решение задачи Коши для системы

𝑑a

𝑑𝑡
= f(a− ε1x̄1 + ϕ(𝑡),u) − f(ϕ(𝑡),0),

𝑑u

𝑑𝑡
= α

−1(𝑡− 𝑡)−1υ1(τ(𝑡)),
𝑑υ𝑖
𝑑𝑡

= α
−1(𝑡− 𝑡)−1υ𝑖+1(τ(𝑡)), 𝑖 = 1, . . . , 2𝑛− 2,

𝑑υ2𝑛−1

𝑑𝑡
= w̄(𝑡)

с начальными данными a(0) = ε1x̄1, u(0) = 0, υ𝑖(0) = 0, 𝑖 = 1, . . . , 2𝑛 − 1, на промежутке
[︁
0, 𝑡
]︁

. В

результате получим известные функции a(𝑡),u(𝑡).

9. Построение функций x1(𝑡), u1(𝑡) = u(𝑡) по формулам x1(𝑡) = a(𝑡)− ε1x̄1 +ϕ(𝑡), u1(𝑡) = u(𝑡). В результате
получаем пару функций x1(𝑡), u1(𝑡), удовлетворяющую системе (4.3) и условиям (4.5), (4.4). Выполняется
численными методами.

При ‖x̄2‖ < ε задача решается по алгоритму из работы [19] (см. замечание 4).

Решение задачи 2.

1. Построение системы (4.12). Выполняется аналитическими методами.

2. С помощью оценок (3.2), (3,3), (3.7), (4.6) и (4.22), (4.23) из [19] (с учетом замены 𝐹 на ε𝑥̄1) находится
значение 0 < ε2 6 1.

3. Построение матриц (2.22) и (2.27) с учетом замены 𝑡1 на 𝑡 и ε1 на ε2. Выполняется аналитическими мето-
дами.

4. Решение задачи стабилизации системы (3.5).В результате получаем закон вспомогательного управления
в виде обратной связи (3.6). Выполняется аналитическими методами.

5. Переход в обратной связи к исходным зависимым и независимым переменным по формулам (2.20), (218),
(2.15), (2.11), (2.9). В результате будем иметь вспомогательную управляющую функцию w̄(𝑡) = w(τ(𝑡)).

6. Решение задачи Коши для системы

𝑑a

𝑑𝑡
= f(a− ε2x̄2 + x1(𝑡), u + u1(𝑡)) − f(x1(𝑡),u1(𝑡)),

𝑑u

𝑑𝑡
= α

−1(𝑡− 𝑡)−1υ1(τ(𝑡)),

𝑑υ𝑖
𝑑𝑡

= α
−1(𝑡− 𝑡)−1υ𝑖+1(τ(𝑡)), 𝑖 = 1, . . . , 2𝑛− 2,

𝑑υ2𝑛−1

𝑑𝑡
= w̄(𝑡)

с начальными данными 𝑎(0) = ε2x̄2, υ𝑖(0) = 0, 𝑖 = 1, . . . , 2𝑛− 1, на промежутке
[︁
0, 𝑡
]︁

. В результате полу-

чаем пару функций x2(𝑡) = a(𝑡) − ε2x̄2 + x1(𝑡), u2(𝑡) = u1(𝑡) + u(𝑡), удовлетворяющую системе (4.14) и
условиям (4.6) при ε = ε2. Выполняется численными методами.

Процедура решения задачи К совпадает с процедурой решения задачи 2 с учетом замены ε2 на ε𝑘. В резуль-
тате получим пару функций 𝑥𝑘(𝑡), 𝑢𝑘(𝑡), удовлетворяющую системе (4.16) и условиям (4.15), (4.17) и (4.18). При⃦⃦
x𝑘(𝑡)

⃦⃦
< ε решение поставленной задачи продолжается по алгоритму из работы [19].

Пример. Пусть правая часть системы (1.1) имеет вид

f(x,u) = g(x) + B(x)u, B(x) = {𝑏𝑖𝑗(x)} , 𝑖 = 1, . . . , 𝑛, 𝑗 = 1, . . . , 𝑟, g = (𝑔1, . . . , 𝑔𝑛)T.

Алгоритм решения поставленной задачи для данной правой части состоит из следующих этапов.

Решение задачи 1.

1. Проверка условия (1.5) в области (1.4), где A(x) = 𝜕g
𝜕x (x).

2. Нахождение константы 𝐿 = sup
‖x‖6𝐶

‖g(x)‖ , и момента 𝑡0 6 𝐶
2𝐿 .
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3. Решение задачи Коши для системы

ẋ = g(x), 𝑡 ∈ [0, 𝑡1], x(0) = x̄, ‖x̄‖ 6
𝐶

2
, 0 < 𝑡1 6 𝑡0.

В результате получим известную функцию x(𝑡) = ϕ(𝑡) и вектор x̄1 = ϕ(𝑡1).

4. Построение аналога системы (2.7)

ȧ = g(a + ϕ(𝑡) − ε(𝑡1)x̄1) + B(a + ϕ(𝑡) − ε(𝑡1)x̄1)u− g(ϕ(𝑡),0) = ψ(a, ε(𝑡1)x̄1,u,ϕ(𝑡)), 𝑡 ∈ [0, 𝑡1],

ψ(0,0,0,ϕ(𝑡)) ≡ 0, ψ = (ψ1, . . . ,ψ𝑛)T.

5. Построение аналога системы (2.13).

Введем обозначение

𝑏̄𝑖(x,u) =

𝑟∑︁
𝑗=1

𝑏𝑖𝑗(x)𝑢𝑗 , 𝑖 = 1, . . . , 𝑛.,

𝑑𝑐𝑖
𝑑τ

= α𝑡1𝑒
−ατΨ𝑖

(︀
0, ε(𝑡1)x̄1,0, 𝑡1

)︀
+ α𝑡1𝑒

−ατ
𝑛∑︁

𝑗=1

𝜕𝑔𝑖
𝜕𝑥𝑗

(︀
0, ε(𝑡1)x̄1,0, 𝑡1

)︀
𝑐𝑗 + α𝑡1𝑒

−ατ
𝑟∑︁

𝑗=1

𝑏𝑖𝑗
(︀
0, ε(𝑡1)x̄1,0, 𝑡1

)︀
𝑑𝑗+

+α𝑡21𝑒
−2ατ 𝜕Ψ𝑖

𝜕𝑡

(︀
0,ε(𝑡1)x̄1,0, 𝑡1

)︀
+

1

2
α𝑡1𝑒

−ατ

[︃
𝑛∑︁

𝑗=1

𝑛∑︁
𝑘=1

𝜕2𝑔𝑖
𝜕𝑥𝑗𝜕𝑥𝑘

(︀
0, ε(𝑡1)x̄1, 𝑡1

)︀
𝑐𝑗𝑐𝑘+

+2

𝑛∑︁
𝑗=1

𝑟∑︁
𝑘=1

𝜕2𝑏̄𝑖
𝜕𝑢𝑘𝜕𝑥𝑗

(0, ε(𝑡1)x̄1, 𝑡1)𝑐𝑗𝑑𝑘 + 2𝑡1𝑒
−ατ

α

𝑛∑︁
𝑗=1

𝑛∑︁
𝑘=1

𝜕2𝑔𝑖
𝜕𝑥𝑗𝜕𝑥𝑘

(0, ε(𝑡1)x̄1,0, 𝑡1)ϕ̇𝑘(𝑡1)𝑐𝑗+

+2𝑡1𝑒
−ατ

α

𝑟∑︁
𝑗=1

𝑛∑︁
𝑘=1

𝜕2𝑏̄𝑖
𝜕𝑢𝑗𝜕𝑥𝑘

(0, ε(𝑡1)x̄1, 𝑡1)ϕ̇𝑘(𝑡1)𝑑𝑗 + 𝑡21𝑒
−2ατ 𝜕

2Ψ𝑖

𝜕𝑡2
(0, ε(𝑡1)x̄1,0, 𝑡1)

]︃
+ . . .

+α𝑡1𝑒
−ατ

∑︁
|𝑘|+𝑙=2𝑛−2

1

𝑘!𝑙!

𝜕|𝑘|+𝑙𝑔𝑖

𝜕𝑥𝑘1
1 𝜕𝑥𝑘2

2 . . . 𝜕𝑥𝑘𝑛
𝑛 𝜕𝑡𝑙

(0, ε(𝑡1)x̄1, 𝑡1)𝑐1
𝑘1 . . . 𝑐𝑘𝑛𝑒−𝑙τ𝑡𝑙1+

+α𝑡1𝑒
−ατ

∑︁
|𝑘|+𝑙=2𝑛−2

1

𝑘!𝑙!

𝜕|𝑘|+𝑙+1𝑏̄𝑖

𝜕𝑥𝑘1
1 𝜕𝑥𝑘2

2 . . . 𝜕𝑥𝑘𝑛
𝑛 𝜕𝑡𝑙𝜕𝑢1 . . . 𝜕𝑢𝑟

(0, ε(𝑡1)x̄1, 𝑡1)𝑐1
𝑘1 . . . 𝑐𝑛

𝑘𝑛𝑑1 . . . 𝑑𝑟𝑒
−𝑙τ𝑡𝑙1+

+α𝑡1𝑒
−ατ

∑︁
|𝑘|+𝑙=2𝑛−1

1

𝑘!𝑙!

𝜕|𝑘|+𝑙𝑔𝑖

𝜕𝑥𝑘1
1 𝜕𝑥𝑘2

2 . . . 𝜕𝑥𝑘𝑛
𝑛 𝜕𝑡𝑙

(𝑐, ε(𝑡1)x̄1, 𝑡1)𝑐1
𝑘1 . . . 𝑐𝑛

𝑘𝑛𝑒−𝑙τ𝑡𝑙1+

+α𝑡1𝑒
−ατ

∑︁
|𝑘|+𝑙=2𝑛−1

1

𝑘!𝑙!

𝜕|𝑘|+𝑙+1𝑏̄𝑖

𝜕𝑥𝑘1
1 𝜕𝑥𝑘2

2 . . . 𝜕𝑥𝑘𝑛
𝑛 𝜕𝑢1 . . . 𝜕𝑢𝑟𝜕𝑡𝑙

(𝑐, ε(𝑡1)x̄1, d̃, 𝑡1)𝑐1
𝑘1 . . . 𝑐𝑛

𝑘𝑛𝑑1 . . . 𝑑𝑟𝑒
−𝑙τ𝑡𝑙1.

После замены (2.15) получим аналог системы (2.16)

𝑑𝑐1𝑖
𝑑τ

= −α𝑡21𝑒−2ατ
𝑛∑︁

𝑗=1

𝜕𝑔𝑖
𝜕𝑥𝑗

(0, εx̄1,0, 𝑡1)Ψ𝑗(0, εx̄1,0, 𝑡1) + α𝑡21𝑒
−2ατ 𝜕Ψ𝑖

𝜕𝑡
(0,εx̄1,0, 𝑡1)−

−α2𝑡31𝑒−3ατ
𝑛∑︁

𝑘=1

𝑛∑︁
𝑗=𝑛

𝜕2𝑔𝑖
𝜕𝑥𝑗𝜕𝑥𝑘

(0, εx̄1,0, 𝑡1)ϕ̇𝑘(𝑡1)Ψ𝑗(0, εx̄1,0, 𝑡1)+

+
1

2
α𝑡31𝑒

−3ατ
𝑛∑︁

𝑗=1

𝑛∑︁
𝑘=1

𝜕2𝑔𝑖
𝜕𝑥𝑗𝜕𝑥𝑘

(0, εx̄1, 𝑡1)Ψ𝑗(0, εx̄1,0, 𝑡1)Ψ𝑘(0, εx̄1,0, 𝑡1)+

+α

⎛⎝𝑒−ατ𝑡1

𝑛∑︁
𝑗=1

𝜕𝑔𝑖
𝜕𝑥𝑗

(0, εx̄1, 𝑡1)𝑐1𝑗 − 𝑒−2ατ𝑡21

𝑛∑︁
𝑗=1

𝑛∑︁
𝑘=1

𝜕2𝑔𝑖
𝜕𝑥𝑗𝜕𝑥𝑘

(0, εx̄1,0, 𝑡1)Ψ𝑘(0, εx̄1,0, 𝑡1)𝑐1𝑗

⎞⎠+

+α𝑒−2ατ𝑡21

𝑛∑︁
𝑘=1

𝑛∑︁
𝑗=1

𝜕2𝑔𝑖
𝜕𝑥𝑗𝜕𝑥𝑘

(0, εx̄1, 𝑡1)ϕ̇𝑘(𝑡1)𝑐1𝑗 ) + α(𝑒−ατ𝑡1

𝑟∑︁
𝑗=1

𝑏𝑖𝑗(0, εx̄1, 𝑡1)𝑑𝑗−
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−𝑒−2ατ𝑡21

𝑟∑︁
𝑘=1

𝑛∑︁
𝑗=1

𝜕𝑏̄𝑖
𝜕𝑢𝑘𝜕𝑥𝑗

(0, εx̄1, 𝑡1)Ψ𝑗(0, εx̄1,0, 𝑡1)𝑑𝑘 + 𝑒−2ατ𝑡21α

𝑟∑︁
𝑗=1

𝑛∑︁
𝑘=1

𝜕𝑏̄𝑖
𝜕𝑢𝑗𝜕𝑥𝑘

(0, εx̄1, 𝑡1)ϕ̇𝑘(𝑡1)𝑑𝑗+

+
1

2
α𝑡1𝑒

−ατ
𝑛∑︁

𝑗=1

𝑛∑︁
𝑘=1

𝜕2𝑔𝑖
𝜕𝑥𝑗𝜕𝑥𝑘

(0, εx̄1, 𝑡1)𝑐1𝑗𝑐
1
𝑘 + α𝑒−ατ𝑡1

𝑛∑︁
𝑗=1

𝑟∑︁
𝑘=1

𝜕2𝑏̄𝑖
𝜕𝑥𝑗𝜕𝑢𝑘

(0, εx̄1,0, 𝑡1)𝑑𝑘𝑐
1
𝑗+

+
1

2
α𝑒−3ατ𝑡31

𝜕2Ψ𝑖

𝜕𝑡2
(0, εx̄1,0, 𝑡1) + . . .

. . . + α𝑡1𝑒
−ατ

∑︁
|𝑘|+𝑙=2𝑛−2

1

𝑘!𝑙!
𝐷

|𝑘|+|𝑙|
𝑔𝑖(0, εx̄1,0, 𝑡1)(𝑐11 − 𝑒−ατ𝑡1Ψ1(0, εx̄1,0, 𝑡1)𝑘1 × . . .

. . .× (𝑐1𝑛 − 𝑒−ατ𝑡1Ψ𝑛(0, εx̄1,0, 𝑡1)𝑘𝑛𝑡𝑙1+

+α𝑡1𝑒
−ατ

∑︁
|𝑘|+𝑙=2𝑛−2

1

𝑘!𝑙!𝜕𝑥𝑘1‘
1 . . . 𝜕𝑥𝑘𝑛‘

𝑛

𝜕𝑘+𝑙+1

𝜕𝑢1 . . . 𝜕𝑢𝑟𝜕𝑡𝑙
𝑏̄𝑖(0, εx̄1, 𝑡1)(𝑐11 − 𝑒−ατ𝑡1Ψ1(0, εx̄1,0, 𝑡1)𝑘1 × . . .

. . .× (𝑐1𝑛 − 𝑒−ατ𝑡1Ψ𝑛(0, εx̄1,0, 𝑡1)𝑘𝑛𝑑1 × . . .× 𝑑𝑟𝑡
𝑙
1+

+α𝑡1𝑒
−ατ

∑︁
|𝑘|+𝑙=2𝑛−1

1

𝑘!𝑙!
𝐷|𝑘|+𝑙𝑔𝑖(𝑐, ε(𝑡1)x̄1, 𝑡1)(𝑐11 − 𝑡1𝑒

−ατΨ(0, ε(𝑡1)𝑥̄1,0, 𝑡1)𝑘1 × . . .

×(𝑐1𝑛 − 𝑡1𝑒
−ατΨ(0, εx̄1,0, 𝑡1)𝑘𝑛𝑒−𝑙τ𝑡𝑙1+

+α𝑡1𝑒
−ατ

∑︁
|𝑘|+𝑙=2𝑛−1

1

𝑘!𝑙!𝜕𝑡𝑙
𝜕𝑘+𝑙+1

𝜕𝑢1, , , 𝜕𝑢𝑟
𝑏̄𝑖(𝑐, ε(𝑡1)x̄1, d̃, 𝑡1)(𝑐11 − 𝑡1𝑒

−ατΨ(0, ε(𝑡1)𝑥̄1,0, 𝑡1)𝑘1 × . . .

×(𝑐1𝑛 − 𝑡1𝑒
−ατΨ(0, εx̄1,0, 𝑡1)𝑘𝑛𝑑1 . . . 𝑑𝑟𝑒

−𝑙τ𝑡𝑙1.

В результате преобразований (2.20) получим аналог системы (2.21). Первые два слагаемых матрицы (2.22) при-
мут вид

P1(𝑡1) =
𝜕𝑔𝑖
𝜕𝑥𝑗

(0, εx̄1, 𝑡1), Q1(𝑡1) = 𝑏𝑖𝑗(0, εx̄1, 𝑡1),

P2(𝑡1) = 𝑒−ατ𝑡1

(︃
𝑛∑︁

𝑘=1

𝜕2𝑔𝑖
𝜕𝑥𝑗𝜕𝑥𝑘

(0, εx̄1,0, 𝑡1)Ψ𝑘(0, εx̄1,0, 𝑡1) + α

𝑛∑︁
𝑘=1

𝜕2𝑔𝑖
𝜕𝑥𝑗𝜕𝑥𝑘

(0, εx̄1, 𝑡1)ϕ̇𝑘(𝑡1)

)︃
,

𝑄2(𝑡1) = 𝑒−ατ𝑡1

(︃
α

𝑛∑︁
𝑘=1

𝜕2𝑏̄𝑖
𝜕𝑢𝑗𝜕𝑥𝑘

(0, εx̄1, 𝑡1)ϕ̇𝑘(𝑡1) −
𝑛∑︁

𝑘=1

𝜕2𝑏̄𝑖
𝜕𝑢𝑗𝜕𝑥𝑘

(0, εx̄1, 𝑡1)Ψ𝑘(0, εx̄1,0, 𝑡1)

)︃
.

Далее находим 𝑡1 = 𝑡 из условия указанного в п. 5 решения задачи 1 и строим вспомогательную систему (2.26),
(2.27) с учетом конкретизации матриц P и Q. Далее решаются задачи 1, . . . , 𝑘 по алгоритмам, приведенным
выше, с учетом конкретизации правой части системы (1.1): f(x,u) = g(x) + B(x)u.

5. РЕШЕНИЕ ЗАДАЧИ УПРАВЛЕНИЯ ОДНОЗВЕННЫМ МАНИПУЛЯТОРОМ

В качестве иллюстрации предложенного метода рассмотрим задачу управления однозвенным роботом-
манипулятором при переносе груза в заданную точку. В соответствии с [20],система уравнений, описывающая
движение манипулятора с учетом возмущений имеет вид

𝑥̇1 = 𝑥2,

𝑥̇2 = −𝑎2 sin𝑥1 − 𝑎1𝑥2 + 𝑢,
(5.1)

где 𝑥1 — угол отклонения манипулятора от вертикальной оси, 𝑥2 – скорость изменения угла отклонения, 𝑎1 =
= ᾱ𝐿−2𝑚−1

1 , 𝑚1 = 𝑚0 + 𝑀
3 , 𝑎2 = 𝑔𝐿−1(𝑚0 + 𝑀

2 )𝑚−1
1 , 𝑔 – ускорение свободного падения, ᾱ — коэффициент

трения, 𝑚0 — масса переносимого груза, 𝐿 – длина манипулятора, 𝑀 – масса манипулятора, x = (𝑥1, 𝑥2)T,
x̄ = (𝑥̄1, 𝑥̄2)T. Рассмотрим граничные условия

x(0) = x̄, 𝑢(0) = 0, x(1) = 0, 𝑢(1) = 0. (5.2)

После решения задачи Коши для системы (5.1) с начальными данными (5.2) на промежутке [0, 𝑡] при𝑢 = 0 будем
иметь функцию ϕ(𝑡) = (ϕ1(𝑡),ϕ2(𝑡))T, вектор состояния x̄1 = (𝑥̄1

1, 𝑥̄
2
1)T, 𝑥̄1

1 = ϕ1(𝑡), 𝑥̄2
1 = ϕ2(𝑡), 𝐵(x) = (0, 1)T,
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𝑔1(x) = 𝑥1, 𝑔2(x) = −𝑎2 sin𝑥1 − 𝑎1𝑥2. Вспомогательная система (2.7) и условия (2.8) (при ε(𝑡1) = 1) для задачи
(5.1), (5.2) имеют вид

𝑑𝑏1
𝑑𝑡

= 𝑏2 − 𝑥̄2,

𝑑𝑏2
𝑑𝑡

= −𝑎2 sin(𝑏1 − 𝑥̄1 + ϕ1(𝑡)) − 𝑎1𝑏2 + 𝑎1𝑥̄2 + 𝑎2 sinϕ1(𝑡) + 𝑢,

Ψ(0, εx̄1, 0, 𝑡1) =
(︀
ψ1(0, εx̄1, 0, 𝑡1),ψ2(0, εx̄1, 0, 𝑡1)

)︀T
,

ψ1(0, εx̄1, 0, 𝑡1) = −x̄2,ψ2(0, εx̄1, 0, 𝑡1) = 𝑎1ϕ2(𝑡1) + 𝑎2 sinϕ1(𝑡1),

𝑏1(0) = ϕ1(𝑡), 𝑏2(0) = ϕ2(𝑡), 𝑢(0) = 0, 𝑏𝑖(𝑡) → 0, 𝑖 = 1, 2, 𝑢(𝑡) → 0 при 𝑡 → 𝑡1.

После замены (2.9) (при 𝑡1 = 𝑡) получим аналог системы (2.10) и матриц

𝑑𝑐1
𝑑τ

= 𝑡α𝑒−ατ𝑐2 − 𝑡α𝑒−ατϕ2(𝑡),

𝑑𝑐2
𝑑τ

= −𝑡α𝑒−ατ𝑎2 sin(𝑐1 − ϕ1(𝑡) + ϕ̄1(τ)) − 𝑡α𝑒−ατ𝑎1𝑐2+

+𝑡α𝑒−ατ𝑎1ϕ2(𝑡) + 𝑡α𝑒−ατ𝑎2 sin ϕ̄1(τ) + 𝑡α𝑒−ατ𝑎2 sin ϕ̄1(τ) + 𝑡α𝑒−ατ𝑑,

𝑑

𝑑τ
𝑑 = υ,

ϕ̄1(τ) = ϕ1(𝑡(τ)), 𝑐1(τ) = 𝑏1(𝑡(τ)), 𝑐2(τ) = 𝑏2(𝑡(τ)),

𝑑(τ) = 𝑢(𝑡(τ)),

(5.3)

𝑐1(0) = 𝑥̄1
1, 𝑐2(0) = 𝑥̄2

1, 𝑑(0) = 0, 𝑐𝑖(τ) → 0, υ(τ) → 0 при τ→ ∞, 𝑖 = 1, 2. (5.4)

Для решения задачи (5.3), (5.4) выполним замены переменных 𝑐2(τ), 𝑐1(τ) по формулам

𝑐2(τ) = 𝑐
(1)
2 (τ) − 𝑡𝑒−ατ𝑎1ϕ2(𝑡) − 𝑡𝑒−ατ𝑎2 sinϕ1(𝑡), 𝑐1(τ) = 𝑐

(1)
1 (τ) + 𝑡𝑒−ατϕ2(𝑡). (5.5)

В результате система (5.3) примет вид

𝑑𝑐
(1)
1

𝑑τ
= 𝑡α𝑒−ατ𝑐

(1)
2 − 𝑡2𝑒−2ατ(𝑎1ϕ2(𝑡) + 𝑎2 sinϕ1(𝑡)),

𝑑𝑐
(1)
2

𝑑τ
= −α𝑒−ατ𝑡𝑎2 sin(𝑐

(1)
1 + 𝑡𝑒−ατϕ2(𝑡) − ϕ1(𝑡) + ϕ̄1(τ))−

−α𝑒−ατ𝑡𝑎1𝑐(1)2 − α𝑡2𝑒−2ατ𝑎1ϕ2(𝑡) − α𝑡2𝑒−2ατ𝑎2 sinϕ1(𝑡) + α𝑒−ατ𝑑,

𝑑

𝑑τ
𝑑 = υ.

(5.6)

Линейная часть системы (5.6) может быть записана в виде:

𝑑c̄

𝑑τ
= α𝑒−ατ𝑃 c̄ + α𝑒−ατQ̄υ, c̄ = (𝑐

(1)
1 , 𝑐

(1)
2 , 𝑑)T, (5.7)

𝑃 =

⃦⃦⃦⃦
⃦⃦ 0 𝑡α𝑒−ατ 0

−𝑡α𝑒−ατ𝑎2 −𝑡α𝑒−ατ𝑎1 𝑡α𝑒−ατ

0 0 0

⃦⃦⃦⃦
⃦⃦ , Q̄ =

⃦⃦⃦⃦
⃦⃦ 0

0
𝑡α𝑒−ατ

⃦⃦⃦⃦
⃦⃦ .

После решения задачи стабилизации системы (5.7) по алгоритму, предложенному в [19], и перехода к исходным
зависимым и независимым переменным по формулам (2.9), (2.11), (5.5) будем иметь закон вспомогательного
управления в исходных переменных 𝑥1, 𝑥2, 𝑡:

ῡ(𝑡) = 𝑀(𝑡)¯̄c + ¯̄υ(𝑡), ¯̄𝑐 = (𝑥1, 𝑥2, 𝑢)T, (5.8)

𝑀̄(𝑡) = 𝑀(τ(𝑡)) =

⎛⎜⎝ −(⃗𝑡− 𝑡)𝑎1𝑎2𝑡α+ 3α𝑎2 + 6𝑎2 − 1
α2𝑡2 (⃗𝑡− 𝑡)

−2
(8𝑡3α3 + 24𝑡2α2 + 22𝑡α+ 6)

−𝑎21𝑡α+ 𝑎2(⃗𝑡− 𝑡)𝑡α+ 3𝑎1𝑡α+ 6𝑎1 − 1
α
(⃗𝑡− 𝑡)

−1
(7𝑡2α2 + 18𝑡α+ 11)

𝑎1α𝑡(⃗𝑡− 𝑡) − 3α𝑡− 6

⎞⎟⎠
T

,

¯̄υ(𝑡) = 𝑀̄(𝑡)((𝑡− 𝑡)ϕ2(𝑡), (𝑡− 𝑡)(𝑎1ϕ2(𝑡) + 𝑎2 sinϕ1(𝑡), 0)T.
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x1 x2 u

Фиг. 1.

На заключительном этапе находим решение задачи Коши для системы

𝑥̇1 = 𝑥2,

𝑥̇2 = −𝑎1𝑥2 − 𝑎2 sin𝑥1 + 𝑢,

𝑢̇ = ῡ(𝑡),

замкнутой вспомогательным управлением (5.8), на промежутке [0,99] с начальными данными: 𝑥1(0) = 𝑥1,
𝑥2(0) = 𝑥2, 𝑑(0) = 0. В процессе численного моделирования находилось решение задачи (5.1), (5.2) при 𝐶 = 2,
𝑥1 = 0.2 рад, 𝑥2 = 0 рад/сек, ᾱ = 0.1, α = 0.25, 𝐿 = 15 м, 𝑀 = 20 кг, 𝑚0 = 1 кг, 𝑡 = 1, 𝑔 = 9.8.

На фиг. 1 представлены графики функций фазовых координат 𝑥1(𝑡), 𝑥2(𝑡) и управления 𝑢(𝑡).

6. ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Результаты решения задачи управления роботом-манипулятором и ее численное моделирование показы-
вают, что предложенный в работе метод может быть применен при решении конкретных практических задач.
В том числе при решении задачи глобальной стабилизации на конечном промежутке времени широкого класса
нелинейных управляемых систем.
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Abstract. An algorithm is proposed that is sufficiently convenient for numerical implementation to construct
a differentiable control function that guarantees the transfer of a wide class of nonlinear stationary systems
of ordinary differential equations from the initial state to the origin of coordinates over an unfixed period of
time. A constructively sufficient Kalman type condition has been found to guarantee the specified transfer.
The effectiveness of the algorithm is obvious in solving a specific practical problem and its numerical
modeling.
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