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В настоящей работе рассматривается вопрос сходимости итерационных процессов, применяемых к неявным
полностью консервативным разностным схемам трехмерной магнитной гидродинамики методов раздельно-
го и комбинированного решения групп разностных уравнений, которые разбиваются по физическим про-
цессам. Получены оценки сходимости итерационных процессов для рассматриваемых в данной работе чис-
ленных методов. Исследован вопрос области применимости как метода комбинированных, так и раздель-
ных способов решения разностных трехмерных уравнений магнитной гидродинамики. Учитывая, что прове-
денные исследования представленных алгоритмов носят в основном качественный характер, справедливость
полученных оценок была подтверждена численными экспериментами, причем рассматривались как модель-
ные, так и реальные задачи. Отметим, что полученные оценки сходимости итерационных процессов дают
возможность при решении трехмерных задач магнитной гидродинамики на любом шаге по времени выбрать
оптимальный численный метод решения разностных уравнений. Библ. 12. Фиг. 7.

Ключевые слова: уравнения трехмерной магнитной гидродинамики, неявная полностью консервативная раз-
ностная схема, сходимость итерационного процесса.
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1. ВВЕДЕНИЕ

При моделировании задач на первом этапе определяется ее специфика и, исходя из этого, выбирается метод
или методы ее оптимального численного решения. Созданный на основе такого численного метода (методов)
комплекс программ (КП) может решать лишь узкий класс задач. Задачи, которые в данный класс не входят, ли-
бо решаются не эффективно, либо не решаются вообще. Создание достаточно универсального алгоритма для
решения широкого класса задач математической физики, как правило ,не приводит к положительным резуль-
татам из-за чрезвычайной громоздкости подобного алгоритма.

В работе уделяется большое внимание исследованию сходимости метода, примененного к неявной полно-
стью консервативной разностной схеме (ПКРС) трехмерной магнитной гидродинамики (МГД), раздельного и
комбинированного решения групп трехмерных разностных уравнений. Эти уравнения разбиты по физическим
процессам [1–3], а именно по группам: динамическая, тепловая и электромагнитная.

Метод раздельного решения разностных уравнений заключается в том, что эти три группы решаются раз-
дельно.

Комбинированный метод решения разностных уравнений заключается в том, что три группы объединяются
следующим образом: в первую группу включаются уравнения динамики и электромагнитного поля, а во вторую
группу — уравнения энергии.

Уравнение состояния является уравнением — связкой между тремя (двумя) группами. Уравнения трех (обе-
их) групп решаются некоторым итерационным методом, например, методом Ньютона, относительно опреде-
ленных переменных, а не входящие в эту группу переменные считаются “замороженными” и берутся с преды-
дущей итерации. Последовательное решение групп уравнений связывается внешним итерационным процес-
сом. Сходимость этого процесса контролируется по точности выполнения общего баланса энергии и точности
распределения полной энергии по ее отдельным видам.
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Полученные в настоящей работе теоретические оценки сходимости итерационных процессов для системы
разностных уравнений трехмерных МГД подтверждается численными расчетами как модельных, так и реаль-
ных физических задач.

2. СИСТЕМА ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ УРАВНЕНИЙ МАГНИТНОЙ ГИДРОДИНАМИКИ

В декартовой системе координат система уравнений МГД имеет следующий вид (см. [4]):
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Здесь 𝑡 — время, U = (𝑢,𝑤, 𝑣) — вектор скорости вещества, ρ — плотность, 𝑇 — температура, 𝑃 — газоди-
намическое давление, ε — удельная внутренняя энергия, отнесенная к единице массы, W = (𝑊𝑥,𝑊𝑦,𝑊𝑧) —
вектор потока тепла, B = (𝐵𝑥, 𝐵𝑦, 𝐵𝑧) — вектор магнитного поля, E = (𝐸𝑥, 𝐸𝑦, 𝐸𝑧) — вектор электрического
поля, J = (𝐽𝑥, 𝐽𝑦, 𝐽𝑧) — вектор плотность тока, 𝐺Joul — массовая плотность энергии джоулева нагрева, κ —
коэффициенты теплопроводности (тензор), σ— коэффициенты электропроводности (тензор).
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3. СИСТЕМА РАЗНОСТНЫХ УРАВНЕНИЙ ТРЕХМЕРНОЙ МАГНИТНОЙ ГИДРОДИНАМИКИ

Анализ сходимости итерационного процесса комбинированного решения системы разностных уравнений
МГД проведен в одномерном плоском случае в [5] и в двумерном случае в декартовых координатах в [3]. Пред-
полагалось, что κ = 0 и σ = ∞. Было показано, что для неявных схем процесс безусловно устойчивый лишь
при выполнении следующего условия:

𝐵2
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≥ (γ− 2)𝑃. (19)

При
𝐵2
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< (γ− 2)𝑃 условие устойчивости в одномерном случае имеет вид
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В двумерном случае условие устойчивости записывается в виде
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√︁

(γ− 2)𝑃
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При учете диссипативных процессов [6] ограничения на временной шаг становятся менее обременитель-
ными. В дальнейшем при исследовании устойчивости процесса решения системы разностных уравнений ме-
тодами раздельного и комбинированного решения предполагаем отсутствие диссипативных процессов. Огра-
ничимся также случаем течения в магнитном поле, ориентированным перпендикулярно плоскости течения
(𝐵𝑥 = 𝐵𝑦 = 0).

Введем пространства сеточных функций определенных в узлах и ячейках разностной сетки (см. фиг. 1 и
фиг. 2). Обозначив их 𝐻Ω и 𝐻𝑤, соответственно. Для записи сеточных функций 𝑓 ∈ 𝐻Ω используем индексы
(𝑖, 𝑗, 𝑘): 𝑓𝑖𝑗𝑘 = 𝑓 ⊂ 𝐻Ω, а сеточные функции 𝑔 ∈ 𝐻𝑤 будем отмечать индексами (𝑚, 𝑙, 𝑛): 𝑔𝑚𝑙𝑛 = 𝑔 ⊂ 𝐻𝑤.
Полагаем, что массы всех ячеек ∆𝑚𝑚𝑙𝑛 = ∆𝑚 = const.
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ĳk + 1

ĳ + 1k + 1

i + 1jk + 1

i + 1jk
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i + 1j + 1k + 1

i + 1j + 1k

Фиг. 1. Ш1 — шаблон ячейки.
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ml − 1n − 1

Фиг. 2. Ш2 — шаблон узла.
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В описанных выше предположениях система (1)–(18) аппроксимируется в неявных ПКРС в лагранжевых
переменных следующим образом:
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где объем ячейки
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Здесь
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(𝑟3 + 𝑟4 + 𝑟7 + 𝑟8); 𝑟14 =

1

4
(𝑟5 + 𝑟6 + 𝑟7 + 𝑟8);

𝑟1 = 𝑟𝑖+1𝑗𝑘; 𝑟2 = 𝑟𝑖+1𝑗+1𝑘; 𝑟3 = 𝑟𝑖𝑗+1𝑘; 𝑟4 = 𝑟𝑖𝑗𝑘; 𝑟5 = 𝑟𝑖+1𝑗𝑘+1; 𝑟6 = 𝑟𝑖+1𝑗+1𝑘+1;

𝑟7 = 𝑟𝑖𝑗+1𝑘+1; 𝑟8 = 𝑟𝑖𝑗𝑘+1; 𝑟 = 𝑥, 𝑦, 𝑧;

𝑆𝑟
1 =

1

2

[︀
(ψ2 − ψ5)(θ6 − θ1) + (ψ6 − ψ1)(θ5 − θ2)

]︀
;

𝑆𝑟
2 =

1

2

[︀
(ψ7 − ψ2)(θ6 − θ3) + (ψ6 − ψ3)(θ2 − θ7)

]︀
;

𝑆𝑟
3 =

1

2

[︀
(ψ3 − ψ8)(θ7 − θ4) + (ψ7 − ψ4)(θ8 − θ3)

]︀
;

𝑆𝑟
4 =

1

2

[︀
(ψ8 − ψ1)(θ5 − θ4) + (ψ5 − ψ4)(θ1 − θ8)

]︀
;

𝑆𝑟
5 =

1

2

[︀
(ψ1 − ψ3)(θ2 − θ4) + (ψ2 − ψ4)(θ3 − θ1)

]︀
;

𝑆𝑟
6 =

1

2

[︀
(ψ5 − ψ7)(θ6 − θ8) + (ψ6 − ψ8)(θ7 − θ5)

]︀
;

где 𝑟 = 𝑥, 𝑦, 𝑧.
Если 𝑟 = 𝑥, то ψ = 𝑦, θ = 𝑧.
Если 𝑟 = 𝑦, то ψ = 𝑧, θ = 𝑥.
Если 𝑟 = 𝑧, то ψ = 𝑥, θ = 𝑦.
∆𝑚𝑚𝑙𝑛 = ρ̂𝑚𝑙𝑛𝑉𝑚𝑙𝑛 = ρ𝑚𝑙𝑛𝑉𝑚𝑙𝑛.
Сеточные функции 𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝑢, 𝑤 и 𝑣 определены в узлах разностной сетки, а остальные сеточные функции

определены в ячейках.
При записи (22)–(27) использовалось безындексное представление сеточных функций [1]. В (22)–(24) и (27)

учитывается, что 𝑃 = 𝑅ρ𝑇 , ε = 𝑅𝑇
γ−1 .

Разностные уравнения (22)–(27) записаны на разностных шаблонах Ш1(𝑚, 𝑙, 𝑛) и Ш2(𝑖, 𝑗, 𝑘).
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Производные объемов по координатам, входящие в (22)–(24), представим в следующем виде:

𝜕𝑉𝑚𝑙𝑛

𝜕𝑟1
=

1

12
(𝑆𝑟

18 − 𝑆𝑟
13 − 𝑆𝑟

16);
𝜕𝑉𝑚𝑙𝑛

𝜕𝑟2
=

1

12
(𝑆𝑟

27 + 𝑆𝑟
24 − 𝑆𝑟

25);
𝜕𝑉𝑚𝑙𝑛

𝜕𝑟3
=

1

12
(−𝑆𝑟

36 + 𝑆𝑟
13 − 𝑆𝑟

38);

𝜕𝑉𝑚𝑙𝑛

𝜕𝑟4
=

1

12
(−𝑆𝑟

45 − 𝑆𝑟
24 − 𝑆𝑟

47);
𝜕𝑉𝑚𝑙𝑛

𝜕𝑟5
=

1

12
(𝑆𝑟

45 − 𝑆𝑟
57 + 𝑆𝑟

25);
𝜕𝑉𝑚𝑙𝑛

𝜕𝑟6
=

1

12
(𝑆𝑟

36 + 𝑆𝑟
68 + 𝑆𝑟

16);

𝜕𝑉𝑚𝑙𝑛

𝜕𝑟7
=

1

12
(−𝑆𝑟

27 + 𝑆𝑟
57 + 𝑆𝑟

47);
𝜕𝑉𝑚𝑙𝑛

𝜕𝑟8
=

1

12
(−𝑆𝑟

18 − 𝑆𝑟
68 + 𝑆𝑟

38).

(28)

Здесь

𝑆𝑟
18 =

1

2
(𝑆𝑟

1 + 𝑆𝑟
3) + (ψ12 − ψ11)(θ5 − θ4) + (θ12 − θ11)(ψ4 − ψ5);

𝑆𝑟
13 =

1

2
(𝑆𝑟

2 + 𝑆𝑟
4) + (ψ14 − ψ9)(θ2 − θ4) + (θ14 − θ9)(ψ4 − ψ2);

𝑆𝑟
16 =

1

2
(𝑆𝑟

5 + 𝑆𝑟
6) + (ψ10 − ψ13)(θ2 − θ5) + (θ10 − θ13)(ψ5 − ψ2);

𝑆𝑟
27 =

1

2
(𝑆𝑟

1 + 𝑆𝑟
3) + (ψ12 − ψ11)(θ6 − θ3) + (θ12 − θ11)(ψ3 − ψ6);

𝑆𝑟
24 =

1

2
(𝑆𝑟

2 + 𝑆𝑟
4) + (ψ14 − ψ9)(θ1 − θ3) + (θ14 − θ9)(ψ3 − ψ1);

𝑆𝑟
25 =

1

2
(𝑆𝑟

5 + 𝑆𝑟
6) + (ψ10 − ψ13)(θ6 − θ1) + (θ10 − θ13)(ψ1 − ψ6);

𝑆𝑟
36 =

1

2
(𝑆𝑟

1 + 𝑆𝑟
3) + (ψ12 − ψ11)(θ7 − θ2) + (θ12 − θ11)(ψ2 − ψ7);

𝑆𝑟
38 =

1

2
(𝑆𝑟

5 + 𝑆𝑟
6) + (ψ10 − ψ13)(θ7 − θ4) + (θ10 − θ13)(ψ4 − ψ7);

𝑆𝑟
45 =

1

2
(𝑆𝑟

1 + 𝑆𝑟
3) + (ψ12 − ψ11)(θ8 − θ1) + (θ12 − θ11)(ψ1 − ψ8);

𝑆𝑟
47 =

1

2
(𝑆𝑟

5 + 𝑆𝑟
6) + (ψ10 − ψ13)(θ3 − θ8) + (θ10 − θ13)(ψ8 − ψ3);

𝑆𝑟
57 =

1

2
(𝑆𝑟

2 + 𝑆𝑟
4) + (ψ14 − ψ9)(θ6 − θ8) + (θ14 − θ9)(ψ8 − ψ6);

𝑆𝑟
68 =

1

2
(𝑆𝑟

2 + 𝑆𝑟
4) + (ψ14 − ψ9)(θ5 − θ7) + (θ14 − θ9)(ψ7 − ψ5).

4. ОЦЕНКИ СХОДИМОСТИ ЧИСЛЕННЫХ АЛГОРИТМОВ

Для расчетов течений излучающей плазмы исходные модели типа (1)–(18) существенно усложняются – по-
скольку могут добавляться уравнения кинетики ионизации, радиационного энергообмена, учитываться двух-
температурность, использоваться табличные данные по состоянию вещества, его транспортным коэффициен-
там и оптическим свойствам и т.д.

Полный анализ сходимости методов решения нелинейных трехмерных уравнений МГД провести зачастую
или не удается, или количество упрощающих предположений делает результаты анализ не пригодными для
практического исследования.

В настоящей работе сходимость алгоритмов исследуется для линеаризированной системы (22)–(27). Дан-
ный подход к изучению методов решения нелинейной трехмерной системы МГД, несмотря на теоретическую
неполноту, позволяет сформулировать физически содержательные критерии сходимости итерационного про-
цесса. Заметим, что этими критериями удобно пользоваться при решении практических задач. Полученные при
анализе линеаризированной системы уравнений оценки можно также использовать для изучения сходимости
численного метода в нелинейном случае, поскольку, линеаризация является центральным пунктом многочис-
ленных методик [1, 7, 8]. Выводы из линейного анализа в работе проверены в методических расчетах и при
расчете реальной задачи.

При построении численных методов решения системы нелинейных уравнений используется принцип ло-
кального расщепления физических процессов. Реализующийся осуществляется через разделение системы раз-
ностных уравнений по видам физических процессов: уравнения динамики плазмы (D), уравнения электро-
магнитного поля (ЕМ) и уравнения теплового баланса (Т), описывающие энергообмен между компонентами
плазмы в двухтемпературном случае. В простейшем однотемпературном случае уравнение теплового баланса
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(Т) одно — (27). Для построения конкретного алгоритма уравнения различных видов объединяются в группы.
Далее рассматривается как алгоритм, в котором разбиение на группы происходит следующим образом:

— к первой группе относят динамические (D) и электромагнитные (ЕМ) уравнения;
— ко второй — тепловые (Т) уравнения (метод комбинированного решения системы разностных уравнений)

и алгоритм, в котором все три группы решаются раздельно (метод раздельного решения системы разностных
уравнений).

Уравнения в каждой из этих двух (трех) групп решаются относительно определенных переменных, пере-
менные же, не входящие в данную группу, считаются “замороженными” и берутся с предыдущей итерации.
Последовательное решение групп разностных уравнений связано внешним итерационным процессом, в кото-
ром контролируется как точность решения разностных уравнений, так и точность выполнения энергетического
баланса.

Линеаризованные уравнения системы (22)–(27), соответствующие принятым выше ограничениям и харак-
теру итерационного процесса, который соответствует методу комбинированного решения, запишем в виде

∆𝑚
𝑢𝑠+1
𝑖𝑗𝑘 − 𝑢𝑖𝑗𝑘

∆𝑡
=
∑︁
𝑟∈Ш2

(︂
𝜕𝑉𝑟

𝜕𝑥𝑖𝑗𝑘

)︂(︂
𝑅
(︀
ρ𝑟𝑇𝑟 + 𝑇𝑟δρ

𝑠+1
𝑟 + ρ𝑟δ𝑇

𝑠
𝑟

)︀
+

𝐵𝑠+1
𝑟 𝐵𝑟

8π

)︂
; (29)

∆𝑚
𝑤𝑠+1

𝑖𝑗𝑘 − 𝑤𝑖𝑗𝑘

∆𝑡
=
∑︁
𝑟∈Ш2

(︂
𝜕𝑉𝑟

𝜕𝑦𝑖𝑗𝑘

)︂(︂
𝑅
(︀
ρ𝑟𝑇𝑟 + 𝑇𝑟δρ

𝑠+1
𝑟 + ρ𝑟δ𝑇

𝑠
𝑟

)︀
+

𝐵𝑠+1
𝑟 𝐵𝑟

8π

)︂
; (30)

∆𝑚
𝑣𝑠+1
𝑖𝑗𝑘 − 𝑣𝑖𝑗𝑘

∆𝑡
=
∑︁
𝑟∈Ш2

(︂
𝜕𝑉𝑟

𝜕𝑧𝑖𝑗𝑘

)︂(︂
𝑅
(︀
ρ𝑟𝑇𝑟 + 𝑇𝑟δρ

𝑠+1
𝑟 + ρ𝑟δ𝑇

𝑠
𝑟

)︀
+

𝐵𝑠+1
𝑟 𝐵𝑟

8π

)︂
; (31)

δρ
𝑠+1
𝑚𝑙𝑛 = −ρ

2
𝑚𝑙𝑛

∆𝑚
(𝑉 𝑠+1

𝑚𝑙𝑛 − 𝑉𝑚𝑙𝑛); (32)

𝐵𝑠+1
𝑚𝑙𝑛 = 𝐵𝑚𝑙𝑛

[︁
1 − ρ𝑚𝑙𝑛

∆𝑚
(𝑉 𝑠+1

𝑚𝑙𝑛 − 𝑉𝑚𝑙𝑛)
]︁

; (33)

δ𝑇 𝑠
𝑚𝑙𝑛 = −γ− 1

∆𝑚
ρ𝑚𝑙𝑛𝑇𝑚𝑙𝑛(𝑉 𝑠

𝑚𝑙𝑛 − 𝑉𝑚𝑙𝑛); (34)

где

𝑉 𝑠+1
𝑚𝑙𝑛 − 𝑉𝑚𝑙𝑛 =

∆𝑡

12

∑︁
𝑞∈Ш1

[︂(︂
𝜕𝑉𝑚𝑙𝑛

𝜕𝑥𝑞

)︂
(𝑢𝑞 + 𝑢𝑠+1

𝑞 ) +

(︂
𝜕𝑉𝑚𝑙𝑛

𝜕𝑦𝑞

)︂
(𝑤𝑞 + 𝑤𝑠+1

𝑞 ) +

(︂
𝜕𝑉𝑚𝑙𝑛

𝜕𝑧𝑞

)︂
(𝑣𝑞 + 𝑣𝑠+1

𝑞 )

]︂
.

Здесь искомые величины обозначаются индексом 𝑠 — соответственно номеру итерации. Исключив из (29)–
(31) δρ𝑠+1

𝑚𝑙𝑛, 𝐵𝑠+1
𝑚𝑙𝑛 и δ𝑇 𝑠

𝑚𝑙𝑛 с помощью (32)–(34), получим систему трехмерных уравнений, которая связывает
𝑈𝑠+1
𝑖𝑗𝑘 и 𝑈𝑠

𝑖𝑗𝑘:

(Λ1𝑈
𝑠+1)𝑖𝑗𝑘 = −(Λ2𝑈

𝑠)𝑖𝑗𝑘 + F𝑖𝑗𝑘, (35)

где F𝑖𝑗𝑘 = (𝐹
(1)
𝑖𝑗𝑘 , 𝐹

(2)
𝑖𝑗𝑘 , 𝐹

(3)
𝑖𝑗𝑘 ), 𝐹 (1)

𝑖𝑗𝑘 , 𝐹 (2)
𝑖𝑗𝑘 и 𝐹

(3)
𝑖𝑗𝑘 — свободные члены в преобразованных уравнениях (29), (30) и (31)

соответственно, в которые входят величины с предыдущего слоя по времени:

(Λ1𝑈)𝑖𝑗𝑘 = (Λ1(𝑢)𝑖𝑗𝑘,Λ1(𝑤)𝑖𝑗𝑘,Λ1(𝑣)𝑖𝑗𝑘), (Λ2𝑈)𝑖𝑗𝑘 = (Λ2(𝑢)𝑖𝑗𝑘,Λ2(𝑤)𝑖𝑗𝑘,Λ2(𝑣)𝑖𝑗𝑘), (36)

Λ1(𝑢)𝑖𝑗𝑘 = κ𝑢𝑖𝑗𝑘 +
∑︁
𝑟∈Ш2

𝑐1𝑟

(︂
𝜕𝑉𝑟

𝜕𝑥𝑖𝑗𝑘

)︂
𝐻𝑟, Λ1(𝑤)𝑖𝑗𝑘 = κ𝑤𝑖𝑗𝑘 +

∑︁
𝑟∈Ш2

𝑐1𝑟

(︂
𝜕𝑉𝑟

𝜕𝑦𝑖𝑗𝑘

)︂
𝐻𝑟,

Λ1(𝑣)𝑖𝑗𝑘 = κ𝑣𝑖𝑗𝑘 +
∑︁
𝑟∈Ш2

𝑐1𝑟

(︂
𝜕𝑉𝑟

𝜕𝑧𝑖𝑗𝑘

)︂
𝐻𝑟, Λ2(𝑢)𝑖𝑗𝑘 = κ𝑢𝑖𝑗𝑘 +

∑︁
𝑟∈Ш2

𝑐2𝑟

(︂
𝜕𝑉𝑟

𝜕𝑥𝑖𝑗𝑘

)︂
𝐻𝑟,

Λ2(𝑤)𝑖𝑗𝑘 = κ𝑤𝑖𝑗𝑘 +
∑︁
𝑟∈Ш2

𝑐2𝑟

(︂
𝜕𝑉𝑟

𝜕𝑦𝑖𝑗𝑘

)︂
𝐻𝑟, Λ2(𝑣)𝑖𝑗𝑘 = κ𝑣𝑖𝑗𝑘 +

∑︁
𝑟∈Ш2

𝑐2𝑟

(︂
𝜕𝑉𝑟

𝜕𝑧𝑖𝑗𝑘

)︂
𝐻𝑟, где κ = 2

(︂
∆𝑚

∆𝑡

)︂2

,

𝑐1𝑚𝑙𝑛 = 𝑅𝑇𝑚𝑙𝑛ρ
2
𝑚𝑙𝑛 +

𝐵2
𝑚𝑙𝑛ρ𝑚𝑙𝑛

8π
= 𝑃𝑚𝑙𝑛ρ𝑚𝑙𝑛 +

𝐵2
𝑚𝑙𝑛ρ𝑚𝑙𝑛

8π
, 𝑐2𝑚𝑙𝑛 = (γ− 1)𝑅𝑇𝑚𝑙𝑛ρ

2
𝑚𝑙𝑛 = (γ− 1)𝑃𝑚𝑙𝑛ρ𝑚𝑙𝑛,

(37)

𝐻𝑚𝑙𝑛 =
∑︁
𝑞∈Ш1

(︂
𝜕𝑉𝑚𝑙𝑛

𝜕𝑥𝑞
𝑢𝑠+1
𝑞 +

𝜕𝑉𝑚𝑙𝑛

𝜕𝑦𝑞
𝑤𝑠+1

𝑞 +
𝜕𝑉𝑚𝑙𝑛

𝜕𝑧𝑞
𝑣𝑠+1
𝑞

)︂
.
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Рассмотрим итерационный процесс (35) на множестве сеточных функций, принимающих нулевые значения
на границе:

𝑈 ∈ Ω∘
ℎ, 𝑈

⃒⃒
Γℎ

= 0.

Покажем, что разностный оператор Λ1 обладает следующим свойством: Λ1 = Λ*
1 > 0.

Вычислим скалярное произведение (Λ1𝑈,𝑈). Учитывая форму записи производной объема по координатам
имеем

(Λ1𝑈,𝑈) =
∑︁
𝑖𝑗𝑘

(︀
Λ1(𝑢)𝑖𝑗𝑘𝑢𝑖𝑗𝑘∆𝑚 + Λ1(𝑤)𝑖𝑗𝑘𝑤𝑖𝑗𝑘∆𝑚 + Λ1(𝑣)𝑖𝑗𝑘𝑣𝑖𝑗𝑘∆𝑚

)︀
=

= ∆𝑚κ
∑︁
𝑖𝑗𝑘

(𝑢2
𝑖𝑗𝑘 + 𝑤2

𝑖𝑗𝑘 + 𝑣2𝑖𝑗𝑘) + ∆𝑚
∑︁
𝑖𝑗𝑘

[︃∑︁
𝑟∈Ш2

𝑐1𝑟𝐻𝑟

(︂
𝜕𝑉𝑟

𝜕𝑥𝑖𝑗𝑘
𝑢𝑖𝑗𝑘 +

𝜕𝑉𝑟

𝜕𝑦𝑖𝑗𝑘
𝑤𝑖𝑗𝑘 +

𝜕𝑉𝑟

𝜕𝑧𝑖𝑗𝑘
𝑣𝑖𝑗𝑘

)︂]︃
=

= ∆𝑚κ
∑︁
𝑖𝑗𝑘

(𝑢2
𝑖𝑗𝑘 + 𝑤2

𝑖𝑗𝑘 + 𝑣2𝑖𝑗𝑘) + ∆𝑚
∑︁
𝑖𝑗𝑘

[︃∑︁
𝑟∈Ш2

𝑐1𝑟

(︂
𝜕𝑉𝑟

𝜕𝑥𝑖𝑗𝑘
𝑢𝑖𝑗𝑘 +

𝜕𝑉𝑟

𝜕𝑦𝑖𝑗𝑘
𝑤𝑖𝑗𝑘 +

𝜕𝑉𝑟

𝜕𝑧𝑖𝑗𝑘
𝑣𝑖𝑗𝑘

)︂
×

×
∑︁
𝑞∈Ш1

(︂
𝜕𝑉𝑟

𝜕𝑥𝑞
𝑢𝑞 +

𝜕𝑉𝑟

𝜕𝑦𝑞
𝑤𝑞 +

𝜕𝑉𝑟

𝜕𝑧𝑞
𝑣𝑞

)︂⎤⎦ =

= ∆𝑚κ
∑︁
𝑖𝑗𝑘

(𝑢2
𝑖𝑗𝑘 + 𝑤2

𝑖𝑗𝑘 + 𝑣2𝑖𝑗𝑘) +
∆𝑚

144

∑︁
𝑖𝑗𝑘

𝑐1𝑚𝑙𝑛𝐼
2
𝑖𝑗𝑘 = (𝑈,Λ1𝑈) > 0.

Таким образом, Λ1 = Λ*
1 > 0.

Суммирование идет по всем узлам, кроме граничных; 𝑚 = 𝑖, 𝑙 = 𝑗, 𝑛 = 𝑘. Здесь

𝐼 =
[︁
(𝑢1 − 𝑢8)𝑆𝑥

18 + (𝑢3 − 𝑢1)𝑆𝑥
13 + (𝑢6 − 𝑢1)𝑆𝑥

16 + (𝑢2 − 𝑢7)𝑆𝑥
27 + (𝑢2 − 𝑢4)𝑆𝑥

24 + (𝑢5 − 𝑢2)𝑆𝑥
25+

+(𝑢6 − 𝑢3)𝑆𝑥
36 + (𝑢8 − 𝑢3)𝑆𝑥

38 + (𝑢5 − 𝑢4)𝑆𝑥
45 + (𝑢7 − 𝑢4)𝑆𝑥

47 + (𝑢7 − 𝑢5)𝑆𝑥
57 + (𝑢6 − 𝑢8)𝑆𝑥

68+

+(𝑤1 − 𝑤8)𝑆𝑥
18 + (𝑤3 − 𝑤1)𝑆𝑥

13 + (𝑤6 − 𝑤1)𝑆𝑥
16 + (𝑤2 − 𝑤7)𝑆𝑥

27 + (𝑤2 − 𝑤4)𝑆𝑥
24 + (𝑤5 − 𝑤2)𝑆𝑥

25+

+(𝑤6 − 𝑤3)𝑆𝑥
36 + (𝑤8 − 𝑤3)𝑆𝑥

38 + (𝑤5 − 𝑤4)𝑆𝑥
45 + (𝑤7 − 𝑤4)𝑆𝑥

47 + (𝑤7 − 𝑤5)𝑆𝑥
57 + (𝑤6 − 𝑤8)𝑆𝑥

68+

+(𝑣1 − 𝑣8)𝑆𝑥
18 + (𝑣3 − 𝑣1)𝑆𝑥

13 + (𝑣6 − 𝑣1)𝑆𝑥
16 + (𝑣2 − 𝑣7)𝑆𝑥

27 + (𝑣2 − 𝑣4)𝑆𝑥
24 + (𝑣5 − 𝑣2)𝑆𝑥

25+

+(𝑣6 − 𝑣3)𝑆𝑥
36 + (𝑣8 − 𝑣3)𝑆𝑥

38 + (𝑣5 − 𝑣4)𝑆𝑥
45 + (𝑣7 − 𝑣4)𝑆𝑥

47 + (𝑣7 − 𝑣5)𝑆𝑥
57 + (𝑣6 − 𝑣8)𝑆𝑥

68

]︁
.

Покажем, что разностный оператор Λ2 обладает следующим свойством: Λ2 = Λ*
2 > 0.

Вычислим скалярное произведение (Λ2𝑈,𝑈). Учитывая (28), получим

(Λ2𝑈,𝑈) =
∑︁
𝑖𝑗𝑘

(︀
Λ2(𝑢)𝑖𝑗𝑘𝑢𝑖𝑗𝑘∆𝑚 + Λ2(𝑤)𝑖𝑗𝑘𝑤𝑖𝑗𝑘∆𝑚 + Λ2(𝑣)𝑖𝑗𝑘𝑣𝑖𝑗𝑘∆𝑚

)︀
=

= ∆𝑚
∑︁
𝑖𝑗𝑘

[︃∑︁
𝑟∈Ш2

𝑐2𝑟𝐻𝑟

(︂
𝜕𝑉𝑟

𝜕𝑥𝑖𝑗𝑘
𝑢𝑖𝑗𝑘 +

𝜕𝑉𝑟

𝜕𝑦𝑖𝑗𝑘
𝑤𝑖𝑗𝑘 +

𝜕𝑉𝑟

𝜕𝑧𝑖𝑗𝑘
𝑣𝑖𝑗𝑘

)︂]︃
=

∆𝑚

144

∑︁
𝑖𝑗𝑘

𝑐2𝑚𝑙𝑛𝐼
2
𝑖𝑗𝑘 = (𝑈,Λ2𝑈) > 0,

из этого следует, что Λ2 = Λ*
2 > 0.

Запишем итерационный процесс (35) в каноническом виде:

𝐵𝑈𝑡 + 𝐴𝑈 = 𝐹, 𝑈𝑡 =
𝑈𝑠+1 − 𝑈𝑠

τ𝑠
. (38)

Здесь 𝐵 = Λ1, 𝐴 = Λ1 + Λ2, τ𝑠 ≡ 1. Заметим, что 𝐵 = 𝐵* > 0, 𝐴 = 𝐴* > 0.
Поскольку операторы 𝐴 и 𝐵 не зависят от номера итерации, то процесс является стационарным. Достаточ-

ным условием для сходимости этого итерационного процесса является выполнение неравенства [8]:

𝐵 ≥ 0.5τ𝑠𝐴 (39)

или Λ1 ≥ Λ2.
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Вычислим скалярное произведение

𝑅𝑅 =
(︀
(Λ1 − Λ2)𝑈,𝑈

)︀
=
∑︁
𝑖𝑗𝑘

(︀
(Λ1 − Λ2)(𝑢)𝑖𝑗𝑘𝑢𝑖𝑗𝑘∆𝑚 + (Λ1 − Λ2)(𝑤)𝑖𝑗𝑘𝑤𝑖𝑗𝑘∆𝑚 + (Λ1 − Λ2)(𝑣)𝑖𝑗𝑘𝑣𝑖𝑗𝑘∆𝑚

)︀
=

= ∆𝑚κ
∑︁
𝑖𝑗𝑘

(𝑢2
𝑖𝑗𝑘 + 𝑤2

𝑖𝑗𝑘 + 𝑣2𝑖𝑗𝑘) +
∆𝑚

144

∑︁
𝑖𝑗𝑘

(𝑐1𝑚𝑙𝑛 − 𝑐2𝑚𝑙𝑛)𝐼2𝑖𝑗𝑘.

Для всех (𝑖, 𝑗, 𝑘) справедливо неравенство

max
(︀⃒⃒
𝑢𝑖+1𝑗𝑘 − 𝑢𝑖𝑗𝑘+1

⃒⃒
,
⃒⃒
𝑢𝑖𝑗+1𝑘 − 𝑢𝑖+1𝑗𝑘

⃒⃒
,
⃒⃒
𝑢𝑖+1𝑗+1𝑘+1 − 𝑢𝑖+1𝑗𝑘

⃒⃒
,
⃒⃒
𝑢𝑖+1𝑗+1𝑘 − 𝑢𝑖𝑗+1𝑘+1

⃒⃒
,⃒⃒

𝑢𝑖+1𝑗+1𝑘 − 𝑢𝑖𝑗𝑘

⃒⃒
,
⃒⃒
𝑢𝑖+1𝑗𝑘+1 − 𝑢𝑖+1𝑗+1𝑘

⃒⃒
,
⃒⃒
𝑢𝑖+1𝑗+1𝑘+1 − 𝑢𝑖𝑗+1𝑘

⃒⃒
,
⃒⃒
𝑢𝑖𝑗𝑘+1 − 𝑢𝑖𝑗+1𝑘

⃒⃒
,⃒⃒

𝑢𝑖+1𝑗𝑘+1 − 𝑢𝑖𝑗𝑘

⃒⃒
,
⃒⃒
𝑢𝑖𝑗+1𝑘+1 − 𝑢𝑖𝑗𝑘

⃒⃒
,
⃒⃒
𝑢𝑖𝑗+1𝑘+1 − 𝑢𝑖+1𝑗𝑘+1

⃒⃒
,
⃒⃒
𝑢𝑖+1𝑗+1𝑘+1 − 𝑢𝑖+1𝑗𝑘+1

⃒⃒
,⃒⃒

𝑤𝑖+1𝑗𝑘 − 𝑤𝑖𝑗𝑘+1

⃒⃒
,
⃒⃒
𝑤𝑖𝑗+1𝑘 − 𝑤𝑖+1𝑗𝑘

⃒⃒
,
⃒⃒
𝑤𝑖+1𝑗+1𝑘+1 − 𝑤𝑖+1𝑗𝑘

⃒⃒
,
⃒⃒
𝑤𝑖+1𝑗+1𝑘 − 𝑤𝑖𝑗+1𝑘+1

⃒⃒
,⃒⃒

𝑤𝑖+1𝑗+1𝑘 − 𝑤𝑖𝑗𝑘

⃒⃒
,
⃒⃒
𝑤𝑖+1𝑗𝑘+1 − 𝑤𝑖+1𝑗+1𝑘

⃒⃒
,
⃒⃒
𝑤𝑖+1𝑗+1𝑘+1 − 𝑤𝑖𝑗+1𝑘

⃒⃒
,
⃒⃒
𝑤𝑖𝑗𝑘+1 − 𝑤𝑖𝑗+1𝑘

⃒⃒
,⃒⃒

𝑤𝑖+1𝑗𝑘+1 − 𝑤𝑖𝑗𝑘

⃒⃒
,
⃒⃒
𝑤𝑖𝑗+1𝑘+1 − 𝑤𝑖𝑗𝑘

⃒⃒
,
⃒⃒
𝑤𝑖𝑗+1𝑘+1 − 𝑤𝑖+1𝑗𝑘+1

⃒⃒
,
⃒⃒
𝑤𝑖+1𝑗+1𝑘+1 − 𝑤𝑖+1𝑗𝑘+1

⃒⃒
,⃒⃒

𝑣𝑖+1𝑗𝑘 − 𝑣𝑖𝑗𝑘+1

⃒⃒
,
⃒⃒
𝑣𝑖𝑗+1𝑘 − 𝑣𝑖+1𝑗𝑘

⃒⃒
,
⃒⃒
𝑣𝑖+1𝑗+1𝑘+1 − 𝑣𝑖+1𝑗𝑘

⃒⃒
,
⃒⃒
𝑣𝑖+1𝑗+1𝑘 − 𝑣𝑖𝑗+1𝑘+1

⃒⃒
,⃒⃒

𝑣𝑖+1𝑗+1𝑘 − 𝑣𝑖𝑗𝑘
⃒⃒
,
⃒⃒
𝑣𝑖+1𝑗𝑘+1 − 𝑣𝑖+1𝑗+1𝑘

⃒⃒
,
⃒⃒
𝑣𝑖+1𝑗+1𝑘+1 − 𝑣𝑖𝑗+1𝑘

⃒⃒
,
⃒⃒
𝑣𝑖𝑗𝑘+1 − 𝑣𝑖𝑗+1𝑘

⃒⃒
,⃒⃒

𝑣𝑖+1𝑗𝑘+1 − 𝑣𝑖𝑗𝑘
⃒⃒
,
⃒⃒
𝑣𝑖𝑗+1𝑘+1 − 𝑣𝑖𝑗𝑘

⃒⃒
,
⃒⃒
𝑣𝑖𝑗+1𝑘+1 − 𝑣𝑖+1𝑗𝑘+1

⃒⃒
,
⃒⃒
𝑣𝑖+1𝑗+1𝑘+1 − 𝑣𝑖+1𝑗𝑘+1

⃒⃒
,
)︀
≤

≤

⎯⎸⎸⎷2

1∑︁
𝑘1=0

1∑︁
𝑘2=0

1∑︁
𝑘3=0

(𝑢2
𝑖+𝑘1𝑗+𝑘2𝑘+𝑘3

+ 𝑤2
𝑖+𝑘1𝑗+𝑘2𝑘+𝑘3

+ 𝑣2𝑖+𝑘1𝑗+𝑘2𝑘+𝑘3
).

Поэтому, для любого 𝑈 будет справедливо неравенство:

∑︁
𝑖𝑗𝑘

𝐼2𝑖𝑗𝑘 ≤ 2
∑︁
𝑖𝑗𝑘

(︃
1∑︁

𝑘1=0

1∑︁
𝑘2=0

1∑︁
𝑘3=0

(𝑢2
𝑖+𝑘1𝑗+𝑘2𝑘+𝑘3

+ 𝑤2
𝑖+𝑘1𝑗+𝑘2𝑘+𝑘3

+ 𝑣2𝑖+𝑘1𝑗+𝑘2𝑘+𝑘3
)

)︃
.

(︁
𝑆𝑥
18+𝑆𝑥

13+𝑆𝑥
16+𝑆𝑥

27+𝑆𝑥
24+𝑆𝑥

25+𝑆𝑥
36+𝑆𝑥

38+𝑆𝑥
45+𝑆𝑥

47+𝑆𝑥
57+𝑆𝑥

68+𝑆𝑦
18+𝑆𝑦

13+𝑆𝑦
16+𝑆𝑦

27+𝑆𝑦
24+𝑆𝑦

25+𝑆𝑦
36+𝑆𝑦

38+

𝑆𝑦
45 + +𝑆𝑦

47 + 𝑆𝑦
57 + 𝑆𝑦

68 + 𝑆𝑧
18 + 𝑆𝑧

13 + 𝑆𝑧
16 + 𝑆𝑧

27 + 𝑆𝑧
24 + 𝑆𝑧

25 + 𝑆𝑧
36 + 𝑆𝑧

38 + 𝑆𝑧
45 + 𝑆𝑧

47 + 𝑆𝑧
57 + 𝑆𝑧

68

)︁2
≤

≤ 2 × 9 × 144 × (𝑆𝑥 + 𝑆𝑦 + 𝑆𝑧)2 ·
∑︁
𝑖𝑗𝑘

(︃
1∑︁

𝑘1=0

1∑︁
𝑘2=0

1∑︁
𝑘3=0

(𝑢2
𝑖+𝑘1𝑗+𝑘2𝑘+𝑘3

+ 𝑤2
𝑖+𝑘1𝑗+𝑘2𝑘+𝑘3

+ 𝑣2𝑖+𝑘1𝑗+𝑘2𝑘+𝑘3
)

)︃
.

Здесь 𝑆𝑥 = ℎ𝑦ℎ𝑧; 𝑆𝑦 = ℎ𝑥ℎ𝑧; 𝑆𝑧 = ℎ𝑥ℎ𝑦;

ℎ𝑟 = max
𝑖𝑗𝑘

{︁⃒⃒
𝑟𝑖+1𝑗𝑘 − 𝑟𝑖𝑗𝑘+1

⃒⃒
,
⃒⃒
𝑟𝑖𝑗+1𝑘 − 𝑟𝑖+1𝑗𝑘

⃒⃒
,
⃒⃒
𝑟𝑖+1𝑗+1𝑘+1 − 𝑟𝑖+1𝑗𝑘

⃒⃒
,
⃒⃒
𝑟𝑖+1𝑗+1𝑘 − 𝑟𝑖𝑗+1𝑘+1

⃒⃒
,⃒⃒

𝑟𝑖+1𝑗+1𝑘 − 𝑟𝑖𝑗𝑘
⃒⃒
,
⃒⃒
𝑟𝑖+1𝑗𝑘+1 − 𝑟𝑖+1𝑗+1𝑘

⃒⃒
,
⃒⃒
𝑟𝑖+1𝑗+1𝑘+1 − 𝑟𝑖𝑗+1𝑘

⃒⃒
,
⃒⃒
𝑟𝑖𝑗𝑘+1 − 𝑟𝑖𝑗+1𝑘

⃒⃒
,⃒⃒

𝑟𝑖+1𝑗𝑘+1 − 𝑟𝑖𝑗𝑘
⃒⃒
,
⃒⃒
𝑟𝑖𝑗+1𝑘+1 − 𝑟𝑖𝑗𝑘

⃒⃒
,
⃒⃒
𝑟𝑖𝑗+1𝑘+1 − 𝑟𝑖+1𝑗𝑘+1

⃒⃒
,
⃒⃒
𝑟𝑖+1𝑗+1𝑘+1 − 𝑟𝑖𝑗𝑘+1

⃒⃒}︁
.

Здесь учитываем, что 𝑆𝑟
𝑘1𝑘2

≤ 3𝑆𝑟, 𝑟 = 𝑥, 𝑦, 𝑧. Кроме того, справедливо тождество:

∑︁
𝑖𝑗𝑘

(𝑢2
𝑖𝑗𝑘 +𝑤2

𝑖𝑗𝑘 + 𝑣2𝑖𝑗𝑘) =
1

8

∑︁
𝑖𝑗𝑘

(︀
𝑢2
𝑖𝑗𝑘 + 𝑢2

𝑖+1𝑗𝑘 + 𝑢2
𝑖𝑗+1𝑘 + 𝑢2

𝑖+1𝑗+1𝑘 + 𝑢2
𝑖𝑗𝑘+1 + 𝑢2

𝑖+1𝑗𝑘+1 + 𝑢2
𝑖𝑗+1𝑘+1 + 𝑢2

𝑖+1𝑗+1𝑘+1+

+ 𝑤2
𝑖𝑗𝑘 + 𝑤2

𝑖+1𝑗𝑘 + 𝑤2
𝑖𝑗+1𝑘 + 𝑤2

𝑖+1𝑗+1𝑘 + 𝑤2
𝑖𝑗𝑘+1 + 𝑤2

𝑖+1𝑗𝑘+1 + 𝑤2
𝑖𝑗+1𝑘+1 + 𝑤2

𝑖+1𝑗+1𝑘+1+

+ 𝑣2𝑖𝑗𝑘 + 𝑣2𝑖+1𝑗𝑘 + 𝑣2𝑖𝑗+1𝑘 + 𝑣2𝑖+1𝑗+1𝑘 + 𝑣2𝑖𝑗𝑘+1 + 𝑣2𝑖+1𝑗𝑘+1 + 𝑣2𝑖𝑗+1𝑘+1 + 𝑣2𝑖+1𝑗+1𝑘+1

)︀
.

Следовательно, для любого 𝑈 выполняется неравенство

2 × 9 × 144 × (𝑆𝑥 + 𝑆𝑦 + 𝑆𝑧)2
∑︁
𝑖𝑗𝑘

(𝑢2
𝑖𝑗𝑘 + 𝑤2

𝑖𝑗𝑘 + 𝑣2𝑖𝑗𝑘) ≥
∑︁
𝑖𝑗𝑘

𝐼2𝑖𝑗𝑘.
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Учитывая последнее неравенство, получим

𝑅𝑅 ≥ ∆𝑚

144

∑︁
𝑖𝑗𝑘

(︂
κ

9 × 16 × (𝑆𝑥 + 𝑆𝑦 + 𝑆𝑧)
+ 𝑐1𝑚𝑙𝑛 − 𝑐2𝑚𝑙𝑛

)︂
𝐼2𝑖𝑗𝑘 ≥

≥ ∆𝑚

144
𝑁 · min

𝑖𝑗𝑘

(︂
κ

9 × 16 × (𝑆𝑥 + 𝑆𝑦 + 𝑆𝑧)
+ 𝑐1𝑚𝑙𝑛 − 𝑐2𝑚𝑙𝑛

)︂
𝐼2𝑖𝑗𝑘.

Здесь 𝑁 — число узлов разностной сетки, кроме граничных.
Сходимость итерационного процесса (35) имеет место, если

κ

9 × 16 × (𝑆𝑥 + 𝑆𝑦 + 𝑆𝑧)
+ 𝑐1𝑚𝑙𝑛 − 𝑐2𝑚𝑙𝑛 ≥ 0

выполняется во всех ячейках разностной сетки, т.е. при

𝐵2

8π
≥ (γ− 2)𝑃. (40)

В противном случае условие сходимости имеет следующий вид:

∆𝑡 <

√
2 · ∆𝑚

12ρ(𝑆𝑥 + 𝑆𝑦 + 𝑆𝑧)

√︃
(γ− 2)

𝑃

ρ
− 𝐵2

8πρ

. (41)

Таким образом, критерий устойчивости для трехмерного метода комбинированного решения (40) совпадает
с критериями для одномерного и двумерного аналогов метода (19). При этом ограничения на шаг по времени
при нарушении условия (40), несколько строже ограничения на шаг по времени как для одномерного (20), так
и для двумерного (21) аналогов.

Поскольку для большинства практических задач γ < 2, в этом случае условие сходимости (40) выполняется
автоматически.

Рассмотрим теперь сходимость метода раздельного решения основных разностных уравнений (22)–(27). То-
гда система разностных уравнений разделяется на три группы: к первой группе относятся динамические урав-
нения, ко второй — уравнения энергии, к третьей — уравнения электромагнитного поля. Далее решение про-
водится аналогично предыдущему по группам и также связывается общим итерационным циклом.

Анализ устойчивости данного алгоритма решения разностных уравнений проводится тем же способом, как
и показано выше. Итерационный процесс, соответствующий этому алгоритму, сводится к (36) и (37) при

𝑐1𝑚𝑙𝑛 = 𝑅𝑇𝑚𝑙𝑛ρ
2
𝑚𝑙𝑛; 𝑐2𝑚𝑙𝑛 = (γ− 1)𝑅𝑇𝑚𝑙𝑛ρ

2
𝑚𝑙𝑛 +

𝐵2
𝑚𝑙𝑛ρ𝑚𝑙𝑛

8π
.

Таким образом, метод раздельного решения трехмерных МГД-уравнений будет сходиться, при справедли-
вости условия

𝐵2

8π
≤ (2 − γ)𝑃 (42)

в каждой ячейке разностной сетки. В противном случае этот метод сходится при условии:

∆𝑡 <

√
2 · ∆𝑚

12ρ(𝑆𝑥 + 𝑆𝑦 + 𝑆𝑧)

√︃
(γ− 2)

𝑃

ρ
+

𝐵2

8πρ

. (43)

5. ПРИМЕРЫ ЧИСЛЕННЫХ РАСЧЕТОВ

Учитывая, что проведенные выше исследования алгоритмов раздельного и комбинированного решения
групп разностных уравнений носят в основном качественный характер, справедливость полученных выше оце-
нок необходимо проверить численными расчетами.

Рассмотрим модельную задачу. В начальный момент времени 𝑡 = 0 покоящееся вещество занимает область:
−3 ≤ 𝑥 ≤ 3, −3 ≤ 𝑦 ≤ 3, −3 ≤ 𝑧 ≤ 3. Начальная плотность и температура равны соответственно ρ0 = 0.2,
𝑇0 = 0.9. Вещество является идеальным газом 𝑃 = ρ𝑇 , внутренняя энергия ε = 𝑇

γ−1 . Газ нетеплопроводный,
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т.е. κ = 0. Он помещен в однородное магнитное поле 𝐵 = (𝐵𝑥, 𝐵𝑦, 𝐵𝑧), и является практически “вморожен-
ным”: σ = 1012. На границах 𝑧 = 𝑧лев(𝑡) и 𝑧 = 𝑧прав(𝑡) задана малая скорость 𝑈лев(𝑡) = 𝑈прав(𝑡) = ±0.01, на
границах 𝑥 = 𝑥лев(𝑡), 𝑥 = 𝑥прав(𝑡), 𝑦 = 𝑦лев(𝑡) и 𝑦 = 𝑦прав(𝑡) задается нулевая скорость.

В данной постановке акустические колебания в среде распространяются со скоростью, много большей ско-
рости выдвижения (вдвижения) поршня. Следовательно, в любой момент времени распределение плотности
газа и магнитного поля практически однородно.

Задача решалась для различных значений величин 𝐵 =
√︁
𝐵2

𝑥 + 𝐵2
𝑦 + 𝐵2

𝑧 и γ: 0 ≤ 𝐵 ≤ 2000, 1 < γ ≤ 15.

Данный класс задач решался как в лагранжевых, так и в смешанных эйлерово-лагранжевых переменных (СЭЛ)
[12].

Расчеты проводились методами раздельного и комбинированного решения групп разностных уравнений
Ограничения на временной шаг в численных расчетах хорошо согласуются с оценками, полученными в на-

стоящей работе. При γ ≤ 2 расчеты с любыми магнитными полями комбинированным методом проходили
практически без ограничения на шаг по времени (в расчетах ∆𝑡 = 1). Расчеты раздельным методом абсолютно
устойчивы только при 𝐵 < 4.6, при 𝐵 = 100 шаг интегрирования 𝑡 ≈ 0.0013, а при 𝐵 = 1000 — ∆𝑡 ≈ 0.00012,
что неприемлемо при решении практических задач. Оценки полученные в работе, справедливы как для лагран-
жевых, так и для СЭЛ переменных.

Рассмотрим расчет, моделирует сжатие плазмы лайнером (газоплазменной оболочкой), ускоряемым элек-
тродинамически импульсом тока [9, 10]). В начальный момент времени неподвижная плазма занимает область
0 ≤ 𝑅 ≤ 2.5, 0 ≤ 𝑍 ≤ 1 и 0 < ϕ ≤ 2π (рассматривается (𝑅, ϕ, 𝑍) геометрия). Расчет проводился в СЭЛ
переменных. Начальная температура 𝑇𝑒 = 𝑇𝑖 = 1 эВ (рассматривается двухтемпературная модель). В области
2 ≤ 𝑅 ≤ 2.25 моделируется лайнер с плотностью, соответствующей ρл = 1.97 · 10−3 ·

(︀
1 + 0.1 · sin(π𝑧2 )

)︀
г/см3, в

остальной области моделируется плазма с плотностью ρпл = 2 · 10−6 г/см3 (см. фиг. 3).
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Фиг. 3. Начальное распределение плотности, ϕ = π.

Вещество-вольфрам. Уравнение состояния приводится в работе [11]. Газ помещен в однородное магнитное
поле 𝐵𝑧 = 50 кГс. На внешней границе 𝐵ϕ(𝑟прав,ϕ, 𝑧) = 𝐵0 · sin( π𝑡

0.16 ). Здесь 𝑡 время, которое измеряется в мкс.,
𝐵0 = 2 МГс.

На фиг. 4–7 представлены результаты расчета динамики лайнера на момент времени 0.13 мкс в виде распре-
деленной плотности в г/см3; радиальной компоненты скорости 𝑈𝑅 в 106 см/с; 𝐵ϕ ·𝑅 — компоненты магнитной
индукции 𝐵ϕ в МГс, умноженной на радиус 𝑅; компоненты магнитной индукции 𝐵𝑧 в МГс. Около этого мо-
мента времени лайнер достигает осевой линии и продолжает схлопываться.

Провести расчет удалось только методом комбинированного решения групп разностных уравнений. При
решении задачи методом раздельного решения, при росте𝐵ϕ(𝑡) шаг по времени резко падает, что подтверждено
оценками, полученными в данной работе (см. формулы (42), (43)).

6. ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Полученные в работе оценки сходимости алгоритмов раздельного и комбинированного решения системы
трехмерных разностных уравнений подкреплены численными модельными расчетами и расчетами практиче-
ских задач. При решении конкретной задачи представляется целесообразным задействовать оба описанных в
настоящей работе численных метода. Вначале каждого временного шага анализируем физическое соотношение
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Фиг. 4. Распределение плотности на момент времени 0.13 мкс, ϕ = π.

1.0
Z

0.5

0.5 1.0 1.5

t = 0.1300E+03 ns

R
2.0

−10
−20
−30
−40
−50
−60
−70
−80
−90
−100
−110
−120

Velr

Фиг. 5. Распределение радиальной компоненты скорости 𝑈𝑅 на момент времени 0.13 мкс, ϕ = π.
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Фиг. 6. Распределение компоненты магнитной индукции 𝐵ϕ, умноженной на радиус 𝑅 на момент времени 0.13 мкс, ϕ = π.
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Фиг. 7. Распределение компоненты магнитной индукции 𝐵𝑧 на момент времени 0.13 мкс, ϕ = π.

параметров вещества и магнитного поля. В случае выполнения на данном временном шаге условия сходимо-
сти для метода раздельного решения системы разностных уравнений целесообразно использовать именно этот
метод. В противном случае необходимо применить более универсальный метод комбинированного решения
системы разностных уравнений.
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Abstract. This paper addresses the convergence of iterative processes applied to implicit, fully conservative
difference schemes in three-dimensional magnetohydrodynamics, using both separate and combined
solution methods for groups of difference equations split by physical processes. Convergence estimates
for the iterative processes of the numerical methods considered in this study are obtained. The
applicability of both combined and separate methods for solving three-dimensional difference equations
in magnetohydrodynamics is examined. Given that the presented algorithm analysis is mainly qualitative,
the validity of the obtained estimates was confirmed through numerical experiments on both model and
real-world problems. Notably, the convergence estimates of the iterative processes allow for the selection of
an optimal numerical method for solving difference equations in three-dimensional magnetohydrodynamic
problems at any time step.

Keywords: three-dimensional magnetohydrodynamics equations, implicit fully conservative difference
scheme, convergence of iterative process.
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