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1. ВВЕДЕНИЕ

Уравнение Кана–Хилларда было предложено в 1958 г. в оригинальной работе [1] для описания процесса раз-
деления фаз в двухкомпонентных сплавах. В настоящее время оно имеет многочисленные приложения в самых
разных областях науки, являясь одной из базовых моделей так называемой градиентной, или слабонелокаль-
ной, термомеханики сплошных сред (см. [2]). Как составная часть более сложных моделей, уравнение применя-
ется в многофазной гидродинамике, материаловедении, задачах солидификации и теории фазовых переходов
и многих других областях (см. [3], [4]). С теоретической точки зрения уравнение Кана–Хилларда является ос-
новой феноменологической теории спинодального распада (см. [5]) и имеет многочисленные применения в
теоретической физике (см. [6]–[8] и ссылки там). Математической теории уравнения Кана–Хилларда посвя-
щена обширная литература (см., например, [9]).

До недавнего времени уравнение Кана–Хилларда рассматривалось прежде всего как теоретическая модель
соответствующих процессов. Однако в последние десятилетия оно стало активно применяться, независимо,
либо как часть более сложных моделей, в качестве прикладного инструмента математического моделирования.
Это привело к необходимости разработки эффективных вычислительных алгоритмов для его численного ре-
шения.

Возникающие при этом сложности связаны, прежде всего, с двумя основными факторами. Во-первых, урав-
нение Кана–Хилларда является нелинейным уравнением в частных производных, содержащим четвертые про-
странственные производные. Наличие нелинейностей приводит к тому, решения уравнения Кана–Хилларда
эволюционируют на широком диапазоне пространственных и временных масштабов. Так, типичное решение
задачи практически постоянно в пределах некоторых пространственных областей однородности, соответству-
ющих «чистым» фазам системы. Эти области однородности, имеющие характерный диаметр 𝑑, отделены друг от
друга тонкими слоями конечной толщины ∼ ε ≪ 𝑑 («диффузными границами»), в пределах которых решение
задачи является гладким, но меняется от своего минимального до своего максимального значения. Одновре-
менно с этим, в начальный момент развития спинодального распада из случайного начального возмущения
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(когда толщина ε диффузной границы сравнима с диаметром зон однородности, ε ∼ 𝑑), характерные време-
на эволюции решения имеют порядок ε2 — в то время как в процессе дальнейшей эволюции, когда толщина
диффузной границы становится существенно меньше диаметра областей однородности, ε ≪ 𝑑, характерные
времена эволюции ∼ 1/ε (см. [10], [11]).

В совокупности это приводит к тому, что чисто явные алгоритмы интегрирования уравнения Кана–
Хилларда по времени являются устойчивыми при временных шагах τ ∼ ℎ4, где ℎ — шаг по пространству. Это
ограничение хотя и отвечает физике задачи, в ряде случаев неприемлемо с точки зрения эффективного решения
содержательных задач. Одновременно с этим, чисто неявные разностные схемы не гарантируют однозначную
разрешимость уравнений конечномерной задачи при достаточно больших шагах по времени (см. [12], [13]). По
этой причине построение разностных схем, которые были бы (а) однозначно разрешимы при произвольных
шагах по времени; (б) устойчивыми и (в) консервативными — является сложной задачей. Базовые алгорит-
мы, удовлетворяющие этим критериям, были построены сравнительно недавно в цикле работ (см. [14], [15]).
Они основаны на выпуклом расщеплении энергии системы, см. разд. 3. Отметим, что под «устойчивостью»
в контексте численного решения уравнения Кана–Хилларда понимается так называемая «градиентная» или,
что то же, «энергетическая» устойчивость, гарантирующая выполнение условие невозрастания конечномерно-
го аналога свободной энергии системы (см. ниже разд. 2, 3). Это условие является сильным (выражение для
свободной энергии системы включает в себя первые производные решения), но необходимо для обеспечения
термодинамической согласованности конечномерных аппроксимаций решения уравнений Кана–Хилларда.

В настоящее время среди основных направлений исследований в области построения эффективных вычис-
лительных алгоритмов интегрирования по времени для уравнения Кана–Хилларда можно выделить построе-
ние адаптивных алгоритмов (они необходимы в силу широкого диапазона характерных времен эволюции ре-
шения, см. выше), разработку энергетически–устойчивых схем интегрирования по времени (обеспечивающих
термодинамическую корректность численного решения) и построение алгоритмов, с одной стороны, обеспе-
чивающих приемлемый асимптотический запас устойчивости, а с другой — однозначную разрешимость конеч-
номерной задачи и вычислительную эффективность.

Сколь-либо полный обзор работ по способам построения и исследования временных аппроксимаций урав-
нения Кана–Хилларда существенно выходит за рамки настоящей работы. Общее представление об основных
направлениях разработки временных аппроксимаций для уравнения Кана–Хилларда дает обзор [16]. В каче-
стве примера других работ отметим [17]–[23] (адаптивные алгоритмы и методы высокого порядка), [24]–[26]
(схемы, допускающие «большие» шаги по времени), [14], [15], [27]–[33] (энергетически–устойчивые схемы).

Для построения пространственных аппроксимаций уравнений Кана–Хилларда могут быть использова-
ны различные методы, среди которых классические методы конечных разностей, конечных объемов, спек-
тральные методы, аппроксимации на основе классического и изогеометрического метода конечных элементов
(см. [34]–[47]).

Целью настоящей работы является численное исследование нового класса методов интегрирования по вре-
мени для решения уравнения Кана–Хилларда. Новые алгоритмы основаны на двух основных идеях: (а) ис-
пользование явно–неявной аппроксимации по времени на основе выпуклого расщепления энергии системы
в соответствии с работами [14], [15], обеспечивающего энергетическую устойчивость схемы, и (б) применение
модифицированной схемы локальных итераций (ЛИМ), позволяющей сочетать явный характер вычислений с
устойчивостью неявных схем. Метод расщепления Эйра (см. [14], [15]) в настоящее время является основой по-
строения большинства аппроксимаций уравнения Кана–Хилларда, с одной стороны, обладающих свойством
энергетической устойчивости, а с другой стороны — гарантирующих существование и единственность решения
конечномерной задачи.

Методы локальных итераций (ЛИ) представляют собой явные схемы интегрирования по времени, где устой-
чивость достигается за счет применения многочленов Чебышёва. Итерации с многочленами Чебышёва исполь-
зуются в схемах интегрирования по времени по крайней мере с 50-х годов прошлого века (см. [48], [49]). Отме-
тим, что в схемах ЛИ чебышёвские итерации применяются не для приближенного решения систем, возникаю-
щих в неявных схемах — в этом случае, как показано в 1952 г. Гельфандом и Локуциевским (см. [50] и [51, гл.10,
§ 4.12]), существенного выигрыша в вычислительной работе по сравнению с явной схемой получить невозмож-
но. Принципиальной особенностью схем ЛИ является то, что итерации Чебышёва выбираются из соображений
устойчивости и точности интегрирования по времени, а не из соображений скорейшей сходимости итераций к
решению неявной схемы. Схемы ЛИ была предложены в работах [52]–[55] и получили развитие в статьях [56]–
[58], см. также ссылки в [58]. Применение специальных чебышёвских итераций в схемах ЛИ позволяет исполь-
зовать существенно большие шаги по времени, чем требуемые для устойчивого применения двухслойной явной
схемы, сохраняя при этом число явный характер вычислений.

Первая схема ЛИ, представленная в [52]–[54], не обладает свойством монотонности (не сохраняет неотри-
цательности численного решения) и не является асимптотически устойчивым при больших временах 𝑡 → ∞.
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Поэтому в данной работе нами используется модифицированная схема локальных итераций ЛИМ, разработан-
ная в [55], которая обладает этими свойствами. Подробное описание и сравнение вариантов схем ЛИ можно
найти в [58]. В настоящее время известен целый ряд примеров успешного применения ЛИМ для решения до-
статочно сложных задач (см., например, [59]–[61]). В работе [62] схема ЛИМ была применена для решения
уравнений Кана–Хилларда в рамках численной реализации полной математической модели процессов кри-
сталлизации металлов. В этой работе уравнение Кана–Хилларда линеаризовывалось на каждом временном
слое, и метод ЛИМ применялся для решения линеаризованной задачи. Сравнение предложенного алгорит-
ма с другими известными современными схемами интегрирования по времени не выполнялось, равно как не
исследовались такие его свойства как энергетическая устойчивость.

В настоящей работе на примере модельного пространственно–одномерного уравнения Кана–Хилларда
предложены новые варианты построения временных аппроксимаций, основываясь на методе ЛИМ и явно–
неявных аппроксимациях по Эйру. Приводятся результаты численного исследования предложенного метода и
его сравнение с рядом других разностных аппроксимаций.

В разд. 2 приведено краткое описание модели. В разд. 3 сначала приведено краткое описания известных
алгоритмов, далее подробно рассматриваются новые методы. В разд. 4 представлены результаты численных
расчетов. В разд. 5 дается обсуждение основных полученных результатов работы.

2. МАТЕМАТИЧЕСКАЯ МОДЕЛЬ

В рассматриваемом одномерном случае уравнение Кана-Хилларда имеет вид

𝜕𝑐

𝜕𝑡
=

𝜕

𝜕𝑥

(︂
𝑀

𝜕µ

𝜕𝑥

)︂
, µ(𝑐) = 𝐹 ′(𝑐) − ε

2 𝜕
2𝑐

𝜕2𝑥
, 𝐹 (𝑐) = 𝑐2(1 − 𝑐)2, (2.1)

где 𝑐 = 𝑐(𝑥, 𝑡) — искомая функция,𝑀 = 𝑀(𝑐) > 0 — коэффициент подвижности (далее в расчетах считаем 𝑀 ≡
1), µ = µ(𝑐, 𝜕𝑐/𝜕𝑥) — химический потенциал, ε > 0, ε = const — параметр, определяющий толщину диффузной
границы, 𝑡 — время, 𝑥 — пространственная переменная.

Уравнение (2.1) решается в одномерной области Ω = (0, 1) при 𝑡 ∈ (0, 𝑇 ]. На границе области заданы гра-
ничные условия

𝜕𝑐

𝜕𝑥
=

𝜕µ

𝜕𝑥
= 0, (2.2)

а при 𝑡 = 0 — начальное условие
𝑐(𝑥, 0) = 𝑐0(𝑥). (2.3)

С физической точки зрения уравнение (2.1) может быть получено следующим способом (см. [63]). Рассмот-
рим двухкомпонентную систему с концентрациями компонент 𝑐1,2, 𝑐1 + 𝑐2 = 1. Будем считать, что свободная
энергия такой системы имеет вид

Ψ[𝑐,∇𝑐] =

∫︁
Ω

ψ(𝑐,∇𝑐) 𝑑𝑥, (2.4)

где 𝑐 = 𝑐1,

ψ(𝑐,∇𝑐) = 𝐹 (𝑐) +
ε2

2
|∇𝑐|2, 𝐹 (𝑐) = 𝑐2(1 − 𝑐)2, (2.5)

где ψ — плотность свободной энергии системы, 𝐹 — там называемый двухъямный потенциал, ε > 0 — малый
параметр. Первое слагаемое в (2.5) описывает «разделяющую» часть свободной энергии и обеспечивает несме-
шение фаз (и, как следствие, областей постоянных значений концентраций 𝑐1,2). Второе слагаемое в (2.5) поз-
воляет отнести к диффузной границе раздела фаз заданную энергию. Входящий в него параметр ε определяет
толщину диффузной границы, разделяющей «чистые» фазы. Учет градиентных членов позволяет учесть зави-
симость энергии системы не только от количества каждого компонента, но и от формы областей, которые они
занимают. Такой вид свободной энергии является типичным и возникает во многих моделях слабонелокальной
(или градиентной) термомеханики.

Отметим, что потенциал 𝐹 (𝑐) в (2.5) является эмпирическим. Его характеристическим свойством является
наличие двух минимумов при значениях 𝑐 = 0, 1, которые отвечают «чистым» фазам. Состоянию 𝑐 = 1/2 со-
ответствует максимуму 𝐹 (𝑐); это состояние неустойчиво и препятствует образованию смеси фаз. Более точной
и физически обоснованной моделью является так называемый логарифмический потенциал (см. [63]), удо-
влетворяющий тем же характеристическим условиям (указанный выше вид энергии может быть обоснованно
получен как его аппроксимация).
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Фиг. 1. Слева: вид разделяющей части ψdw свободной энергии. Справа: типичное решение задачи и распределение энергии.

Приведенное обсуждение иллюстрируется на фиг. 1. Слева на нем показан вид разделяющей части ψdw ≡ 𝐹
свободной энергии. Видно, что соответствующая зависимость имеет два минимума, соответствующие «чи-
стым» фазам, то есть состояниям 𝑐 = 𝑐1 = 0, 𝑐2 = 1 и 𝑐 = 𝑐1 = 1, 𝑐2 = 0. Состояние системы в окрестности
точки 𝑐 = 1/2 является неустойчивым. На этом же рисунке справа показано типичное стационарное решение
системы и графики различных членов свободной энергии ψ. Видно, что градиентная часть свободной энергии
отлична от нуля лишь в пределах диффузной границы. Одновременно с этим, «разделяющая» часть свободной
энергии равна нулю вне области, занятой диффузной границей.

Далее можно показать, что в случае, когда 𝑐 является консервативной величиной (как в рассматриваемом
здесь случае), кинетическое уравнение, описывающее эволюцию поля 𝑐 = 𝑐(𝑥, 𝑡), имеет вид (см. [6], [63])

𝜕𝑐

𝜕𝑡
= −∇· (−𝑀∇µ) , µ =

δψ[𝑐,∇𝑐]

δ𝑐
, (2.6)

гдеδ(·)/δ𝑐— функциональная производная (производная Гато). При постоянном𝑀 в силу (2.5) последнее урав-
нение принимает вид

1

𝑀

𝜕𝑐

𝜕𝑡
= ∆µ, µ = −ε2∆𝑐 + 𝐹 ′(𝑐),

где ∆ — лапласиан, что в рассматриваемом одномерном случае в точности совпадает с (2.1).
Можно показать (см. [12], [63]), что решения уравнения (2.1) обладают следующими фундаментальными

свойствами: на решениях 𝑐 = 𝑐(𝑥, 𝑡) справедливо

𝑑

𝑑𝑡

∫︁
Ω

𝑐 = 0,
𝑑

𝑑𝑡
Ψ[𝑐,∇𝑐] 6 0.

Другими словами, 𝑐 является консервативной величиной, а свободная энергия невозрастающей функцией на
решениях уравнений (2.1) или (2.6) с однородными граничными условиями (2.2).

Это сразу же накладывает соответствующие ограничения на численный алгоритм решения уравне-
ния (2.1) — он должен быть консервативным (добиться этого достаточно легко) и энергетически–устойчивым
в смысле выполнения дискретного эквивалента последнего неравенства (это более сложная задача). Помимо
этого, конечномерная задача должна быть однозначна разрешима при заданном шаге по времени — как пока-
зала практика, добиться этого не так просто (это связано с тем, потенциал 𝐹 (𝑐) не является выпуклым и, как
следствие, конечномерное решение может «оказаться» в локальном минимуме, не являющимся глобальным и
не достижимом из начального состояния).

3. ВЫЧИСЛИТЕЛЬНЫЕ АЛГОРИТМЫ

В настоящем разделе описаны вычислительные алгоритмы, применяемые далее для решения уравнения
Кана-Хилларда. В первом разделе рассмотрены классические алгоритмы различной степени неявности для
интегрирования уравнения Кана-Хилларда по времени. По этой причине рассмотрены только полудискретные
аппроксимации. Второй раздел посвящен описанию полностью дискретных алгоритмов, с учетом конкретного
способа аппроксимации по пространству. Наконец, в третьем разделе приводится описание новых алгоритмов
на основе метода ЛИМ, предлагаемых в настоящей работе.
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3.1. Классические алгоритмы

Рассмотрим ряд алгоритмов, которые далее будут принимать участие в сравнительном тестировании ме-
тодов. Все они хорошо известны и описаны в многочисленной литературе. Для конкретики рассмотрим те из
них, которые представлены в работе [64]. Все приведенные в настоящем разделе схемы аппроксимируют урав-
нение (2.1) и являются консервативными.

Всюду далее пространственные производные аппроксимируются методом конечных разностей. Будем счи-
тать, что для аппроксимации уравнения в области Ω используется равномерная сетка с шагом ℎ = 1/𝑁 и узла-
ми 𝑥𝑖 = (𝑖 − 1/2)ℎ, где 𝑖 = 0, 𝑁 + 1, а 𝑁 — число ячеек сетки. Границы 𝑥 = 0 и 𝑥 = 1 области соответствуют
полуцелым узлам 𝑥1/2 = (𝑥0 + 𝑥1)/2 = 0 и 𝑥𝑁+1/2 = (𝑥𝑁 + 𝑥𝑁+1)/2 = 𝑁ℎ. Узлы 𝑥1, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑁 являют-
ся внутренними узлам области. Для аппроксимаций по времени используется равномерная сетка с шагом τ с
узлами 𝑡𝑛 = 𝑛τ, 𝑛 = 0, 1, 2, . . .. Таким образом, решение конечномерной задачи определено в точках (𝑥𝑖, 𝑡𝑗),
𝑖 = 1, 𝑁 , 𝑗 = 0, 1, . . .. Соответствующие значения сеточных функций 𝑐ℎ будем обозначать как 𝑐𝑛𝑖 = 𝑐(𝑥𝑖, 𝑡𝑛).

Всюду далее ∆ℎ обозначает стандартную трехточечную конечно–разностную аппроксимацию оператора
Лапласа. В рассматриваемом пространственно–одномерном случае его значение в узлах 𝑖 = 1, 𝑁 − 1 простран-
ственной сетки определено как

∆ℎ𝑐𝑖 =
1

ℎ2
(𝑐𝑖+1 − 2𝑐𝑖 + 𝑐𝑖−1) .

К «граничным» узлам 𝑖 = 0, 𝑁 отнесены уравнения, аппроксимирующее однородное граничное условие Ней-
мана (2.2) для аргумента оператора Лапласа,

𝑐0 − 𝑐1 = 0, 𝑐𝑁 − 𝑐𝑁−1 = 0. (3.1)

Результирующий сеточный оператор, учитывающий дискретные граничные условия, далее будем также обо-
значать символом ∆ℎ.

Явная схема (explicit Euler) представляет собой аппроксимации уравнения (2.1) простейшего типа и имеет
вид

1

𝑀

𝑐𝑛+1
𝑖 − 𝑐𝑛𝑖

τ
= ∆ℎµ

𝑛
𝑖 , µ

𝑛
𝑖 = 𝐹 ′(𝑐𝑛𝑖 ) − ε

2∆ℎ𝑐
𝑛
𝑖 .

Схема имеет первый порядок аппроксимации по времени, второй — по пространству, является линейной и
устойчивой при τ ∼ ℎ4, не обладает свойством энергетической устойчивости.

Неявная схема (implicit Euler) имеет вид

1

𝑀

𝑐𝑛+1
𝑖 − 𝑐𝑛𝑖

τ
= ∆ℎµ

𝑛+1
𝑖 , µ

𝑛+1
𝑖 = 𝐹 ′(𝑐𝑛+1

𝑖 ) − ε
2∆ℎ𝑐

𝑛+1
𝑖 .

Схема имеет первый порядок аппроксимации по времени, второй — по пространству, является нелинейной,
однозначно разрешима и градиентно-устойчива только при достаточно маленьких шагах по времен, см. табл. 1.

Схема Кранка-Николсон (КН) имеет вид

1

𝑀

𝑐𝑛+1
𝑖 − 𝑐𝑛𝑖

τ
= ∆ℎµ

𝑛+1/2
𝑖 , µ

𝑛+1/2
𝑖 =

1

2
(µ𝑛𝑖 + µ

𝑛+1
𝑖 ),

где µ𝑛𝑖 , µ𝑛+1
𝑖 были определены выше. Схема имеет второй порядок аппроксимации по времени и простран-

ству, является нелинейной, градиентно-устойчива и однозначно разрешима при достаточно маленьких шагах
по времени, см. табл. 1.

Полунеявная схема (semi-implicit Euler) имеет вид

1

𝑀

𝑐𝑛+1
𝑖 − 𝑐𝑛𝑖

τ
= ∆ℎµ

𝑛+1
𝑖 , µ

𝑛+1
𝑖 = 𝐹 ′(𝑐𝑛𝑖 ) − ε

2∆ℎ𝑐
𝑛+1
𝑖 .

Схема имеет первый порядок аппроксимации по времени, второй — по пространству, является линейной, од-
нозначно разрешима, не обладает свойством энергетической устойчивости.

3.2. Расщепление Эйра

Приведенные выше схемы не обладают свойством энергетической устойчивости и/или не являются одно-
значно разрешимыми при достаточно больших шагах по времени (см. [12], [13]). Известный в настоящее вре-
мя эффективный и общий способ построения разностных схем, как однозначно разрешимых при любых ша-
гах по времени, так и энергетически устойчивых, был предложен в основополагающих работах Дэвида Эйра
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Таблица 1. Свойства разностных схем по [12–15, 40] (* — при надлежащем выборе параметров расщепления, см. [40]).

Схема Линейность Град.-устойчивость Разрешимость

Явная Да Нет Да

Неявная Нет Условная, τ 6 1
4ℎ

2 τ 6 1
18ℎ

2

Кранка-Николсон Нет Условная τ 6 1
9ℎ

2

Полунеявная Да Нет Да

Нелин.-стаб. Нет Безусловная Да

Линейно-стаб. Да Безусловная* Да

(David J. Eyre) (см. [14], [15]). В силу того, что далее соответствующие математический аппарат будет исполь-
зован при построении новых схем, рассмотрим этот вопрос подробнее.

Суть подхода Эйра заключается в следующем. Плотность свободной энергииψ системы, см. (2.4), не являет-
ся выпуклым функционалом. Это связано с тем, что разделяющая часть свободной энергии является «двухям-
ным» потенциалом и невыпукла. Предположим, тем не менее, что ψ можно представить в виде суммы двух
функционалов так, что

ψ = ψс + ψe, (3.2)

где ψc и −ψe — выпуклые функции. Индексы «c» («contraction») и «e» («expansion») отражают физическую суть
отдельных слагаемых. Здесь «выпуклость» функции 𝑓 означает положительную определенность соответствую-
щего гессиана, см. [13]; конкретно в рассматриваемом случае функция 𝑓(𝑥) выпукла, если 𝑓 ′′(𝑥) ≡ 𝑑2𝑓/𝑑𝑥2 > 0.
Тогда полудискретные (только по времени) аппроксимации вида

1

𝑀

𝑐𝑛+1 − 𝑐𝑛

τ
= ∆

[︀
µc(𝑐

𝑛+1) + µe(𝑐
𝑛)
]︀
, (3.3)

где

µc,e =
δψc,e

δ𝑐
, µ = µc + µe,

обеспечивают выполнение следующего неравенства (означающего градиентную устойчивость схемы):

ψ(𝑐𝑛+1) 6 ψ(𝑐𝑛)

для любых шагов по времени τ > 0. При этом выпуклость части ψc энергии, учитываемой в схеме неявно,
гарантирует однозначную разрешимость (3.3).

Рассмотрим конкретный вид функционала энергии (2.4). С учетом того, что градиентное слагаемое в (2.4)
относится к выпуклой части свободной энергии, расщепление ψ можно представить в виде

ψc =
1

2
|∇𝑐|2 + 𝐹c, ψe = 𝐹e, 𝐹c + 𝐹e = 𝐹.

Таким образом, построение расщепления энергии сводится к построению расщепления ее «разделяющей» ча-
сти 𝐹 так, чтобы выполнялось

𝐹 = 𝐹c + 𝐹e, 𝐹 ′′
c > 0, −𝐹 ′′

e > 0. (3.4)

Выражение для химического потенциала в этом случае принимает вид

µ = µc + µe, µc = −ε2∆𝑐 + 𝐹 ′
c , µe = 𝐹 ′

e ,

а полудискретную схему (3.3) можно записать так:

1

𝑀

𝑐𝑛+1 − 𝑐𝑛

τ
= −ε2∆2𝑐 + ∆𝐹 ′

c(𝑐𝑛+1) + ∆𝐹 ′
e(𝑐𝑛). (3.5)

Расщепление вида (3.4) может быть построено разными способами. Один из них основан непосредственно
на представлении разделяющей части 𝐹 свободной энергии в виде двух слагаемых, удовлетворяющих соответ-
ствующим свойствам (градиентная часть свободной энергии (см. (2.5)) всегда относится к выпуклой части ψ
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свободной энергии). Другой способ заключается в том, что выбирается некоторая регуляризующая функция𝐹r,
так что

𝐹c = 𝐹 + 𝐹r, 𝐹e = 𝐹 − 𝐹r.

Содержательно оба способа совпадают, однако технически, имея ввиду возможные обобщения, их удобнее раз-
личать.

Рассмотрим конкретное выражение для 𝐹 , определяемое в настоящей работе в соответствии с (2.5). Для
него справедливо

𝐹 (𝑐) = 𝑐2(1 − 𝑐2), 𝐹 ′(𝑐) = 2𝑐(2𝑐2 − 3𝑐 + 1), 𝐹 ′′(𝑐) = 2(6𝑐2 − 6𝑐 + 1).

Корнями уравнения 𝐹 ′′(𝑐) = 0 являются 𝑐1,2 =
(︀
3 ±

√
3
)︀
/6, и, таким образом, 𝐹 ′′(𝑐) < 0 при

(︀
3 −

√
3
)︀
/6 <

< 𝑐 <
(︀
3 +

√
3
)︀
/6; 𝐹 ′′(𝑐) > 0 при 𝑐 6

(︀
3 −

√
3
)︀
/6 и 𝑐 >

(︀
3 +

√
3
)︀
/6. Минимальное значение 𝐹 ′′(𝑐) достигается

в точке 𝑐 = 1/2 и равняется −1. Максимальное значение 𝐹 ′′(𝑐) достигается при 𝑐 = 0 и 𝑐 = 1 и равняется 2.
Таким образом, чтобы обеспечить выпуклость 𝐹c и −𝐹e, достаточно положить

𝐹c = 𝐹 (𝑐) +
1

2
𝑐2, 𝐹e = −1

2
𝑐2.

В этом случае приходим к схеме нелинейно–стабилизированного расщепления (НЛСР или non-linearly stabilized
splitting, NLSS) вида:

1

𝑀

𝑐𝑛+1
𝑖 − 𝑐𝑛𝑖

τ
= ∆ℎµ

𝑛+1, µ
𝑛+1
𝑖 =

[︀
𝐹 ′(𝑐𝑛+1

𝑖 ) + 𝑐𝑛+1
𝑖

]︀
− 𝑐𝑛𝑖 − ε

2∆ℎ𝑐
𝑛+1
𝑖 . (3.6)

Ее также можно записать в виде

1

𝑀τ
(𝑐𝑛+1

𝑖 − 𝑐𝑛𝑖 ) =
(︀
∆ℎ − ε

2∆2
ℎ

)︀
𝑐𝑛+1
𝑖 + ∆ℎ𝐹

′(𝑐𝑛+1
𝑖 ) − ∆𝑐𝑛𝑖 .

Схема имеет первый порядок аппроксимации по времени, второй — по пространству, является неявной, нели-
нейной, энергетически устойчива при произвольных шагах по времени.

Если же положить
𝐹c = 𝑐2, 𝐹e = −𝑐2 + 𝐹 (𝑐),

то приходим к схеме линейно–стабилизированного расщепления (ЛСР или linearly stabilized splitting, LSS), которая
имеет вид

1

𝑀

𝑐𝑛+1
𝑖 − 𝑐𝑛𝑖

τ
= ∆ℎµ

𝑛+1
𝑖 , µ

𝑛+1
𝑖 = 2𝑐𝑛+1

𝑖 + [𝐹 ′(𝑐𝑛𝑖 ) − 2𝑐𝑛𝑖 ] − ε
2∆ℎ𝑐

𝑛+1
𝑖 .

Для дальнейшего использования ее удобно записать в виде

1

𝑀τ
(𝑐𝑛+1

𝑖 − 𝑐𝑛𝑖 ) =
(︀
2∆ℎ − ε

2∆2
ℎ

)︀
𝑐𝑛+1
𝑖 + ∆ℎ𝐹

′(𝑐𝑛𝑖 ) − 2∆𝑐𝑛𝑖 .

Схема имеет первый порядок аппроксимации по времени, второй — по пространству, является неявной, энер-
гетически устойчива при произвольных шагах по времени при правильно выбранных параметрах расщепления
(в общем случае, зависящих от решения задачи, см. [40]). В отличии от нелинейно-стабилизированной схе-
мы (3.6) она является линейной относительно неизвестных на верхнем временном слое. Отметим, что в рабо-
те [13] анализируется целое трехпараметрическое семейство схем указанного вида.

Свойства приведенных выше схем в компактном виде приведены в табл. 1.
В полностью дискретном случае градиентная устойчивость схемы предполагает аппроксимацию функцио-

нала свободной энергии (2.4). В настоящей работе она согласована с используемой аппроксимацией уравнения
и имеет вид

ψℎ(c) = ℎ

𝑁∑︁
𝑖=1

𝐹 ′(𝑐𝑖) +
1

2
ε
2ℎ

𝑁∑︁
𝑖=1

(𝑐𝑖+1 − 𝑐𝑖)
2

ℎ2
. (3.7)

Пусть далее матрица A размерности 𝑁 × 𝑁 соответствует указанной выше аппроксимации −∆ℎ операто-
ра −∆ с учетом однородных граничных условий Неймана (3.1). Дискретизация по пространству сводит исход-
ную начально–краевую задачу (2.1)–(2.3) к задаче Коши

1

𝑀
c′ = −A

(︀
𝐹 ′(c) + ε

2Ac
)︀
, c(0) = c0, (3.8)
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где компоненты вектор–функции c(𝑡) : R → R𝑁 — это значения искомого решения на пространственной сет-
ке, а вектор c0 содержит значения на сетке заданной функции 𝑐0(𝑥).

Пусть c𝑛 — вектор решения длины 𝑁 на временном слое 𝑛. Тогда приведенные выше схемы могут быть
компактно записаны следующим образом:

• явная (explicit Euler):

c𝑛+1 − c𝑛

τ
= −A

(︀
𝐹 ′(c𝑛) + ε

2Ac𝑛
)︀

; (3.9)

• неявная (implicit Euler):

c𝑛+1 − c𝑛

τ
= −A

(︀
𝐹 ′(c𝑛+1) + ε

2Ac𝑛+1
)︀

; (3.10)

• Кранка–Николсон (КН):

c𝑛+1 − c𝑛

τ
= −1

2
A

(︀
𝐹 ′(c𝑛+1) + ε

2Ac𝑛+1 + 𝐹 ′(c𝑛) + ε
2Ac𝑛

)︀
; (3.11)

• полунеявная:

c𝑛+1 − c𝑛

τ
= −A

(︀
𝐹 ′(c𝑛) + ε

2Ac𝑛+1
)︀

; (3.12)

• линейно-стабилизированное расщепление (ЛСР):

c𝑛+1 − c𝑛

τ
= −A

(︀
𝐹 ′(c𝑛) − 2c𝑛 + 2c𝑛+1 + ε

2Ac𝑛+1
)︀

; (3.13)

• нелинейно-стабилизированное расщепление (НЛСР):

c𝑛+1 − c𝑛

τ
= −A

(︀
𝐹 ′(c𝑛+1) + c𝑛+1 − c𝑛 + ε

2Ac𝑛+1
)︀
. (3.14)

Описанные выше схемы имеют различную вычислительную сложность. Неявные нелинейные схемы (пол-
ностью неявная схема, схема типа Кранка-Николсон, нелинейно-стабилизированная схема) требуют решения
на каждом временном слое системы нелинейных алгебраических уравнений, например, методом Ньютона; в
свою очередь, на каждой ньютоновской итерации необходимо решить систему линейных алгебраических урав-
нений. Неявные, но линейные схемы (полунеявная схема, линейно-стабилизированная схема) требуют реше-
ния только одной системы линейных алгебраических уравнений для определения решения на каждом времен-
ном слое. Наконец, явные схемы не требуют ни того, ни другого и имеют минимальную «стоимость» расчета
решения на шаг по времени. Вместе с тем, неявные схемы, как правило, позволяют использовать существенно
большие шаги по времени, чем явные. С другой стороны, решение системы линейных алгебраических урав-
нений в методе Ньютона, или независимо, является сложной и вычислительно затратной процедурой в том
случае, если рассматриваются постановки с высокими сеточными размерностями. Это связано с тем, что ите-
рационные методы решения систем линейных алгебраических уравнений, обеспечивающие высокую скорость
сходимости итераций, обычно не допускают эффективную параллельную реализацию, особенно с использова-
нием гибридных вычислительных систем с графическими ускорителями. Одновременно с этим, простые мето-
ды типа метода простой итерации или последовательной верхней релаксации, допускают эффективную парал-
лельную реализацию, но сходятся слишком медленно для практического применения.

Целью настоящей работы является разработка эффективного вычислительного алгоритма, с одной сторо-
ны — градиентно-устойчивого и допускающего существенно большие временные шаги, чем чисто явная схе-
ма, а с другой — допускающего эффективную вычислительную реализацию в том числе с применением высо-
копроизводительных вычислительных систем с графическими ускорителями. Основной идеей алгоритма яв-
ляется использование линейно-стабилизированной схемы Эйра и использование модифицированной схемы
локальных итераций ЛИМ для решения уравнений на временном слое. При этом расщепление Эйра позволя-
ет использовать большие шаги по времени при сохранении градиентной устойчивости, а применение ЛИМ —
обеспечивает вычислительную эффективность.
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3.3. ЛИМ, модифицированная схема локальных итераций

Схему ЛИМ можно рассматривать как специальную явную схему, где используется многочлен Чебы-
шёва такого порядка 𝑝, чтобы схема была устойчива для выбранного шага по времени τ и обладала свой-
ством монотонности (неотрицательности решения). Сформулируем схему ЛИМ на основе схемы линейно–
стабилизированного расщепления ЛСР (3.13), которую запишем в виде

c𝑛+1 =
[︁
I + τ̂︀A]︁−1 ̂︀f𝑛, ̂︀A = A(2I + ε

2A), ̂︀f𝑛 = c𝑛 + τA(2c𝑛 − 𝐹 ′(c𝑛)), (3.15)

где I— единичная матрица 𝑁 × 𝑁 . Подчеркнем, что обратная матрица здесь, разумеется, не вычисляется, а
решается линейная система. В схеме ЛИМ обратная матрицы заменяется специально выбранным матричным
многочленом Чебышёва. Пусть λ∞ — оценка наибольшего собственного значения ̂︀A (на практике можно по-
ложить λ∞ = ‖̂︀A‖1 = max𝑗

∑︀
𝑖 |̂︀𝑎𝑖𝑗 |). Определим порядок 𝑝 многочлена Чебышёва, для которого будет выпол-

няться устойчивость, так:

𝑝 =
⌈︁
π

4

√︀
τλ∞ + 1

⌉︁
, (3.16)

где, для 𝑥 ∈ R, ⌈𝑥⌉ обозначает наименьшее целое число, большее или равное𝑥. Вычислим корни β𝑚 многочлена
Чебышёва степени 𝑝,

{β𝑚, 𝑚 = 1, . . . , 𝑝} =

{︂
cosπ

2𝑖− 1

2𝑝
, 𝑖 = 1, . . . , 𝑝

}︂
,

и упорядочим их в порядке, гарантирующем устойчивость, и так, что корень β1 = cos(π/2𝑝) является первым
по порядку. Положим 𝑧1 = β1 и определим параметры чебышёвских итераций

𝑎𝑚 =
λ∞

1 + 𝑧1
(𝑧1 − β𝑚), 𝑚 = 1, . . . , 𝑝.

Обозначим y(0) = c𝑛 и получим решение c𝑛+1 схемы ЛИМ на следующем слое, выполняя 2𝑝 − 1 итераций
Чебышёва следующим образом:

y(𝑚) =
1

1 + τ𝑎𝑚

(︁
c𝑛 + τ𝑎𝑚y(𝑚−1) + τ(̂︀f𝑛 − ̂︀Ay(𝑚−1))

)︁
, 𝑚 = 1, . . . , 𝑝,

y(𝑝+𝑚−1) =
1

1 + τ𝑎𝑚

(︁
c𝑛 + τ𝑎𝑚y(𝑚−1) + τ(̂︀f𝑛 − ̂︀Ay(𝑚−1))

)︁
, 𝑚 = 2, . . . , 𝑝,

c𝑛+1 = y(2𝑝−1).

(3.17)

Заметим, что 𝑎1 = 0 и, как нетрудно увидеть, решение y(1) на первой итерации совпадает с решением на сле-
дующем шаге по времени явной схемы, сами же чебышёвские итерации начинаются с вычисления y(2). Если
в (3.17) ограничиться первой группой итераций, где вычисляются y(1), . . . , y(𝑝), то, положив c𝑛+1 = y(𝑝), по-
лучим обычную, немодифицированную схему локальных итераций (схему ЛИ). Как отмечалось выше, в этой,
обычной, схеме ЛИ гарантируется устойчивость (при решении параболических задач), но свойство монотон-
ности решения не гарантируется. Как видим, в схеме ЛИМ (3.17) при выполнении второй группы итераций, где
вычисляются y(𝑝+1), . . . , y(2𝑝−1), чебышёвские итерации повторяются (с теми же параметрами 𝑎𝑚), но первый
итерационный шаг с 𝑎1 = 0 (дающий явную схему) не делается. Можно показать (см. [58]), что формулы (3.17)
представляются в операторном виде

c𝑛+1 = (I− F2
𝑝)

[︁
I + τ̂︀A]︁−1 ̂︀f𝑛, (3.18)

где ̂︀A и ̂︀f𝑛 определены в (3.15), а F𝑝 — оператор многочлена Чебышёва,

F𝑝 =

𝑚=1∏︁
𝑚=𝑝

(︂
I− 1

1 + τ𝑎𝑚
(I + τ̂︀A)

)︂
.

Если в формуле (3.18) заменить F2
𝑝 на F𝑝, то получаем операторное представление обычной схемы ЛИ. Таким

образом, как видим, в схеме ЛИМ вместо многочлена Чебышёва (как в обычной схеме ЛИ), используется квад-
рат этого многочлена, что и приводит к монотонности схемы.
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Поскольку рассматриваемая схема ЛИМ (3.17) получена нами на основе линейно–стабилизированного рас-
щепления (3.13), будем называть ее схемой ЛИМ-ЛСР. Чтобы отследить эффект применения расщепления Эй-
ра в этой схеме, в представленные ниже численные тесты включим еще одну модификацию схемы ЛИМ, по-
лучаемую из линеаризации чисто неявной схемы (3.10). Проведем такую линеаризацию, аппроксимируя нели-
нейный неявный член в (3.10) следующим образом:

𝐹 ′(c𝑛+1) ≈ 𝐹 ′(c𝑛) + 𝐽𝑛(c𝑛+1 − c𝑛), (3.19)

где 𝐽𝑛 — матрица Якоби отображения 𝐹 ′, вычисленная в c𝑛. Подставка приближения (3.19) в (3.10) приводит к
линеаризованной неявной (ЛН) схеме

c𝑛+1 =
[︁
I + τ̃︀A𝑛

]︁−1 ̃︀f𝑛, ̃︀A = A(𝐽𝑛 + ε
2A), ̃︀f𝑛 = c𝑛 + τA(𝐽𝑛c

𝑛 − 𝐹 ′(c𝑛)), (3.20)

где, так же как и в схеме (3.15), подразумевается решение линейной системы, так что обратная матрица не вы-
числяется. Сравнивая схемы (3.15) и (3.20), можно заметить, что заменяя 𝐽𝑛 в (3.20) на 2I, получим схему (3.15).

Схема ЛИМ на основе схемы (3.20) формулируется в точности так же, как и на основе (3.15). Для этого
достаточно повторить приведенные выше выкладки, заменяя ̂︀Aи̂︀f𝑛 на, соответственно, ̃︀A𝑛 и̃︀f𝑛. Назовём такую
схему ЛИМ-ЛН (схема ЛИМ линеаризованная неявная).

Вычислительная эффективность схем ЛИМ следует из формулы числа итераций (3.16) и следующих сооб-
ражений (см. [54], [58]). Если в решаемой задаче интервал по времени, на котором требуется просчитать задачу,
увеличивается в 𝑠 раз, то так же в 𝑠 раз увеличиваются затраты при расчете явной схемой (в 𝑠 раз возрастает
требуемое число шагов во времени). Такое же увеличение затрат наблюдается и при увеличении в 𝑠 раз верхней
спектральной границы λ∞ (поскольку шаг явной схемы ограничен условием устойчивости, обычно имеюще-
го вид τ 6 2/λ∞). Напомним, что для уравнения Кана–Хилларда, вообще говоря, имеем λ∞ ∼ ℎ−4. Для схем
ЛИМ вычислительные затраты растут медленнее: увеличение временного интервала или верхней спектральной
границы λ∞ в 𝑠 раз означает увеличение затрат примерно в

√
𝑠 раз (поскольку число чебышёвских итераций

𝑝 ∼ (τλ∞)1/2, см. (3.16)). Из приведенных оценок ясно, что выигрыш по вычислительным затратам, достига-
емый схемами ЛИМ, будет расти с ростом размерности задачи 𝑁 = 1/ℎ (см. [54], [58]). Тем не менее, следует
учитывать, что на практике потенциальный выигрыш может быть ограничен другими факторами, например,
условиями точности расчета.

4. ВЫЧИСЛИТЕЛЬНЫЕ ЭКСПЕРИМЕНТЫ

4.1. Тесты на градиентную устойчивость

В представленных здесь тестах решается начально–краевая задача (2.1)–(2.3) для одномерного уравнения
Кана–Хилларда. Для дискретизации по пространству используются стандартные конечные разности второго
порядка точности на равномерной сетке, описанные в начале п. 3.1. В результате дискретизации по простран-
ству из исходной начально–краевой задачи получаем задачу Коши (3.8). Ее численное интегрирование прово-
дим схемами (3.9)–(3.14) и новыми схемами локальных итераций (3.17) на основе схем (3.13) и (3.20) (ЛИМ-
ЛСР и ЛИМ-ЛН). Значения ε будем задавать следующими двумя способами:

ε = ε4(ℎ), ε𝑚(ℎ) ≡ ℎ𝑚

2
√

2 arth(9/10)
, (4.1)

ε = ε4(1/64), (4.2)

т.е. ε задается либо в зависимости от шага пространственной сетки ℎ (способ (4.1), либо используется фикси-
рованное значение ε = ε4(1/64) с сетки 𝑁 = 64 (способ (4.2)). Заметим, что 𝑚 = 4 в формуле (4.1) определяет
характерное число ячеек пространственной сетки, на которых стационарное решение меняется от минималь-
ного до максимального значения.

В табл. 2 для тестируемых схем представлены величины максимальных шагов по времени, при которых на-
блюдается градиентная устойчивость. При этом используем сеточно–зависимые значения ε (4.1) и считаем, что
схема градиентно устойчива, если наблюдается пошаговое возрастание дискретной энергии (3.7) не более, чем
на 1%, т.е. на каждом шаге по времени 𝑛 выполняется условие

ψℎ(c𝑛+1) 6 1.01ψℎ(c𝑛). (4.3)

Градиентная устойчивость тестировалась на нескольких векторах начальных значений c0, где каждая компо-
нента вектора c0 бралась независимой одинаково распределенной случайной величиной на отрезке [0, 1], округ-
ленной с точностью до сотых. В табл. 2 также включена линеаризованная неявная схема (3.20).
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Таблица 2. Максимальные значения шагов по времени τ, при которых схемы градиентно устойчивы (т.е. выполняется усло-
вие (4.3)), для ε = ε4(ℎ)

ℎ 1/32 1/64 1/128 1/256

Явная 8.8 × 10−5 2.1 × 10−5 5.4 × 10−6 1.3 × 10−6

Неявная 5.1 × 10−3 1.3 × 10−3 3.0 × 10−4 8.1 × 10−5

КН 2.4 × 10−3 6.8 × 10−4 1.7 × 10−4 3.8 × 10−5

Полунеявная 2.2 × 10−3 5.7 × 10−4 1.9 × 10−4 4.0 × 10−5

ЛСР ∞ ∞ ∞ ∞

НЛСР ∞ ∞ ∞ ∞

ЛИМ-ЛСР ∞ ∞ ∞ ∞

ЛИМ-ЛН 9.9 × 10−3 2.8 × 10−3 5.8 × 10−4 1.2 × 10−4

ЛН 5.8 × 10−3 1.6 × 10−3 3.2 × 10−4 8.3 × 10−5

Как видим из таблицы, только схемы, основанные на расщеплении Эйра, являются безусловно градиентно
устойчивыми. В тестах схема считалась безусловно устойчивой, если устойчивость выполнялась для τ 6 500.
Далее отметим, что максимальный шаг для неявной схемы превосходит максимальный шаг явной схемы при-
мерно в одно и то же число раз (≈ 60) для всех ℎ. Сравнение схемы ЛН и неявной схемы говорит о том, что ли-
неаризация не ухудшает градиентную устойчивость неявной схемы. Схема ЛИМ-ЛСР сохраняет безусловную
градиентную устойчивость схемы ЛСР, а схема ЛИМ-ЛН — условную градиентную устойчивость схемы ЛН.
Учитывая, что одна из целей данной работы — показать возможность замены неявных схем на явные устойчи-
вые схемы типа ЛИМ, важно отметить, что обе схемы ЛИМ, как видно из табл. 2, работают успешно. При этом
увеличение шага τ как в схеме ЛИМ-ЛСР, так в ЛИМ-ЛН, разумеется, означает увеличение числа чебышёвских
итераций на шаг по времени. Заметим также, что представленные нами в табл. 2 значения близки к значениям
в табл. 1 из работы [64].

4.2. Тесты на точность и эффективность

Цель обсуждаемых здесь тестов — проверить точность и эффективность рассмотренных схем и, в частности,
выяснить, позволяют ли схемы ЛИМ получить выигрыш по вычислительным затратам по сравнению с явной
схемой. Очевидно, что поскольку затраты на шаг по времени в явной схеме минимальны, повышение эффек-
тивности другими схемами возможно только при увеличении в них шага по времени. Однако увеличение шага
по времени возможно, разумеется, лишь так, чтобы точность вычислений оставалась в допустимых пределах.
Будем оценивать точность схем в конечный момент времени 𝑡 = 𝑇 по референтному решению cref(𝑇 ), которое
на каждой пространственной сетке вычислялось явной схемой с очень маленьким шагом по времени (τ = 10−9).
При этом вектор начального значения выбираем случайным образом так же, как и в предыдущей серии тестов,
и затем используем на данной пространственной сетке для всех схем. Для каждой из схем достигнутую точность
оцениваем по относительной норме ошибки

‖c𝑛 − cref(𝑇 )‖
‖cref(𝑇 )‖

, 𝑛 = 𝑛final = 𝑇/τ, (4.4)

где ‖c‖ =
√
c𝑇 c — евклидова векторная норма.

Во всех тестах конечное время 𝑇 выбираем равным 𝑇 = 0.2. При таком 𝑇 решение уже прошло началь-
ную фазу формирования однородных областей на временах 𝑡 ≈ ε2, всем схемам требуется достаточно большое
количество шагов по времени, но решение еще далеко от стационарного состояния.

Значения верхних границ спектра λ∞ в зависимости от шага сетки ℎ и соответствующие максимальные зна-
чения шага по времени τ явной схемы, при котором явная схема устойчива, приведены в табл. 3. В таблице
максимальные значения τ определяются двумя способами:
(а) максимальный шаг τ, обеспечивающий градиентную устойчивость (невозрастание энергии (4.3)); (б) мак-
симальный шаг τ, при котором схемы ЛИМ-ЛН и ЛИМ-ЛСР работают в режиме явной схемы, т.е. в соотноше-
нии (3.16) получаем 𝑝 = 1, что означает, что нет необходимости выполнять чебышёвские итерации.
Последнее условие означает устойчивость явной схемы в операторной евклидовой норме, что видно из следу-
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Таблица 3. Верхняя граница спектра λ∞ = ‖ ̂︀𝐴‖1 схемы ЛИМ-ЛСР и максимально возможные значения шага по времени
τmax, дающие градиентную устойчивость (строка 3 таблицы) и режим явной схемы в схеме ЛИМ-ЛСР (строки 4 и 6), в
зависимости от ℎ. Как видно из таблицы, λ∞ = 𝒪(ℎ−2) для ε = ε4(ℎ), λ∞ = 𝒪(ℎ−4) для ε = ε4(1/64) и во всех случаях
τmax = 𝒪(λ−1

∞ )

ℎ 1/32 1/64 1/128 1/256 1/512

ε = ε4(ℎ)

λ∞ = ‖ ̂︀𝐴‖1 2.3 × 104 9.3 × 104 3.7 × 105 1.5 × 106 6.0 × 106

Градиентная устойчивость 8.8 × 10−5 2.1 × 10−5 5.4 × 10−6 1.3 × 10−6 3.3 × 10−7

Режим явной схемы 2.6 × 10−5 6.6 × 10−6 1.6 × 10−6 4.1 × 10−7 1.0 × 10−7

ε = ε4(1/64)

λ∞ = ‖ ̂︀𝐴‖1 1.2 × 104 9.3 × 104 1.1 × 106 1.6 × 107 2.5 × 108

Режим явной схемы 5.1 × 10−5 6.6 × 10−6 5.6 × 10−7 3.8 × 10−8 2.4 × 10−9

ющих соображений. Если в соотношении (3.16) для схемы ЛИМ-ЛН выполняется 𝑝 = 1, то

τλ∞ 6

(︂
4

π

)︂2

− 1, (4.5)

где λ∞ = ‖ ̃︀𝐴‖1, а ̃︀𝐴 определена в (3.20). Если 𝐽𝑛 = 𝜕𝐹 ′(c𝑛)/𝜕c, то, учитывая приближение 𝐹 ′(c𝑛) ≈ 𝐹 ′(0) +
𝐽𝑛(c𝑛 − 0) = 𝐽𝑛c𝑛, для решения явной схемы c𝑛+1 получаем

‖c𝑛+1‖ = ‖c𝑛 − τ𝐴(𝐹 ′(c𝑛) + ε
2𝐴c𝑛)‖ ≈ ‖(𝐼 − τ ̃︀𝐴)c𝑛‖ 6 ‖𝐼 − τ ̃︀𝐴‖ ‖c𝑛‖.

Поскольку ̃︀𝐴 — симметричная неотрицательно определенная матрица, для евклидовой операторной нормы
условие ‖𝐼 − τ ̃︀𝐴‖2 6 1 равносильно условию τ‖ ̃︀𝐴‖2 6 2, которое следует из (4.5) (заметим, что ‖ ̃︀𝐴‖2 6 ‖ ̃︀𝐴‖1 =
λ∞).

В табл. 3 зависимость верхней границы спектра λ∞ от ℎ дана для схемы ЛИМ-ЛСР, то есть λ∞ = ‖ ̂︀𝐴‖1. В
представленных здесь тестах во всех случаях значения ‖ ̂︀𝐴‖1 и ‖ ̃︀𝐴‖1 оказываются настолько близкими, что число
чебышёвских итераций в схемах ЛИМ-ЛСР и ЛИМ-ЛН практически во всех случаях одинаково. Значения в
табл. 3 приведены для обоих способов задания ε, см. (4.1), (4.2). По данным таблицы легко проверить, что при
выборе ε = ε4(ℎ) матрица ε2𝐴 не зависит от ℎ, так что, учитывая (3.15), получаем зависимость ‖ ̂︀𝐴‖1 = 𝒪(ℎ−2).
При втором способе задания ε (по формуле (4.2)) имеем ‖ ̂︀𝐴‖1 = 𝒪(ℎ−4).

Первый порядок сходимости𝒪(τ) схем ЛИМ-ЛСР, ЛСР, ЛИМ-ЛН и ЛН подтверждается графиком на фиг. 2.
Как видим из рисунка, обе схемы ЛИМ сохраняют свойства точности схем, на которых они основаны. Кроме
того отметим, что схемы расщепления Эйра ЛСР и ЛИМ-ЛСР оказываются менее точными, чем схемы ЛИМ-
ЛН и ЛН. В этих схемах градиентная устойчивость достигается за счет расщепления, приводящего к дополни-
тельной ошибке.

В табл. 4–7 для явной схемы и схем ЛСР, ЛИМ-ЛСР, ЛИМ-ЛН представлены, для различных шагов по вре-
мени τ, вычислительные затраты этих схем и достигаемая ими точность. Как видим из таблиц, точность схем
ЛСР и ЛИМ-ЛСР оказывается слишком низкой (будем считать значения ошибки (4.4) более 10−2 неприем-
лемо большими). Увеличение шага по времени по отношению к явной схеме, необходимое для компенсации
увеличенных на шаг по времени затрат, приводит к недопустимо низкой точности. Схема ЛИМ-ЛН более точ-
на и дает выигрыш по отношению к явной схеме на мелких сетках (в два раза на сетке 𝑁 = 512). То, что низ-
кая точность схем ЛСР и ЛИМ-ЛСР вызвана ошибкой расщепления Эйра, видно при переходе на схемы ЛН
и ЛИМ-ЛН (значения ошибки для схемы ЛН в таблицах не показаны, они близки к значениям ошибки для
схемы ЛИМ-ЛН, см. фиг. 2).

Графики зависимости достигаемой точности от вычислительных затрат представлены на фиг. 3. Как видим
из рисунка, ситуация для схем ЛИМ улучшается при переходе от сетки 𝑁 = 256 к 𝑁 = 512: на последней сетке
возможно снижение затрат примерно в три раза.

В представленных тестах наблюдается довольно низкая точность всех схем кроме явной, и это обусловле-
но не только расщеплением Эйра. В наших тестах вектор начального решения представлял собой негладкую
сеточную функцию, где каждая компонента вектора выбиралась случайным образом. Как обсуждалось выше
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ε = ε4(h)

10−3

10−7 10−6 10−5 τ

100

ЛИМ-ЛСР
ЛСР
ЛИМ-ЛН
ЛН
1 порядок

Фиг. 2. Сходимость (достигаемая точность в зависимости от шага по времени τ) для схем ЛИМ-ЛСР, ЛСР, ЛИМ-ЛН и ЛН
на сетке 𝑁 = 256, ε = ε4(ℎ).

Таблица 4. Число матрично–векторных умножений (матвеков) и решений линейных систем (для неявных схем ЛСР и ЛН),
достигнутая точность в зависимости от τ, ε = ε4(ℎ), сетка по пространству 𝑁 = 64

τ Схема Число матвеков / Ошибка

решений лин. систем ×103 (4.4)

5.0 × 10−5 ЛИМ-ЛСР 12 / — 5.24 × 10−2

ЛСР 4 / 4 1.18 × 10−1

ЛИМ-ЛН 12 / — 8.34 × 10−3

1.0 × 10−5 явная 20 / — 1.04 × 10−4

ЛИМ-ЛСР 60 / — 2.52 × 10−2

ЛСР 20 / 20 2.92 × 10−2

ЛИМ-ЛН 60 / — 3.96 × 10−4

1.0 × 10−6 явная 200 / — 2.27 × 10−5

ЛИМ-ЛСР 200 / — 2.27 × 10−5

ЛСР 200 / 200 2.93 × 10−3

ЛИМ-ЛН 200 / — 2.27 × 10−5

во введении, для таких решений наблюдается быстрое формирование областей однородности с характерными
временами эволюции порядка ε2. Следовательно, для правильного отслеживания этого процесса шаг по вре-
мени должен выбираться так, чтобы τ ∼ 𝒪(ε2) = 𝒪(ℎ2). Отсюда, учитывая, что ε2‖𝐴‖ ∼ ε2ℎ−2 = 𝒪(1), видим,
что на начальной фазе интегрирования по времени шаг τ не может существенно превосходить шаг явной схе-
мы. Он, в свою очередь, в данном случае определяется не условием устойчивости — а условием фактической
точности расчета.

Чтобы протестировать устойчивость и точность рассматриваемых схем интегрирования при больших шагах
по времени, проведем тесты с более гладким начальным условием. Будем задавать его интерполяцией на ис-
пользуемую сетку по пространству исходного негладкого начального решения с сетки 𝑁 = 64 (на сетке 𝑁 = 64
начальный вектор не меняется). При этом будет использоваться кусочно–кубическая эрмитова интерполяция,
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Таблица 5. Число матрично–векторных умножений (матвеков) и решений линейных систем (для неявных схем ЛСР и ЛН),
достигнутая точность в зависимости от τ, ε = ε4(ℎ), сетка по пространству 𝑁 = 128

τ Схема Число матвеков / Ошибка

решений лин. систем ×103 (4.4)

2.5 × 10−5 ЛИМ-ЛСР 40 / — 1.71 × 10−1

ЛСР 8 / 8 1.66 × 10−1

ЛИМ-ЛН 40 / — 9.06 × 10−2

5.0 × 10−6 явная 40 / — 3.37 × 10−4

ЛИМ-ЛСР 120 / — 3.60 × 10−2

ЛСР 40 / 40 1.19 × 10−2

ЛИМ-ЛН 120 / — 7.91 × 10−4

Таблица 6. Число матрично–векторных умножений (матвеков) и решений линейных систем (для неявных схем ЛСР и ЛН),
ε = ε4(ℎ), сетка по пространству 𝑁 = 256

τ Схема Число матвеков / Ошибка

решений лин. систем ×103 (4.4)

1.0 × 10−5 ЛИМ-ЛН 140 / — 8.14 × 10−2

5.0 × 10−6 ЛИМ-ЛСР 200 / — 4.49 × 10−2

ЛСР 40 / 40 8.12 × 10−2

ЛИМ-ЛН 200 / — 1.44 × 10−4

1.0 × 10−6 явная 200 / — 2.06 × 10−5

ЛИМ-ЛСР 600 / — 4.48 × 10−2

ЛСР 200 / 200 4.48 × 10−2

ЛИМ-ЛН 600 / — 1.72 × 10−5

Таблица 7. Число матрично–векторных умножений (матвеков) и решений линейных систем (для неявных схем ЛСР и ЛН),
достигнутая точность в зависимости от τ, ε = ε4(ℎ), сетка по пространству 𝑁 = 512

τ Схема Число матвеков / Ошибка

решений лин. систем ×106 (4.4)

2.0 × 10−6 ЛИМ-ЛН 0.5 / — 8.25 × 10−6

1.0 × 10−6 ЛИМ-ЛСР 1 / — 3.25 × 10−2

ЛСР 0.2 / 0.2 3.25 × 10−2

ЛИМ-ЛН 1 / — 4.61 × 10−6

2.0 × 10−7 явная 1 / — 9.57 × 10−7

ЛИМ-ЛСР 3 / — 3.25 × 10−2

ЛСР 1 / 1 3.25 × 10−2

ЛИМ-ЛН 3 / — 7.35 × 10−7
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Число матвеков
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Число матвеков
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N = 256; ε = ε4(h)
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Явная

ЛИМ-ЛСР
ЛИМ-ЛН
Явная

Фиг. 3. Зависимость достигаемой точности от числа матрично–векторных умножений (матвеков) для явной схемы и схем
ЛИМ, сетка 𝑁 = 256 (верхний график) и 𝑁 = 512 (нижний график), ε = ε4(ℎ). Увеличение τ для явной схемы невозможно
из-за ограничений устойчивости.

исключающая появление новых экстремумов и дающая непрерывно–дифференцируемую функцию (в пакете
octave такой метод интерполяции называется pchip). Кроме того, в тестах со сглаженными начальными усло-
виями будем выбирать ε вторым способом (4.2), что позволит протестировать наши схемы в ситуации, когда
норма оператора правой части растет как 𝒪(ℎ−4), см. табл. 3.

Начнем с проверки первого порядка сходимости 𝒪(τ) по графику на фиг. 4. Сравнивая его с графиком на
фиг. 2, видим, что все схемы достигают гораздо более высокой точности, однако схемы расщепления Эйра ЛСР
и ЛИМ-ЛСР по-прежнему менее точны, чем схемы ЛН и ЛИМ-ЛН. Небольшие осцилляции ошибки схемы
ЛИМ-ЛН для τ ≈ 10−6 вызваны изменением числа чебышёвских итераций на шаг по времени при данных τ.
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Фиг. 4. Сходимость (достигаемая точность в зависимости от шага по времени τ) для схем ЛИМ-ЛСР, ЛСР, ЛИМ-ЛН и ЛН
на сетке 𝑁 = 256, ε = ε4(1/64)

Таблица 8. Число матрично–векторных умножений (матвеков) и решений линейных систем (для неявных схем ЛСР и ЛН),
достигнутая точность в зависимости от τ, ε = ε4(1/64), сглаженное начальное решение c0, сетка по пространству 𝑁 = 128

τ Схема Число матвеков / Ошибка

решений лин. систем ×103 (4.4)

1.0 × 10−4 ЛИМ-ЛСР 34 / — 7.46 × 10−2

ЛСР 2 / 2 1.37 × 10−1

ЛИМ-ЛН 34 / — 6.06 × 10−3

5.0 × 10−6 ЛИМ-ЛСР 200 / — 3.42 × 10−3

ЛСР 40 / 40 5.25 × 10−3

ЛИМ-ЛН 185 / — 1.09 × 10−4

1.0 × 10−6 явная 200 / — 3.02 × 10−5

ЛИМ-ЛСР 600 / — 8.14 × 10−4

ЛСР 200 / 200 1.04 × 10−3

ЛИМ-ЛН 600 / — 1.50 × 10−5

Результаты тестов для сглаженных начальных условий и фиксированного ε = ε4(1/64) представлены в
табл. 8–10 и на фиг. 5. Как видим, теперь обе схемы ЛИМ позволяют достичь существенного выигрыша по
эффективности по сравнению с явной схемой. На сетке 𝑁 = 512 достигается выигрыш примерно в 10 раз (см.
нижний график на фиг. 5).

5. ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Представленные результаты позволяют сделать следующие выводы.

1. Предложенные схемы (3.17) локальных итераций ЛИМ-ЛСР и ЛИМ-ЛН на основе схем неявных схем
ЛСР (3.13) и ЛН (3.20) показали себя надежными в работе. Они сочетают в себе структурную простоту и па-
раллелизуемость явных схем с устойчивостью неявных схем. Теоретические оценки эффективности для схем
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Таблица 9. Число матрично–векторных умножений (матвеков) и решений линейных систем (для неявных схем ЛСР и ЛН),
достигнутая точность в зависимости от τ, ε = ε4(1/64), сглаженное начальное решение c0, сетка по пространству 𝑁 = 256

τ Схема Число матвеков / Ошибка

решений лин. систем ×106 (4.4)

1.0 × 10−5 ЛИМ-ЛСР 0.38 / — 3.76 × 10−3

ЛСР 0.02 / 0.02 9.55 × 10−3

ЛИМ-ЛН 0.38 / — 2.27 × 10−4

5.0 × 10−7 ЛИМ-ЛСР 2 / — 2.51 × 10−4

ЛСР 0.4 / 0.4 4.75 × 10−4

ЛИМ-ЛН 2 / — 1.99 × 10−7

1.0 × 10−7 явная 2 / — 2.76 × 10−6

ЛИМ-ЛСР 6 / — 6.49 × 10−5

ЛСР 2 / 2 9.49 × 10−5

ЛИМ-ЛН 6 / — 9.59 × 10−7

Таблица 10. Число матрично–векторных умножений (матвеков) и решений линейных систем (для неявных схем ЛСР и ЛН),
достигнутая точность в зависимости от τ, ε = ε4(1/64), сглаженное начальное решение c0, сетка по пространству 𝑁 = 512

τ Схема Число матвеков / Ошибка

решений лин. систем ×106 (4.4)

8.0 × 10−7 ЛИМ-ЛСР 5.75 / — 3.14 × 10−4

ЛСР 0.25 / 0.25 7.13 × 10−4

ЛИМ-ЛН 5.75 / — 3.83 × 10−6

4.0 × 10−8 ЛИМ-ЛСР 25 / — 1.65 × 10−5

ЛСР 5 / 5 3.56 × 10−5

ЛИМ-ЛН 25 / — 9.87 × 10−8

8.0 × 10−9 явная 25 / — 1.98 × 10−7

ЛИМ-ЛСР 75 / — 4.44 × 10−6

ЛСР 25 / 25 7.13 × 10−6

ЛИМ-ЛН 75 / — 5.14 × 10−8

ЛИМ подтверждаются в тестах: схемы ЛИМ дают выигрыш по эффективности до 10 раз по сравнению с явной
схемой. Выигрыш растет при сгущении сетки.

2. В рассмотренных численных тестах градиентно устойчивые схемы на основе расщепления Эйра оказы-
ваются менее точными, чем обычные линеаризованные схемы. В частности, обычная линеаризованная неяв-
ная схема ЛН (3.20) и основанная на ней схема локальных итераций ЛИМ-ЛН превосходят по точности схему
линейно–стабилизированного расщепления ЛСР (3.13) и схему локальных итераций ЛИМ-ЛСР. В этих схемах
градиентная устойчивость достигается за счет расщепления, приводящего к дополнительной ошибке.

3. В случае, если толщина диффузионной границы ε выбирается пропорционально размеру сетки, т.е.
ε = 𝒪(ℎ), шаг по времени в явной схеме ограничен как τ = 𝒪(ℎ2). Следовательно, можно ожидать, что по-
тенциал схем локальных итераций для решения уравнений Кана–Хилларда сравним с потенциалом таких схем
для параболических задач.

4. Для негладких начальных данных, например, если вектор начальных значений выбирается случайным
образом, возникают дополнительные ограничения по точности на шаг по времени τ на временах 𝑡 6 𝒪(ε2). По-
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N = 256; ε = ε4(1/64)

N = 512; ε = ε4(1/64)

10−3

10−2

10−4

10−5

10−6

10−3

10−4

10−5

10−6

10−7

106.5 107.0 107.5

Число матвеков

105.5 106.0 106.5

Число матвеков

ЛИМ-ЛСР
ЛИМ-ЛН
Явная

ЛИМ-ЛСР
ЛИМ-ЛН
Явная

Фиг. 5. Зависимость достигаемой точности от числа матрично–векторных умножений (матвеков) для явной схемы и схем
ЛИМ, сглаженное начальное решение c0, сетка 𝑁 = 256 (верхний график) и 𝑁 = 512 (нижний график), ε = ε4(1/64).
Увеличение τ для явной схемы невозможно из-за ограничений устойчивости.

скольку уменьшение шага в неявных схемах обычно означает снижение их эффективности, схемы локальных
итераций оказываются особенно привлекательными (для них снижение шага приводит к уменьшению вычис-
лительных затрат). В таких задачах разумно применение схем локальных итераций с адаптивным выбором шага
по времени (см. [65]).

Авторы благодарят В.Т. Жукова (ИПМ им. М.В. Келдыша РАН) за полезные обсуждения и консультации по
схемам локальных итераций.
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Abstract. The article proposes a new algorithm for numerical integration over time of the Cahn-Hilliard equation, based
on the combined application of the Eyre splitting method and the local iteration modified (LIM) scheme for solving a
finite-dimensional problem at each time step. The proposed method is gradient-stable and allows calculations with large
time steps and has an explicit nature of calculations. The results of numerical calculations are presented, demonstrating
the capabilities of the proposed method and its comparison with common methods of time integration of the Cahn–
Hilliard equation.
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