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стиц) сохраняется на сеточном уровне. В качестве моделируемого физического процесса рассматривается
формирование плазменных волн, возбуждаемых коротким мощным лазерным импульсом. Библ. 31. Фиг. 8.
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ВВЕДЕНИЕ

Плазма имеет решающее значение для различных приложений. Понимание сложного поведения
плазмы привело к важным достижениям в области космической физики, термоядерной энергетики
и создания мощных микроволновых излучений и крупномасштабных ускорителей частиц (см. [1]).
Однако изучение поведения плазмы с использованием традиционных экспериментальных методов
является сложной задачей из-за ее высокой динамичности, что побуждает к разработке различных
методов моделирования. Теоретическим фундаментом современного моделирования плазменных
процессов, безусловно, является уравнение Власова (см. [2]). Однако, как и большинство кинети-
ческих уравнений, оно требует не только нетривиальных алгоритмов для получения приближенного
решения, но и весьма значительных объемов вычислений для их реализации.

Для численного решения уравнения Власова, как правило, используются два основных подхода:
на основе частиц и на основе сеток. Подход на основе сеток часто называют эйлеровым. Метод частиц
в ячейке — хорошо известный способ отслеживания движения конечного числа макрочастиц (см. [3]).
Хотя такой подход эффективен в вычислительном отношении и подходит для задач большой размер-
ности, он может создавать собственный численный шум, особенно для потоков плазмы с небольши-
ми возмущениями. Поэтому в последнее время предпочтение отдается эйлерову моделированию на
основе решения кинетического уравнения непосредственно в фазовом пространстве. Хорошие обзо-
ры сеточных эйлеровых методов можно найти в работах [4]– [6].

В настоящей работе основное внимание уделяется системе Власова—Ампера. Эту систему мож-
но рассматривать как нулевой магнитный предел общей системы Власова—Максвелла. Кроме того,
она эквивалентна наиболее популярной системе Власова—Пуассона, если решение гладкое и отсут-
ствуют внешние силы. Однако в отличие от системы Власова—Пуассона здесь электрическое поле не
находится из уравнения Пуассона, а смещается во времени за счет тока, генерируемого движущими-
ся зарядами. Для решения системы Власова—Ампера известны численные алгоритмы, основанные
на различных идеях: метод “частиц в ячейке” (см. [7]), метод конечных разностей типа Мак-Кормака
(см. [8]), полулагранжев метод (см. [9]), схема конечного объема второго порядка (см. [10]), разрыв-
ный метод Галеркина (см. [11]) и пр. Следует отметить, что сейчас основным направлением в разра-
ботке подобных алгоритмов является контроль за сохранением энергии при снятии ограничений на
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устойчивость, присущих явным расчетным схемам (см. [12], [13]). Это связано с тем, что при модели-
ровании на длительных временных диапазонах паразитная энергия, создаваемая или уничтожаемая
численными методами, может накапливаться и приводить к нефизическим результатам, таким как
самонагрев или охлаждение плазмы (см. [14]). Проблема становится более заметной, если использу-
ется сетка с недостаточным разрешением или большие временные шаги.

Работа посвящена развитию эйлерова сеточного метода типа Мак-Кормака (см. [8]). Новизна
заключается в сохранении эффективности явной схемы (т.е. без использования итераций) при на-
личии устойчивости, как у неявной схемы (см. [15]). При этом погрешность полной энергии соот-
ветствует второму порядку точности алгоритма, а полный заряд (число частиц) сохраняется на се-
точном уровне. В качестве моделируемого физического процесса рассматривается динамика плаз-
менных (ленгмюровских) колебаний и волн, возбуждаемых коротким мощным лазерным импульсом
(см. [16]).

Статья имеет следующую структуру. В разд. 1 приведена простейшая кинетическая постановка
задачи Коши на основе уравнений Власова—Ампера, описывающая нерелятивистские колебания
и волны плазмы. В разд. 2 описана оригинальная неявная схема Мак-Кормака для модельного ска-
лярного уравнения переноса, а также отмечены наиболее важные вычислительные свойства этой схе-
мы. В разд. 3 построена неявная схема Мак-Кормака для системы нелинейных уравнений из первого
раздела. Наконец, в разд. 4 описаны результаты вычислительных экспериментов, иллюстрирующих
эффективность предложенного подхода. В заключении систематизированы результаты проведенных
исследований.

1. ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ

Будем считать, что одномерное движение разреженной плазмы описывается в фазовой плоскости
(𝑥, 𝑣) следующим безразмерным уравнением Власова:

𝜕𝐹

𝜕𝑡
+ 𝑣

𝜕𝐹

𝜕𝑥
− 𝐸(𝑥, 𝑡)

𝜕𝐹

𝜕𝑣
= 0, (1)

где 𝐹 = 𝐹 (𝑥, 𝑣, 𝑡) — функция распределения электронов, 𝐸 = 𝐸(𝑥, 𝑡) — напряженность электриче-
ского поля. При отсутствии внешних (заданных) полей функции 𝐸 и 𝐹 связаны соотношением

𝜕

𝜕𝑥
𝐸(𝑥, 𝑡) = 1−𝑁(𝑥, 𝑡), (2)

где функция 𝑁(𝑥, 𝑡) =

∫︁ ∞

−∞
𝐹 𝑑𝑣 имеет смысл плотности электронов. Как правило, вместо функции

электрического поля в уравнениях (1), (2) используется его потенциал, удовлетворяющий в вектор-
ном случае соотношению gradϕ = E, тогда эту систему двух уравнений называют уравнениями Вла-
сова—Пуассона. Формальной причиной для этого является преобразование уравнения (2) относи-
тельно ϕ в известное уравнение Пуассона.

В уравнении (2) символ “1” означает, что ионы неподвижны, а их плотность (безразмерная) по-
стоянна. Поэтому согласно одному из уравнений Максвелла, которое часто называют уравнением
Ампера, дополнительно имеем

𝜕𝐸

𝜕𝑡
=

∞∫︁
−∞

𝑣 𝐹 𝑑𝑣. (3)

Если для замыкания системы к уравнению (1) добавляют уравнение (3), то такую систему двух урав-
нений называют уравнениями Власова—Ампера.

Система уравнений (1)–(3) давно и хорошо известна (см., например, [17]). При моделировании
плазмы в каждом конкретном случае применяют либо подсистему (1), (2), либо — (1), (3). Учитывая
форму уравнения (1), для обозначения любой из подсистем используют термин “1D1V-система”.

Рассмотрим возбуждение ленгмюровских колебаний и волн с помощью короткого мощного ла-
зерного импульса. Согласно кинетической модели распространения лазерных импульсов в плазме
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(см. [18], [19]) вынужденное изменение электрического поля можно описать, используя градиент
квадрата модуля медленно изменяющейся комплексной амплитуды высокочастотного лазерного по-
ля (так называемой огибающей). При этом, если импульс имеет гауссово пространственное распре-
деление, формулу возмущающего электрического поля удобно задать в виде

𝐸0(𝑥) = α𝑥 exp

{︂
−2

𝑥2

ρ2*

}︂
, α =

(︂
𝑎*
ρ*

)︂2

, (4)

где параметры ρ* и 𝑎* характеризуют масштаб области локализации и максимальную величину
𝐸max = = 𝑎2

*
ρ*2

√
e
≈ 0.3𝑎2

*
ρ*

электрического поля. Здесь e = 2.71828 . . . — основание натурального ло-
гарифма. Вид функции (4) выбран из соображений, что подобное возмущение электрического поля
может возбуждаться в разреженной плазме:

ω𝑙 ≫ ω𝑝 =

(︂
4π𝑒2𝑛0

𝑚

)︂1/2

,

(𝑛0 — значение невозмущенной плотности электронов, 𝑒,𝑚 — заряд и масса электрона) лазерным
импульсом с частотой ω𝑙 при его фокусировке в линию (этого можно добиться при использовании
цилиндрической линзы, см. детали в [20]).

Формула (4) порождает однозначное возмущение равновесного значения электронной плотности
на основании уравнения (2), т.е.

𝑁0(𝑥) = 1− 𝜕

𝜕𝑥
𝐸0(𝑥). (5)

При этом параметры ρ* и 𝑎* в (4) должны обеспечивать положительность начальной электронной
плотности, т.е. выполнение условия α < 1. В свою очередь, соотношение (5) дает возможность задать
начальное значение функции распределения, необходимое для решения уравнения Власова (1),

𝐹 (𝑥, 𝑣, 𝑡 = 0) = 𝑁0(𝑥) 𝑓𝑀 (𝑣, 𝑇0), (6)

где функция

𝑓𝑀 (𝑣, 𝑇0) =
1√
2π𝑇0

exp

{︂
− 𝑣2

2𝑇0

}︂
(7)

определяет максвелловское распределение скоростей при фиксированной температуре 𝑇0.
Для рассматриваемой постановки (1)–(7) справедлива теорема существования и единственности

(см. [21]): “Если непрерывная начальная функция 𝐹 (𝑥, 𝑣, 𝑡 = 0) > 0 такова, что

∞∫︀
−∞

[︃
∞∫︀

−∞
𝐹 (𝑥, 𝑣, 𝑡 = 0) 𝑑𝑣 − 1

]︃
𝑑𝑥 = 0,

𝐹 (𝑥, 𝑣, 𝑡 = 0) < 𝐺(𝑣),
∞∫︀

−∞
𝑣2𝐺(𝑣) 𝑑𝑣 < ∞,

где𝐺(𝑣) — монотонно убывающая функция |𝑣|, то решение задачи Коши для системы (1)–(2) существует
и единственно в классе непрерывных функций 𝐸(𝑥, 𝑡), имеющих ограниченную производную 𝜕𝐸/𝜕𝑥 на всей
оси 𝑥 и обращающихся в нуль при 𝑥 → ±∞” .

Заметим, что в теореме используется по существу ограничение на параметр α (α < 1), так как
требуется обеспечить положительность начальной плотности электронов.

Ниже нас будет интересовать в полупространстве 𝑡 > 0 решение задачи Коши для уравне-
ний (1), (3) с начальными условиями (4), (6). Обратим внимание, что в постановке принципиально
отсутствует периодичность решения по пространству, т.е. рассматривается решение с конечной энер-
гией.
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2. НЕЯВНАЯ СХЕМА МАК-КОРМАКА ДЛЯ МОДЕЛЬНОЙ ЗАДАЧИ

Следуя оригинальной идее [15], напомним основные формулы неявной схемы Мак-Кормака для
простейшего уравнения переноса с постоянным коэффициентом 𝑎:

𝜕𝑢

𝜕𝑡
+ 𝑎

𝜕𝑢

𝜕𝑥
= 0, 𝑥 ∈ R,

снабженного начальным условием 𝑢(𝑥, 0) = 𝑢0(𝑥) таким, что 𝑢0(𝑥) = 0 при |𝑥| → ∞.
Определим дискретизацию независимых переменных с помощью постоянных параметров τ и ℎ

так, что
𝑡𝑛 = 𝑛 τ, 𝑛 > 0, 𝑥𝑖 = 𝑖ℎ, 𝑖 = 0,±1,±2, . . . ,

и будем обозначать зависимую переменную 𝑢(𝑥, 𝑡) в узле сетки (𝑥𝑖, 𝑡
𝑛) как 𝑢𝑛𝑖 .

Запишем неявную схему Мак-Кормака в традиционной форме “предиктор—корректор”, считая
известными величины 𝑢𝑛𝑖 :
1) предиктор с результатом 𝑢𝑝𝑖 —

Δ𝑢𝑛𝑖 = −𝑎τ

ℎ

(︀
𝑢𝑛𝑖+1 − 𝑢𝑛𝑖

)︀
,(︂

1 +
λτ

ℎ

)︂
δ𝑢𝑝𝑖 = Δ𝑢𝑛𝑖 +

λτ

ℎ
δ𝑢𝑝𝑖+1, 𝑢𝑝𝑖 = 𝑢𝑛𝑖 + δ𝑢𝑝𝑖 ,

(8)

где вычисления проводятся в сторону уменьшения индекса 𝑖 = . . . , 𝑘 + 1, 𝑘, 𝑘 − 1, . . . ;
2) корректор с результатом 𝑢𝑐𝑖 —

Δ𝑢𝑝𝑖 = −𝑎τ

ℎ

(︀
𝑢𝑝𝑖 − 𝑢𝑝𝑖−1

)︀
,(︂

1 +
λτ

ℎ

)︂
δ𝑢𝑐𝑖 = Δ𝑢𝑝𝑖 +

λτ

ℎ
δ𝑢𝑐𝑖−1, 𝑢𝑐𝑖 = 𝑢𝑛𝑖 + δ𝑢𝑐𝑖 ,

(9)

где вычисления проводятся в сторону увеличения индекса 𝑖 = . . . , 𝑘 − 1, 𝑘, 𝑘 + 1, . . . .
В формулах (8), (9) верхний индекс 𝑝 (или 𝑐) обозначает шаг предиктор (или корректор) или 𝑛 —

временной слой 𝑡𝑛, λ— постоянный параметр схемы, который будет определен ниже.
Окончательная формула, формирующая решение на следующем временном слое с номером

(𝑛+ 1), имеет вид
𝑢𝑛+1
𝑖 = (𝑢𝑝𝑖 + 𝑢𝑐𝑖 ) /2.

Отметим, что если положить λ = 0, то неявная схема трансформируется обычную явную схему
Мак-Кормака (см. [22]) с условием устойчивости ω = |𝑎|τ/ℎ 6 1 (условие Куранта) и первым диффе-
ренциальным приближением (см. [23]) вида

𝑢𝑡 + 𝑎𝑢𝑥 =
𝑎ℎ2

6

(︀
ω
2 − 1

)︀
𝑢𝑥𝑥𝑥 +𝑂(τ3 + ℎ3).

Если же выбирать λ из условия

λ >
1

2
max

{︂
|𝑎| − ℎ

τ
, 0

}︂
,

то неявная схема (при λ > 0) будет безусловно устойчивой, а в правую часть первого дифференциаль-
ного приближения добавится слагаемое (см. [24])

− τ2𝑎 λ
(︂
λ+

ℎ

τ

)︂
𝑢𝑥𝑥𝑥.

Иными словами, на гладких решениях погрешность аппроксимации неявной схемы асимптотически
не хуже, чем погрешность явной схемы. При этом замена явной схемы на неявную требует незна-
чительного увеличения вычислительной работы, а сама неявная процедура носит безытерационный
характер. Вышесказанное серьезно увеличивает привлекательность неявной схемы Мак-Кормака.
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3. НЕЯВНАЯ СХЕМА ДЛЯ УРАВНЕНИЙ ВЛАСОВА–АМПЕРА

При численном решении задачи Коши для уравнений (1), (3) с начальными условиями (4), (6)
искомые функции рассматриваются в ограниченной области

Ω = {|𝑥| 6 𝑥max, |𝑣| 6 𝑣max, 0 6 𝑡 6 𝑡max} .

Дискретизация независимых переменных проводится с помощью постоянных параметров τ, ℎ𝑥, ℎ𝑣
так, что

𝑡𝑛 = 𝑛 τ, 𝑛 > 0, 𝑥𝑖 = 𝑖ℎ𝑥 − 𝑥max, 0 6 𝑖 6 𝑀𝑥,

𝑣𝑗 =

(︂
𝑗 − 1

2

)︂
ℎ𝑣 − 𝑣max, 1 6 𝑗 6 𝑀𝑣,

где ℎ𝑥 = 2𝑥max/𝑀𝑥, ℎ𝑣 = 2𝑣max/𝑀𝑣, 𝑀𝑣 — четное. Искомую переменную 𝐹 (𝑥, 𝑣, 𝑡) в узле сетки
(𝑥𝑖, 𝑣𝑗 , 𝑡

𝑛) будем обозначать как 𝐹𝑛
𝑖,𝑗, аналогично 𝐸(𝑥, 𝑡) в узле сетки (𝑥𝑖, 𝑡

𝑛) — 𝐸𝑛
𝑖 .

Введем полезные обозначения для операторов пространственных разностей “вперед” 𝐷+ и “на-
зад” 𝐷−:

𝐷+
𝑥 𝐺𝑖,𝑗 = 𝐺𝑖+1,𝑗 −𝐺𝑖,𝑗 , 𝐷−

𝑥 𝐺𝑖,𝑗 = 𝐺𝑖,𝑗 −𝐺𝑖−1,𝑗 ,
𝐷+

𝑣 𝐺𝑖,𝑗 = 𝐺𝑖,𝑗+1 −𝐺𝑖,𝑗 , 𝐷−
𝑣 𝐺𝑖,𝑗 = 𝐺𝑖,𝑗 −𝐺𝑖,𝑗−1,

и запишем неявную схему Мак-Кормака (см. [15]) для уравнения (1) в традиционной форме предик-
тор—корректор, считая известными величины 𝐹𝑛

𝑖,𝑗 , 𝐸
𝑛+1/2
𝑖 :

1) шаг предиктор с результатом 𝐹 𝑝
𝑖,𝑗 —

Δ𝐹𝑛
𝑖,𝑗 = − τ

(︃
𝑣𝑗
ℎ𝑥

𝐷+
𝑥 𝐹

𝑛
𝑖,𝑗 −

𝐸
𝑛+1/2
𝑖

ℎ𝑣
𝐷+

𝑣 𝐹
𝑛
𝑖,𝑗

)︃
,(︂

𝐼 − λ
τ

ℎ𝑥
|𝑣𝑗 |𝐷+

𝑥

)︂(︂
𝐼 − λ

τ

ℎ𝑣

⃒⃒⃒
𝐸

𝑛+1/2
𝑖

⃒⃒⃒
𝐷+

𝑣

)︂
δ𝐹 𝑝

𝑖,𝑗 = Δ𝐹𝑛
𝑖,𝑗 ,

𝐹 𝑝
𝑖,𝑗 = 𝐹𝑛

𝑖,𝑗 + δ𝐹 𝑝
𝑖,𝑗 ,

(10)

2) шаг корректор с результатом 𝐹 𝑐
𝑖,𝑗 —

Δ𝐹 𝑝
𝑖,𝑗 = − τ

(︃
𝑣𝑗
ℎ𝑥

𝐷−
𝑥 𝐹

𝑝
𝑖,𝑗 −

𝐸
𝑛+1/2
𝑖

ℎ𝑣
𝐷−

𝑣 𝐹
𝑝
𝑖,𝑗

)︃
,(︂

𝐼 + λ
τ

ℎ𝑥
|𝑣𝑗 |𝐷−

𝑥

)︂(︂
𝐼 + λ

τ

ℎ𝑣

⃒⃒⃒
𝐸

𝑛+1/2
𝑖

⃒⃒⃒
𝐷−

𝑣

)︂
δ𝐹 𝑐

𝑖,𝑗 = Δ𝐹 𝑝
𝑖,𝑗 ,

𝐹 𝑐
𝑖,𝑗 = 𝐹𝑛

𝑖,𝑗 + δ𝐹 𝑐
𝑖,𝑗 .

(11)

В формулах (10), (11) верхний индекс 𝑝 (или 𝑐) обозначает шаг предиктор (или корректор) или 𝑛 —
временной слой 𝑡𝑛, λ— постоянный параметр схемы, который будет определен ниже.

Окончательные формулы, формирующие решение на следующем временном слое с номером
(𝑛+ 1), имеют вид

𝐹𝑛+1
𝑖,𝑗 =

[︁
𝐹 𝑝
𝑖,𝑗 + 𝐹 𝑐

𝑖,𝑗

]︁
/2. (12)

Обратим внимание, что величины 𝑥max и 𝑣max следует выбирать достаточно большими, чтобы
в процессе численного решения задачи Коши начальные возмущения не успели распространиться
до границы расчетной области. Это дает возможность использовать краевые условия первого рода
для функции 𝐹 (𝑥, 𝑣, 𝑡) и, в свою очередь, для дискретных вариаций этой функции, т.е. величин δ𝐹 𝑝

𝑖,𝑗
и δ𝐹 𝑐

𝑖,𝑗, — однородные краевые условия.
Для численного решения уравнения Ампера воспользуемся схемой второго порядка точности по

времени аналогично [8]:

𝐸𝑛+1
𝑖 − 𝐸𝑛−1

𝑖

2τ
=

𝑀𝑣∑︁
𝑗=1

𝑣𝑗𝐹
𝑛
𝑖,𝑗ℎ𝑣

⎛⎝≈
∞∫︁

−∞

𝑣 𝐹 𝑑𝑣

⎞⎠ ,

𝐸
𝑛+1/2
𝑖 =

[︀
𝐸𝑛

𝑖 + 𝐸𝑛+1
𝑖

]︀
/2.

(13)
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Заметим, что начальное условие (6) дает 𝐸𝑡(𝑥, 𝑡 = 0) = 0, что приводит к справедливости 𝐸(𝑥, 𝑡 =
= τ) = 𝐸0(𝑥) +𝑂(τ2). Поэтому для инициализации вычислений без потери точности можно поло-
жить 𝐸1

𝑖 = 𝐸0
𝑖 , 0 6 𝑖 6 𝑀𝑥.

Для вычисления приближенного значения электронной плотности 𝑁(𝑥, 𝑡) используется простей-
шая составная формула прямоугольников (см. [25]):

𝑁𝑛
𝑖 =

𝑀𝑣∑︁
𝑗=1

𝐹𝑛
𝑖,𝑗ℎ𝑣.

При этом, следуя [8], суммирование по индексу 𝑗 (аналог интегрирования по переменной 𝑣) всюду
в схеме проводится “в парах”.

Сделаем несколько замечаний о предложенной схеме. В формулах (10), (11) используются извест-
ные или предварительно вычисленные коэффициенты переноса 𝑣𝑗 и 𝐸

𝑛+1/2
𝑖 , что на каждом из эта-

пов (предиктор или корректор) приводит к необходимости решать фактически линейное уравнение
Власова. По этой причине в предыдущем разделе приведены аргументы в пользу безусловной устой-
чивости неявной схемы Мак-Кормака для модельного линейного уравнения с постоянным коэффи-
циентом переноса. При этом, с точки зрения применения теоретических конструкций типа “заморо-
женных коэффициентов” (см. [26]), разница между переменными и постоянными коэффициентами
не играет принципиального значения.

Отметим, что при использовании в работе [8] явной схемы Мак-Кормака традиционное ограни-
чение на устойчивость (типа двумерного условия Куранта) возникало именно на этапе решения та-
кого же линейного уравнения Власова, что соответствует частному случаю λ = 0 в (10), (11). Иными
словами, ослабление жесткого ограничения происходит за счет обобщения исходного алгоритма (с
явной схемы до неявной) только в части решения уравнения Власова. Уравнение Ампера решается
таким же способом, как в [8].

Для предлагаемого алгоритма совместного решения уравнений Власова—Ампера в настоящее вре-
мя отсутствует теоретическое обоснование безусловной устойчивости, поэтому пока можно говорить
только о более слабом ограничении на устойчивость для решаемой нелинейной задачи. Следует от-
метить, что при численном решении уравнений, описывающих динамику вязкого сжимаемого газа,
в исходной работе [15] также имелась в виду не безусловная устойчивость неявной схемы для нели-
нейной задачи, а только ослабление ограничений по сравнению с явной схемой.

Важный аспект построенной схемы — отсутствие вспомогательных итераций при решении нели-
нейной задачи. В первую очередь, это связано со вторым порядком точности метода, который часто
соответствует схемам типа предиктор—корректор. Хорошо известен подобный пример для численно-
го решения ОДУ, когда решение обладает достаточной гладкостью: вместо дополнительных итераций
можно использовать формулы явного пересчета (см. [26], с. 368).

4. ЧИСЛЕННЫЕ ЭКСПЕРИМЕНТЫ

Для однозначного задания начальных условий и сохранения преемственности с предыдущими
расчетами (см., например, [27], [28]) зафиксируем параметры в (6): ρ* = 0.5, α = 0.3, 𝑇0 = 1.6× 10−3

и заметим, что на больших расстояниях от прямой 𝑥 = 0 функция распределения электронов не воз-
мущается:

𝐹 (𝑥 → ±∞, 𝑣, 𝑡) = 𝑓𝑀 (𝑣, 𝑇0).

Однако в целях численного моделирования расчетную область необходимо ограничить. При гидро-
динамическом моделировании ленгмюровских колебаний холодной плазмы, независимо от времени
наблюдения за ними, вполне достаточно положить 𝑥max = 4.5ρ* (см. [27]); здесь же (в кинетике)
влияние температуры будет трансформировать колебания в волны (см. [28], [29]), пространственная
динамика которых существенно зависит от времени наблюдения за ними. Иными словами, величина
𝑥max должна быть согласована со значением 𝑡max, которое, в свою очередь, зависит от скорости рас-
пространения волны и неявно определяется температурой 𝑇0 плазмы. В данном случае плазма пред-
полагается “теплой”, т.е. приводящей к небольшой скорости распространения волны (в линейном
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случае ≈
√
3𝑇0), однако время наблюдения может быть значительным. Отметим, что исходные урав-

нения обезразмерены так, что плазменная частота ω𝑝 равна единице, поэтому характерное значение
𝑡max составляет 5—6 периодов, т.е. порядка 40 безразмерных единиц времени. В силу вышесказанно-
го, величина𝑥max бралась равной 10, т.е.𝑥max = 20ρ*. В свою очередь, ограничение расчетной области
по переменной 𝑣 задавалось как 𝑣max = 0.34, что при выбранном значении 𝑇0 позволяет использовать
однородные условия

𝐹 (𝑥, 𝑣 → ±∞, 𝑡) ≈ 0.

Обратим внимание на вибрирующий процесс распространения волн при выбранных значениях
параметров. Начальное пространственное распределение электронной плотности 𝑁0(𝑥) порождает
избыток положительного заряда в окрестности начала координат (т.е. при 𝑥 = 0). По этой причине
электроны начинают движение в направлении центра области, что примерно через полпериода по-
рождает распределение плотности с глобальным максимумом также при 𝑥 = 0. В свою очередь, сфор-
мировавшийся избыток электронов в центре области приводит к их движению в обратном направле-
нии. Если бы плазма была холодной (𝑇0 = 0), то после очередной половины периода пространствен-
ное распределение электронной плотности возвратилось бы к начальному (как при 𝑡 = 0), и в ре-
зультате наблюдалось бы 2π-периодическое по времени решение в соответствии с аналитическими
результатами [30] (подробные доказательства приведены в [31]).

Однако кинетическая модель учитывает влияние температуры плазмы (даже весьма небольшой!),
поэтому при движении частиц от прямой 𝑥 = 0 наблюдается типичный волновой эффект, т.е. пе-
ремещение энергии. При этом, как и ранее, формируется избыток положительного заряда в центре
области, приводящий к соответствующему движению электронов (подходящий образ — “прилив”).
Вслед за “приливом” опять следует полпериода “отлива” волны, т.е. переноса энергии и т.д. Хорошей
иллюстрацией к описанной динамике волны являются фиг. 1 и 2. На них в специально выбранные мо-
менты времени наблюдаются пространственные распределения плотности электронов 𝑁 , обеспечи-
вающие вибрирующее поведение волны. Например, на фиг. 1 приведены распределения плотности,
аналогичные начальному, т.е. с минимумами при 𝑥 = 0. Интервалы между выбранными моментами
времени составляют порядка трех периодов, что делает наглядным перенос энергии в моменты “от-
ливов”. В свою очередь, на фиг. 2 приведены распределения плотности с максимумами при 𝑥 = 0.
Интервалы между выбранными моментами времени также составляют порядка трех периодов, что
делает наглядным изменение формы волны в моменты “приливов”.

N

x

t

t
t

Фиг. 1. Пространственные распределения функции плотности 𝑁 в моменты времени 𝑡 = 0, 17.5, 35.9 при α = 0.3.

Отметим также, что несмотря на гладкость представленных пространственных распределений,
значения сеточных параметров невелики:

ℎ𝑥 = 2.5× 10−3, ℎ𝑣 = 8.5× 10−4, τ = 5× 10−2,
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N
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t
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t

Фиг. 2. Пространственные распределения функции плотности 𝑁 в моменты времени 𝑡 = 2.7, 14.4, 32.8 при α = 0.3.

что было обусловлено необходимостью качественной аппроксимации экспоненциально убывающих
начальных функций 𝐸0(𝑥) и 𝐹 (𝑥, 𝑣, 𝑡 = 0). Если использовать явную схему (при λ = 0), то необходи-
мое условие устойчивости (см. [8]) для взятых параметров

τ 6
1

𝑣max/ℎ𝑥 + 𝐸max/ℎ𝑣

приводит к ограничению τ 6 5 × 10−3. При этом попытка увеличить в 2 раза шаг по времени в яв-
ной схеме сразу приводит к разрушению решения из-за неустойчивости по отношению к ошибкам
округлений. Приведенные же иллюстрации получены с помощью неявной схемы (при λ = 1), ко-
гда значение шага по времени τ в 10 раз превышало ограничение для явной схемы, поэтому важно
учитывать законы сохранения.

На фиг. 3 приведена динамика относительной погрешности полной энергии, вычисляемой по
формуле

Totalen(𝑡) =
1

2

⎛⎝ 𝑣max∫︁
−𝑣max

𝑥max∫︁
−𝑥max

𝑣2𝐹 𝑑𝑣 𝑑𝑥+

𝑥max∫︁
−𝑥max

𝐸2 𝑑𝑥

⎞⎠ .

Приближенное интегрирование по 𝑣 проводилось, как описано выше, а приближенное интегрирова-
ние по𝑥 было реализовано с помощью составной формулы трапеций (см. [25]). При уменьшении всех
сеточных параметров в 2 раза относительная погрешность полной энергии в полном соответствии
с теоретическими свойствами схемы Мак-Кормака уменьшалась в 4 раза. В свою очередь, полный
заряд плазмы (количество частиц)

Totalpart(𝑡) =

𝑣max∫︁
−𝑣max

𝑥max∫︁
−𝑥max

𝐹 𝑑𝑣 𝑑𝑥

сохраняется на сеточном уровне (точно!), поэтому соответствующие графики не приводятся.
Следует отметить, что при расчетах уравнения Власова традиционной иллюстрацией является ди-

намика максимального по области значения электрического поля, т.е. его зависимость от времени:

𝐸max(𝑡) = max
|𝑥|6𝑥max

𝐸(𝑥, 𝑡).

На фиг. 4 представлены типичные осцилляции этой величины. Так как температура плазмы доста-
точно мала, то период колебаний близок к 2π, поэтому, как в холодной плазме (см. [30]), у графика
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t

Фиг. 3. Динамика относительной погрешности полной энергии при α = 0.3.

наблюдается примерно два максимума на период. С другой стороны, даже малая температура (в рас-
четах — 𝑇0 = 1.6 × 10−3) приводит к монотонному убыванию амплитуды электрического поля, что
и наблюдается на протяжении примерно шести периодов. Затухание амплитуды связано с распро-
странением волны при сохранении полной энергии и хорошо согласуется с графиками на фиг. 1–3.

t

Фиг. 4. Динамика максимального значения электрического поля при α = 0.3.

Приведем дополнительно результаты вычислительного эксперимента при α = 0.55, т.е. пример
волны, возбуждаемой более мощным лазерным импульсом. Остальные параметры брались без изме-
нений. Цель расчетов — иллюстрация быстрой потери гладкости функции распределения𝐹 , следова-
тельно, необходимость измельчения сеточных параметров, что является весомым аргументом в поль-
зу применения неявной схемы.

Рассмотрим сначала фиг. 5, где изображены линии уровня функции распределения в начальный
момент времени. Возмущение электронной плотности 𝑁0(𝑥) заметно только в небольшой окрестно-
сти начала координат (при |𝑥| 6 1), вне которой наглядно максвелловское распределение по скоро-
стям. Напомним, что фиг. 5 соответствует состоянию “отлива” для рассматриваемой волны. Далее на
фиг. 6 приведены линии уровня функции распределения в момент времени 𝑡 = 2.5, соответствующий
первому “приливу”, т.е. когда при 𝑥 = 0 наблюдается максимум электронной плотности. Наблюдае-
мые искривления и сгущения линий уровня иллюстрируют большие градиенты решения в окрестно-
сти прямой 𝑥 = 0, что, в свою очередь, порождает сильное увеличение плотности электронов — из-
быток отрицательного заряда. Наконец, на фиг. 7 приведены линии уровня функции распределения
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в момент времени 𝑡 = 5.5, соответствующий следующему “приливу”, т.е. когда при 𝑥 = 0 опять на-
блюдается максимум электронной плотности. Легко видеть, что функция распределения имеет глад-
кость значительно худшую, чем на фиг. 5 и фиг. 6. При этом наблюдаемая картина — свойство реше-
ния, а не недостаток сеточного разрешения, так как иллюстрация полностью идентична полученной
при двухкратном измельчении всех параметров сетки. Это означает, что дальнейшее продолжение
моделирования волны при взятых параметрах практически невозможно: требуется значительное сгу-
щение сетки в подобласти |𝑥| 6 1. Иными словами, вычислительные возможности предложенной
неявной схемы здесь уже исчерпаны, т.е. для дальнейшего моделирования требуется применение су-
перкомпьютеров, параллельных алгоритмов и т.п.

F x v t

v

x

Фиг. 5. Линии уровня функции распределения электронов 𝐹 в момент времени 𝑡 = 0 при α = 0.55.

v

F x v t

x

Фиг. 6. Линии уровня функции распределения электронов 𝐹 в момент времени 𝑡 = 2.5 при α = 0.55.

Однако представляется уместным замечание о том, что вариант сα = 0.55, как и ранее рассмотрен-
ный сα = 0.3, полностью удовлетворяет приведенной в разд. 1 теореме существования. Иными слова-
ми, вычислительные проблемы — это следствие больших градиентов решения непрерывной задачи.
Отметим также, что когда вместо кинетической модели рассматривается гидродинамическая модель
холодной плазмы, значение α = 0.55 недоступно в принципе: в гидродинамике при α = 0.55 плот-
ность электронов становится сингулярной уже при 𝑡br < π (см. [30], [31]). В свою очередь, простран-
ственные распределения электронной плотности в указанные выше моменты времени 𝑡 = 0, 2.5, 5.5,
которые приведены на фиг. 8, не вызывают никаких замечаний о гладкости. Это означает, что наблю-
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x

N

t
t
t

Фиг. 7. Линии уровня функции распределения электронов 𝐹 в момент времени 𝑡 = 5.5 при α = 0.55.

дение только за моментами функции распределения 𝐹 не всегда позволяет контролировать вычис-
лительный процесс полностью.

x

N

t
t
t

Фиг. 8. Пространственные распределения функции плотности 𝑁 в моменты времени 𝑡 = 0, 2.5, 5.5 при α = 0.55.

ЗАКЛЮЧЕНИЕ

В работе для кинетической модели плазмы, базирующейся на уравнениях Власова—Ампера, по-
строена неявная схема типа Мак-Кормака. По сравнению с явной схемой она имеет более слабое
ограничение на устойчивость, но сохраняет прежнюю вычислительную эффективность, т.е. не ис-
пользует внутренние итерации. При этом погрешность полной энергии соответствует второму по-
рядку точности алгоритма, а полный заряд (число частиц) сохраняется на сеточном уровне.

В качестве моделируемого физического процесса рассматривается динамика плазменных (ленг-
мюровских) колебаний и волн, возбуждаемых коротким мощным лазерным импульсом. Показано,
что перенос энергии носит вибрирующий характер типа “приливов” и “отливов”. Также приведен
пример, не имеющий аналога в гидродинамике холодной плазмы и иллюстрирующий потерю гладко-
сти функции распределения при сохранении гладкости функции плотности электронов, т.е. момента
нулевого порядка.

Как правило, уравнение Власова используется для моделирования свойств уже сформировав-
шейся волны, имеющих пространственно-периодический характер. Поэтому определенный интерес
представляет процесс именно формирования бегущих волн, распространяющихся из области перво-
начально возмущенной плотности по причине теплового (хаотического) движения электронов.
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Результаты работы могут быть обобщены на постановки кинетических задач большей размерности
и учет дополнительных физических факторов в модели плазмы.
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Abstract. An implicit McCormack-type scheme is constructed for the kinetic plasma model based on the Vlasov-
Ampere equations. Compared to the explicit scheme, it has a weaker stability constraint, but retains the same
computational efficiency, i.e. it does not use internal iterations. In this case, the error of the total energy corresponds to
the second order of accuracy of the algorithm, and the total charge (number of particles) is stored at the grid level. The
formation of plasma waves excited by a short powerful laser pulse is considered as a simulated physical process.

Keywords: kinetic plasma model, Vlasov-Ampere equations, plasma oscillations and waves, numerical modeling,
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