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ВВЕДЕНИЕ

В настоящее время весьма остро стоит проблема интерпретации разнородной и разноточной
геофизической и геодезической информации, получаемой благодаря спутниковому зондированию.
Можно констатировать, что существующие методы обработки больших и сверхбольших массивов по-
стоянно меняющихся данных нуждаются в кардинальном совершенствовании. Как отмечалось в ра-
ботах [1–4], аппроксимационный подход к решению обратных линейных и нелинейных задач гео-
физики, геодезии и геоморфологии позволяет редуцировать практически все постановки по опреде-
лению параметров геологической среды к системам линейных (в некоторых случаях и нелинейных)
алгебраических уравнений.

При цифровой обработке сигналов критически важным становится учет дискретности получае-
мых данных. Даже спутниковые системы высокого разрешения не могут предоставить исследовате-
лям всю информацию о непрерывно меняющихся физических полях и изучаемых природных объек-
тах, равно как и об объектах антропогенного происхождения. Поэтому основные принципы теории
дискретного гравитационного и магнитного потенциалов, предложенные В. Н. Страховым в нача-
ле 1990-х годов и развитые далее в работах [1, 2], могут, на наш взгляд, применяться при решении
сложных и масштабных задач по распознаванию изображений, восстановлению источников грави-
тационного и магнитного полей и т.п. Если одновременно с теорией дискретного потенциала будет
использоваться метод линейных интегральных представлений [3–6], то такой подход позволит до-
стичь более высокой степени соответствия математической модели геофизическим реалиям.

1. ОСНОВЫ ТЕОРИИ ДИСКРЕТНОГО ПОТЕНЦИАЛА

В рамках теории дискретного гравитационного потенциала [1] вместо вектора с координатами
в декартовом пространстве 𝑅𝑛: 𝑥 = (𝑥1, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑛) ∈ 𝑅𝑛, −∞ < 𝑥𝑘 < +∞, 𝑘 = 1, . . . , 𝑛, рассмат-
ривается его сеточный аналог. Общее число сеток равно 2𝑛. Из этих сеток одна считается основной,

1)Работа выполнена в рамках госзадания ИФЗ РАН.
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и в узлах этой сетки определены значения сеточного гравитационного потенциала 𝑉𝑆

(︀
𝑥(𝑆)

)︀
, где 𝑥(𝑆)

имеет следующий вид:

𝑥(𝑆) =
(︁
𝑥
(𝑆)
1 , 𝑥

(𝑆)
2 , . . . , 𝑥(𝑆)𝑛

)︁T
, 𝑥

(𝑆)
𝑘 = 𝑝ℎ𝑘; −∞ < 𝑝 < +∞, 𝑝 = ±0,±1,±2, . . . ;

ℎ𝑘 = const, ℎ = (ℎ1, ℎ2, . . . , ℎ𝑛)
T .

“Неосновные” сетки служат для вычисления значений высших производных потенциала. Если 𝑒𝑘 —
единичный орт вдоль 𝑘-й оси, то первая производная гравитационного потенциала запишется в виде

𝜕𝑉𝑆

(︀
𝑥(𝑆)

)︀
𝜕𝑥

(𝑆)
𝑘

=
𝑉𝑆

(︀
𝑥(𝑆) + ℎ𝑘𝑒𝑘

)︀
− 𝑉𝑆

(︀
𝑥(𝑆)

)︀
ℎ𝑘

. (1)

Значения производной по 𝑘-й оси относятся к узлам 𝑥(𝑆,𝑘), 𝑘 = 1, 2, . . . , 𝑛, вспомогательной сетки:

𝑥(𝑆,𝑘) = 𝑥(𝑆) +
ℎ𝑘
2
𝑒𝑘, 𝑘 = 1, 2, . . . , 𝑛.

Вторые производные сеточного потенциала находятся из выражения

𝜕2𝑉𝑆

(︀
𝑥(𝑆)

)︀
𝜕𝑥

(𝑆)
𝑝 𝜕𝑥

(𝑆)
𝑞

=
1

ℎ𝑞

[︃
𝜕𝑉𝑆

(︀
𝑥(𝑆) + ℎ𝑝𝑒𝑝

)︀
𝜕𝑥

(𝑆)
𝑝

−
𝜕𝑉𝑆

(︀
𝑥(𝑆)

)︀
𝜕𝑥

(𝑆)
𝑝

]︃
. (2)

Значения
𝜕2𝑉𝑆(𝑥(𝑆))
𝜕𝑥

(𝑆)
𝑝 𝜕𝑥

(𝑆)
𝑞

при 𝑝 ̸= 𝑞 относятся к узлам третьей вспомогательной сетки: 𝑥(𝑆,3) = 𝑥(𝑆)+ ℎ𝑝𝑒𝑝
2 +

ℎ𝑝𝑒𝑝
2 ; если же 𝑝 = 𝑞, то разностные аналоги вторых производных вычисляются в узлах основной сети.

Аналоги операторов Лапласа и Пуассона в сеточном пространстве могут быть записаны в виде

Δ
{︀
𝑉𝑆

(︀
𝑥(𝑆)

)︀}︀
= 0;

Δ
{︀
𝑉𝑆

(︀
𝑥(𝑆)

)︀}︀
= −

𝐺𝐶𝑛𝑚𝑆

(︀
𝑥(𝑆)

)︀
𝐻𝑛−2

, 𝐻 =

(︃
𝑛∏︁

𝑘=1

ℎ𝑘

)︃ 1

𝑛

, 𝑚𝑆

(︀
𝑥(𝑆)

)︀
= 𝐻𝑛ρ

(︀
𝑥(𝑆)

)︀
.

(3)

В (3) Δ — выбранный конечно-разностный аналог оператора Лапласа, а 𝑚𝑆

(︀
𝑥(𝑆)

)︀
= 𝐻𝑛ρ

(︀
𝑥(𝑆)

)︀
—

значения сеточных масс, порождающих сеточное гравитационное поле.
В теории дискретного потенциала важнейшей методологической установкой считается формули-

ровка вариационной задачи, в которой наряду с условиями (3) рассматривается дополнительное тре-
бование: ⃒⃒⃒

Δ2

{︁
𝑉𝑆

(︁
𝑥(𝑆)

)︁}︁⃒⃒⃒2
𝐸(𝐷𝑆)

+ αΦ
(︁
𝑉𝑆

(︁
𝑥(𝑆)

)︁
, 𝑔𝑆

(︁
𝑥(𝑆)

)︁)︁
= min

𝑉𝑆(𝑥(𝑆)),𝑥(𝑆)∈Int𝐷𝑆

, (4)

где α > 0 — некоторый параметр (можно сказать, параметр регуляризации [7]); 𝐷𝑆 — заданная сеточ-
ная область;𝑥(𝑆) ∈ 𝐷𝑆;𝐸 (𝐷𝑆) — евклидова норма в сеточной области𝐷𝑆;Φ(t, z) — неотрицательный
функционал на векторах одинаковой размерности t и z, Δ2 — это аппроксимация оператора Лапла-
са на другом шаблоне, отличная от Δ = Δ1. Вариационную задачу (3), (4) можно решать одним из
методов, описанных, например, в [8]. Но в наших предыдущих работах (см. [3–6]) мы показали, что
при решении больших плохо обусловленных систем линейных алгебраических уравнений (СЛАУ)
целесообразно применять специальные методы, которые позволяют эффективно устранять влияние
помехи в правой части и матрице.

Система уравнений [3] не является, очевидно, замкнутой: она не позволяет определять сеточные
потенциалы однозначно во всем пространстве (даже в некоторой ограниченной трехмерной сеточной
области ее решение будет неединственным). Вопросы однозначной разрешимости СЛАУ имеют важ-
ное значение для адекватной реальности интерпретации геофизических данных [9–11]. Чем больше
произвол в выборе эквивалентного по внешнему полю распределения масс, тем больше неопреде-
ленность в истинности того или иного утверждения о геологическом строении среды. В отсутствие
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априорной информации об объекте, порождающем поле, вообще ничего нельзя сказать о локализа-
ции и геометрии источника сигнала.

Поэтому, прежде чем переходить к формулировке краевых задач для выделения единственного се-
точного аналога гравитационного или магнитного потенциала, необходимо рассмотреть принципи-
ально важный для дальнейшего вопрос нахождения фундаментального решения разностного аналога
оператора Лапласа.

Дискретными аналогами потенциала и фундаментального решения уравнения Лапласа служат (ср.
с формулами (3)):

𝑉𝑆

(︁
𝑥(𝑆)

)︁
= 𝐺

∑︁
ξ(𝑆)∈𝐽𝑆

𝑚𝑆

(︁
ξ
(𝑆)
)︁
Ω(𝑆)
𝑛

(︁
ξ
(𝑆) − 𝑥(𝑆)

)︁
, (5)

Δ
(︁
Ω(𝑆)
𝑛

(︁
𝑥(𝑆)

)︁)︁
= − 𝐶𝑛

𝐻𝑛−2
𝑒
(︁
𝑥(𝑆)

)︁
, (6)

𝑒
(︁
𝑥(𝑆)

)︁
=

{︃
1, 𝑥(𝑆) = 0,

0,
⃒⃒
𝑥(𝑆)

⃒⃒
> 0.

(7)

В (5) есть совокупность векторов координат ξ(𝑆) тех узлов сетки, в которых имеются ненулевые се-
точные массы ; иначе говоря, 𝐽𝑆 есть сеточный носитель источников поля. Функция Ω

(𝑆)
𝑛

(︀
𝑥(𝑆)

)︀
есть

сеточный аналог фундаментального решенияΩ𝑛(𝑥) уравнения Лапласа в континуальной теории,Δ —

выбранный, как и в (3), конечно-разностный аналог оператора Лапласа. Ясно, что Ω
(𝑆)
𝑛

(︀
𝑥(𝑆)

)︀
играет

роль сеточного фундаментального решения. Условиями (5)–(7) сеточное фундаментальное решение
уравнения Лапласа ни в одной из размерностей однозначно не определяется. В [1] В. Н. Страхов вы-
двинул гипотезу о том, что имеет место единственность решения задачи по определению сеточного
фундаментального решения в 𝑅3, близкого по евклидовой норме к потенциалу призмы, заданной
в области |𝑟| 6 ℎ

2 , 𝑟 = (𝑥, 𝑦, 𝑧)𝑇 , |𝑟| ≡
√︀

𝑥2 + 𝑦2 + 𝑧2.
Заметим, что уравнениям (6), (7) удовлетворяет, например, следующая сеточная функция трех пе-

ременных:

Ω
(0)
3

(︁
𝑥(𝑆)

)︁
=

1

6
·
{︂(︁

𝑥
(𝑆)
1

)︁2
+
(︁
𝑥
(𝑆)
2

)︁2
+
(︁
𝑥
(𝑆)
3

)︁2}︂
+𝐴𝑥

(𝑆)
1 +𝐵𝑥

(𝑆)
2 + 𝐶𝑥

(𝑆)
3 +𝐷,

где 𝐴, 𝐵, 𝐶, 𝐷 — произвольные вещественные постоянные. Вместо линейной функции сеточных пе-
ременных можно взять любой гармонический полином, который удовлетворяет сеточному аналогу

уравнения Лапласа (к примеру, 2
(︁
𝑥
(𝑆)
1

)︁2
+ 2

(︁
𝑥
(𝑆)
2

)︁2
− 4

(︁
𝑥
(𝑆)
3

)︁2
). Таким образом, об однозначной

разрешимости задачи по определению сеточного фундаментального уравнения Лапласа речь может
идти только при наложении дополнительных ограничений на функцию Ω

(𝑆)
3

(︀
𝑥(𝑆)

)︀
. Далее, сеточное

фундаментальное решение мы будем искать в некоторой ограниченной области сеточного трехмер-
ного пространства. В качестве такой области может выступать как прямоугольный параллелепипед
(в случае декартовой системы координат), так и шар (если рассматривать сеточные аналоги уравне-
ний Лапласа и Пуассона в сферической системе координат).

2. СЕТОЧНОЕ ФУНДАМЕНТАЛЬНОЕ РЕШЕНИЕ УРАВНЕНИЯ ЛАПЛАСА В ДЕКАРТОВОЙ
СИСТЕМЕ КООРДИНАТ

Оператор Лапласа в (6) будем считать заданным на шаблоне “крест” [12]. Тогда для трехмерного
сеточного пространства имеем

Λ+
(︁
Ω
(𝑆)
3

(︁
𝑥(𝑆)

)︁)︁
= −4π

𝐻
𝑒𝑆

(︁
𝑥(𝑆)

)︁
;
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Λ+
(︁
Ω
(𝑆)
3

(︀
𝑥(𝑆)

)︀)︁
= −3

⎛⎝ 3∑︁
𝑝=1

𝐶𝑝

⎞⎠Ω
(𝑆)
3

(︀
𝑥(𝑆)

)︀
+
∑︀3

𝑝=1

{︁
Ω
(𝑆)
3

(︀
𝑥(𝑆) − ℎ𝑝𝑒𝑝

)︀
+Ω

(𝑆)
3

(︀
𝑥(𝑆) + ℎ𝑝𝑒𝑝

)︀}︁
,

𝐶𝑝 =
𝐻3

ℎ1ℎ2ℎ3
, 𝐻 = 3

√
ℎ1ℎ2ℎ3, 𝑥(𝑆) =

(︁
𝑥
(𝑆)
1 , 𝑥

(𝑆)
2 , 𝑥

(𝑆)
3

)︁
, 𝑥

(𝑆)
𝑝 = 𝑘ℎ𝑝,

−𝐾 6 𝑘 6 𝑘 6 +𝐾; ℎ𝑝 = const, 𝑝 = 1, 2, 3;
⃒⃒⃒
𝑥
(𝑆)
𝑝

⃒⃒⃒
6 𝑑𝑝 = 𝐾ℎ𝑝, 𝑝 = 1, 2, 3.

(8)

Как утверждается в [1], введение условия lim
|𝑥(𝑆)|→∞

⃒⃒⃒
Ω
(𝑆)
𝑛

(︀
𝑥(𝑆)

)︀⃒⃒⃒
= 0 при 𝑛 > 3 не снимает неедин-

ственности. В самом деле, соображения симметрии показывают, что имеют место равенства

Ω
(𝑆)
2

(︀
𝑥(𝑆)

)︀
= Ω

(𝑆)
3

(︁
𝑥
(𝑆)
1 , 𝑥

(𝑆)
2 , 𝑥

(𝑆)
3

)︁
= Ω

(𝑆)
3

(︁⃒⃒⃒
𝑥
(𝑆)
1

⃒⃒⃒
,
⃒⃒⃒
𝑥
(𝑆)
2

⃒⃒⃒
,
⃒⃒⃒
𝑥
(𝑆)
3

⃒⃒⃒)︁
= Ω

(𝑆)
3

(︁⃒⃒⃒
𝑥
(𝑆)
𝑖1

⃒⃒⃒
,
⃒⃒⃒
𝑥
(𝑆)
𝑖2

⃒⃒⃒
,
⃒⃒⃒
𝑥
(𝑆)
𝑖3

⃒⃒⃒)︁
,

(𝑖1, 𝑖2, 𝑖3) ∈ 𝑆3,

где 𝑆3 — группа перестановок трех индексов. Следовательно, достаточно найти значения Ω
(𝑆)
3

(︀
𝑥(𝑆)

)︀
в области 𝑆3

+++ =
{︁
𝑥(𝑆) : 𝑥

(𝑆)
1 > 0, 𝑥

(𝑆)
2 > 0, 𝑥

(𝑆)
3 > 0, 𝑥

(𝑆)
1 6 𝑥

(𝑆)
2 6 𝑥

(𝑆)
3

}︁
, т.е. в части первого коор-

динатного октанта.

При определении значений сеточного фундаментального решения в узлах области 𝑆3
+++ можно

поставить условие минимальности отклонения сеточного решения от его континуального аналога:

𝐹
[︁
Ω
(𝑆)
3

(︁
𝑥(𝑆)

)︁]︁
=

∑︁
𝑥(𝑆)∈𝑆3

+++

(︃
Ω
(𝑆)
3

(︀
𝑥(𝑆)

)︀
− Ω3,𝑐

(︀
𝑥(𝑆)

)︀
Ω3,𝑐

(︀
𝑥(𝑆)

)︀ )︃
= min, (9)

где Ω3,𝑐

(︀
𝑥(𝑆)

)︀
— значения континуального фундаментального решения уравнения Лапласа в точках

сеточной области.

Таким образом, одним из вариантов “устранения” неопределенности при нахождении сеточного
фундаментального решения уравнения Лапласа является минимизация функционала (9) при усло-
виях (8); такого рода вариационные постановки исследовались нами неоднократно при применении
метода линейных интегральных представлений к решению обратных линейных задач геофизики [3–
6].

В настоящей работе мы попытаемся заменить трехмерное сеточное пространство (т.е. неограни-

ченное множество точек 𝑥(𝑆) =
(︁
𝑥
(𝑆)
1 , 𝑥

(𝑆)
2 , . . . , 𝑥

(𝑆)
𝑛

)︁𝑇
, 𝑥(𝑆)𝑘 = 𝑝ℎ𝑘; −∞ < 𝑝 < +∞, 𝑝 = ±0,±1,±2, . . .;

ℎ𝑘 = const, ансамблем, или семейством, расширяющихся компактов, представляющих собой прямо-

угольные параллелепипеды
⃒⃒⃒
𝑥
(𝑆)
𝑝

⃒⃒⃒
6 𝑑𝑝 = 𝐾𝑛ℎ𝑝, 𝑝 = 1, 2, 3; здесь 𝑑𝑝, 𝐾𝑛 и ℎ𝑝, 𝑝 = 1, 2, 3, — некоторые

положительные константы, причем 𝐾𝑛 → ∞ при 𝑛 → ∞.

Рассмотрим уравнения Лапласа и Пуассона в некотором прямоугольном параллелепипеде. Для
того чтобы корректно поставить задачу по определению Ω

(︀
𝑥(𝑆)

)︀
в указанном параллелепипеде нуж-

но задать граничные условия. Будем считать, что на гранях параллелепипеда 𝐾𝑛𝑞
с номером 𝑛𝑞, при-

надлежащего описанному выше семейству расширяющихся компактов, значения фундаментального
решения равны нулю (континуальным аналогом дискретной постановки такого рода является задача
Дирихле для уравнения Пуассона):

Ω
(︁
𝑥(𝑆)

)︁
= 0. (10)

Решение задачи (8)–(10) приводит к необходимости применения метода прогонки. В указанном
методе матрицы систем линейных алгебраических уравнений имеют трехдиагональный или блочно-
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трехдиагональный вид (если постановка рассматривается в трехмерном сеточном пространстве):

𝐴𝑁𝑁 =

⎡⎣𝐴11 𝐵12 . . . 0
𝐵21 . . . . . .
0 . . . 𝐴𝑁𝑁

⎤⎦ , 𝐴𝑘𝑘 =

⎡⎣𝑎 𝑏 . . . 0
𝑏 . . . 0
0 . . . 𝑎

⎤⎦ , Y𝑘 =

⎛⎜⎜⎜⎝
y
(𝑘)
1

y
(𝑘)
2
. . .

y
(𝑘)
𝑁2

⎞⎟⎟⎟⎠ ,

𝑎 = 2 (1 + α1 + α2) , α1 =
ℎ23
ℎ21

; α2 =
ℎ23
ℎ22

; 𝑏 = −α1;

𝑐 = −α2; y
(𝑘)
𝑗 =

(︁
𝑦
(𝑘)
1,𝑗 , 𝑦

(𝑘)
2,𝑗 , . . . , 𝑦

(𝑘)
𝑁1,𝑗

)︁𝑇
, 1 6 𝑘 6 𝑁3 − 1;

𝐵12 = 𝐵21, 𝐵𝑖𝑗 =

⎡⎣𝑐 0 . . . 0
0 . . . 0
0 . . . 𝑐

⎤⎦ , 𝑗 = 𝑖± 1; 𝑖 = 1, . . . , 𝑁1 − 1, 𝑗 = 1, . . . , 𝑁2 − 1.

(11)

Необходимо сделать важное замечание: соотношение (8) — это конечно-разностный аналог урав-
нения Пуассона, заданный в неограниченной сеточной области, фактически во всем сеточном про-
странстве. Для однозначной разрешимости такого рода уравнений необходимо задать граничные
условия, причем в тех точках, где это возможно сделать. Поэтому нужно определиться со свойствами
сеточных областей, в которых мы в дальнейшем будем рассматривать краевые задачи для конечно-
разностных аналогов уравнений Лапласа и Пуассона. Введем следующие обозначения:

ω3 = (𝑖ℎ1, 𝑗ℎ2, 𝑘ℎ3) , 1 6 𝑖 6 𝑁1 − 1, 1 6 𝑗 6 𝑁2 − 1, 𝑖 6 𝑘 6 𝑁3 − 1;

ω = (𝑖ℎ1, 𝑗ℎ2) , 1 6 𝑖 6 𝑁1 − 1, 1 6 𝑗 6 𝑁2 − 1;

γ3 = (0, 𝑗ℎ2, 𝑘ℎ3) ∪ (𝑁1, 𝑗ℎ2, 𝑘ℎ3) ∪ (𝑗ℎ1, 0, 𝑘ℎ3) ∪ (𝑗ℎ1, 𝑁2, 𝑘ℎ3) ∪ (𝑗ℎ1, 𝑗ℎ2, 0) ∪ (𝑖ℎ1, 𝑗ℎ2, 𝑁3) ,

1 6 𝑖 6 𝑁1 − 1, 1 6 𝑗 6 𝑁2 − 1, 1 6 𝑘 6 𝑁3 − 1;

γ = (0, 𝑗ℎ2) ∪ (𝑁1, 𝑗ℎ2) ∪ (𝑗ℎ1, 0) ∪ (𝑗ℎ1, 𝑁2) , 𝑖 6 𝑖 6 𝑁1 − 1, 1 6 𝑗 6 𝑁2 − 1.

(12)

Таким образом, мы задали равномерные сетки в трехмерном и двумерном пространствах (ω3,ω),
а также обозначили границы соответствующих областей.

Дифференциально-разностному оператору в (6) соответствует при решении краевых задач схема
матричной прогонки [12] следующего вида:

−Y𝑘−1 +C𝑘Y𝑘 +Y𝑘+1 = F𝑘, 1 6 𝑘 6 𝑁3 − 1,
CY = (Λy1,Λy2, . . . ,Λy𝑁2−1) , Y = (y1,y2, . . . ,y𝑁2−1) ,

y𝑗 = (𝑦1,𝑗 , 𝑦2,𝑗 , . . . , 𝑦𝑁1−1,𝑗) , 1 6 𝑗 6 𝑁2 − 1,
Λy𝑗 = (Λ1𝑦1,𝑗 ,Λ1𝑦2,𝑗 , . . . ,Λ1𝑦𝑁1−1,𝑗) ,

Λ1𝑦𝑖,𝑗 = 2𝑦𝑖,𝑗 − 𝐶2
3𝑦𝑥1𝑥1;𝑖,𝑗 − 𝐶2

3𝑦𝑥2𝑥2;𝑖,𝑗 , 1 6 𝑁1 − 1; 1 6 𝑗 6 𝑁2 − 1.

(13)

В (13) через Y𝑘 обозначен блочный вектор значений сеточной функции в слое, соответствующем
значению третьей координаты 𝑥

(𝑆)
3 = 𝑘ℎ3, 1 6 𝑘 6 𝑁3 − 1. Правые части F𝑘 при изменении индекса

1 6 𝑘 6 𝑁3 − 1 — это значения сеточной функции 4π
𝐻 𝑒𝑆

(︀
𝑥(𝑆)

)︀
в соответствующих точках, констан-

та 𝐶2
3 определяется в (8) (точнее говоря, это — квадрат 𝐶3). К уравнениям (13) необходимо добавить

граничные условия с тем, чтобы возникла постановка краевой задачи. Мы рассмотрим граничные
условия I рода:

Y0 = F0, Y𝑁3
= F𝑁3

. (14)

Постановка (13), (14) — это частный случай более общей задачи: найти векторы Y𝑘, 0 6 𝑘 6 𝑁3,
удовлетворяющие следующей системе:

−A𝑘Y𝑘−1 +C𝑘Y𝑘 +B𝑘Y𝑘+1 = F𝑘, 1 6 𝑘 6 𝑁3 − 1,

𝐶0Y0 −B0Y1 = F0, 𝑘 = 0,

−AN3
Y𝑁3−1 +CN3

YN3
= F𝑁3

, 𝑘 = 𝑁3,

(15)

ЖУРНАЛ ВЫЧИСЛИТЕЛЬНОЙ МАТЕМАТИКИ И МАТЕМАТИЧЕСКОЙ ФИЗИКИ том 64 № 7 2024



1258 СТЕПАНОВА и др.

гдеA𝑘,B𝑘,C𝑘 — блочные матрицы;C𝑘 — блочная квадратная матрица𝑁2×𝑁2 каждый блок которых
имеет размер 𝑁1 × 𝑁1; A𝑘 — блочная прямоугольная матрица размера 𝑁2 − 1 × 𝑁2, блоки которой
имеют размер 𝑁1×𝑁1; B𝑘 — блочная прямоугольная матрица 𝑁2+1×𝑁2 с блоками размера 𝑁1×𝑁1;
Y𝑘 — блочный вектор размера 𝑁2 с блоками длины 𝑁1.

Формулы матричной прогонки имеют вид:

α𝑘+1 = (C𝑘 −A𝑘α𝑘−1)
−1B𝑘, 𝑘 = 1, 2, . . . , 𝑁3 − 1, α1 = C−1

0 B0;

β𝑘+1 = (C𝑘 −A𝑘α𝑘−1)
−1 (F𝑘 +A𝑘β𝑘) , 𝑘 = 1, 2, . . . , 𝑁3, β1 = C−1

0 F0;

Y𝑘 = α𝑘+1Y𝑘+1 + β𝑘+1, 𝑘 = 𝑁1 − 1, 𝑁3 − 2, . . . , 0, Y𝑁3
= β𝑁3+1,

(16)

причем алгоритм (16) корректен, если матрицы (C𝑘 −A𝑘α𝑘−1)
−1 не вырождены для 𝑘 = 1, 2, . . . , 𝑁3.

В (12) показано, что при C𝑘 = C, 𝐴𝑁3
= 𝐵0 = 0, 𝐶0 = 𝐶𝑁3

= 𝐸, 𝐶0 = 𝐶𝑁3
= 𝐸, 𝐵𝑘 = 𝐴𝑘 = 𝐸,

1 6 𝑘 6 𝑁3, а квадратная матрица C𝑘 задана в (16), условия корректности алгоритма (16)принимают
вид ⃦⃦

C−1
⃦⃦
= max

𝑙

⃒⃒
λ𝑙
(︀
C−1

)︀⃒⃒
=

1

min
𝑙

|λ𝑙C|
6 0.5. (17)

В (17) максимум и минимум берется по собственным значениям матрицы C−1 и C соответственно.
Из определения матрицы C можно получить, что при замене λ𝑙 = 2 + 𝐶2

3λ
(1)
𝑙1

+ 𝐶2
3λ

(2)
𝑙2

, 𝑙 = (𝑙1, 𝑙2),
задача по поиску собственных значений λ1 для оператора

Λ1𝑦𝑖,𝑗 = 2𝑦𝑖,𝑗 − 𝐶2
3𝑦𝑥1𝑥1;𝑖,𝑗 − 𝐶2

3𝑦𝑥2𝑥2;𝑖,𝑗 = λ𝑙𝑦𝑖,𝑗 , 1 6 𝑖 6 𝑁1 − 1; 1 6 𝑁2 6 𝑁2 − 1,

𝑦𝑘,0 = 𝑦𝑘.𝑁2
= 𝑦0,𝑗 = 𝑦𝑁1,𝑗 = 0.

(18)

сводится к следующей задаче на собственные значения (12):

Λ𝑦(𝑥) + λ𝑙𝑦(𝑥) = 0, 𝑥 = (𝑥1, 𝑥2) ∈ ω, Λ = Λ𝑥 + Λ𝑦,

𝑦(𝑥) = 0, 𝑥 = (𝑥1, 𝑥2) ∈ γ;
𝑦𝑖𝑗 = 𝑦 (𝑥1,𝑖, 𝑥2,𝑗) ; 𝑥1,𝑖 = 𝑖ℎ1, 𝑥2,𝑗 = 𝑗ℎ2;

Λ𝑥µ
(1)
𝑙1

+ λ
(1)
𝑙1
µ
(1)
𝑙1

= 0, 1 6 𝑖 6 𝑁1 − 1,

Λ𝑦µ
(2)
𝑙2

+ λ
(2)
𝑙2
µ
(2)
𝑙2

= 0, 1 6 𝑗 6 𝑁2 − 1,

µ
(1)
𝑙1

(0) = µ
(1)
𝑙1

(𝑁1) = 0 = µ
(2)
𝑙2

(0) = µ
(2)
𝑙2

(𝑁2) ,

λ
(α)
𝑙α

=
4

ℎ2α
sin2

(︂
𝑙απ

2𝑁α

)︂
=

4

ℎ2α
sin2

(︂
𝑙απℎα
2𝑑α

)︂
, 𝑙α = 1, 2, . . . , 𝑁α − 1,

µ
(1)
𝑙1

(𝑖) =

√︂
2

𝑑1
sin

(︂
𝑙1π𝑖

𝑁1

)︂
, 𝑙1 = 1, . . . , 𝑁1 = 1;

µ
(2)
𝑙2

(𝑗) =

√︂
2

𝑑2
sin

(︂
𝑙2π𝑗

𝑁2

)︂
, 𝑙2 = 1, . . . , 𝑁2 = 1;

𝑦𝑖𝑗 = µ𝑙(𝑖, 𝑗) = µ
(1)
𝑙1

(𝑖) · µ(2)𝑙2
(𝑗),

Λ𝑥𝑦𝑖𝑗 =
1

ℎ21
[𝑦𝑖+1,𝑗 − 2𝑦𝑖𝑗 + 𝑦𝑖−1,𝑗 ] , Λ𝑦𝑦𝑖𝑗 =

1

ℎ22
[𝑦𝑖,𝑗+1 − 2𝑦𝑖𝑗 + 𝑦𝑖,𝑗−1] .

(19)

Само же собственное значение равно

λ𝑙 = 2 + 𝐶2
3 ·

2∑︁
α=1

λ
(α)
𝑙α

. (20)

В (17) через 𝑦(𝑥) обозначена сеточная функция двух аргументов, определенная на двумерной сетке
𝑥 = (𝑥1, 𝑥2) ∈ ω (см. (12)). При этом в каждом слое рассматривается «своя» задача на собственные
значения конечно-разностного оператора вида (18). Из (20) становится ясно, что λ1 > 2, поэтому
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алгоритм матричной прогонки является для задачи (8)–(10) корректным, и мы можем утверждать,
что справедлива следующая

Теорема 1. Фундаментальное решение сеточного аналога уравнения Лапласа в трехмерном случае опре-
деляется условиями (8)–(10) однозначно.

Подчеркнем, что корректность алгоритма матричной прогонки означает, что решение задачи (8)–
(10) не только существует, но и единственно.

3. СЕТОЧНОЕ ФУНДАМЕНТАЛЬНОЕ РЕШЕНИЕ В СФЕРИЧЕСКОЙ СИСТЕМЕ КООРДИНАТ

Наряду с сеточными областями в трехмерном евклидовом пространстве мы будем рассматривать
их сферические аналоги:

r(𝑆) =
(︀
𝑟(𝑆),ϕ(𝑆),ϑ(𝑆)

)︀𝑇
, 𝑟

(𝑆)
𝑘 = 𝑟

(𝑆)
𝑘−1 + ℎ𝑟,𝑘; 𝑘 = 1, . . . ;

ϕ
(𝑆)
𝑚 = ϕ

(𝑆)
𝑚−1 +𝑚ℎϕ, 𝑚 = 1, . . . , 𝑁2, ℎϕ = const;

ϑ
(𝑆)
𝑙 = ϑ

(𝑆)
𝑙−1 + ℎϑ,𝑙, 𝑙 = 1, . . . , 𝑁3.

(21)

В (21) по радиусу и углу ϑ введены сетки с произвольными переменными шагами ℎ𝑟,𝑘, ℎϑ,𝑙, и ин-
дексы 𝑘 и 𝑙 принимают значения из счетного и конечного множеств соответственно (ср. со случаем
декартовой системы координат, когда значения координат сеточных масс x(𝑆)

𝑘,𝑗,𝑚 = 𝑥
(𝑆)
𝑘 , 𝑦

(𝑆)
𝑙 , 𝑧

(𝑆)
𝑚 при-

надлежат прямому произведению × × — трех экземпляров группы целых чисел ). Если сеточ-
ная область ограничена по радиусу и двум углам, будем полагать, что 𝑘 = 0, . . . , 𝑁1; 𝑙 = 0, . . . , 𝑁2; 𝑚 =
0, . . . , 𝑁3. Можно считать, что заданы три сеточные функции целочисленного аргумента ℎ1(𝑘) = ℎ𝑟,𝑘,
ℎ2(𝑚) = ℎϕ, ℎ3(𝑙) = ℎϑ,𝑙 значения которых в целых точках вещественной прямой равны шагам по со-
ответствующим координатам. Определим также средние шаги по каждой из сферических координат:

ℎ𝑖(𝑚) =

⎡⎢⎢⎢⎢⎣
1

2
ℎ𝑖(1), 𝑚 = 0,

1

2
{ℎ𝑖(𝑚+ 1) + ℎ𝑖(𝑚)} , 1 6 𝑚 6 𝑁𝑖 − 1, 𝑖 = 1, 2, 3;

1

2
ℎ𝑖 (𝑁𝑖) , 𝑚 = 𝑁𝑖,

ℎ1(𝑘) = ℎ𝑟,𝑘, ℎ2(𝑚) = ℎϕ, ℎ3(𝑙) = ℎϑ,𝑙.

(22)

В сферической системе координат оператор Лапласа имеет вид

Δ𝑟,ϕ,ϑ𝑓
(︀
𝑥(𝑖)
)︀
≡ 1

𝑟2
𝜕

𝜕𝑟

(︂
𝑟2

𝜕𝑓

𝜕𝑟

)︂
+

1

𝑟2 sinϑ

𝜕2𝑓

𝜕ϕ2
+

1

𝑟2
𝜕

𝜕ϑ

(︂
sinϑ

𝜕𝑓

𝜕ϑ

)︂
,

𝑥(𝑖) =
(︀
𝑟(𝑖),ϕ(𝑖),ϑ(𝑖)

)︀
.

(23)

Уравнению (23) соответствует в декартовых координатах следующий дифференциальный опера-
тор эллиптического типа (в общем случае):

𝐴𝑘𝑓 ≡ div (𝑘(𝑥)∇𝑓) , 𝑥 = (𝑥1, 𝑥2, 𝑥3) ∈ 𝑅3, 𝑘(𝑥) > 𝑘0 > 0. (24)

Для описания сеточного фундаментального решения в криволинейной системе координат необ-
ходимо знать, как выглядят в ней дискретные аналоги операторов Лапласа и Пуассона. Для этого
введем сеточные функции ρ(𝑖) и τ(𝑙) [12]:

ρ(𝑘) = 𝑟𝑘, 1 6 𝑘 6 𝑁1; ρ =

[︃
1

4
ℎ𝑟,1, 𝑟0 = 0,

0, 𝑟0 > 0,
(25)

τ(𝑙) = sinϑ
(𝑆)
𝑙 , 1 6 𝑙 6 𝑁2;

τ(0) =

[︃
1

4
sinℎϑ,1, ϑ0 = 0,

sinϑ0, ϑ0 > 0,
τ(𝑁2) =

[︃
1

4
sinℎϑ,𝑁2

, ϑ𝑁2
= π,

sinϑ𝑁2
, ϑ𝑁2

< π.
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Для функций ρ(𝑘), τ(𝑙)мы ниже будем использовать также обозначения ρ𝑘 = ρ(𝑘) и τ
(︁
ϑ
(𝑆)
𝑙 = τ(𝑙)

)︁
.

Конечно-разностные аналоги операторов дифференцирования по сферическим координатам за-
пишем в следующем виде:

𝜕𝑟𝑓 ≡ 𝑓 (𝑟𝑘,ϑ,ϕ)− 𝑓 (𝑟𝑘−1,ϑ,ϕ)

ℎ𝑟,𝑘
, 𝜕𝑟, 𝑓 ≡ 𝑓 (𝑟𝑘+1,ϑ,ϕ)− 𝑓 (𝑟𝑘,ϑ,ϕ)

ℎ𝑟,𝑘+1
;

𝜕
ϑ
𝑓 ≡ 𝑓 (𝑟,ϑ𝑙,ϕ)− 𝑓 (𝑟,ϑ𝑙−1,ϕ)

ℎϑ,𝑙
, 𝜕𝑟, 𝑓 ≡ 𝑓 (𝑟,ϑ𝑙+1,ϕ)− 𝑓 (𝑟,ϑ𝑙,ϕ)

ℎϑ,𝑙+1
;

𝜕ϕ𝑓 ≡ 𝑓 (𝑟,ϑ,ϕ𝑚)− 𝑓 (𝑟,ϑ,ϕ𝑚−1)

ℎϕ
, 𝜕ϕ, 𝑓 ≡ 𝑓 (𝑟,ϑ,ϕ𝑚+1)− 𝑓 (𝑟,ϑ,ϕ𝑚)

ℎϕ
.

(26)

Тогда для сеточного фундаментального решения в сферических координатах можно записать сле-
дующую систему конечно-разностных уравнений, аналогичную (8) для декартовых координат:

Δh(𝑟,ϑ,ϕ)Ω
(𝑆)
3

(︁
x
(𝑆)
𝑘,𝑙,𝑚

)︁
≡

≡ 1

ρ2𝑘

ρ
2
𝑘+1Ω

(𝑆)
3

(︁
𝑟
(𝑆)
𝑘 + ℎ𝑟,𝑘,ϕ

(𝑆)
𝑚 ,ϑ

(𝑆)
𝑙

)︁
− 2ρ2𝑘Ω

(𝑆)
3

(︁
𝑟
(𝑆)
𝑘 + ℎ𝑟,𝑘,ϕ

(𝑆)
𝑚 ,ϑ

(𝑆)
𝑙

)︁
+ ρ

2
𝑘−1Ω

(𝑆)
3

(︁
𝑟
(𝑆)
𝑘 − ℎ𝑟,𝑘−1,ϕ

(𝑆)
𝑚 ,ϑ

(𝑆)
𝑙

)︁
ℎ𝑟

+

+
1

ρ2𝑘

τ

(︁
ϑ
(𝑆)
𝑙+1

)︁
Ω

(𝑆)
3

(︁
𝑟
(𝑆)
𝑘 ,ϕ

(𝑆)
𝑚 ,ϑ

(𝑆)
𝑙 + ℎϕ,𝑙

)︁
− 2τ

(︁
ϑ
(𝑆)
𝑙

)︁
Ω

(𝑆)
3

(︁
𝑟
(𝑆)
𝑘 ,ϕ

(𝑆)
𝑚 ,ϑ

(𝑆)
𝑙

)︁
+ τ

(︁
ϑ
(𝑆)
𝑙−1

)︁
Ω

(𝑆)
3

(︁
𝑟
(𝑆)
𝑘 ,ϕ

(𝑆)
𝑚 ,ϑ

(𝑆)
𝑙 − ℎθ,𝑙−1

)︁
ℎϑ

+

+
Ω

(𝑆)
3

(︁
𝑟
(𝑆)
𝑘 ,ϕ

(𝑆)
𝑚+1,ϑ

(𝑆)
𝑙

)︁
− 2Ω

(𝑆)
3

(︁
𝑟
(𝑆)
𝑘 ,ϕ

(𝑆)
𝑚 ,ϑ

(𝑆)
𝑙

)︁
+Ω

(𝑆)
3

(︁
𝑟
(𝑆)
𝑘 ,ϕ

(𝑆)
𝑚−1,ϑ

(𝑆)
𝑙

)︁
ρ2𝑘

[︁
τ

(︁
ϑ
(𝑆)
𝑙

)︁]︁2
ℎ2
ϕ

≡
[︁
Ω

(𝑆)
3

(︁
𝑟
(𝑆)
𝑘 ,ϕ

(𝑆)
𝑚 ,ϑ

(𝑆)
𝑙

)︁]︁
𝑟𝑟

+

+
1

ρ2𝑘 · ℎ2
3(𝑙)

[︁
Ω

(𝑆)
3

(︁
𝑟
(𝑆)
𝑘 ,ϕ

(𝑆)
𝑚 ,ϑ

(𝑆)
𝑙

)︁]︁
ϑ,ϑ

+
1

ρ2𝑘

[︁
τ

(︁
ϑ
(𝑆)
𝑙

)︁]︁2
ℎ2
ϕ

[︁
Ω

(𝑆)
3

(︁
𝑟
(𝑆)
𝑘 ,ϕ

(𝑆)
𝑚 ,ϑ

(𝑆)
𝑙

)︁]︁
ϕϕ

= −4π

𝐻
𝑒𝑆

(︁
x
(𝑆)
𝑘,𝑙,𝑚

)︁
,

𝑘 = 1, . . . , 𝑁1 − 1; 𝑙 = 1, . . . , 𝑁2 − 1; 𝑚 = 1, . . . , 𝑁3 − 1; x
(𝑆)
𝑘,𝑙,𝑚 =

(︁
𝑟
(𝑆)
𝑘 ,ϕ

(𝑆)
𝑚 ,ϑ

(𝑆)
𝑙

)︁
.

(27)

В (27) через 𝑒𝑆
(︁
x
(𝑆)
𝑘,𝑙,𝑚

)︁
обозначена функция, определенная в (7); 𝐻 — это среднее геометрическое

из ℎ𝑟, ℎϕ, ℎϑ: 𝐻 = 3

√︁
ℎ𝑟ℎϕℎϑ, ℎ𝑟 = 1

𝑁1

∑︀𝑁1

𝑘=1 ℎ𝑟,𝑘; ℎϑ = 1
𝑁2

∑︀𝑁2

𝑙=1 ℎϑ,𝑙.

Заметим, что в (27) по радиусу и углу ϑ вводится равномерная сетка, но для общего случая мы приве-
дем систему конечно-разностных уравнений ниже.

Для однозначности определения сеточной функции Ω
(𝑆)
3

(︁
x
(𝑆)
(𝑙,𝑘,𝑚)

)︁
необходимо, как и при формули-

ровке сеточной краевой задачи (13), (14), указать, каким граничным условиям удовлетворяет указан-

ная функция. Будем (для простоты) полагать, что сеточная функция Ω
(𝑆)
3

(︁
x
(𝑆)
(𝑙,𝑘,𝑚)

)︁
задана в шаровом

слое:

𝐷𝑆𝑅 =
{︀
𝑥(𝑆) : ρ(0) 6

⃒⃒
𝑥(𝑆)

⃒⃒
6 𝑅, arcsin (4τ(0)) 6 ϑ 6 π− arcsin (4π (𝑁2)) , 0 6 ϕ 6 2π

}︀
,

ρ(0) =

[︃
1

4
ℎ𝑟,𝑙, 𝑟0 = 0,

0, 𝑟0 > 0,

τ(0) =

[︃
1

4
sinℎϑ,𝑙, ϑ0 = 0,

sinϑ0, ϑ0 > 0,
τ(𝑁2) =

[︃
1

4
sinℎϑ,𝑁2

, ϑ𝑁2
= π,

sinϑ𝑁2
, ϑ𝑁2

< π.

(28)

В (28) 𝑟0 и ϑ0, ϑ𝑁2−1 — некоторые константы, ℎ𝑟,1 и ℎϑ,1 — первые шаги дискретной сети по ра-

диусу и углу ϑ соответственно, ℎϑ,𝑁2−1 — последний шаг по углу ϑ. Для краткости обозначим x
(𝑆)
(𝑙,𝑘,𝑚)

через 𝑥(𝑆).
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Тогда вместе с условиями

Ω
(𝑆)
3

⃒⃒⃒
𝑥(𝑆)∈Γ(𝐷𝑆𝑅𝑛 )

= 0, 𝑛 = 1, 2, . . . , (29)

получим краевую задачу в сеточном пространстве, аналогичную (13), (14). В (29) через Γ (𝐷𝑆𝑅𝑛
) обо-

значена граница 𝑛-го шарового слоя (вместо 𝑛-го параллелепипеда в декартовом случае).
Матрица оператора Λ1 является блочной трехдиагональной, и он имеет следующий вид:

Λ1Ω
(𝑆)
3

(︀
𝑥(𝑆)

)︀
= 2Ω𝑛

(︀
𝑥(𝑆)

)︀
− ρ2𝑘

[︁
τ

(︁
ϑ
(𝑆)
𝑙

)︁]︁2
· ℎ2ϕΩ

(𝑆)
3

(︀
𝑥(𝑆)

)︀
𝑟𝑟

− ρ2𝑘

[︁
τ

(︁
ϑ
(𝑆)
𝑙

)︁]︁2
· ℎ2ϕΩ

(𝑆)
3

(︀
𝑥(𝑆)

)︀
ϑϑ

,

1 6 𝑘 6 𝑁1 − 1; 1 6 𝑙 6 𝑁2.
(30)

В (30) фактически рассматриваются значения сеточной функции в 𝑚-м слое сетки, соответству-
ющем значению угла ϕ(𝑆)

𝑚 = ϕ
(𝑆)
𝑚+1 + 𝑚ℎϕ, 𝑚 = 1, . . . , 𝑁2, ℎϕ = const, где ϕ(𝑆)

𝑚 — дискретный аналог
переменной ϕ в “континуальной” сферической системе координат (см. (21)).

Как и в рассмотренном в разд. 2 случае декартовой системы координат, для решения задачи (28)–
(30) можно применить алгоритм матричной прогонки. Матрица системы линейных алгебраических
уравнений будет блочно-трехдиагональной, элементы ее имеют вид (11), но вместо α1 = ℎ2

3

ℎ2
1
; α2 = ℎ2

3

ℎ2
2

нужно будет записать следующие выражения:

α1 = α1

(︁
𝑟
(𝑆)
𝑘 ,ϑ

(𝑆)
𝑙

)︁
= ℎ2ϕ

(︁
𝑟
(𝑆)
𝑘

)︁2
sin2

(︁
ϑ
(𝑆)
𝑙

)︁
·

⎛⎜⎝ 1

ℎ𝑟,𝑘 · ℎ𝑟,𝑘+1
+

(︁
𝑟
(𝑆)
𝑘−1

)︁2
(︁
𝑟
(𝑆)
𝑘

)︁2
· (ℎ𝑟,𝑘)2

⎞⎟⎠ ,

α2 = α2

(︁
𝑟
(𝑆)
𝑘 ,ϑ

(𝑆)
𝑙

)︁
= ℎ2ϕ

(︁
𝑟
(𝑆)
𝑘

)︁2
sin2

(︁
ϑ
(𝑆)
𝑙

)︁
·

(︃
1

ℎϑ,𝑙 · ℎϑ,𝑙+1
+

sinϑ
(𝑆)
𝑙−1

sinϑ
(𝑆)
𝑙 · (ℎϑ,𝑙)2

)︃
.

(31)

В (31) вместо функции τ

(︁
ϑ
(𝑆)
𝑙

)︁
фигурирует sinϑ

(𝑆)
𝑙 , что приводит к одним и тем же выражени-

ям для элементов СЛАУ в случае, когда ϑ0 > 0 (см. определение вспомогательных сеточных функ-
ций (25)). Алгоритм матричной прогонки применим, если выполняется условие (17). Соотноше-
ния (31) легко получаются, если вспомнить, как записываются конечно-разностные аналоги вторых
производных сеточного фундаментального решения по радиусу и углу ϑ:

Δ
(𝑆)
𝑟 Ω

(𝑆)
3

(︁
𝑟
(𝑆)
𝑘 ,ϑ

(𝑆)
𝑙 ,ϕ

(𝑆)
𝑚

)︁
≡ 1(︁

𝑟
(𝑆)
𝑘

)︁2 [︂(︁𝑟(𝑆)𝑘

)︁2 {︁
Ω
(𝑆)
3

(︁
𝑟
(𝑆)
𝑘 ,ϑ

(𝑆)
𝑙 ,ϕ

(𝑆)
𝑚

)︁}︁
𝑟

]︂
𝑟

=
Ω
(𝑆)
3

(︁
𝑟
(𝑆)
𝑘+1,ϑ

(𝑆)
𝑙 ,ϕ

(𝑆)
𝑚

)︁
ℎ𝑟,𝑘+1 · ℎ𝑟,𝑘

−

−

⎛⎜⎝ 1

ℎ𝑟,𝑘 · ℎ𝑟,𝑘+1
+

(︁
𝑟
(𝑆)
𝑘−1

)︁2
(︁
𝑟
(𝑆)
𝑘

)︁2
· (ℎ𝑟,𝑘)2

⎞⎟⎠Ω
(𝑆)
3

(︁
𝑟
(𝑆)
𝑘 ,ϑ

(𝑆)
𝑙 ,ϕ

(𝑆)
𝑚

)︁
+

(︁
𝑟
(𝑆)
𝑘−1

)︁2
· Ω(𝑆)

3

(︁
𝑟
(𝑆)
𝑘−1,ϑ

(𝑆)
𝑙 ,ϕ

(𝑆)
𝑚

)︁
(︁
𝑟
(𝑆)
𝑘

)︁2
· (ℎ𝑟,𝑘)2

;

Δ
(𝑆)
ϑ

Ω
(𝑆)
3

(︁
𝑟
(𝑆)
𝑘 ,ϑ

(𝑆)
𝑙 ,ϕ

(𝑆)
𝑚

)︁
≡ 1

sinϑ
(𝑆)
𝑙

[︁
sinϑ

(𝑆)
𝑙

{︁
Ω
(𝑆)
3

(︁
𝑟
(𝑆)
𝑘 ,ϑ

(𝑆)
𝑙 ,ϕ

(𝑆)
𝑚

)︁}︁
ϑ

]︁
ϑ

=
Ω
(𝑆)
3

(︁
𝑟
(𝑆)
𝑘 ,ϑ

(𝑆)
𝑙+1,ϕ

(𝑆)
𝑚

)︁
ℎϑ,𝑙+1 · ℎϑ,𝑙

−

−

(︃
1

ℎϑ,𝑙 · ℎϑ,𝑙+1
+

sinϑ
(𝑆)
𝑙−1

sinϑ
(𝑆)
𝑙 · (ℎϑ,𝑙)2

)︃
Ω
(𝑆)
3

(︁
𝑟
(𝑆)
𝑘 ,ϑ

(𝑆)
𝑙 ,ϕ

(𝑆)
𝑚

)︁
+

sinϑ
(𝑆)
𝑙−1 · Ω

(𝑆)
3

(︁
𝑟
(𝑆)
𝑘 ,ϑ

(𝑆)
𝑙−1,ϕ

(𝑆)
𝑚

)︁
sinϑ

(𝑆)
𝑙 · (ℎϑ,𝑙)2

.

(32)
Собственные значения оператора в Λ1 в (30) можно оценить следующим образом.
Введем в пространстве сеточных функций от сферических координат 𝑟

(𝑆)
𝑘 , ϑ(𝑆)𝑙 скалярное произ-

ведение по формуле (таким образом, значение координаты ϕ
(𝑆)
𝑚 фиксировано):

(𝑢, 𝑣) =

𝑁1∑︁
𝑘=0

𝑁2∑︁
𝑙=0

𝑢(𝑘, 𝑙,𝑚)𝑣(𝑘, 𝑙,𝑚)ℎ1(𝑘)ℎ2(𝑙). (33)
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Согласно общей теории линейных операторов [12], собственные значения матрицы оператора Λ1

определяются из соотношения Рэлея:

λ = sup
‖𝑥(𝑆)‖𝐸=1

⃦⃦
𝐴𝑥(𝑆)

⃦⃦
𝐸⃦⃦

𝑥(𝑆)
⃦⃦
𝐸

. (34)

В (34) точная верхняя грань берется по векторам сеточного пространства, имеющим евклидову
норму, равную 1. Более подробно: ⃦⃦⃦

𝑥(𝑆)
⃦⃦⃦
𝐸
=
√︁(︀

𝑥(𝑆), 𝑥(𝑆)
)︀
. (35)

В (35) через
(︀
𝑥(𝑆), 𝑦(𝑆)

)︀
обозначено скалярное произведение векторов сеточного пространства,

определенное ранее в (33). В [12] получены оценки максимального и минимального собственных
значений разностного эллиптического оператора в цилиндрических координатах.

Если для самосопряженного оператора 𝐴 имеют место неравенства [12]

𝐶1δ(𝑢, 𝑢) 6 (𝐴𝑢, 𝑢) 6 𝐶2Δ(𝑢, 𝑢), (36)

то собственные значения этого оператора лежат в диапазоне

𝐶1δ 6 λ𝐴 6 𝐶2Δ. (37)

В случае сферических координат можно сделать аналогичные выводы относительно собственных
значений указанного оператора, если ввести скалярное произведение (33) для сеточных функций, яв-
ляющихся решениями задачи Дирихле. Для того чтобы убедиться в этом, запишем соотношение (20)
следующим образом:

Λ1Ω
(𝑆)
3

(︀
𝑥(𝑆)

)︀
= 2Ω

(𝑆)
3

(︀
𝑥(𝑆)

)︀
− ρ2𝑘

[︁
τ

(︁
ϑ
(𝑆)
𝑙

)︁]︁2
· ℎ2ϕΩ

(𝑆)
3

(︀
𝑥(𝑆)

)︀
𝑟𝑟

− ρ2𝑘

[︁
τ

(︁
ϑ
(𝑆)
𝑙

)︁]︁2
· ℎ2ϕΩ

(𝑆)
3

(︀
𝑥(𝑆)

)︀
ϑϑ

=

=

(︂
2𝐸 − ρ2𝑘

[︁
τ

(︁
ϑ
(𝑆)
𝑙

)︁]︁2
· ℎ2ϕ𝐴1 − ρ2𝑘

[︁
τ

(︁
ϑ
(𝑆)
𝑙

)︁]︁2
· ℎ2ϕ𝐴2

)︂
Ω
(𝑆)
3

(︀
𝑥(𝑆)

)︀
,

1 6 𝑘 6 𝑁1 − 1; 1 6 𝑙 6 𝑁2.
(38)

Таким образом, собственные значения оператора Λ1 можно оценить, если известны собственные

значения операторов ρ2𝑘

[︁
τ

(︁
ϑ
(𝑆)
𝑙

)︁]︁2
· ℎ2ϕ𝐴1 и ρ2𝑘

[︁
τ

(︁
ϑ
(𝑆)
𝑙

)︁]︁2
· ℎ2ϕ𝐴2. Поскольку шаг по углу ϕ является

константой
(︀
ℎϕ = const

)︀
, то нам нужно исследовать свойства операторов 𝐴1 и 𝐴2, точнее говоря, их

суммы, умноженной на ρ2𝑘

[︁
τ

(︁
ϑ
(𝑆)
𝑙

)︁]︁2
. Но ρ2𝑘

[︁
τ

(︁
ϑ
(𝑆)
𝑙

)︁]︁2
· [𝐴1 +𝐴2] является самосопряженным опе-

ратором при определении скалярного произведения согласно (33).
В самом деле,

ρ2𝑘

[︁
τ

(︁
ϑ
(𝑆)
𝑙

)︁]︁2
· [𝐴1 +𝐴2] Ω

(𝑆)
3

(︀
𝑥(𝑆)

)︀
=
[︁
τ

(︁
ϑ
(𝑆)
𝑙

)︁]︁2
·
{︁
ρ2𝑘

(︁
Ω
(𝑆)
3

(︀
𝑥(𝑆)

)︀)︁
𝑟

}︁
𝑟
+

+τ
(︁
ϑ
(𝑆)
𝑙

)︁{︁
τ

(︁
ϑ
(𝑆)
𝑙

)︁
·
(︁
Ω
(𝑆)
3

(︀
𝑥(𝑆)

)︀)︁
ϑ

}︁
ϑ

.
(39)

В (39) первое слагаемое обозначим через𝐵1Ω
(𝑆)
3 , а второе слагаемое — через𝐵2Ω

(𝑆)
3 . Если скалярно

умножить 𝐵1Ω
(𝑆)
3 + 𝐵2Ω

(𝑆)
3 на некоторую сеточную функцию 𝑢

(︀
𝑥(𝑆)

)︀
, удовлетворяющую условиям

Дирихле на границе области задания Ω
(𝑆)
3 (скалярное произведение при этом определено по (33), то

мы получим (︁
𝐵1Ω

(𝑆)
3 +𝐵2Ω

(𝑆)
3 , 𝑢

)︁
=
[︁
τ

(︁
ϑ
(𝑆)
𝑙

)︁]︁2
·
{︀
ρ2𝑘

(︀
𝑢
(︀
𝑥(𝑆)

)︀)︀
𝑟

}︀
𝑟
· Ω(𝑆)+

+τ
(︁
ϑ
(𝑆)
𝑙

)︁{︁
τ

(︁
ϑ
(𝑆)
𝑙

)︁
·
(︀
𝑢
(︀
𝑥(𝑆)

)︀)︀
ϑ

}︁
ϑ
· Ω(𝑆)

3 =
(︁
Ω
(𝑆)
3 , 𝐵1𝑢+𝐵2𝑢

)︁
.

(40)

Таким образом, мы показали, что оператор𝐵1+𝐵2 является самосопряженным в евклидовом про-
странстве сеточных функций со скалярным произведением (33).
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Собственные значения 𝐵1 могут быть оценены через собственные значения одномерного опера-
тора Лапласа для задачи Дирихле на отрезке по 𝑟 от ρ(0) до 𝑅:

β1minδ1 6 λ
(𝑙1)
1 6 β1maxΔ1, 𝑙1 = 1, . . . , 𝑁1 − 1;

β1min = min
{︀
τ2 (𝑙2) , 𝑙2 = 0, . . . , 𝑁2

}︀
, β1max = max

{︀
τ2 (𝑙2) , 𝑙2 = 0, . . . , 𝑁2

}︀
;

δ1 = min

[︃
4π2(1)

ℎ21,𝑟
, max16𝑘6𝑁1−1

2

ℎ1(𝑘)
·
(︂
ρ2(𝑘)

ℎ𝑘,𝑟
+
ρ2(𝑘 + 1)

ℎ𝑘+1

)︂]︃
,

Δ1 = min

[︃
4π2(1)

ℎ21,𝑟
, max16𝑘6𝑁1−1

2

ℎ1(𝑘)
·
(︂
ρ2(𝑘)

ℎ𝑘,𝑟
+
ρ2(𝑘 + 1)

ℎ𝑘+1

)︂]︃
,

ℎ1(𝑘) =
1

2
[ℎ𝑘,𝑟 + ℎ𝑘+1,𝑟] .

(41)

В (41) мы сохранили обозначения для шагов по координате 𝑟 и функции ρ(𝑘), значения которой
в точках сетки равны радиусу, за исключением начала координат (см. (28)).

Для оценки собственных значений оператора 𝐵2 введем новую переменную

η = 0.5 ln

(︂
1− cosϑ

1 + cosϑ

)︂
. (42)

В (42) учтено, что τ
(︁
ϑ
(𝑆)
𝑙

)︁
— это sinϑ

(𝑆)
𝑙 , за исключением концов отрезка по углу ϑ (в случае, когда

0 6 ϑ 6 π или выполняется хотя бы одно из неравенств, входящих в это двойное неравенство.
По переменной η мы получим вместо 𝐵2 оператор Лапласа и краевую задачу Дирихле на отрезке:

η ∈ [β2min; β2max] ,

β2min = min

{︂
0.5 ln

(︂
1− cos(4 arcsin τ(0))

1 + cos(4 arcsin τ(0))

)︂
, 0.5 ln

(︂
1− cos (4 arcsin τ (𝑁2 − 1))

1 + cos (4 arcsin τ (𝑁2 − 1))

)︂}︂
,

β2max = max

{︂
0.5 ln

(︂
1− cos(4 arcsin τ(0))

1 + cos(4 arcsin τ(0))

)︂
, 0.5 ln

(︂
1− cos (4 arcsin τ (𝑁2 − 1))

1 + cos (4 arcsin τ (𝑁2 − 1))

)︂}︂
.

(43)

Собственные значения оператора Лапласа на указанном отрезке при условии равенства всех шагов
по координате η лежат в диапазоне:

δ2 6 λ
(𝑙2)
2 6 Δ2, λ

(𝑙2)
2 =

4̃︀ℎ22 sin2 π𝑙2
2𝑁2

, 𝑙2 = 1, . . . , 𝑁2 − 1;

δ2 =
4̃︀ℎ22 sin2 π

2𝑁2
,>

8̃︀𝑑22 , ̃︀𝑑2 = β2max − β2min,

̃︀ℎ2𝑁2 = ̃︀𝑑2; Δ2 =
4̃︀ℎ22 cos2 π

2𝑁2
6

4̃︀ℎ22 .
(44)

Окончательно, будем иметь следующие оценки для собственных значений оператора Δ1 на каж-
дом из слоев дискретной сети, соответствующем некоторому значению угла ϕ:

λ
(𝑙1,𝑙2)
Δ1

= 2 + ℎ2ϕ

(︁
λ
(𝑙1)
1 + λ

(𝑙2)
2

)︁
,

2 + ℎ2ϕ (β1minδ1 + δ2) β1minδ1 + δ2 6 λ
(𝑙1,𝑙2)
Δ1

6 2 + ℎ2ϕ (β1maxΔ1 +Δ2) ,
1 6 𝑙1 6 𝑁1 − 1; 1 6 𝑙2 6 𝑁2 − 1.

(45)

Если учесть, что вторые производные по радиусу вычисляются по формулам (32) (первое равен-
ство), то можно сделать вывод о том, что для сеточного фундаментального решения, зависящего толь-
ко от радиуса, справедлива

Теорема 2. Сферически симметричное сеточное фундаментальное решение определяется из (27)–(29)
в каждом шаровом слое 𝐷𝑆𝑅 однозначно: выполнены условия корректности метода монотонной прогонки
по радиальному направлению для задачи Дирихле.
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Снова заметим, что корректность алгоритма прогонки гарантирует также существование реше-
ния (27)–(29), зависящего только от радиуса.

Оценка (45) для собственных значений конечно-разностного оператора Δ1 в общем случае позво-
ляет утверждать, что система (27)–(29) будет однозначно разрешима и при зависимости правой части
от всех трех сферических координат, что особенно важно для приложений.

Таким образом, справедлива
Теорема 3. Система (27)–(29) может быть решена с помощью метода матричной прогонки при

любой зависимости правой части от сферических координат: для матриц C𝑘 = C, 𝐴𝑁3
= 𝐵0 = 0,

𝐶0 = 𝐶𝑁3
= 𝐸, 𝐵𝑚 = 𝐴𝑚 = 𝐸, 1 6 𝑚 6 𝑁3, в каждом слое, соответствующем ϕ(𝑆)

𝑚 , 𝑚 = 1, . . . , 𝑁3 вы-
полнены условия корректности алгоритма (17).

4. ВАРИАЦИОННАЯ ПОСТАНОВКА ПО ОПРЕДЕЛЕНИЮ СЕТОЧНОГО
ФУНДАМЕНТАЛЬНОГО РЕШЕНИЯ НА СЕМЕЙСТВЕ РАСШИРЯЮЩИХСЯ КОМПАКТОВ

Из свойств конечно-разностного аналога оператора Лапласа следует, что функционал (9) — вы-
пуклый и непрерывный. Мы видим также, что дискретный аналог оператора Лапласа (8) — линейный
оператор, действующий на пространстве сеточных функций в декартовой системе координат.

В [14] доказывается утверждение о том, что для выпуклого, замкнутого и ограниченного множе-
ства 𝐺 множество 𝐺* = {ϕ* ∈ 𝐺 : 𝐽 (ϕ*) = µ} ≠ ∅ выпукло, замкнуто и ограничено. Здесь 𝐽 (ϕ*) — вы-
пуклый и непрерывный функционал на некотором гильбертовом пространстве, ϕ* — элемент этого
пространства. В качестве гильбертова пространства мы выберем пространство сеточных функций 𝛯
со скалярным произведением, определенным по формуле:

(𝑢, 𝑣) =

𝑁1−1∑︁
𝑘=1

𝑁2−1∑︁
𝑙=1

𝑁3−1∑︁
𝑚=1

𝑢(𝑘, 𝑙,𝑚)𝑣(𝑘, 𝑙,𝑚)ℎ1ℎ2ℎ3+

+0.5

[︃
𝑁1−1∑︁
𝑘=1

𝑁2−1∑︁
𝑙=1

{𝑢(𝑘, 𝑙, 0)𝑣(𝑘, 𝑙, 0) + 𝑢(𝑘, 𝑙,𝑁3)𝑣(𝑘, 𝑙,𝑁3)}

]︃
+

+0.5

[︃
𝑁1−1∑︁
𝑘=1

𝑁3−1∑︁
𝑚=1

{𝑢(𝑘, 0,𝑚)𝑣(𝑘, 0,𝑚) + 𝑢(𝑘,𝑁2,𝑚)𝑣(𝑘,𝑁2,𝑚)}

]︃
+

+0.5

[︃
𝑁3−1∑︁
𝑚=1

𝑁2−1∑︁
𝑙=1

{𝑢(0, 𝑙,𝑚)𝑣(0, 𝑙,𝑚) + 𝑢(𝑁1, 𝑙,𝑚)𝑣(𝑁1, 𝑙,𝑚)}

]︃
.

(46)

Таким образом, сеточные функции 𝑢(𝑘, 𝑙,𝑚), 𝑣(𝑘, 𝑙,𝑚) ∈ 𝛯.
Замечание. Введенное в (46) скалярное произведение соответствует постановкам краевых задач

с условиями Дирихле.
Введем множества

𝐺𝑅 = 𝐺 ∩𝐾𝑅, 𝐹𝑅 =
{︀
𝑓 ∈ Φ, 𝑓 = Λ+

ϕ, ϕ ∈ 𝐺𝑅

}︀
,

𝐾𝑅 = {ϕ ∈ Φ : ‖ϕ‖ 6 𝑅} , 𝑆𝑅 = {ϕ ∈ Φ : ‖ϕ‖ = 𝑅} ,ϕ ∈ 𝛯. (47)

В (47) через Λ+ обозначен оператор Лапласа на шаблоне “крест” (см. (8)). Из того, что 𝐾𝑅 ⊆ 𝐾𝑅

при 𝑅 6 𝑅′ 6 𝑅′′ 6 𝑅 следует справедливость включения 𝐺𝑅 ⊆ 𝐺𝑅, 𝐹𝑅 ⊆ 𝐹𝑅.
Согласно теореме 2, доказанной в [14], при ∀𝑅 𝐹𝑅 выпукло, слабо замкнуто и ограничено. Это

значит, что при ∀𝑅 > 𝑅 существует единственный 𝑓*
𝑅 ∈ 𝐹𝑅 такой, что

‖𝑓*
𝑅 − 𝑓‖𝛯′ = inf

𝑓∈𝐹𝑅

⃦⃦
𝑓 − 𝑓

⃦⃦
𝛯′ . (48)

Через 𝛯 ′ мы обозначили сеточное пространство функций, определенных во внутренних узлах исход-
ной сетки (поскольку шаблон “крест” предполагает вычисление значений функций именно в таких
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узлах). Назовем 𝑓* и 𝑓*
𝑅 метрическими проекциями 𝑓 соответственно на множества 𝐹 и 𝐹𝑅. Очевидно,

µ = inf
ϕ∈𝐺

𝐽(ϕ) = inf
𝑓∈𝐹

⃦⃦
𝑓 − 𝑓

⃦⃦2
𝛯′ =

⃦⃦
𝑓* − 𝑓

⃦⃦2
Ξ′ ,

µ(𝑅) = inf
ϕ∈𝐺𝑅

𝐽(ϕ) = inf
𝑓∈𝐹𝑅

⃦⃦
𝑓 − 𝑓

⃦⃦2
𝛯′ =

⃦⃦
𝑓*
𝑅 − 𝑓

⃦⃦2
Ξ′ .

(49)

Поскольку 𝐽(ϕ) — непрерывный и выпуклый функционал, 𝐺𝑅 — выпукло, замкнуто и ограничено,
𝐹𝑅 — выпукло, слабо замкнуто и ограничено, 𝐺 и 𝐹 — подмножества гильбертовых пространств,
𝐺𝑅′ ⊆ 𝐺𝑅′′, 𝐹𝑅′ ⊆ 𝐹𝑅′′ при 𝑅 6 𝑅′ 6 𝑅′′ 6 𝑅, как было показано в [14], то µ(𝑅) — непрерывная функ-

ция при 𝑅 ∈
[︀
𝑅,𝑅

]︀
.

Можно показать (см. [14]), что 𝐽(ϕ) достигает своей точной нижней грани на 𝐺𝑅 в единственной
точке, такой что ‖ϕ*

𝑅‖ = 𝑅.
Через 𝑅 мы обозначили расстояние от начала координат до точки в пространстве сеточных фун-

даментальных решений. Как было уже отмечено, норма пространства 𝛯 связана со скалярным про-
изведением, введенным в (46).

Если под𝐽(ϕ)мы будем понимать функционал качества (9), отражающий близость сеточного фун-
даментального решения к классическому, континуальному, то можно утверждать, что справедлива

Теорема 4. На семействе расширяющихся компактов 𝐾𝑅𝑛
, 𝑅𝑁 → ∞, существует единственное ре-

шение задачи (8)–(9).
При построении решения задачи (8), (9) на семействе расширяющихся компактов следует исполь-

зовать регуляризирующие алгоритмы, обеспечивающие высокую точность искомого сеточного фун-
даментального решения [15].

ЗАКЛЮЧЕНИЕ

1. В статье рассмотрены условия однозначной разрешимости системы линейных алгебраических
уравнений для определения сеточного фундаментального решения в рамках теории дискретно-
го гравитационного потенциала в декартовых и сферических координатах в некоторой ограни-
ченной сеточной области. Приводятся различные варианты постановок условно-вариационных
задач по поиску сеточного фундаментального решения.

2. В работе описывается алгоритм построения сеточных фундаментальных решений на семействе
расширяющихся компактов, который позволяет находить значения дискретного потенциала
и его производных в любой точке трехмерного сеточного пространства, что важно для геофи-
зических приложений [15].

Авторы выражают глубокую благодарность А. С. Леонову за полезные замечания и внимание к ра-
боте.
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Abstract. The paper considers the problem of unambiguously determining the fundamental solution of the grid analogue
of the Laplace equation within the framework of the theory of discrete gravitational potential. The grid fundamental
solution of the finite-difference analogue of the Laplace equation plays a key role in reconstructing a continuously
distributed source of a gravitational or magnetic field from heterogeneous and unequally accurate data obtained at
points of a certain grid set.
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