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1. ВВЕДЕНИЕ

Понятие σ-коммутирования матриц является относительно новым и еще недостаточно изучен-
ным в линейной алгебре.

Матрицы 𝐾 и 𝑀 σ-коммутируют (или квази-коммутируют), если найдется такое число σ, что
𝐾𝑀 = σ𝑀𝐾 (см. [1]). В этой же работе [1] отмечается, что квази-коммутативность является важным
соотношением в квантовой физике (см. [2], [3]), а также в теории представлений аффинных алгебр
Гекке (Hecke) (см. [4]).

Задача о σ-коммутировании тёплицевой и ганкелевой матриц заключается в описании пар ненуле-
вых матриц (𝑇,𝐻) таких, что 𝑇 — тёплицева, 𝐻 — ганкелева и выполняется соотношение

𝑇𝐻 = σ𝐻𝑇. (1)

Необходимо сказать несколько слов о параметре σ. Произвольный выбор σ возможен лишь в слу-
чае, когда хотя бы одна из матриц 𝑇 или 𝐻 вырождена. Если же обе матрицы невырожденны, то σ
является одним из корней 𝑛-й степени из единицы. В настоящей работе от параметра σ мы требуем,
чтобы σ ̸= 0,±1.

Заметим, что так как след произведения двух матриц не меняется при перестановке сомножителей
и σ ̸= 1, то матрицы 𝑇𝐻 и 𝐻𝑇 имеют нулевой след.

Хотя задача о σ-коммутировании тёплицевой и ганкелевой матриц пока не имеет полного реше-
ния, в [5] были описаны некоторые частные множества требуемых пар матриц (𝑇,𝐻). Пусть 𝒫𝑛 —
𝑛× 𝑛 матрица-перестановка

1)Работа первого автора поддержана Московским центром фундаментальной и прикладной математики в ИВМ РАН (Соглашение
№ 075-15-2022-286 с Минобрнауки РФ).
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𝒫𝑛 =

⎛⎜⎜⎜⎜⎝
1

1
. . .

1
1

⎞⎟⎟⎟⎟⎠ , (2)

называемая иногда перъединичной матрицей.
Теорема 1. Ненулевые тёплицева матрица 𝑇 и ганкелева матрица 𝐻 σ-коммутируют (σ ̸= 0,±1),

если 𝑇 и 𝐻 входят хотя бы в один из описываемых ниже классов:
Класс 1′. Матрица 𝑇 является циркулянтом

𝑇 = 𝐹𝑛
*𝐷1𝐹𝑛,

а 𝐻 — ганкелевым циркулянтом
𝐻 = 𝐹𝑛

*𝐷2𝐹𝑛𝒫𝑛.

Здесь 𝐹𝑛 — (нормированная) матрица дискретного преобразования Фурье

𝐹𝑛 =
1√
𝑛

⎛⎜⎜⎜⎜⎝
1 1 1 . . . 1
1 ε ε2 . . . ε𝑛−1

1 ε2 ε4 . . . ε2(𝑛−1)

. . . . . . . . . . . . . . .

1 ε𝑛−1 ε2(𝑛−1) . . . ε(𝑛−1)2

⎞⎟⎟⎟⎟⎠ ,

ε = exp
(︀
2π𝑖
𝑛

)︀
— первообразный корень 𝑛-й степени из единицы; 𝐷1 = diag

(︁
𝑑
(1)
1 , 𝑑

(1)
2 , . . . , 𝑑

(1)
𝑛

)︁
и 𝐷2 =

= diag
(︁
𝑑
(2)
1 , 𝑑

(2)
2 , . . . , 𝑑

(2)
𝑛

)︁
— диагональные матрицы; при этом

𝑑
(2)
1 𝑑

(1)
1 = 0,

𝑑
(2)
𝑗

(︁
𝑑
(1)
𝑗 − σ𝑑

(1)
𝑛+2−𝑗

)︁
= 0, 𝑗 = 2, 3, . . . , 𝑛.

Класс 2′. Матрица 𝑇 является косым циркулянтом

𝑇 = 𝐺−1𝐹𝑛
*𝐷1𝐹𝑛𝐺

*
−1,

а 𝐻 — ганкелевым косым циркулянтом

𝐻 = 𝐺−1𝐹𝑛
*𝐷2𝐹𝑛𝐺

*
−1𝒫𝑛,

где
𝐺−1 = diag(1,ψ,ψ2, . . . ,ψ𝑛−1),

ψ = 𝑒𝑖π/𝑛 есть корень 𝑛-й степени из (−1). Диагональные матрицы 𝐷1 = diag
(︁
𝑑
(1)
1 , 𝑑

(1)
2 , . . . , 𝑑

(1)
𝑛

)︁
и 𝐷2 =

= diag
(︁
𝑑
(2)
1 , 𝑑

(2)
2 , . . . , 𝑑

(2)
𝑛

)︁
должны удовлетворять соотношениям

𝑑
(2)
1

(︁
𝑑
(1)
1 − σ𝑑

(1)
2

)︁
= 0, 𝑑

(2)
2

(︁
𝑑
(1)
2 − σ𝑑

(1)
1

)︁
= 0,

𝑑
(2)
𝑗

(︁
𝑑
(1)
𝑗 − σ𝑑

(1)
𝑛+3−𝑗

)︁
= 0, 𝑗 = 3, 4, . . . , 𝑛.

Класс 3′. Пусть 𝑛 = 2𝑟, матрицы 𝑇 и 𝐻 имеют вид

𝑇 = α1

(︂
0𝑟,𝑟 𝐼𝑟
0𝑟,𝑟 0𝑟,𝑟

)︂
, 𝐻 = β1

(︂
𝒫𝑟 0𝑟,𝑟
0𝑟,𝑟 σ𝒫𝑟

)︂
,

α1, β1 — произвольные числа.
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Класс 4′. Пусть 𝑛 = 2𝑟, матрицы 𝑇 и 𝐻 имеют вид

𝑇 = α1

(︂
0𝑟,𝑟 0𝑟,𝑟
𝐼𝑟 0𝑟,𝑟

)︂
, 𝐻 = β1

(︂
σ𝒫𝑟 0𝑟,𝑟
0𝑟,𝑟 𝒫𝑟

)︂
,

α1, β1 — произвольные числа.
Замечание 1. Классы 1 и 2 были выделены в [5] во множествах пар матриц (𝑇,𝐻), в которых 𝑇 —

тёплицев, а 𝐻 — ганкелев циркулянты или же обе матрицы суть косые циркулянты.
Данные множества получены из различных соображений. Позднее, в работе [6] авторами был

предложен унифицированный подход к получению полного набора требуемых матриц. Сущность его
состоит в сужении множества всех пар матриц (𝑇,𝐻) до множеств, объединению которых принад-
лежат все решения рассматриваемой задачи, после чего задача о σ-коммутировании исследуется на
каждой конкретной более узкой комбинации наборов (𝑇,𝐻). Основную роль в этом процессе играет
следующее утверждение.

Лемма 1 (см. [6]). Всякую пару (𝑇,𝐻), решающую задачу о σ-коммутировании тёплицевой и ганкеле-
вой матриц, можно представить в виде

𝑇 = α2
(︀
𝐴− σ𝐴⊤)︀ ,

𝐻 = β2𝐵𝒫𝑛,
(3)

где 𝐴 и 𝐵 — нескалярные тёплицевы матрицы, удовлетворяющие условиям

𝐴𝐵 = 𝐵𝐴,
𝐴⊤𝐵 +𝐵𝐴⊤ = µ𝐴𝐵,

µ =
1 + σ2

σ
,

µ ̸= ±2,

(4)

α2, β2 — произвольные числа.
Сформулированная лемма позволяет считать основным уравнением соотношение

𝐴⊤𝐵 +𝐵𝐴⊤ = µ𝐴𝐵. (5)

Заметим, что в данном уравнении матрицы 𝐴 и 𝐵 определены с точностью до скалярного множи-
теля.

Для упрощения уравнения (5) воспользуемся следующим утверждением.
Лемма 2 (см. [7]). Две нескалярные тёплицевы матрицы 𝑇1 и 𝑇2 коммутируют тогда и только тогда,

когда 𝑇1 и 𝑇2 принадлежат хотя бы одному из следующих классов:
Класс КТМ_1. Обе матрицы 𝑇1 и 𝑇2 верхнетреугольные или же обе нижнетреугольные.
Класс КТМ_2. Матрицы 𝑇1 и 𝑇2 суть ϕ-циркулянты для одного и того же числа ϕ ̸= 0.
Класс КТМ_3. Одна из матриц 𝑇1 или 𝑇2 является линейной функцией от другой.
Согласно приведенной лемме, для коммутирующих тёплицевых матриц 𝐴 и 𝐵 возможны лишь

следующие четыре случая: 1) обе матрицы 𝐴 и 𝐵 являются верхними треугольными; 2) обе матри-
цы 𝐴 и 𝐵 — нижние треугольные; 3) обе матрицы 𝐴 и 𝐵 суть ϕ-циркулянты для одного и того же
числа ϕ ̸= 0; 4) 𝐵 = δ𝐴+ γ𝐼𝑛.

Целью настоящей работы является применение унифицированного подхода к конструированию
пар матриц (𝑇,𝐻), решающих задачу о σ-коммутировании тёплицевой и ганкелевой матриц, для по-
лучения новых классов решений. А именно, будет полностью исследован случай, когда 𝐵 = δ𝐴+ γ𝐼𝑛
и µ ̸= 0.

Введем вспомогательную операцию. Пару пар матриц
(︁̃︁𝑇 , ̃︀𝐻)︁ назовем 𝒫𝑛-преобразованием пары

(𝑇,𝐻), если ̃︁𝑇 = 𝒫𝑛𝑇𝒫𝑛, ̃︀𝐻 = 𝒫𝑛𝐻𝒫𝑛.

Учитывая персимметричность тёплицевых матриц, имеем̃︁𝑇 = 𝑇⊤, ̃︀𝐻 = 𝒫𝑛𝐻𝒫𝑛.
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Очевидно, что операция 𝒫𝑛-преобразования пары (𝑇,𝐻) сохраняет тёплицевость матрицы 𝑇 . Ниже
мы покажем, что эта операция сохраняет и ганкелевость матрицы 𝐻, а также свойство σ-коммутиро-
вания в случае σ-коммутирования самих матриц 𝑇 и 𝐻.

Структура статьи следующая. В разд. 2 формулируется теорема, являющаяся главным результатом
статьи и содержащая описание новых классов пар σ-коммутирующих матриц (𝑇,𝐻) с точностью до
𝒫𝑛-преобразования. Доказательство теоремы проводится в разд. 3.

Для дальнейшего нам понадобятся перечисляемые ниже факты, первый из которых мы доказыва-
ем, а остальные формулируем, указывая источник.

Лемма 3. Если произведение нескалярных симметричных или кососимметричных тёплицевых мат-
риц 𝑇1 и 𝑇2 является тёплицевой матрицей, то матрицы 𝑇1 и 𝑇2 будут обе циркулянтами или обе косыми
циркулянтами.

Доказательство леммы 3. Известен следующий факт, принадлежащий своего рода тёплицеву
фольклору: произведение произвольных нескалярных тёплицевых матриц 𝑇1 и 𝑇2 (необязательно
симметричных или кососимметричных) является тёплицевой матрицей тогда и только тогда, ко-
гда 𝑇1 и 𝑇2 либо верхне- (нижне-) треугольные матрицы либо ϕ-циркулянты для одного и того же
числаϕ. Первый случай невозможен в силу нескалярности и одной из симметрий. Значит, 𝑇1 и 𝑇2 суть
ϕ-циркулянты.

Рассмотрим матрицу 𝑇1 с элементами первой строки 𝑡0, 𝑡1, . . . , 𝑡𝑛−1 и первого столбца
𝑡0, 𝑡−1, . . . , 𝑡−(𝑛−1). Пусть она является нескалярным симметричным ϕ-циркулянтом, тогда для
ненулевого внедиагонального элемента 𝑡𝑗 имеем

𝑡𝑗 = {матрица 𝑇1 симметрична} = 𝑡−𝑗 =

= {матрица 𝑇1 — ϕ-циркулянт} = ϕ𝑡𝑛−𝑗 =

= {матрица 𝑇1 симметрична} = ϕ𝑡−(𝑛−𝑗) =

= {матрица 𝑇1 — ϕ-циркулянт} = ϕ
2𝑡𝑗

или (︀
1− ϕ

2
)︀
𝑡𝑗 = 0.

Так как 𝑡𝑗0 ̸= 0 для некоторого 𝑗0 в силу нескалярности 𝑇1, то ϕ2 = 1, т.е. 𝑇1 и 𝑇2 — суть циркулянты
или косые циркулянты.

Если же матрица𝑇1 является нескалярным кососимметричнымϕ-циркулянтом, то для ненулевого
элемента 𝑡𝑗 имеем

𝑡𝑗 = {матрица 𝑇1 кососимметрична} = −𝑡−𝑗 =

= {матрица 𝑇1 — ϕ-циркулянт} = −ϕ𝑡𝑛−𝑗 =

= {матрица 𝑇1 кососимметрична} = ϕ𝑡−(𝑛−𝑗) =

= {матрица 𝑇1 — ϕ-циркулянт} = ϕ
2𝑡𝑗

или (︀
1− ϕ

2
)︀
𝑡𝑗 = 0.

Поскольку 𝑡𝑗0 ̸= 0 для некоторого 𝑗0 ̸= 0 в силу нескалярности 𝑇1, то ϕ2 = 1, т.е. снова 𝑇1 и 𝑇2 суть
циркулянты или косые циркулянты. Лемма 3 доказана.

Лемма 4 (см. [8]). Ненулевые симметричная тёплицева матрица 𝑇1 и кососимметричная тёплицева
матрица 𝑇2 антикоммутируют, т.е.

𝑇1𝑇2 + 𝑇2𝑇1 = 0, (6)

тогда и только тогда, когда они принадлежат одному из следующих классов:
Класс АСТКТМ_1. Матрицы 𝑇1 и 𝑇2 — циркулянты, делящие нуль, т.е. 𝑇1𝑇2 = 0.
Класс АСТКТМ_2. Матрицы 𝑇1 и 𝑇2 суть косые циркулянты, делящие нуль.
Класс АСТКТМ_3. Матрицы 𝑇1 и 𝑇2 имеют вид

𝑇1 = α3

(︁
𝐿+ 𝐿⊤

)︁
, 𝑇2 = β3

(︁
𝐿− 𝐿⊤

)︁
,
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где 𝐿 — ненулевая строго нижнетреугольная тёплицева матрица, для которой 𝐿2 = 0; α3, β3 — произ-
вольные числа.

Класс АСТКТМ_4. Матрицы 𝑇1 и 𝑇2 задаются формулами

𝑇1 = α3𝐶, 𝑇2 = β3 (𝑆 − 𝐶𝑆𝐶) .

Здесь 𝐶 — симметричный инволютивный циркулянт, 𝑆 — косой циркулянт с поддиагональными элемен-
тами, совпадающими с поддиагональными элементами матрицы 𝐶; α3, β3 — произвольные числа.

Класс АСТКТМ_5. Матрицы 𝑇1 и 𝑇2 задаются формулами

𝑇1 = α3𝑆, 𝑇2 = β3 (𝐶 − 𝑆𝐶𝑆) .

Здесь 𝑆 — симметричный инволютивный косой циркулянт, 𝐶 — циркулянт с поддиагональными элемен-
тами, совпадающими с поддиагональными элементами матрицы 𝑆; α3, β3 — произвольные числа.

Класс АСТКТМ_6. Порядок 𝑛 — четное число. Матрицы 𝑇1 и 𝑇2 задаются формулами

𝑇1 = α3 (𝐶 − 𝑆𝐶𝑆) , 𝑇2 = β3𝑆,

где 𝑆 — кососимметричный инволютивный косой циркулянт, а 𝐶 — циркулянт с поддиагональными эле-
ментами, совпадающими с поддиагональными элементами матрицы 𝑆; α3, β3 — произвольные числа.

Класс АСТКТМ_7. Матрицы 𝑇1 и 𝑇2 задаются формулами

𝑇1 = α3

(︁
𝑍 + 𝑍⊤

)︁
, 𝑇2 = β3

(︁
𝑍 − 𝑍⊤

)︁
,

где 𝑍 — инволютивный ϕ-циркулянт, причем |ϕ| = 1, ϕ ̸= ±1; α3, β3 — произвольные числа.
Лемма 5 (см. [8]). Пусть 𝑆 — ненулевой кососимметричный косой циркулянт, 𝐶 — нескалярный цир-

кулянт. Матрица 𝑆𝐶 − 𝐶𝑆⊤ тогда и только тогда является косым циркулянтом, когда выполняют-
ся следующие условия: 𝑛 — четное число, векторы, составленные из поддиагональных элементов первых
столбцов в матрицах 𝐶 и 𝑆, пропорциональны, и матрица 𝑆 с точностью до скалярного множителя есть
инволюция.

Лемма 6 (см. [8]). Пусть 𝐶 — циркулянт, а 𝑆 — косой циркулянт, причем обе матрицы нескалярные
и имеют один и тот же порядок. Матрица 𝑆𝐶−𝐶𝑆⊤ тогда и только тогда является тёплицевой, когда
векторы, составленные из поддиагональных элементов первых столбцов в 𝐶 и 𝑆, коллинеарны.

Лемма 7 (см. [8]). Пусть 𝐶 — симметричный и нескалярный циркулянт, а 𝑆 — кососимметричный и
нескалярный косой циркулянт. Матрица 𝑆𝐶 −𝐶𝑆⊤ тогда и только тогда является циркулянтом, когда
векторы, составленные из поддиагональных элементов первых столбцов в матрицах 𝐶 и 𝑆, пропорцио-
нальны, а циркулянт 𝐶 с точностью до скалярного множителя есть инволюция.

Лемма 8 (см. [8]). Пусть 𝐶 — циркулянт, а 𝑆 — косой циркулянт, причем обе матрицы нескалярные
и имеют один и тот же порядок. Матрица 𝐶𝑆−𝑆𝐶⊤ тогда и только тогда является тёплицевой, когда
векторы, составленные из поддиагональных элементов первых столбцов в 𝐶 и 𝑆, коллинеарны.

Лемма 9 (см. [8]). Пусть 𝑆 — симметричный и нескалярный косой циркулянт, а 𝐶 — кососимметрич-
ный и нескалярный циркулянт. Матрица 𝐶𝑆−𝑆𝐶⊤ тогда и только тогда является косым циркулянтом,
когда векторы, составленные из поддиагональных элементов первых столбцов в матрицах 𝐶 и 𝑆, пропор-
циональны, а косой циркулянт 𝑆 с точностью до скалярного множителя есть инволюция.

Лемма 10 (см. [8]). Пусть 𝑇 — тёплицева 𝑛 × 𝑛-матрица вида 𝑇 = 𝑡0𝐼𝑛 + 𝐿 + 𝐿⊤, где 𝐿 — нижняя
треугольная тёплицева матрица с первым столбцом (𝑙0 = 0, 𝑙1, . . . , 𝑙𝑛−1)

⊤ такая, что 𝐿2 = 0. Если 𝑇 яв-
ляется нескалярным циркулянтом или косым циркулянтом, то𝑛 — четное число𝑛 = 2𝑟, а𝑇 — циркулянт
вида

𝑇 =

(︂
𝑡0𝐼𝑟 𝑙𝑟𝐼𝑟
𝑙𝑟𝐼𝑟 𝑡0𝐼𝑟

)︂
. (7)

Доказательство леммы 10. Рассмотрим отдельно случаи нечетного и четного порядка матрицы 𝑇 .
Пусть сначала 𝑛 = 2𝑟 + 1, тогда из условия 𝐿2 = 0 следует, что 𝑙𝑗 = 0 для 𝑗 = 1, 2, . . . , 𝑟. Из вида

матрицы 𝑇 имеем соотношения {𝑇}1,𝑛+1−𝑗 = 𝑙𝑛−𝑗 при 𝑗 = 1, 2, . . . , 𝑟. Так как 𝑇 — циркулянт или
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косой циркулянт, то 𝑙𝑛−𝑗 = {𝑇}1,𝑛+1−𝑗 = ±{𝑇}𝑗+1,1 = ±𝑙𝑗 = 0 для 𝑗 = 1, 2, . . . , 𝑟. Получаем, что 𝐿 = 0
и 𝑇 — скалярная матрица.

Если же𝑛 — четное число𝑛 = 2𝑟, то из условия𝐿2 = 0 следует, что 𝑙𝑗 = 0 для 𝑗 = 1, 2, . . . , 𝑟−1. Ана-
логично, из вида матрицы 𝑇 имеем соотношения {𝑇}1,𝑛+1−𝑗 = 𝑙𝑛−𝑗 при 𝑗 = 1, 2, . . . , 𝑟−1. Так как 𝑇 —
циркулянт или косой циркулянт, то 𝑙𝑛−𝑗 = {𝑇}1,𝑛+1−𝑗 = ±{𝑇}𝑗+1,1 = ±𝑙𝑗 = 0 для 𝑗 = 1, 2, . . . , 𝑟 − 1.
Приходим к тому, что 𝑙𝑗 = 0 для 𝑗 = 1, 2, . . . , 𝑟 − 1, 𝑟 + 1, . . . , 𝑛 − 1. Значит, в силу нескалярности
матрица 𝑇 имеет вид (7) и является циркулянтом. Лемма 10 доказана.

2. ГЛАВНЫЙ РЕЗУЛЬТАТ

Прежде, чем сформулировать главный результат, остановимся на некоторых особенностях

𝒫𝑛-преобразования пары (𝑇,𝐻) в пару
(︁̃︁𝑇 , ̃︀𝐻)︁.

Если положить 𝐻 = 𝑇𝒫𝑛 для некоторой тёплицевой матрицы 𝑇 , то̃︀𝐻 = 𝒫𝑛𝐻𝒫𝑛 = 𝒫𝑛𝑇𝒫𝑛𝒫𝑛 = 𝒫𝑛𝑇 = 𝑇⊤𝒫𝑛.

Таким образом, 𝒫𝑛-преобразование сохраняет ганкелевость матрицы ̃︀𝐻.
В случае, когда матрицы 𝑇 и 𝐻 σ-коммутируют, можем записать̃︁𝑇 ̃︀𝐻 = 𝒫𝑛𝑇𝒫𝑛𝒫𝑛𝐻𝒫𝑛 = 𝒫𝑛𝑇𝐻𝒫𝑛 = σ𝒫𝑛𝐻𝑇𝒫𝑛 = σ𝒫𝑛𝐻𝒫𝑛𝒫𝑛𝑇𝒫𝑛 = σ ̃︀𝐻̃︁𝑇 .

Тем самым 𝒫𝑛-преобразование сохраняет σ-коммутирование тёплицевой и ганкелевой матриц.
Теорема 2. Пусть ̂︀𝐿 — нижняя треугольная тёплицева матрица порядка 𝑟, где 𝑟 = ⌊𝑛/2⌋. Ненуле-

вые тёплицева матрица 𝑇 и ганкелева матрица 𝐻 σ-коммутируют, если эти матрицы (с точностью до
𝒫𝑛-преобразования) входят хотя бы в один из следующих классов:

Класс 1. Если порядок матриц является четным числом 𝑛 = 2𝑟, то сами матрицы 𝑇 и 𝐻 имеют вид

𝑇 = α

(︂
0𝑟,𝑟 0𝑟,𝑟̂︀𝐿 0𝑟,𝑟

)︂
, 𝐻 = β

(︂
σ̂︀𝐿⊤𝒫𝑟 0𝑟,𝑟
0𝑟,𝑟 ̂︀𝐿𝒫𝑟

)︂
,

α, β— произвольные числа.
Класс 2. Если порядок матриц является нечетным числом 𝑛 = 2𝑟+1, то сами матрицы 𝑇 и 𝐻 имеют

вид

𝑇 = α

⎛⎝ 0𝑟,𝑟 0𝑟 0𝑟,𝑟
0⊤𝑟 0 0⊤𝑟̂︀𝐿 0𝑟 0𝑟,𝑟

⎞⎠ , 𝐻 = β

⎛⎝ σ̂︀𝐿⊤𝒫𝑟 0𝑟 0𝑟,𝑟
0⊤𝑟 0 0⊤𝑟
0𝑟,𝑟 0𝑟 ̂︀𝐿𝒫𝑟

⎞⎠ ,

α, β— произвольные числа.

3. ОБОСНОВАНИЕ ГЛАВНОГО РЕЗУЛЬТАТА

Рассмотрим уравнение (5) при условии 𝐵 = δ𝐴+ γ𝐼𝑛.
Начнем исследование со специального случая, когда δ = 0. Поскольку 𝐴 и 𝐵 определены с точ-

ностью до скалярных множителей, то можно считать, что 𝐵 = 𝐼𝑛 и уравнение (5) имеет вид

2𝐴⊤ = µ𝐴.

Отсюда путем несложных выкладок выводим соотношение(︂
1− µ2

4

)︂
𝐴 = 0,

которое не может быть выполнено, так как 𝐴 ̸= 0 и µ ̸= ±2. Следовательно, δ ̸= 0. Так как матрицы
𝐴 и 𝐵 определены с точностью до скалярных множителей, то δ можно положить равным единице, и
тогда 𝐵 = 𝐴+ γ𝐼𝑛. Решаемое уравнение приобретает вид

𝐴⊤𝐴+𝐴𝐴⊤ = µ𝐴2 + γµ𝐴− 2γ𝐴⊤. (8)

В дальнейшем будем считать, что µ ̸= 0. Исследуем несколько взаимоисключающих случаев.
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1. Если матрица 𝐴 симметрична, то приходим к уравнению

2𝐴2 = µ𝐴2 + γµ𝐴− 2γ𝐴,

которое запишем в виде
(µ− 2)

(︀
𝐴2 + γ𝐴

)︀
= 0.

Поскольку µ ̸= 2, получаем условие
𝐴2 + γ𝐴 = 0

или
𝐴 (𝐴+ γ𝐼𝑛) = 0.

Произведение тёплицевых матриц в левой части дает (нулевую) тёплицеву матрицу. Так как матрица
𝐴 симметрична, то, по лемме 3, 𝐴 и, поэтому, 𝐵 суть циркулянты или косые циркулянты. В таком
случае исходные матрицы 𝑇 и 𝐻 являются тёплицевыми и ганкелевыми циркулянтами либо косыми
циркулянтами. Эти ситуации уже были рассмотрены согласно замечанию 1.

2. Матрица 𝐴 является линейным многочленом от кососимметричной матрицы 𝐾, т.е.
𝐴 = 𝑎0𝐼𝑛 +𝐾. В этом случае решаемое уравнение

(𝑎0𝐼𝑛 −𝐾) (𝑎0𝐼𝑛 +𝐾) + (𝑎0𝐼𝑛 +𝐾) (𝑎0𝐼𝑛 −𝐾) =

= µ (𝑎0𝐼𝑛 +𝐾)2 + γµ (𝑎0𝐼𝑛 +𝐾)− 2γ (𝑎0𝐼𝑛 −𝐾)

можно упростить до вида

2𝑎20𝐼𝑛 − 2𝐾2 = µ𝑎20𝐼𝑛 + 2µ𝑎0𝐾 + µ𝐾2 + (µ− 2)γ𝑎0𝐼𝑛 + (µ+ 2)γ𝐾,

допускающего запись

(µ− 2)𝑎20𝐼𝑛 + (µ− 2)γ𝑎0𝐼𝑛 + (µ+ 2)𝐾2 = − (2µ𝑎0 + (µ+ 2)γ)𝐾.

В левой части стоит симметричная матрица, в правой части — кососимметричная. Приходим к си-
стеме

(µ− 2)𝑎20𝐼𝑛 + (µ− 2)γ𝑎0𝐼𝑛 + (µ+ 2)𝐾2 = 0,
(2µ𝑎0 + (µ+ 2)γ)𝐾 = 0.

Перепишем первое уравнение системы в виде

(µ+ 2)𝐾2 = −(µ− 2)𝑎20𝐼𝑛 − (µ− 2)γ𝑎0𝐼𝑛.

Так как µ ̸= −2, то𝐾2 является тёплицевой матрицей. В силу косой симметрии матрицы𝐾 по лемме 3
сама матрица 𝐾 и, поэтому, 𝐴 и 𝐵 суть циркулянты или косые циркулянты. В таком случае исходные
матрицы 𝑇 и 𝐻 являются тёплицевыми и ганкелевыми циркулянтами либо косыми циркулянтами,
что было уже рассмотрено согласно замечанию 1.

3. Матрица 𝐴 не является ни симметричной, ни линейным многочленом от кососимметрич-
ной матрицы. В этом случае введем вспомогательные тёплицевы матрицы — симметричную матри-
цу 𝑋 и кососимметричную матрицу 𝑌 — формулами

𝑋 =
𝐴+𝐴⊤

2
, 𝑌 =

𝐴−𝐴⊤

2
,

тогда
𝐴 = 𝑋 + 𝑌, 𝐴⊤ = 𝑋 − 𝑌. (9)

В силу условий рассматриваемого случая матрицы 𝑋 и 𝑌 нескалярны. Подставляя эти выражения
в (8), получаем соотношение

(𝑋 − 𝑌 )(𝑋 + 𝑌 ) + (𝑋 + 𝑌 )(𝑋 − 𝑌 ) = µ(𝑋 + 𝑌 )2 + γµ(𝑋 + 𝑌 )− 2γ(𝑋 − 𝑌 ),
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которое можно преобразовать к виду

2𝑋2 − 2𝑌 2 = µ𝑋2 + µ(𝑋𝑌 + 𝑌 𝑋) + µ𝑌 2 + γ(µ− 2)𝑋 + γ(µ+ 2)𝑌

или к виду
(2− µ)𝑋2 − (2 + µ)𝑌 2 + γ(2− µ)𝑋 = µ(𝑋𝑌 + 𝑌 𝑋) + γ(µ+ 2)𝑌.

В левой части стоит симметричная матрица, в правой — кососимметричная. Приходим к системе

(2− µ)𝑋2 − (2 + µ)𝑌 2 + γ(2− µ)𝑋 = 0,
µ(𝑋𝑌 + 𝑌 𝑋) + γ(µ+ 2)𝑌 = 0

или
(µ− 2)𝑋2 + (µ+ 2)𝑌 2 + γ(µ− 2)𝑋 = 0,
µ(𝑋𝑌 + 𝑌 𝑋) + γ(µ+ 2)𝑌 = 0.

(10)

Учитывая, что σ ̸= ±1, от искомых матриц 𝑋 и 𝑌 перейдем к симметричной матрице 𝑋0 и косо-
симметричной матрице 𝑌0. Эти тёплицевы матрицы определяются формулами

𝑋 = 𝑋0, 𝑌 =
σ− 1

σ+ 1
𝑌0. (11)

Вспоминая, что µ = 1+σ2

σ
, можем записать

𝑋2 = 𝑋2
0 ,

𝑌 2 =
(σ− 1)2

(σ+ 1)2
𝑌 2
0 =

σ2 + 1− 2σ

σ2 + 1 + 2σ
𝑌 2
0 =

1+σ2

σ
− 2

1+σ2

σ
+ 2

𝑌 2
0 =

µ− 2

µ+ 2
𝑌 2
0 .

После подстановки этих соотношений в систему (10) и почленного деления первого уравнения на
ненулевое число (µ− 2), а второго на σ−1

σ+1 , получаем

𝑋2
0 + 𝑌 2

0 + γ𝑋0 = 0,
µ(𝑋0𝑌0 + 𝑌0𝑋0) + γ(µ+ 2)𝑌0 = 0.

(12)

Положим
𝑋0 = 𝑋1 −

γ

2
𝐼𝑛, 𝑌0 = 𝑌1 (13)

и подставим эти выражения в (12):

𝑋2
1 + 𝑌 2

1 = γ2

4 𝐼𝑛,
µ(𝑋1𝑌1 + 𝑌1𝑋1) + 2γ𝑌1 = 0.

(14)

Так как µ ̸= 0, то можем переписать эту систему в виде

𝑋2
1 + 𝑌 2

1 = γ2

4 𝐼𝑛,(︁
𝑋1 +

γ

µ
𝐼𝑛

)︁
𝑌1 + 𝑌1

(︁
𝑋1 +

γ

µ
𝐼𝑛

)︁
= 0.

(15)

Введем тёплицевы симметричную матрицу 𝑄 и кососимметричную матрицу 𝑉 такие, что

𝑋1 = 𝑄− γ

µ
𝐼𝑛, 𝑌1 = 𝑉.

Из (9), (11), (13) получаем

𝐴 = 𝑋 + 𝑌 = 𝑋0 +
σ− 1

σ+ 1
𝑌0 = 𝑋1 −

γ

2
𝐼𝑛 +

σ− 1

σ+ 1
𝑌1 = 𝑄−

(︂
γ

µ
+
γ

2

)︂
𝐼𝑛 +

σ− 1

σ+ 1
𝑉, (16)

𝐵 = 𝐴+ γ𝐼𝑛,

где матрицы 𝑄 и 𝑉 таковы, что

𝑄2 − 2γ
µ
𝑄+ 𝑉 2 =

(︁
γ2

4 − γ2

µ2

)︁
𝐼𝑛,

𝑄𝑉 + 𝑉 𝑄 = 0.
(17)
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Таким образом, тёплицевы симметричная матрица 𝑄 и кососимметричная матрица 𝑉 должны ан-
тикоммутировать. При этом ни𝑄, ни𝑉 не должны быть скалярными матрицами, так как в противном
случае𝐴 является скалярной или симметричной матрицей либо линейным многочленом от кососим-
метричной матрицы, а эти случаи уже были разобраны. Согласно лемме 4, 𝑄 и 𝑉 принадлежат хотя
бы одному из семи классов АСТКТМ.

3.1. Если 𝑄 и 𝑉 — циркулянты, то 𝐴 и 𝐵 тоже циркулянты, и тогда исходные матрицы 𝑇 и 𝐻 бу-
дут соответственно циркулянтом и ганкелевым циркулянтом. Этот случай был разобран (см. замеча-
ние 1).

3.2. Если 𝑄 и 𝑉 — косые циркулянты, то 𝐴 и 𝐵 тоже косые циркулянты, и тогда исходные матри-
цы 𝑇 и 𝐻 будут соответственно косым циркулянтом и ганкелевым косым циркулянтом. Этот случай
также был разобран.

3.3. Пусть теперь

𝑄 = α3

(︁
𝐿+ 𝐿⊤

)︁
, 𝑉 = β3

(︁
𝐿− 𝐿⊤

)︁
,

где 𝐿 — ненулевая строго нижнетреугольная тёплицева матрица, для которой 𝐿2 = 0. Подставляя эти
выражения в первое уравнение системы (17), получаем

α
2
3

(︁
𝐿𝐿⊤ + 𝐿⊤𝐿

)︁
− 2γα3

µ

(︁
𝐿+ 𝐿⊤

)︁
− β

2
3

(︁
𝐿𝐿⊤ + 𝐿⊤𝐿

)︁
=

(︂
γ2

4
− γ2

µ2

)︂
𝐼𝑛

или (︀
α
2
3 − β

2
3

)︀ (︁
𝐿𝐿⊤ + 𝐿⊤𝐿

)︁
− 2γα3

µ

(︁
𝐿+ 𝐿⊤

)︁
=

(︂
γ2

4
− γ2

µ2

)︂
𝐼𝑛. (18)

Так как 𝐿2 = 0, то, вводя параметр 𝑟 = ⌊𝑛/2⌋ и нижнюю треугольную тёплицеву матрицу ̂︀𝐿 поряд-
ка 𝑟, можем записать, что

𝐿 =

(︂
0𝑛−𝑟,𝑟 0𝑛−𝑟,𝑛−𝑟̂︀𝐿 0𝑟,𝑛−𝑟

)︂
.

Рассмотрим сначала случай, когда β3 = ±α3. Так как 𝑄 — нескалярная матрица, то α3 ̸= 0 и 𝐿 ̸= 0.
Из соотношения (18) выводим, что γ = 0 и, значит, 𝐵 = 𝐴.

Введем параметр ϑ = ±1, тогда β3 = ϑα3 и из (16) имеем

𝐴 = 𝑄+
σ− 1

σ+ 1
𝑉 = α3

(︁
𝐿+ 𝐿⊤

)︁
+ β3

σ− 1

σ+ 1

(︁
𝐿− 𝐿⊤

)︁
=

=
α3

σ+ 1

{︁
(σ+ 1)

(︁
𝐿+ 𝐿⊤

)︁
+ ϑ(σ− 1)

(︁
𝐿− 𝐿⊤

)︁}︁
=

=
α3

σ+ 1

{︁
[σ(ϑ+ 1) + (1− ϑ)]𝐿+ [σ(1− ϑ) + (1 + ϑ)]𝐿⊤

}︁
.

Дальнейший анализ разобьем на два подслучая ϑ = −1 и ϑ = 1. Пусть сначала ϑ = −1. В этом
случае

𝐴 = 𝐵 =
2α3
σ+ 1

(︁
𝐿+ σ𝐿⊤

)︁
.

Для четного 𝑛 = 2𝑟 можем написать

𝐴 = 𝐵 =
2α3
σ+ 1

(︂
0𝑟,𝑟 σ̂︀𝐿⊤̂︀𝐿 0𝑟,𝑟,

)︂
,

и тогда

𝑇 = α2

(︁
𝐴− σ𝐴⊤

)︁
=

2α2α3
σ+ 1

[︂(︂
0𝑟,𝑟 σ̂︀𝐿⊤̂︀𝐿 0𝑟,𝑟

)︂
− σ

(︂
0𝑟,𝑟 ̂︀𝐿⊤

σ̂︀𝐿 0𝑟,𝑟

)︂]︂
=

=
2α2α3(1− σ2)

σ+ 1

(︂
0𝑟,𝑟 0𝑟,𝑟̂︀𝐿 0𝑟,𝑟

)︂
= α

(︂
0𝑟,𝑟 0𝑟,𝑟̂︀𝐿 0𝑟,𝑟

)︂
,
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𝐻 = β2𝐵𝒫𝑛 =
2α3β2
σ+ 1

(︂
σ̂︀𝐿⊤𝒫𝑟 0𝑟,𝑟
0𝑟,𝑟 ̂︀𝐿𝒫𝑟

)︂
= β

(︂
σ̂︀𝐿⊤𝒫𝑟 0𝑟,𝑟
0𝑟,𝑟 ̂︀𝐿𝒫𝑟

)︂
.

Приходим к паре матриц класса 1 с α = 2α2α3(1− σ) и β = 2α3β2

σ+1 .
Если же 𝑛 = 2𝑟 + 1, то

𝐴 = 𝐵 =
2α3
σ+ 1

⎛⎝ 0𝑟,𝑟 0𝑟 σ̂︀𝐿⊤

0⊤𝑟 0 0⊤𝑟̂︀𝐿 0𝑟 0𝑟,𝑟

⎞⎠ ,

и тогда

𝑇 = α2

(︁
𝐴− σ𝐴⊤

)︁
=

2α2α3
σ+ 1

⎡⎣⎛⎝ 0𝑟,𝑟 0𝑟 σ̂︀𝐿⊤

0⊤𝑟 0 0⊤𝑟̂︀𝐿 0𝑟 0𝑟,𝑟

⎞⎠− σ

⎛⎝ 0𝑟,𝑟 0𝑟 ̂︀𝐿⊤

0⊤𝑟 0 0⊤𝑟
σ̂︀𝐿 0𝑟 0𝑟,𝑟

⎞⎠⎤⎦ =

=
2α2α3(1− σ2)

σ+ 1

⎛⎝ 0𝑟,𝑟 0𝑟 0𝑟,𝑟
0⊤𝑟 0 0⊤𝑟̂︀𝐿 0𝑟 0𝑟,𝑟

⎞⎠ = α

⎛⎝ 0𝑟,𝑟 0𝑟 0𝑟,𝑟
0⊤𝑟 0 0⊤𝑟̂︀𝐿 0𝑟 0𝑟,𝑟

⎞⎠ ,

𝐻 = β2𝐵𝒫𝑛 =
2α3β2
σ+ 1

⎛⎝ σ̂︀𝐿⊤𝒫𝑟 0𝑟 0𝑟,𝑟
0⊤𝑟 0 0⊤𝑟
0𝑟,𝑟 0𝑟 ̂︀𝐿𝒫𝑟

⎞⎠ = β

⎛⎝ σ̂︀𝐿⊤𝒫𝑟 0𝑟 0𝑟,𝑟
0⊤𝑟 0 0⊤𝑟
0𝑟,𝑟 0𝑟 ̂︀𝐿𝒫𝑟

⎞⎠ .

Получаем пару матриц из класса 2 с α = 2α2α3(1− σ) и β = 2α3β2

σ+1 .
Если ϑ = 1, то имеем

𝐴 = 𝐵 =
2α3
σ+ 1

(︁
σ𝐿+ 𝐿⊤

)︁
.

В случае четного 𝑛 = 2𝑟 можем написать

𝐴 = 𝐵 =
2α3
σ+ 1

(︂
0𝑟,𝑟 ̂︀𝐿⊤

σ̂︀𝐿 0𝑟,𝑟

)︂
,

и тогда

𝑇 = α2

(︁
𝐴− σ𝐴⊤

)︁
=

2α2α3
σ+ 1

[︂(︂
0𝑟,𝑟 ̂︀𝐿⊤

σ̂︀𝐿 0𝑟,𝑟

)︂
− σ

(︂
0𝑟,𝑟 σ̂︀𝐿⊤̂︀𝐿 0𝑟,𝑟

)︂]︂
=

=
2α2α3(1− σ2)

σ+ 1

(︂
0𝑟,𝑟 ̂︀𝐿⊤

0𝑟,𝑟 0𝑟,𝑟

)︂
=

= 2α2α3(1− σ)

(︂
0𝑟,𝑟 0𝑟,𝑟̂︀𝐿 0𝑟,𝑟

)︂⊤
= α𝒫𝑛

(︂
0𝑟,𝑟 0𝑟,𝑟̂︀𝐿 0𝑟,𝑟

)︂
𝒫𝑛,

𝐻 = β2𝐵𝒫𝑛 =
2α3β2
σ+ 1

(︂ ̂︀𝐿⊤𝒫𝑟 0𝑟,𝑟
0𝑟,𝑟 σ̂︀𝐿𝒫𝑟

)︂
= β𝒫𝑛

(︂
σ̂︀𝐿⊤𝒫𝑟 0𝑟,𝑟
0𝑟,𝑟 ̂︀𝐿𝒫𝑟

)︂
𝒫𝑛.

Эта пара матриц представляет собой 𝒫𝑛-преобразование пары матриц класса 1 с α = 2α2α3(1 − σ)

и β = 2α3β2

σ+1 .
Если же 𝑛 = 2𝑟 + 1, то

𝐴 = 𝐵 =
2α3
σ+ 1

⎛⎝ 0𝑟,𝑟 0𝑟 ̂︀𝐿⊤

0⊤𝑟 0 0⊤𝑟
σ̂︀𝐿 0𝑟 0𝑟,𝑟

⎞⎠ ,

и

𝑇 = α2

(︁
𝐴− σ𝐴⊤

)︁
=

2α2α3
σ+ 1

⎡⎣⎛⎝ 0𝑟,𝑟 0𝑟 ̂︀𝐿⊤

0⊤𝑟 0 0⊤𝑟
σ̂︀𝐿 0𝑟 0𝑟,𝑟

⎞⎠− σ

⎛⎝ 0𝑟,𝑟 0𝑟 σ̂︀𝐿⊤

0⊤𝑟 0 0⊤𝑟̂︀𝐿 0𝑟 0𝑟,𝑟

⎞⎠⎤⎦ =
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=
2α2α3(1− σ2)

σ+ 1

⎛⎝ 0𝑟,𝑟 0𝑟 ̂︀𝐿⊤

0⊤𝑟 0 0⊤𝑟
0𝑟,𝑟 0𝑟 0𝑟,𝑟

⎞⎠ =

= 2α2α3(1− σ)

⎛⎝ 0𝑟,𝑟 0𝑟 0𝑟,𝑟
0⊤𝑟 0 0⊤𝑟̂︀𝐿 0𝑟 0𝑟,𝑟

⎞⎠⊤

= α𝒫𝑛

⎛⎝ 0𝑟,𝑟 0𝑟 0𝑟,𝑟
0⊤𝑟 0 0⊤𝑟̂︀𝐿 0𝑟 0𝑟,𝑟

⎞⎠𝒫𝑛,

𝐻 = β2𝐵𝒫𝑛 =
2α3β2
σ+ 1

⎛⎝ ̂︀𝐿⊤𝒫𝑟 0𝑟 0𝑟,𝑟
0⊤𝑟 0 0⊤𝑟
0𝑟,𝑟 0𝑟 σ̂︀𝐿𝒫𝑟

⎞⎠ =

= β

⎛⎝ ̂︀𝐿⊤𝒫𝑟 0𝑟 0𝑟,𝑟
0⊤𝑟 0 0⊤𝑟
0𝑟,𝑟 0𝑟 σ̂︀𝐿𝒫𝑟

⎞⎠ = β𝒫𝑛

⎛⎝ σ̂︀𝐿⊤𝒫𝑟 0𝑟 0𝑟,𝑟
0⊤𝑟 0 0⊤𝑟
0𝑟,𝑟 0𝑟 ̂︀𝐿𝒫𝑟

⎞⎠𝒫𝑛.

Эта пара матриц представляет собой 𝒫𝑛-преобразование пары матриц класса 2 с α = 2α2α3(1 − σ)

и β = 2α3β2

σ+1 .
Далее считаем, что α23 − β23 ̸= 0. Перепишем уравнение (18) в виде(︁

𝐿+ 𝐿⊤
)︁2

− 2γα3

µ
(︀
α23 − β23

)︀ (︁𝐿+ 𝐿⊤
)︁
=

1(︀
α23 − β23

)︀ (︂γ2
4

− γ2

µ2

)︂
𝐼𝑛

или (︃
𝐿+ 𝐿⊤ − γα3

µ
(︀
α23 − β23

)︀𝐼𝑛)︃2

=

[︃
1(︀

α23 − β23

)︀ (︂γ2
4

− γ2

µ2

)︂
+

γ2α23

µ2
(︀
α23 − β23

)︀2
]︃
𝐼𝑛.

В силу леммы 3 матрица 𝑈 = 𝐿 + 𝐿⊤ − γα3

µ(α2
3−β23)

𝐼𝑛, квадрат которой есть скалярная матрица, долж-
на быть симметричным циркулянтом или косым циркулянтом. Из леммы 10 следует, что 𝑛 = 2𝑟 —
четное число и 𝑈 — циркулянт вида (7). Тогда 𝑄 и 𝑉 с точностью до скалярных множителей можно
записать как

𝑄 = α3

(︂
0𝑟,𝑟 𝐼𝑟
𝐼𝑟 0𝑟,𝑟

)︂
, 𝑉 = β3

(︂
0𝑟,𝑟 −𝐼𝑟
𝐼𝑟 0𝑟,𝑟

)︂
.

В этом случае 𝑄2 = α23𝐼𝑛 и 𝑉 2 = −β23𝐼𝑛. Подстановка в первое уравнение системы (17) дает условие

2γ

µ
𝑄 = α

2
3𝐼𝑛 − β

2
3𝐼𝑛 −

(︂
γ2

4
− γ2

µ2

)︂
𝐼𝑛.

Поскольку 𝑄 — нескалярная матрица, отсюда следует, что γ = 0, а тогда β23 = α23, вопреки предполо-
жению.

3.4. Пусть теперь тёплицевы симметричная матрица 𝑄 и кососимметричная матрица 𝑉 задаются
формулами

𝑄 = α3𝐶, 𝑉 = β3 (𝑆 − 𝐶𝑆𝐶) ,

где 𝐶 — симметричный инволютивный нескалярный циркулянт, а 𝑆 — косой циркулянт с поддиаго-
нальными элементами, совпадающими с поддиагональными элементами матрицы 𝐶.

Подстановка матрицы 𝑄 в первое уравнение системы (17) дает условие

α
2
3𝐼𝑛 − 2γα3

µ
𝐶 + 𝑉 2 =

(︂
γ2

4
− γ2

µ2

)︂
𝐼𝑛,

из которого выводим

𝑉 2 =

(︂
γ2

4
− γ2

µ2
− α

2
3

)︂
𝐼𝑛 +

2γα3
µ

𝐶.
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Отсюда следует, что 𝑉 2 является циркулянтом. По лемме 3 сама матрица 𝑉 должна быть циркулянтом
или косым циркулянтом. Но если 𝑉 — косой циркулянт, то 𝐶 — скалярная матрица, вопреки пред-
положению. Приходим к уже разобранному случаю, когда 𝑄 и 𝑉 — циркулянты.

3.5. Рассмотрим класс АСТКТМ_5, в котором матрицы 𝑄 и 𝑉 задаются формулами

𝑄 = α3𝑆, 𝑉 = β3 (𝐶 − 𝑆𝐶𝑆) ,

где 𝑆 — симметричный инволютивный нескалярный косой циркулянт, а 𝐶 — циркулянт с поддиаго-
нальными элементами, совпадающими с поддиагональными элементами матрицы 𝑆.

Подстановка матрицы 𝑄 в первое уравнение системы (17) дает условие

α
2
3𝐼𝑛 − 2γα3

µ
𝑆 + 𝑉 2 =

(︂
γ2

4
− γ2

µ2

)︂
𝐼𝑛,

из которого выводим

𝑉 2 =

(︂
γ2

4
− γ2

µ2
− α

2
3

)︂
𝐼𝑛 +

2γα3
µ

𝑆.

Отсюда следует, что𝑉 2 является косым циркулянтом. По лемме 3 сама матрица𝑉 должна быть цирку-
лянтом или косым циркулянтом. Но если 𝑉 — циркулянт, то 𝑆 — скалярная матрица, вопреки пред-
положению. Приходим к уже разобранному случаю, когда 𝑄 и 𝑉 — косые циркулянты.

3.6. Исследуем теперь симметричную и кососимметричную тёплицевы матрицы из класса
АСТКТМ_6. В этом случае

𝑄 = α3 (𝐶 − 𝑆𝐶𝑆) , 𝑉 = β3𝑆,

где 𝑆 — кососимметричный инволютивный косой циркулянт, а 𝐶 — циркулянт с поддиагональными
элементами, совпадающими с поддиагональными элементами матрицы 𝑆; 𝑛 — четное число.

Подставим 𝑉 в первое уравнение системы (17)(︂
𝑄− γ

µ
𝐼𝑛

)︂2

=

(︂
γ2

4
− β

2
3

)︂
𝐼𝑛.

Поскольку матрица 𝑄 симметрична, то, согласно лемме 3, она должна быть циркулянтом или косым
циркулянтом.

В данном случае разложение 𝑄 в сумму циркулянта и косого циркулянта имеет вид

𝑄 = α3 (𝐶 − 𝑆𝐶𝑆) = 2α3
1

2
(𝐶 − 𝑆𝐶𝑆) = 2α3

(︂
𝐶 − 1

2
(𝐶 + 𝑆𝐶𝑆)

)︂
=

= 2α3

(︂
𝐶 − 1

2
𝑆
(︁
𝑆𝐶 − 𝐶𝑆⊤

)︁)︂
,

так как по лемме 5 матрица 𝑆𝐶 − 𝐶𝑆⊤ является косым циркулянтом.
Предположим сначала, что 𝑄 есть косой циркулянт. Тогда 𝐶 — скалярная матрица и, поскольку

поддиагональные элементы в 𝑆 и 𝐶 совпадают, то скалярными матрицами будут и 𝑆, и сама 𝑄.
Если 𝑄 — симметричный циркулянт, то

𝐶 + 𝑆𝐶𝑆 = ζ𝐼𝑛

для некоторого числа ζ. Введем вспомогательный циркулянт 𝐶1 формулой

𝐶 = 𝐶1 +
ζ

2
𝐼𝑛,

тогда
𝐶1 + 𝑆𝐶1𝑆 = 0

или
𝑆𝐶1 − 𝐶1𝑆

⊤ = 0.
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В силу леммы 7 матрица 𝑆𝐶1−𝐶1𝑆
⊤ является циркулянтом тогда и только тогда, когда циркулянт 𝐶1

есть скалярное кратное симметричной инволюции. При этом у матриц 𝑆 и 𝐶1 совпадают поддиаго-
нальные элементы. Представим эти матрицы в виде

𝑆 = 𝐿− 𝐿⊤, 𝐶1 = 𝑐0𝐼𝑛 + 𝐿+ 𝐿⊤,

где 𝐿 — ненулевая строго нижняя треугольная тёплицева матрица. Условия инволютивности 𝑆 и того
факта, что 𝐶1 — скалярное кратное симметричной инволюции, запишем в виде системы(︀

𝐿− 𝐿⊤)︀2 = 𝐼𝑛,(︀
𝑐0𝐼𝑛 + 𝐿+ 𝐿⊤)︀2 = λ𝐼𝑛,

которую после раскрытия скобок можно переписать как

𝐿2 +
(︀
𝐿⊤)︀2 − 𝐿𝐿⊤ − 𝐿⊤𝐿 = 𝐼𝑛,

𝑐20𝐼𝑛 + 2𝑐0𝐿+ 2𝑐0𝐿
⊤ + 𝐿2 +

(︀
𝐿⊤)︀2 + 𝐿𝐿⊤ + 𝐿⊤𝐿 = λ𝐼𝑛.

Складывая уравнения системы, получаем соотношение

𝑐20𝐼𝑛 + 2𝑐0𝐿+ 2𝑐0𝐿
⊤ + 2𝐿2 + 2

(︁
𝐿⊤
)︁2

= (1 + λ)𝐼𝑛,

приводимое к виду

𝐿 (𝑐0𝐼𝑛 + 𝐿) + 𝐿⊤
(︁
𝑐0𝐼𝑛 + 𝐿⊤

)︁
=

1 + λ− 𝑐20
2

𝐼𝑛.

Поскольку 𝐿 — тёплицева строго нижняя треугольная матрица, то из этого равенства следует, что

𝐿 (𝑐0𝐼𝑛 + 𝐿) = 0.

В силу условия 𝐿 ̸= 0 заключаем, что 𝑐0 = 0 и 𝐿2 = 0. Теперь из леммы 10 выводим, что 𝑛 = 2𝑟 —
четное число и 𝐶1 — циркулянт вида (7). Сами матрицы 𝑄 и 𝑉 с точностью до скалярных множителей
можно записать как

𝑄 = ν1

(︂
0𝑟,𝑟 𝐼𝑟
𝐼𝑟 0𝑟,𝑟

)︂
, 𝑉 = ν2

(︂
0𝑟,𝑟 𝐼𝑟
−𝐼𝑟 0𝑟,𝑟

)︂
.

Приходим к матрицам 𝑄 и 𝑉 из п. 3.3.
3.7. И, наконец, исследуем ситуацию, когда нескалярные матрицы 𝑄 и 𝑉 задаются формулами

𝑄 = α3

(︁
𝑍 + 𝑍⊤

)︁
, 𝑉 = β3

(︁
𝑍 − 𝑍⊤

)︁
,

где 𝑍 — инволютивный ϕ-циркулянт, причем |ϕ| = 1, ϕ ̸= ±1.
Подставляя выражения для 𝑄 и 𝑉 в первое уравнение системы (17), получаем

2α23𝐼𝑛 + α
2
3

(︁
𝑍𝑍⊤ + 𝑍⊤𝑍

)︁
− 2γα3

µ

(︁
𝑍 + 𝑍⊤

)︁
+ 2β23𝐼𝑛−

−β23
(︁
𝑍𝑍⊤ + 𝑍⊤𝑍

)︁
=

(︂
γ2

4
− γ2

µ2

)︂
𝐼𝑛.

Вычитая из обеих частей 4β23𝐼𝑛, имеем

(︀
α
2
3 − β

2
3

)︀ (︁
2𝐼𝑛 + 𝑍𝑍⊤ + 𝑍⊤𝑍

)︁
− 2γα3

µ

(︁
𝑍 + 𝑍⊤

)︁
=

(︂
γ2

4
− γ2

µ2

)︂
𝐼𝑛 − 4β23𝐼𝑛

или (︀
α
2
3 − β

2
3

)︀ (︁
𝑍 + 𝑍⊤

)︁2
− 2γα3

µ

(︁
𝑍 + 𝑍⊤

)︁
=

(︂
γ2

4
− γ2

µ2

)︂
𝐼𝑛 − 4β23𝐼𝑛.
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Рассмотрим сначала случай α3 = ±β3. Из нескалярности 𝑄 выводим, что γ = 0, а тогда β3 = 0
и α3 = 0. В результате приходим к равенству 𝑇 = 𝐻 = 0, которое противоречит условию, что 𝑇 и 𝐻 —
ненулевые матрицы.

Считая в дальнейшем, что α23 − β23 ̸= 0, разделим последнее соотношение на α23 − β23:(︁
𝑍 + 𝑍⊤

)︁2
− 2γα3

µ
(︀
α23 − β23

)︀ (︁𝑍 + 𝑍⊤
)︁
=

1

α23 − β23

(︂
γ2

4
− γ2

µ2

)︂
𝐼𝑛 − 4β23

α23 − β23
𝐼𝑛.

Добавляя к обеим частям матрицу γ2α2
3

µ2(α2
3−β23)2

𝐼𝑛, приходим к равенству

(︁
𝑍 + 𝑍⊤

)︁2
− 2γα3

µ
(︀
α23 − β23

)︀ (︁𝑍 + 𝑍⊤
)︁
+

γ2α23

µ2
(︀
α23 − β23

)︀2 𝐼𝑛 =

=
1

α23 − β23

(︂
γ2

4
− γ2

µ2

)︂
𝐼𝑛 − 4β23

α23 − β23
𝐼𝑛 +

γ2α23

µ2
(︀
α23 − β23

)︀2 𝐼𝑛,
допускающему запись в виде (︃

𝑍 + 𝑍⊤ − γα3

µ
(︀
α23 − β23

)︀𝐼𝑛)︃2

=

=
1

α23 − β23

(︂
γ2

4
− γ2

µ2

)︂
𝐼𝑛 − 4β23

α23 − β23
𝐼𝑛 +

γ2α23

µ2
(︀
α23 − β23

)︀2 𝐼𝑛.
Получаем, что квадрат симметричной матрицы 𝑍 + 𝑍⊤ − γα3

µ(α2
3−β23)

𝐼𝑛 является скалярной матрицей.

В силу леммы 3, сама эта матрица, как и матрица 𝑍 + 𝑍⊤, должна быть либо циркулянтом, либо
косым циркулянтом.

Пусть сначала матрица 𝑍+𝑍⊤ — циркулянт. Положим 𝑍 = 𝐶+𝑆, где 𝐶 — циркулянт, а 𝑆 — косой
циркулянт; при этом 𝑆 имеет нулевую диагональ. Из условия, что 𝑍 + 𝑍⊤ — циркулянт, получаем
соотношение 𝑆⊤ = −𝑆. Тогда 𝑍 + 𝑍⊤ = 𝐶 + 𝐶⊤ и 𝑄 = α3

(︀
𝐶 + 𝐶⊤)︀.

Запишем условия инволютивности матрицы 𝑍 = 𝐶 + 𝑆 и транспонированной матрицы 𝑍⊤:

𝐶2 + 𝐶𝑆 + 𝑆𝐶 + 𝑆2 = 𝐼𝑛,(︁
𝐶⊤
)︁2

− 𝐶⊤𝑆 − 𝑆𝐶⊤ + 𝑆2 = 𝐼𝑛.

Разность этих соотношений дает равенство

𝑆
(︁
𝐶 + 𝐶⊤

)︁
−
(︁
𝐶 + 𝐶⊤

)︁
𝑆⊤ =

(︁
𝐶⊤
)︁2

− 𝐶2. (19)

Согласно лемме 7 матрица𝐶+𝐶⊤ является скалярным кратным инволютивной матрицы. То же самое
можно сказать о матрице 𝑄. Положим 𝑄2 = λ𝐼𝑛 и подставим это равенство в первое уравнение (17):

λ𝐼𝑛 − 2γ

µ
𝑄+ 𝑉 2 =

(︂
γ2

4
− γ2

µ2

)︂
𝐼𝑛.

Отсюда находим

𝑉 2 =
2γ

µ
𝑄+

(︂
γ2

4
− γ2

µ2

)︂
𝐼𝑛 − λ𝐼𝑛.

Квадрат тёплицевой кососимметричной матрицы 𝑉 является циркулянтом.
Если γ ̸= 0, то 𝑉 2 — нескалярный циркулянт, и тогда в силу леммы 3 матрица 𝑉 — циркулянт.

Отсюда следует, что 𝐴 и 𝐵 — циркулянты, а сами матрицы 𝑇 и 𝐻 будут тёплицевым и ганкелевым
циркулянтами. Этот случай уже был разобран. Аналогично обосновывается случай γ = 0 и 𝑉 — цир-
кулянт.
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Рассмотрим теперь ситуацию, когда γ = 0 и 𝑉 — скалярное кратное инволютивного косого цир-
кулянта. Из соотношений

𝑉 = β3

(︁
𝑍 − 𝑍⊤

)︁
= β3

(︁
𝐶 + 𝑆 − 𝐶⊤ − 𝑆⊤

)︁
= β3

(︁
𝐶 + 2𝑆 − 𝐶⊤

)︁
следует, что 𝐶⊤ = 𝐶, 𝑉 = 2β3𝑆. Подстановка равенства 𝐶⊤ = 𝐶 в (19) дает условие

𝑆𝐶 − 𝐶𝑆⊤ = 0.

Согласно лемме 6, 𝐶 и 𝑆 обладают тем свойством, что векторы, составленные из поддиагональных
элементов их первых столбцов, пропорциональны. В силу леммы 7 матрица 𝐶 с точностью до скаляр-
ного кратного является инволюцией. То же верно для матрицы𝑆, коллинеарной матрице 𝑉 . Запишем
эти три факта следующим образом.

Пусть 𝐿 — строго нижняя треугольная тёплицева матрица. С учетом условия, что 𝑆 имеет нулевую
диагональ, положим

𝐶 = 𝑐0𝐼𝑛 + 𝐿+ 𝐿⊤, 𝑆 = γ(𝐿− 𝐿⊤),

𝐶2 = λ1𝐼𝑛, 𝑆2 = λ2𝐼𝑛.

Из этих соотношений выводим систему(︀
𝑐0𝐼𝑛 + 𝐿+ 𝐿⊤)︀2 = λ1𝐼𝑛,(︀
𝐿− 𝐿⊤)︀2 = λ2

γ2
𝐼𝑛,

которая после раскрытия скобок приобретает вид

𝑐20𝐼𝑛 + 2𝑐0𝐿+ 2𝑐0𝐿
⊤ + 𝐿2 +

(︀
𝐿⊤)︀2 + 𝐿𝐿⊤ + 𝐿⊤𝐿 = λ1𝐼𝑛,

𝐿2 +
(︀
𝐿⊤)︀2 − 𝐿𝐿⊤ − 𝐿⊤𝐿 = λ2

γ2
𝐼𝑛.

Суммируя эти уравнения, получаем

𝑐20𝐼𝑛 + 2𝑐0𝐿+ 2𝑐0𝐿
⊤ + 2𝐿2 + 2

(︁
𝐿⊤
)︁2

=

(︂
λ1 +

λ2

γ2

)︂
𝐼𝑛.

Поскольку 𝐿 — строго нижняя треугольная тёплицева матрица, приходим к выводу, что

𝐿 (𝑐0𝐼𝑛 + 𝐿) = 0.

Отсюда следует, что 𝑐0 = 0, а тогда 𝐿2 = 0. На основании леммы 10 заключаем, что 𝑛 = 2𝑟 — четное
число, а матрицы 𝐶 и 𝑆, как и матрицы 𝑄 и 𝑉 , имеют вид

𝐶 = ν1

(︂
0𝑟,𝑟 𝐼𝑟
𝐼𝑟 0𝑟,𝑟

)︂
, 𝑆 = ν2

(︂
0𝑟,𝑟 −𝐼𝑟
𝐼𝑟 0𝑟,𝑟

)︂
.

Подобный случай был разобран при исследовании третьего класса АСТКТМ.
Теперь исследуем ситуацию, когда матрица 𝑍 + 𝑍⊤ — косой циркулянт. Положим 𝑍 = 𝐶 + 𝑆, где

𝐶 — циркулянт, а 𝑆 — косой циркулянт; при этом 𝐶 имеет нулевую диагональ. Из условия, что 𝑍 +
𝑍⊤ — косой циркулянт, получаем соотношение 𝐶⊤ = −𝐶. Тогда 𝑍+𝑍⊤ = 𝑆+𝑆⊤ и 𝑄 = α3

(︀
𝑆 + 𝑆⊤)︀.

Запишем условия инволютивности матрицы 𝑍 = 𝐶 + 𝑆 и транспонированной матрицы 𝑍⊤:

𝐶2 + 𝐶𝑆 + 𝑆𝐶 + 𝑆2 = 𝐼𝑛,

𝐶2 − 𝑆⊤𝐶 − 𝐶𝑆⊤ +
(︁
𝑆⊤
)︁2

= 𝐼𝑛.

Разность этих соотношений дает равенство

𝐶
(︁
𝑆 + 𝑆⊤

)︁
−
(︁
𝑆 + 𝑆⊤

)︁
𝐶⊤ =

(︁
𝑆⊤
)︁2

− 𝑆2. (20)
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Согласно лемме 9 матрица𝑆+𝑆⊤ является скалярным кратным инволютивной матрицы. То же самое
можно сказать о матрице 𝑄. Положим 𝑄2 = λ𝐼𝑛 и подставим это равенство в первое уравнение (17):

λ𝐼𝑛 − 2γ

µ
𝑄+ 𝑉 2 =

(︂
γ2

4
− γ2

µ2

)︂
𝐼𝑛

или

𝑉 2 =
2γ

µ
𝑄+

(︂
γ2

4
− γ2

µ2

)︂
𝐼𝑛 − λ𝐼𝑛.

Квадрат тёплицевой кососимметричной матрицы является косым циркулянтом.
Если γ ̸= 0, то 𝑉 2 — нескалярный косой циркулянт, и тогда в силу леммы 3 матрица 𝑉 — косой

циркулянт. Отсюда следует, что 𝐴 и 𝐵 — косые циркулянты, а сами матрицы 𝑇 и 𝐻 будут тёплицевым
и ганкелевым косыми циркулянтами. Этот случай уже был разобран. Аналогично обосновывается
случай γ = 0 и 𝑉 — косой циркулянт.

Пусть теперь γ = 0. Неисследованной остается ситуация, когда 𝑉 — скалярное кратное инволю-
тивного циркулянта. Напомним, что 𝑉 — кососимметричная матрица. Из соотношений

𝑉 = β3

(︁
𝑍 − 𝑍⊤

)︁
= β3

(︁
𝐶 + 𝑆 − 𝐶⊤ − 𝑆⊤

)︁
= β3

(︁
2𝐶 + 𝑆 − 𝑆⊤

)︁
следует, что 𝑆⊤ = 𝑆, 𝑉 = 2β3𝐶. Подстановка равенства 𝑆⊤ = 𝑆 в (20) дает условие

𝐶𝑆 − 𝑆𝐶⊤ = 0.

Согласно лемме 8, 𝐶 и 𝑆 обладают тем свойством, что векторы, составленные из поддиагональ-
ных элементов их первых столбцов, пропорциональны. В силу леммы 9 матрица 𝑆 с точностью до
скалярного кратного является инволюцией. То же верно для матрицы 𝐶, коллинеарной матрице 𝑉 .
Запишем эти три факта следующим образом.

Пусть 𝐿 — строго нижняя треугольная тёплицева матрица, тогда

𝐶 = 𝐿− 𝐿⊤, 𝑆 = γ(𝑠0𝐼𝑛 + 𝐿+ 𝐿⊤),

𝐶2 = λ1𝐼𝑛, 𝑆2 = λ2𝐼𝑛.

Из этих соотношений выводим систему(︀
𝐿− 𝐿⊤)︀2 = λ1𝐼𝑛,(︀
𝑠0𝐼𝑛 + 𝐿+ 𝐿⊤)︀2 = λ2

γ2
𝐼𝑛,

которую после раскрытия скобок можно записать как

𝐿2 +
(︀
𝐿⊤)︀2 − 𝐿𝐿⊤ − 𝐿⊤𝐿 = λ1𝐼𝑛,

𝑠20𝐼𝑛 + 2𝑠0𝐿+ 2𝑠0𝐿
⊤ + 𝐿2 +

(︀
𝐿⊤)︀2 + 𝐿𝐿⊤ + 𝐿⊤𝐿 = λ2

γ2
𝐼𝑛.

Суммируя эти уравнения, получаем

𝑠20𝐼𝑛 + 2𝑠0𝐿+ 2𝑠0𝐿
⊤ + 2𝐿2 + 2

(︁
𝐿⊤
)︁2

=

(︂
λ1 +

λ2

γ2

)︂
𝐼𝑛.

Поскольку 𝐿 — строго нижняя треугольная тёплицева матрица, приходим к выводу, что

𝐿 (𝑠0𝐼𝑛 + 𝐿) = 0.

Отсюда следует, что 𝑠0 = 0, а тогда 𝐿2 = 0.
Матрица 𝑆 — косой циркулянт. По лемме 10 матрица 𝑆 должна в то же время быть циркулянтом

и, значит, скалярной матрицей. Отсюда следует, что скалярными будут матрицы 𝑄 и 𝑉 и матрицы 𝐴
и 𝐵, что противоречит условию рассматриваемого случая.
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Теорема 2 доказана. Она дает полное решение системы (4) при условии µ ̸= 0.
Проведем небольшой анализ решений, учитывая свойство персимметричности тёплицевых мат-

риц. Если пара (𝑇,𝐻) принадлежит классу 1, то

𝑇 = α

(︂
0𝑟,𝑟 0𝑟,𝑟̂︀𝐿 0𝑟,𝑟

)︂
, 𝐻 = β

(︂
σ̂︀𝐿⊤𝒫𝑟 0𝑟,𝑟
0𝑟,𝑟 ̂︀𝐿𝒫𝑟

)︂
,

𝑇𝐻 = αβ

(︂
0𝑟,𝑟 0𝑟,𝑟

σ̂︀𝐿̂︀𝐿⊤𝒫𝑟 0𝑟,𝑟

)︂
,

𝐻𝑇 = αβ

(︂
0𝑟,𝑟 0𝑟,𝑟̂︀𝐿𝒫𝑟
̂︀𝐿 0𝑟,𝑟

)︂
= αβ

(︂
0𝑟,𝑟 0𝑟,𝑟̂︀𝐿̂︀𝐿⊤𝒫𝑟 0𝑟,𝑟

)︂
.

Для пары из класса 2 получаем

𝑇 = α

⎛⎝ 0𝑟,𝑟 0𝑟 0𝑟,𝑟
0⊤𝑟 0 0⊤𝑟̂︀𝐿 0𝑟 0𝑟,𝑟

⎞⎠ , 𝐻 = β

⎛⎝ σ̂︀𝐿⊤𝒫𝑟 0𝑟 0𝑟,𝑟
0⊤𝑟 0 0⊤𝑟
0𝑟,𝑟 0𝑟 ̂︀𝐿𝒫𝑟

⎞⎠ ,

𝑇𝐻 = αβ

⎛⎝ 0𝑟,𝑟 0𝑟 0𝑟,𝑟
0⊤𝑟 0 0⊤𝑟

σ̂︀𝐿̂︀𝐿⊤𝒫𝑟 0𝑟 0𝑟,𝑟

⎞⎠ ,

𝐻𝑇 = αβ

⎛⎝ 0𝑟,𝑟 0𝑟 0𝑟,𝑟
0⊤𝑟 0 0⊤𝑟̂︀𝐿𝒫𝑟
̂︀𝐿 0𝑟 0𝑟,𝑟

⎞⎠ = αβ

⎛⎝ 0𝑟,𝑟 0𝑟 0𝑟,𝑟
0⊤𝑟 0 0⊤𝑟̂︀𝐿̂︀𝐿⊤𝒫𝑟 0𝑟 0𝑟,𝑟

⎞⎠ .

Таким образом, для каждого класса 𝑇𝐻 = σ𝐻𝑇 .
Важно отметить, что множества пар матриц (𝑇,𝐻), составляющих классы 4′ и 3′ теоремы 1, явля-

ются подмножествами класса 1 теоремы 2 и его 𝒫𝑛-преобразования. Данное наблюдение получается,
если в качестве нижней треугольной матрицы ̂︀𝐿 взять единичную матрицу.
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Abstract. In the previous work by the authors, a unified approach to the design of pairs of matrices (𝑇,𝐻) solving the
problem of σ-commutation of Toeplitz and Hankel matrices was proposed. In this paper, this approach is applied to the
derivation of new classes of solutions.

Keywords: Teplitz matrix, Hankel matrix, σ-commutation.

ЖУРНАЛ ВЫЧИСЛИТЕЛЬНОЙ МАТЕМАТИКИ И МАТЕМАТИЧЕСКОЙ ФИЗИКИ том 64 № 7 2024


