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Предложенаматематическаямодель, описывающая течение тонкого слояжидкостипонаклонной,
неравномерно нагретой подложке. В качестве определяющих уравнений используются система
Навье–Стокса для вязкой несжимаемой жидкости и соотношения, представляющие собой обоб-
щенные кинематическое, динамическое и энергетическое условия на границе раздела для случая
испарения. Постановка приводится в двумерном случае для больших чисел Рейнольдса. Решение
задачи осуществляется в рамках длинноволнового приближения.Проведен параметрический ана-
лиз задачи, получено эволюционное уравнение для нахождения толщины жидкого слоя. Предло-
жен алгоритм численного решения для задачи о периодическом стекании жидкости по наклонной
подложке. Изучено влияние гравитационных эффектов и характера нагрева твердой подложки на
течение жидкого слоя. Библ. 24. Фиг. 4. Табл. 2.
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ВВЕДЕНИЕ
Потребность в теоретическом изучении задач, связанных с течением тонких слоев жидкостей, как

правило, связана с их широкой применимостью в наукоемкой промышленности. Технологии, ис-
пользующие в качестве рабочих сред испаряющиеся жидкости, встречаются, например, в системах
термостабилизации и при нанесении покрытий.

Часто течения жидких пленок сопровождаются газовыми потоками, оказывающими влияние на
характеристики течений. Изучению динамики тонких слоев жидкостей, сопровождаемых спутным
потоком газа, посвящен ряд экспериментальных работ (см., например, [1, 2, 3]).

Одним из наиболее важных вопросов при изучении течений со свободными границами и грани-
цами раздела является формулировка граничных условий. Большое количество эффектов, влияющих
на характер процессов, существенно затрудняет математическое моделирование подобных течений.
В работах [4, 5, 6, 7, 8, 9] проводится математическое моделирование испаряющихся пленок. В рабо-
те [6] принимаются во внимание дополнительные силы на границе раздела, учитывающие перенос

1) Работа выполнена при финансовой поддержке проекта “Современные модели гидродинамики для задач природо-
пользования, индустриальных систем и полярной механики” (2024-26) (гос. задание FZMW-2024-0003).
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энергии на газожидкостной границе и эффективное давление. В статье [10] обсуждается влияние эф-
фектаМарангони, гравитационного эффекта, степенинеравновесностии динамикипарананеустой-
чивость течения пленкижидкости, сопровождаемой потоком газа. Подробный вывод условий на сво-
бодной границе на основе законов сохранения массы, импульса и энергии с учетом дополнительных
гипотез проведен в [11]. Для получения граничных условий с учетом испарения в [12] использовались
интегральные законы сохранения без предположения о неразрывности касательных скоростей и тем-
пературы. В [13] аналогичные условия выведены в предположении о диффузионном потоке пара на
границе раздела.

Часто течения тонких слоев жидкостей моделируются с помощью уравнений Навье–Стокса [14,
15] илиОбербека–Буссинеска [8]. В указанных работах проведенпараметрический анализ задачи, что
позволяет выявить эффекты, оказывающиенаибольшее влияниена характер течения. В статьях [8, 14,
15] моделирование осуществлялось для случая умеренных чисел Рейнольдса порядка 𝑂(1).

В настоящей работе предложена односторонняя математическая модель, описывающая течение
тонкого слоя жидкости по наклонной неравномерно нагреваемой подложке. При моделировании
приняты во внимание гравитационный, капиллярный и термокапиллярный эффекты, испарение
и действие дополнительных касательных напряжений со стороны сопутствующего потока газа.Моде-
лирование проводится на основе длинноволнового приближения системы уравнений Навье–Стокса
и переноса тепла, кинематического, динамического и энергетического условий на границе раздела
сред, обобщенных для случая ненулевого потока пара [13, 16–18]. Кинетическое уравнение Герца–
Кнудсена используется для определения зависимости локального потока массы пара от температуры.
На твердой непроницаемой подложке, подверженной неоднородному нагреву, выполняются условия
прилипания. Для случая больших чисел Рейнольдса порядка 𝑂(1/ε) построены точные решения для
главных и первых членов разложения по степеняммалого параметра, проведен параметрический ана-
лиз задачи [19].Получено эволюционное уравнение, определяющееположение границыраздела сред,
для главных членов разложения. Схема численного решения реализована для случая периодического
стекания тонкого слоя жидкости. На примере системы “этанол – азот” показано, что гравитацион-
ные эффекты и характер нагрева подложки оказывают существенное влияние на структуру течения
жидкости.

1. ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ О ТЕЧЕНИИ ТОНКОГО СЛОЯ ВЯЗКОЙ НЕСЖИМАЕМОЙ
ЖИДКОСТИ С УЧЕТОМ ИСПАРЕНИЯ

Рассматривается тонкий слой вязкой несжимаемой жидкости, стекающий по наклонной, нерав-
номерно нагретой твердой непроницаемой подложке в условиях спутного потока газа и испарения
на термокапиллярной границе раздела сред. В данной постановке динамические процессы в газе не
принимаются во внимание (т.е. строится односторонняя модель). Тем не менее, касательные напря-
жения, индуцируемые газовым потоком, могут учитываться на границе раздела.

Пусть v = (𝑢, 𝑤) –– вектор скоростижидкости, 𝑝 –– давление, 𝑇 –– температура, ν и χ –– коэффициен-
ты кинематической вязкости и температуропроводности, соответственно, ρ –– плотность жидкости.
Рассматривается движение жидкости по твердой подложке при наличии деформируемой границы
раздела. Твердая непроницаемая подложка наклонена под углом α к линии горизонта. Система ко-
ординат выбрана таким образом, что ось 𝑂𝑥 направлена вдоль твердой границы, определяемой урав-
нением 𝑧 = 0. Положение границы раздела задается с помощью соотношения 𝑧 = ℎ(𝑥, 𝑡) (см. фиг. 1).
Тогда вектор силы тяжести g имеет вид g = (𝑔1, 𝑔2) = (𝑔 sin α, −𝑔 cos α), 𝑔 = |g|.

В данной постановке характерная длина деформации свободной поверхности существенно пре-
восходит амплитуду деформации. Таким образом, в задаче имеется два различных масштаба длины:
𝑙 –– продольная характерная длина, 𝑑 –– поперечная характерная длина, причем 𝑙 ≫ 𝑑. Пусть ε = 𝑑/𝑙 ––
малый параметр системы. Отметим, что характерные продольная и поперечная скорости 𝑢∗ и 𝑤∗ так-
же связаны между собой: 𝑤∗ = ε𝑢∗, а характерное время процесса 𝑡∗ связано с другими параметрами
задачи следующим образом: 𝑙 = 𝑢∗𝑡∗. Характерное давление может быть задано выражением 𝑝∗ = ρ𝑢2

∗.
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Фиг. 1. Геометрия области течения.

Такой выбор характерных параметров позволяет моделировать течения при достаточно больших зна-
чениях чисел Рейнольдса.

В рассматриваемой задаче в качестве математической модели течения тонкого слоя жидкости ис-
пользуется система уравнений Навье–Стокса и уравнение переноса тепла. С учетом введенных обо-
значений в безразмерном виде уравнения записываются следующим образом:

Reε2(𝑢𝑡 + 𝑢𝑢𝑥 + 𝑤𝑢𝑧) − ε2𝑢𝑥𝑥 = 𝑢𝑧𝑧 − Reε2𝑝𝑥 +
γ

Reε
sin α, (1)

Reε4(𝑤𝑡 + 𝑢𝑤𝑥 + 𝑤𝑤𝑧) − ε4𝑤𝑥𝑥 − ε2𝑤𝑧𝑧 =−Reε2𝑝𝑧 −
γ
Re

cos α, (2)

𝑢𝑥 + 𝑤𝑧 = 0, (3)

Re Prε2(𝑇𝑡 + 𝑢𝑇𝑥 + 𝑤𝑇𝑧) − ε2𝑇𝑥𝑥 = 𝑇𝑧𝑧, (4)

где Re = 𝑢∗𝑙/ν –– число Рейнольдса, Pr = ν/χ –– число Прандтля, γ = 𝑔𝑑3/ν2 –– число Галилея.
Положение границы раздела сред в безразмерной постановке задачи также определяется в ви-

де 𝑧 = ℎ(𝑥, 𝑡). Вектор нормали n и касательный вектор s к этой границе имеют координаты (𝑛1, 𝑛2)

и (𝑛2, −𝑛1), соответственно. Здесь 𝑛1 = −εℎ𝑥/√1 + ε2ℎ2
𝑥, 𝑛2 = 1/√1 + ε2ℎ2

𝑥. Кривизна свободной гра-
ницы и скорость ее перемещения по направлению внешней нормали задаются соотношениями:

2𝐻 = εℎ𝑥𝑥/√(1 + ε2ℎ2
𝑥)

3, 𝐷𝑛 = −εℎ𝑡/√1 + ε2ℎ2
𝑥.

Пусть характерная скорость в системе определяется следующим образом: 𝑢∗ = ν/𝑑. Тогда получим,
что число Рейнольдса имеет порядок 𝑂(1/ε). Таким образом, дальнейшее моделирование осуществля-
ется для случая больших чисел Рейнольдса.

На границе раздела 𝑧 = ℎ(𝑥, 𝑡) кинематическое, динамическое и энергетическое условия обобще-
ны для случая ненулевого потока пара [13, 18, 19]. Представим кинематическое условие в виде:

−ε(ℎ𝑡 + ℎ𝑥𝑢 − 𝑤) 1

√1 + ε2ℎ2
𝑥

= 𝐽𝑒𝑣 ̄𝐽 . (5)

Здесь 𝐽𝑒𝑣 –– величина локального потока массы пара на границе раздела. Данный параметр определя-
ется с помощью уравнения Герца–Кнудсена (см. [5]). В безразмерной форме уравнение принимает
вид

ЖУРНАЛ ВЫЧИСЛИТЕЛЬНОЙ МАТЕМАТИКИ И МАТЕМАТИЧЕСКОЙ ФИЗИКИ том 64 № 6 2024



ЧИСЛЕННОЕ МОДЕЛИРОВАНИЕ КОНВЕКТИВНЫХ ТЕЧЕНИЙ 1085

𝐽𝑒𝑣 = α𝐽𝑇 |𝑧=ℎ(𝑥,𝑡), (6)

где коэффициент α𝐽 определяется в виде:

α𝐽 = αρ𝑠λ𝑈
𝑇∗
𝐽∗ (

𝑀
2π𝑅𝑔𝑇 3

𝑠 )

1/2

(см. [5, 18]). Здесь α –– коэффициент аккомодации, ρ𝑠 –– плотность пара, 𝑀 ––молекулярный вес, 𝑅𝑔 ––
универсальная газовая постоянная, λ𝑈 –– скрытая теплота парообразования, 𝑇𝑠 –– температура насы-
щенного пара.

Проекции динамического условия в безразмерной форме имеют вид:

−𝑝 + 2ε2

1 + ε2ℎ2
𝑥

[ε2ℎ2
𝑥𝑢𝑥 + 𝑤𝑧 − ℎ𝑥 (𝑢𝑧 + ε2𝑤𝑥)] = −𝑝𝑔 +

ρ̄ ̄ν ̄𝜐
ℎ̄

2ε
1 + ε2ℎ2

𝑥
[ε2ℎ2

𝑥𝑢𝑔
𝑥 + 𝑤𝑔

𝑧 − εℎ𝑥 (𝑢𝑔
𝑧 + 𝑤𝑔

𝑥)] +

+ (1 − 1
ρ) 𝐽 2

𝑒𝑣 ̄𝐽 2 + σ ε2

Ca
ℎ𝑥𝑥

√(1 + ε2ℎ2
𝑥)3

,

(7)
2

1 + ε2ℎ2
𝑥

[ − ε2ℎ𝑥𝑢𝑥 + ε2ℎ𝑥𝑤𝑧 − 1
2 (1 − ε2ℎ𝑥) (𝑢𝑧 + ε2𝑤𝑥) ] −

ρ̄ ̄ν ̄𝜐
ℎ̄

⋅ 2ε
1 + ε2ℎ2

𝑥
×

×[ − εℎ𝑥𝑢𝑔
𝑥 + εℎ𝑥𝑤𝑔

𝑧 + 1
2 (1 − ε2ℎ2

𝑥) (𝑢𝑔
𝑧 + 𝑤𝑔

𝑥) ] = −Ma
Pr

ε2

√1 + ε2ℎ2
𝑥

(𝑇𝑥 + ℎ𝑥𝑇𝑧).
(8)

Здесь введены следующие обозначения: ̄𝑣 = 𝑢𝑔
∗/𝑢∗ –– отношение характерной продольной скорости

газа к характерной скорости жидкости, ̄ν, ρ̄ –– отношение коэффициентов кинематической вязкости
и плотностей газа и жидкости, соответственно, ℎ̄ –– отношение характерного размера слоя газа к 𝑙,
𝑝𝑔 –– давление в газе, Ma = σ𝑇𝑇∗𝑙/(ρνχ) –– число Марангони, Ca = 𝑢∗ρν/σ0 –– капиллярное число. Пара-
метр ̄𝐽 определяется с помощью следующего соотношения: ̄𝐽 = 𝐽 𝑒𝑣

∗ /(ρ𝑢∗), характерная величина по-
тока массы пара 𝐽 𝑒𝑣

∗ вычисляется как κ𝑇∗/(𝑑λ𝑈), κ –– коэффициент теплопроводности жидкости. По-
лагается, что коэффициент поверхностного натяжения σ линейно зависит от температуры. В безраз-
мерной форме данная зависимость имеет вид σ = 1 − ασ𝑇, где ασ = Ma Caε/Pr, σ0 –– значение ко-
эффициента поверхностного натяжения при некотором относительном значении температуры, σ𝑇 ––
температурный коэффициент поверхностного натяжения, 𝑇∗ –– характерный перепад температуры.

Энергетическое условие в безразмерной форме представимо следующим образом:

𝜕𝑇
𝜕𝑛

+ β2 {𝑇divΓ𝑣} = β3 ̄𝐽𝐽𝑒𝑣 + β4 ̄𝐽𝐽𝑒𝑣{ − 𝑝 + 2ε2

1 + ε2ℎ2
𝑥

[ε2ℎ2
𝑥𝑢𝑥 + 𝑤𝑧 − ℎ𝑥 (𝑢𝑧 + ε2𝑤𝑥)] }+

+1
2

β5 ̄𝐽 3𝐽 3
𝑒𝑣 + β6 ̄𝐽 εσ

ℎ𝑥𝑥

√(1 + ε2ℎ2
𝑥)

3
𝐽𝑒𝑣.

(9)

Здесь 𝜕𝑇
𝜕𝑛

и divΓv вычисляются согласно формулам

𝜕𝑇
𝜕𝑛

= 1

√1 + ε2ℎ2
𝑥

(−ε2ℎ𝑥𝑇𝑥 + 𝑇𝑧) ,

divΓv =
2

∑
𝑖=1

𝜕𝑣𝑖
𝜕𝑥𝑖

−
2

∑
𝑖=1

𝑛𝑖(n ⋅ ∇𝑣𝑖) = (𝑢𝑥 + 𝑤𝑧)|Γ − {
ε2ℎ2

𝑥

1 + ε2ℎ2
𝑥

𝑢𝑥 −
εℎ𝑥

1 + ε2ℎ2
𝑥

𝑢𝑧 −
εℎ𝑥

1 + ε2ℎ2
𝑥

𝑤𝑥 + 1
1 + ε2ℎ2

𝑥
𝑤𝑧}.
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Коэффициенты β𝑖 (𝑖 = 2, … , 6) имеют следующий вид: β2 = Maε2

Pr𝐸𝑈
, β3 = 1

𝐸 , β4 = (1/ρ)−1
𝐸𝑈

, β5 = (1−(1/ρ))
2

𝐸𝑈
,

β6 = 1−(1/ρ)ε
Ca𝐸𝑈

, 𝑈 = λ𝑈
𝑢2

∗
, 𝐸 = κ𝑇∗

λ𝑈ρν –– параметр испарения [4]. Первое слагаемое в левой части условия (9)
определяет дефект тепла при его переносе через границу раздела, второе отвечает за затраты энер-
гии для преодоления деформации поверхности термокапиллярными силами вдоль этой поверхно-
сти. Правая часть соотношения (9) определяет затраты тепла на деформацию свободной поверхности
в результате испарения и пропорциональна скорости потока испаряющейся массы.Первое слагаемое
в правой части задает расход тепла на парообразование, второе –– на деформацию границы, третье ––
на изменение кинетической энергии вещества при фазовом переходе, четвертое –– на совершаемую
веществом жидкости при массопереносе работу вследствие изменения удельного объема [13, 20].

На твердой подложке 𝑧 = 0 полагаются выполненными условия прилипания

𝑢|𝑧=0 = 0, 𝑤|𝑧=0 = 0, (10)

и задано распределение температуры
𝑇 |𝑧=0 = Θ0(𝑥, 𝑡). (11)

2. ПОСТРОЕНИЕ УРАВНЕНИЯ, ОПРЕДЕЛЯЮЩЕГО ТОЛЩИНУ ЖИДКОГО СЛОЯ

В рамках сформулированной задачи (1)–(4), (5)–(11) компоненты скорости 𝑢, 𝑤, температура 𝑇,
давление 𝑝и толщинажидкого слояℎ определяются в длинноволновомприближении. Решение ищет-
ся в виде разложений по степеням малого параметра ε. Система уравнений (1)–(4), записанная для
главных членов разложения, имеет следующий вид:

𝑢0
𝑧𝑧 = −γ sin α, (12)

𝑝0
𝑧 = −γ cos α, (13)

𝑢0
𝑥 = −𝑤0

𝑧, (14)

𝑇 0
𝑧𝑧 = 0. (15)

На твердой наклонной подложке должны быть выполнены следствия условий прилипания (10)

𝑢0|𝑧=0 = 0, 𝑤0|𝑧=0 = 0,

и задана функция, определяющая нагрев подложки (11)

𝑇 0|𝑧=0 = Θ0.

Для проведения параметрического анализа задачи определены значения безразмерных ком-
плексов, порядок значений представлен в табл. 1, 2 для системы типа “этанол – азот”. При
этом физические характеристики этанола и азота таковы: ρ = 0.79 г/см3, ν = 0.015 см2/сек,
κ = 4 ⋅ 10−4 кал/(сек см К), χ = 0.89 ⋅ 10−3 см2/сек, σ0 = 22 дин/см, σ𝑇 = 0.08 дин/(см K), λ𝑈 =
= 217 кал/г, α = 0.01, 𝑀 = 46 г/моль, ρ𝑠 = 1.6 ⋅ 10−3 г/см3, ρ𝑔 = 1.2 ⋅ 10−3 г/см3, ν𝑔 = 0.15 см2/сек,
κ𝑔 = 0.65 ⋅ 10−4 кал/(сек см К), χ𝑔 = 0.3 см2/сек. Характерный перепад температуры 𝑇∗ выбран 10 K
(см. также [17, 18]).

С учетом проведенного параметрического анализа выпишем следствия условий (5)–(9) для глав-
ных членов разложений:

𝑝0 = 𝑝𝑔 − α𝐶𝑎ℎ𝑥𝑥(1 − ασΘ0) + α𝐷α2
𝐽(Θ0)2,

𝑢0
𝑧 = α𝑀𝑎Θ̃,

−𝑇 0
𝑧 + β2{Θ0(𝑢0

𝑥)} = β3𝐽0 − β̄4𝑝0𝐽0 + β̄6ℎ𝑥𝑥𝐽0.
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Таблица 1. Значения параметров α в системе “этанол – азот”

α ––Параметр Значения (𝑇∗ = 10𝐾)

ασ = MaCaε
Pr

10−1ε

α𝐶𝑎 = ε2

Ca
104ε2

α𝐷 = (
1
ρ

− 1)
̄𝐽 2 10−1

ατ = ρ ν ε 10−2ε

α𝑀𝑎 = ε2Ma
Pr

103ε2

Таблица 2. Значения параметров β в системе “этанол – азот”

β ––Параметр Значения (𝑇∗ = 10 𝐾)

β2 = Maε2

Pr𝐸𝑈̄
105ε2

β3 = β3 ̄𝐽 1

β4 = β4𝐸 10−1

β5 = β5 ̄𝐽 3 10−3

β6 = εβ6𝐸 −ε2103

Здесь Θ0 = 𝑇 0|Γ, Θ̃ = (𝑇 0
𝑥 + ℎ𝑥𝑇 0

𝑧 ) |Γ, 𝐽0 = α𝐽Θ0, а также α𝐶𝑎 = ε2/Ca, α𝐷 = ((1/ρ̄) − 1) ̄𝐽 2, ατ = ρ̄ ̄ν ̄𝜐ε/ℎ̄,
α𝑀𝑎 = ε2Ma/Pr, β̄3 = β3 ̄𝐽, β̄4 = β4𝐸, β̄5 = β5 ̄𝐽 3, β̄6 = εβ6𝐸. Параметр α𝐽 есть величина порядка 10.

Искомые функции 𝑢0, 𝑤0, 𝑝0, 𝑇 0 определяются в ходе интегрирования уравнений (12)–(15):

𝑢0 = −γ sin α𝑧2

2
+ 𝐶1𝑧, (16)

𝑤0 = −(𝐶1)𝑥
𝑧2

2
, (17)

𝑝0 = −γ cos α𝑧 + 𝐶0(𝑥, 𝑡), (18)

𝑇 0 = 𝐴(𝑥, 𝑡)𝑧 + Θ0(𝑥, 𝑡). (19)

Вследствие граничных условий коэффициенты 𝐶0(𝑥, 𝑡), 𝐶1(𝑥, 𝑡), 𝐴(𝑥, 𝑡) удовлетворяют следующим со-
отношениям:

𝐶0(𝑥, 𝑡) = 𝑝𝑔 − α𝐶𝑎ℎ𝑥𝑥(1 − ασ (𝐴ℎ + Θ0)) + γ cos αℎ +

+α𝐷α2
𝐽 (𝐴ℎ + Θ0)

2 ,

𝐶1(𝑥, 𝑡) = α𝑀𝑎 (𝐴𝑥ℎ + (Θ0)𝑥 + ℎ𝑥𝐴) + γ sin αℎ,

𝐴(𝑥, 𝑡) =
[−β2(𝐶1)𝑥ℎ + α𝐽(β̄3 + β̄6ℎ𝑥𝑥)]Θ0

β2(𝐶1)𝑥ℎ2 + 1 − α𝐽ℎ(β̄3 + β̄6ℎ𝑥𝑥)
.

Аналогичным образом получена постановка задачи для первых членов разложения по степеням
малого параметра ε. Искомые функции удовлетворяют следующей системе уравнений:

𝑢1
𝑧𝑧 = 𝑝0

𝑥 + 𝑢0
𝑡 + 𝑢0𝑢0

𝑥 + 𝑤0𝑢0
𝑧,
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𝑝1
𝑧 = 𝑤0

𝑧𝑧, 𝑤1
𝑧 = −𝑢1

𝑥,

𝑇 1
𝑧𝑧 = 𝑃 𝑟(𝑇 0

𝑡 + 𝑢0𝑇 0
𝑥 + 𝑤0𝑇 0

𝑧 ).

На твердой границе 𝑧 = 0 выполняются условия прилипания:

𝑢1|𝑧=0 = 0, 𝑤1|𝑧=0 = 0, (20)

а из формул (11) и (15) следует соотношение

𝑇 1|𝑧=0 = 0. (21)

На границе раздела сред 𝑧 = ℎ(𝑥, 𝑡) должны быть выполнены следующие условия:

𝑝1 = α𝐶𝑎ασℎ𝑥𝑥Θ1 + α2
𝐽α𝐷Θ0Θ1, (22)

𝑢1
𝑧 = α𝑀𝑎

̃Θ̃, (23)

−𝑇 1
𝑧 + β2{Θ0 [𝑢1

𝑥 + ℎ𝑥 (𝑢0
𝑧 + 𝑤0

𝑥)] + Θ1𝑢0
𝑥} = 0. (24)

Здесь Θ1 = 𝑇 1|Γ,
̃Θ̃ = (𝑇 1

𝑥 + ℎ𝑥𝑇 1
𝑧 ) |Γ.

Тогда, принимая во внимание условия на твердой границе (20), (21), получим аналитические ре-
шения для первых членов разложения неизвестных функций:

𝑢1 = (𝐶0)𝑥
𝑧2

2
+ (𝐶1)𝑡

𝑧3

6
+ ( ̄𝐶3)𝑧 + (𝐶1)𝑥𝐶1

𝑧4

24
, (25)

𝑤1 = −(𝐶0)𝑥𝑥
𝑧3

6
− (𝐶1)𝑡𝑥

𝑧4

24
− ((𝐶1)2

𝑥 + 𝐶1(𝐶1)𝑥𝑥) 𝑧5

120
− ( ̄𝐶3)𝑥

𝑧2

2
, (26)

𝑝1 = −(𝐶1)𝑥𝑧 + ̄𝐶2(𝑥, 𝑡), (27)

𝑇 1 = 𝑃 𝑟{ [𝐴𝑡 + 𝐶1(Θ0)𝑥]
𝑧3

6
+ (Θ0)𝑡

𝑧2

2
+ [−γ sin α

(Θ0)𝑥
2

+ 𝐶1𝐴𝑥 − 𝐴
2

(𝐶1)𝑥] ×

× 𝑧4

12
− γ sin α𝐴𝑥

𝑧5

40} + ̃𝐴𝑧.
(28)

Функции ̄𝐶2, ̄𝐶3, ̃𝐴 удовлетворяют соотношениям:

̄𝐶2(𝑥, 𝑡) = (𝐶1)𝑥ℎ + Θ1 (α𝐶𝑎ασℎ𝑥𝑥 + +2α2
𝐽α𝐷(𝐴ℎ + Θ0)) ,

̄𝐶3(𝑥, 𝑡) = −α𝑀𝑎
̃Θ̃ − ( ̄𝐶0)𝑥ℎ − (𝐶1)𝑡

ℎ2

2
− 𝐶1(𝐶1)𝑥

ℎ3

6
,

̃𝐴 = 𝐹 (𝐴, Θ0, 𝐶1, ℎ).

Функция 𝐹 (𝐴, Θ0, 𝐶1, ℎ) определяется с помощью соотношения (24).

С учетомформул (16), (17), (25), (26) для выраженияфункций 𝑢 и 𝑤 можно получить уравнение для
определения толщины слоя жидкости. Представим уравнение для определения положения границы
раздела, ограничиваясь главными членами разложения (lubrication approximation):

ℎ𝑡 + ℎ𝑥{ − γ sin αℎ2

2
+ 𝐶1ℎ + (𝐶1)𝑥

ℎ2

2 } + 𝐸𝐽𝑒𝑣 = 0, (29)

где
𝐽𝑒𝑣 = α𝐽[𝐴(𝑥, 𝑡)ℎ + Θ0(𝑥, 𝑡)].
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Отметим также, что для замыкания постановки задачи необходимо определить начальное положение
термокапиллярной границы раздела ℎ(𝑥, 0) = ℎ0(𝑥), а также условия на бесконечности. Когда будет
определена функция ℎ(𝑥, 𝑡), распределение скоростей, давление и температура также будут найдены
с учетом формул (16)–(19) и (25)–(28).

3. АЛГОРИТМ ЧИСЛЕННОГО РЕШЕНИЯ
Задача о периодическом стекании часто используется для тестирования задачи о стекании слоя

жидкости [21]. Рассмотрим периодическую задачу об определении положения границы раздела ℎ,
удовлетворяющей уравнению (29) на некотором промежутке [−𝐿; 𝐿]. Пусть выполнены следующие
периодические условия на границах 𝑥 = ±𝐿 рассматриваемой области:

ℎ|𝑥=−𝐿 = ℎ|𝑥=𝐿, ℎ𝑥|𝑥=−𝐿 = ℎ𝑥|𝑥=𝐿. (30)

Начальноеположение термокапиллярной границыимеет видℎ0(𝑥) = 1−δ0 cos 𝑘𝑥.Неравномерный
нагрев подложки определяется с помощью заданной функции Θ0.

С учетом соотношения, определяющего функцию 𝐶1(𝑥, 𝑡), уравнение (29) может быть записано
в следующем виде:

ℎ𝑡 + 𝐴2ℎ𝑥𝑥 + 𝐴1ℎ𝑥 + 𝐴0ℎ + 𝐷 = 0. (31)

Здесь коэффициенты 𝐴2, 𝐴1, 𝐴0, 𝐷 представляют собой функции, зависящие от 𝐴, ℎ, Θ0 и их произ-
водных:

𝐴2 = ℎ2

2
α𝑀𝑎𝐴, 𝐴1 = 2ℎ2α𝑀𝑎𝐴𝑥 + ℎα𝑀𝑎(Θ0)𝑥 + ℎ𝑥ℎα𝑀𝑎𝐴 + ℎ2γ sin α,

𝐴0 = ℎ2

2
α𝑀𝑎𝐴𝑥𝑥 + ℎ

2
α𝑀𝑎(Θ0)𝑥𝑥 + 𝐸α𝐽𝐴, 𝐷 = 𝐸α𝐽Θ0.

Для численного решения уравнения (31) используется неявная конечно-разностная схема следу-
ющего вида:

ℎ𝑘+1 − ℎ𝑘

τ
+ 𝐴𝑘

2ℎ𝑘+1
𝑥𝑥 + 𝐴𝑘

1ℎ𝑘+1
𝑥 + 𝐴𝑘

0ℎ𝑘+1 + 𝐷𝑘 = 0. (32)

Для реализации неявной схемы введем равномерную разностную сетку по пространственной пере-
менной 𝑥: 𝑥1, 𝑥2, … , 𝑥𝑁+1, 𝑥𝑛 = −𝐿 + (𝑛 − 1)Δ𝑥, 𝑛 = 1, 2, … , 𝑁 + 1, c шагом Δ𝑥 = 2𝐿/𝑁. Для всех
производных по 𝑥, входящих в уравнение (32) используются конечно-разностные аналоги второго
порядка аппроксимации.

Конечно-разностную схему (32) можно записать в виде системы линейных алгебраических урав-
нений:

𝑏𝑘
1ℎ𝑘+1

1 + 𝑐𝑘
1 ℎ𝑘+1

2 = 𝑑𝑘
1 , 𝑛 = 1;

𝑎𝑘
𝑛ℎ𝑘+1

𝑛−1 + 𝑏𝑘
𝑛ℎ𝑘+1

𝑛 + 𝑐𝑘
𝑛 ℎ𝑘+1

𝑛+1 = 𝑑𝑘
𝑛 , 𝑛 = 2, 3, ..., 𝑁;

𝑎𝑘
𝑁+1ℎ𝑘+1

𝑁 + 𝑏𝑘
𝑁+1ℎ𝑘+1

𝑁+1 = 𝑑𝑘
𝑁+1, 𝑛 = 𝑁 + 1. (33)

Коэффициенты 𝑎𝑘
𝑛, 𝑏𝑘

𝑛, 𝑐𝑘
𝑛 , 𝑑𝑘

𝑛 зависят от 𝐴2, 𝐴1, 𝐴0, 𝐷. Для реализации периодических условий (30) на
границах 𝑥 = ±𝐿 также используются конечно-разностные аналоги второго порядка аппроксимации
(см. [22]).

Таким образом, задача сводится к решению системы линейных алгебраических уравнений (33)
с помощью метода трехточечной прогонки и прогонки с параметром. Поиск значений ℎ𝑛 осуществ-
ляется в виде ℎ𝑛 = α𝑛ℎ𝑛+1 + β𝑛ℎ𝑁 + γ𝑛. Формулы для прогоночных коэффициентов α𝑛, β𝑛, γ𝑛 имеют
следующий вид:

α𝑛 =
−𝑐𝑛

𝑎𝑛α𝑛−1 + 𝑏𝑛
, β𝑛 =

−𝑎𝑛β𝑛−1
𝑎𝑛α𝑛−1 + 𝑏𝑛

, γ𝑛 =
𝑑𝑛 − 𝑎𝑛γ𝑛−1
𝑎𝑛α𝑛−1 + 𝑏𝑛

, 𝑛 = 2, 3, ..., 𝑁.
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Стартовые значения коэффициентов α1, β1, γ1 определяются с помощью первого уравнения систе-
мы (33) и граничного условия. В роли неизвестного параметра выступает значение толщиныжидкого
слоя на торцах исследуемой области ℎ𝑁+1. В качестве обратного хода прогонки используется соотно-
шение ℎ𝑛 = α̃𝑛ℎ𝑁+1 + β̃𝑛.

Численное решение задачи о периодическом стекании тонкого слоя жидкости по наклонной под-
ложке состоит из следующих этапов.

1. Расчет на новом временном слое 𝑘+1 начинается с вычисления значенийфункции 𝐴, при этом
используются значения функции ℎ, определяющей положение границы раздела, с предыдущего вре-
менного слоя. Здесь

(ℎ𝑥𝑥)𝑛 =
ℎ𝑛+1 − 2ℎ𝑛 + ℎ𝑛−1

Δ𝑥2 , (Θ0)𝑛 = 1 + δ cos(𝑘𝑥𝑛), 𝑛 = 2, ..., 𝑁.

Для аппроксимации вторых производных по переменной 𝑥 на границах исследуемой области [−𝐿, 𝐿]
используются следующие соотношения:

ℎ3 − 2ℎ2 + ℎ1

Δ𝑥2 ,
ℎ𝑁1 − 2ℎ𝑁 + ℎ𝑁−1

Δ𝑥2 .

2. С помощью полученных для 𝐴𝑛 значений насчитываются значения функции (𝐶1)𝑛 и ее произ-
водной.

3. Определяются значения толщины жидкости ℎ на новом временном слое с помощью схемы
Кранка–Николсона для переменной по времени.

Для замыкания постановки задачи необходимо задать условия на введенных торцах исследуемой
области 𝑥 = ±𝐿. В качестве таких условий в данном случае используются условия периодичности
значений функции ℎ и ее первой производной по координате 𝑥 [24].

4. РЕЗУЛЬТАТЫ ЧИСЛЕННОГО ИССЛЕДОВАНИЯ
Проведено численное исследование для случая периодического стекания жидкости типа этанол.

В качестве газа, сопровождающего течение, рассматривается азот. Значения безразмерных парамет-
ров задачи представлены в табл. 1, 2 (см. также [17, 18, 23, 24]). Характерное время процесса 𝑡∗ равно
0.7 ⋅ 102 сек.

Положение границы раздела сред в начальный момент времени задано в виде следующего соот-
ношения: ℎ0 = 1 − δ0 cos 𝑘𝑥. Неравномерный нагрев подложки определяется с помощью формулы

Θ0 = 1 + δ1 cos 𝑘1𝑥 ⋅ cos 𝑘2𝑡.

Значения параметров δ0 и δ1 здесь полагаются равными 0.01 и 0.25, соответственно; 𝑘 = 𝑘1 = π/2,
𝑘2 = 10. Угол наклона твердой подложки относительно горизонта составляет π/8. Представленные
результатыполученысиспользованиемэнергетического условияна границе 𝑦 = ℎ(𝑥, 𝑡) в классической
постановке, т.е. безразмерные параметры β̄3 и β̄6 принимались равными 0.

На фиг. 2 проиллюстрирован процесс испарения жидкого слоя со временем в условиях нормаль-
ной гравитации (𝑔 = 9.8 м/с2). Твердая подложка подвержена неоднородному нестационарному на-
греву. С течением времени наблюдается снижение толщины жидкого слоя относительно начального
положения (сплошная линия). Амплитуда волны при этом существенно увеличивается, наблюдает-
ся смещение локального минимума. В случае продолжения рассматриваемого процесса во времени
может наблюдаться образование сухих пятен.

Фигура 3 демонстрирует влияние характера нагрева наклонной подложки на структуру течения
слоя жидкости. Приведены положения границы раздела сред в момент времени 𝑡 = 10−2 в услови-
ях нормальной гравитации. Сплошная линия на фиг. 3 демонстрирует толщину жидкого слоя в слу-
чае неоднородного нестационарного нагрева (соответствует линии 3 на фиг. 2). В случае, когда рас-
сматривается случай однородного распределения температуры относительно пространственной ко-
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Фиг. 2.Изменение характера течения тонкого слоя жидкости со временем: 1 –– начальное положение границы раздела; 2 ––
положение границы раздела в момент времени 𝑡 = 10−3; 3 –– положение границы раздела в момент времени 𝑡 = 10−2.

ординаты 𝑥 (т.е. 𝑘1 = 0), наблюдается выравнивание границы раздела сред (см. штриховые линии на
фиг. 3). Линия 2 демонстрирует снижение толщины жидкого слоя со временем в условиях нестаци-
онарного нагрева подложки. В случае, когда функция Θ0 постоянна как по пространству, так и по
времени, наблюдается установление стационарной картины течения без изменения толщиныжидко-
го слоя (линия 3 на фиг. 3).

.

.

.

.

.

Фиг. 3.Изменение течения тонкого слоя жидкости в зависимости от характера нагрева подложки, 𝑡 = 10−2: 1 –– однородное
стационарное распределение температуры; 2 –– однородное нестационарное распределение температуры; 3 –– неоднород-
ное, нестационарное распределение температуры.

На фиг. 4 представлены результаты изучения влияния уровня гравитации на характер стекания
тонкого слоя жидкости в случае неоднородного нестационарного нагрева подложки. Наиболее сла-
бое снижение толщины жидкого слоя и наименьшая амплитуда волны наблюдаются в условиях нор-
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мальной гравитации, когда 𝑔 = 9.8 м/с2 (сплошная линия 1). При уменьшении уровня гравитации до
𝑔 = 9.8 ⋅ 10−1 м/с2 (линия 2) и 𝑔 = 9.8 ⋅ 10−2 м/с2 (линия 3) имеет место снижение толщины жидкого
слоя. При этом смещение локального минимума положения границы раздела относительно началь-
ного положения увеличивается с ростом уровня гравитации.

.

.

.

.

.

.

Фиг. 4.Изменение течения тонкого слоя жидкости в зависимости от уровня гравитации, 𝑡 = 10−2: 1 –– нормальная гравита-
ция; 2 –– слабая гравитация (𝑔 ⋅ 10−1); 3 –– слабая гравитация (𝑔 ⋅ 10−2).

ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Предложенная в работе математическая модель позволяет учитывать капиллярный, термокапил-
лярный, гравитационный эффекты, массоперенос на границе жидкости и газа, угол наклона и ха-
рактер нагрева подложки, а также действие дополнительных касательных напряжений, возникаю-
щих под действием сопутствующего потока газа, на характер течения тонкого слоя жидкости. Па-
раметрический анализ задачи позволяет определить эффекты, оказывающие наибольшее влияние на
изучаемые процессы. В рамках рассматриваемой математической модели построены точные (анали-
тические) решения для главных и первых членов разложения искомых функций по степеням малого
параметра задачи.

Для решения полученного эволюционного уравнения, определяющего толщину жидкого слоя,
построена численная схема. В рамках задачи о периодическом стекании тонкого слоя жидкости изу-
чено влияние гравитационного эффекта на структуру течения. Проведено численное исследование
процесса стекания жидкости с различной картиной распределения температуры по твердой подлож-
ке. Показано, что наиболее интенсивное уменьшение толщины жидкого слоя наблюдается с увели-
чением уровня гравитации для случаев неоднородного нагрева подложки.
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Abstract. A mathematical model is proposed that describes the flow of a thin layer of liquid on an
inclined, non-uniformly heated substrate. The Navier-Stokes system for a viscous incompressible liquid
and relations representing generalized kinematic, dynamic and energy conditions at the interface for the
case of evaporation are used as governing equations. The statement is given in a two-dimensional case for
large Reynolds numbers. The problem is solved within the framework of the long-wave approximation.
A parametric analysis of the problem is carried out, an evolutionary equation is obtained for finding the
thickness of the liquid layer. An algorithm for a numerical solution is proposed for the problem of periodic
flow of liquid down an inclined substrate. The influence of gravitational effects and the nature of heating of
a solid substrate on the flow of a liquid layer is studied.

Keywords: thermocapillary flow of liquid, generalized conditions at the interface, evaporation, evolution
equation, numerical solution.

ЖУРНАЛ ВЫЧИСЛИТЕЛЬНОЙ МАТЕМАТИКИ И МАТЕМАТИЧЕСКОЙ ФИЗИКИ том 64 № 6 2024




