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Рассматриваются постановки начально-краевых задач для системы уравнений Максвелла в раз-
личных квазистационарных приближениях в однородных и неоднородных проводящих средах.
В случае слабонеоднородных сред формулируются и обосновываются асимптотические разложе-
ния решений рассматриваемых начально-краевых задач по параметру, характеризующему степень
неоднородности среды. Показано, что построение асимптотического разложения для квазиста-
ционарного электромагнитного приближения приводит к последовательному решениюнезависи-
мых задач для квазистационарного электрического и квазистационарного магнитного приближе-
ния в однородной среде. Приведены условия на начальные данные, при которых асимптотические
ряды являются сходящимися. Библ. 32.
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1. ВВЕДЕНИЕ
Во многих прикладных задачах для описания относительно медленных электромагнитных про-

цессов используются различные квазистационарные приближения для системы уравнений Макс-
велла [1]–[3]. Вопросы иерархии квазистационарных приближений обсуждаются в работах [4]–[7].
Наряду с классическими квазистационарными приближениями (квазистационарное электрическое
приближение [8], квазистационарное магнитное приближение [9]), значительное внимание уделяет-
ся обобщающему их квазистационарному электромагнитному приближению, которое также называ-
ется приближениемДарвина [10]. Это приближение основано на разложении электрического поля на
потенциальнуюивихревуюсоставляющиеи сохранениив системе уравненийМаксвеллапотенциаль-
ной составляющей тока смещения.Обсуждениюприменимости квазистационарного электромагнит-
ного приближения при построении физических моделей квазистационарных процессов посвящены
работы [6], [11]–[13]. Вопросы построения численных алгоритмов решения задач для квазистацио-
нарного электромагнитного приближения рассматриваются в работах [14]–[20].

Одной из важнейших областей применения квазистационарных приближений является иссле-
дование электромагнитных явлений в атмосфере Земли. В зависимости от величины проводимости
при моделировании переходных процессов могут использоваться как квазистационарное электриче-
ское [21]–[23], так и квазистационарное магнитное приближения [24]. Для единого описания физи-
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ческих полей в различных слоях атмосферы естественно использовать квазистационарное электро-
магнитное приближение [25].

Математическому исследованию внутренних и внешних задач для системы уравненийМаксвелла
в квазистационарном электромагнитном приближении посвящены работы [4], [10], [26]–[29]. В этих
работах для однородных сред и заданной объемной плотности тока были доказаны теоремы о кор-
ректности постановок рассматриваемых задач, построены и исследованы асимптотические разложе-
ния, обосновывающие применимость квазистационарного электромагнитного приближения. С ис-
пользованием метода ортогонального проектирования доказана возможность декомпозиции исход-
ной задачи на задачу определения потенциальной составляющей электрического поля, соответству-
ющую квазистационарному электрическому приближению, и задачу определения магнитного поля
и вихревой составляющей электрического поля, соответствующую квазистационарному магнитному
приближению.

В общем случае, когда объемную плотность тока и напряженность электрического поля связы-
вает обобщенный закон Ома, в средах с неоднородной проводимостью такая декомпозиция невоз-
можна. Соответствующие задачи при общих условиях на коэффициенты были исследованы в рабо-
тах [7], [25], [30], где были получены результаты о математической корректности постановок и приве-
дены оценки, обосновывающие применимость различных квазистационарных приближений в зави-
симости от безразмерных параметров, характеризующих проводимость и масштабы неоднородности
среды.

В настоящей работе рассматривается система уравнений Максвелла в квазистационарном элек-
тромагнитном приближении в случае, когда объемную плотность тока и напряженность электриче-
ского поля связывает обобщенный законОма, в предположении о слабой неоднородности среды.По-
казано, что если удельная проводимость является постоянной величиной, возможна декомпозиция
начально-краевой задачи, приводящая к задаче определения потенциального электрического поля,
соответствующей электрическому приближению, и задаче определения магнитного поля и вихревого
электрического поля, соответствующеймагнитномуприближению.Построеныиобоснованы асимп-
тотические разложения решений начально-краевых задач по малому параметру, характеризующему
степень неоднородности среды. Показано, что построение асимптотического разложения для квази-
стационарного электромагнитного приближения приводит к последовательному решению независи-
мых задач для квазистационарного электрического и квазистационарного магнитного приближения
в однородной среде. Приведены условия на начальные данные, при которых асимптотические ряды
являются сходящимися.

2. КВАЗИСТАЦИОНАРНЫЕ ПРИБЛИЖЕНИЯ ДЛЯ СИСТЕМЫ УРАВНЕНИЙ МАКСВЕЛЛА

В разделе обсуждаются постановки начально-краевых задач для системы уравнений Максвелла
в различных квазистационарных приближениях в однородных и неоднородных средах. В гауссовой
системе единиц нестационарная система уравнений Максвелла имеет вид [1]

rotH(𝑥, 𝑡) = 4π
𝑐
J(𝑥, 𝑡) + 1

𝑐
𝜕D(𝑥, 𝑡)

𝜕𝑡
, (1)

rotE(𝑥, 𝑡) = −1
𝑐

𝜕B(𝑥, 𝑡)
𝜕𝑡

, (2)

divB(𝑥, 𝑡) = 0, (3)

divD(𝑥, 𝑡) = 4πρ(𝑥, 𝑡), (4)

где (𝑥, 𝑡) ∈ Ω × (0, 𝑇 ), Ω ⊂ R 3, 𝑇 > 0. Предполагается, что векторные поляH, J,D, E, B удовлетворяют
линейным материальным соотношениям

D = εE, B = μH, J = σE + Jст, (5)
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позволяющим формулировать задачи определения двух неизвестных функций E и H, описывающих
электрическое и магнитное поле соответственно. При изучении задач в проводящих средах уравне-
ние (4) служит для определения функции ρ.

В работе предполагается, что Ω ⊂ R 3 –– открытая ограниченная односвязная область с липшиц-
непрерывной границей Γ, состоящей из компонент связности Γ1, Γ2, гомеоморфных сферам в R 3.
В почти каждой точке 𝑥 ∈ Γ определен единичный вектор внешней нормали ν(𝑥). Подобная про-
странственная область рассматривается при описании электромагнитных процессов в атмосфере, Γ1
соответствует в этом случае поверхности Земли, Γ2 –– условной границе атмосферы с ионосферой. Ре-
зультатынастоящейработыестественнымобразомобобщаютсяна случайодносвязныхобластей, гра-
ница которых состоит из конечного числа замкнутых поверхностей, гомеоморфных сферам.

Далее предполагается, что ε = μ = 1, σ –– измеримая в Ω функция, при почти всех 𝑥 ∈ Ω удовле-
творяющая условиям σ1 ⩽ σ(𝑥) ⩽ σ2, где σ𝑖 > 0 (𝑖 = 1, 2) –– заданные числа.

Квазистационарные приближения для системы (1)–(5) будут рассматриваться при однородном
граничном условии

E(𝑥, 𝑡) × ν(𝑥) = 0, (𝑥, 𝑡) ∈ Γ × (0, 𝑇 ). (6)

При исследовании задач атмосферного электричества граничные условия (6) соответствуют предпо-
ложению о том, что поверхности Γ1 и Γ2 являются идеальными проводниками.

Квазистационарное электрическое приближение для системы уравнений Максвелла [3, 8] фор-
мально заключается в пренебрежении слагаемым 𝜕/𝑐𝜕𝑡B в уравнении (2). Система уравнений Макс-
велла с учетом материальных соотношений в этом приближении имеет вид

rotH = 4π
𝑐

σE + 4π
𝑐
Jст + 1

𝑐
𝜕
𝜕𝑡
E, rotE = 0, divH = 0. (7)

Система (7) рассматривается при граничных условиях (6) и начальных условиях

E(𝑥, 0) = e(𝑥), 𝑥 ∈ Ω. (8)

Квазистационарное магнитное приближение [2] для системы уравнений Максвелла заключается
в пренебрежении током смещения, т.е. в уравнении (1) можно положить 𝜕/𝑐𝜕𝑡D ≈ 0. С учетом мате-
риальных соотношений система уравнений Максвелла в этом приближении имеет вид

rotH = 4π
𝑐

σE + 4π
𝑐
Jст, rotE = −1

𝑐
𝜕
𝜕𝑡
H, divH = 0. (9)

Система (9) будет рассматриваться при граничных условиях (6) и начальных условиях

H(𝑥, 0) = h(𝑥), 𝑥 ∈ Ω. (10)

В квазистационарном электромагнитномприближении [4]–[7] уравнение (1) содержит только по-
тенциальную часть тока смещения. Пусть E = ℰ − gradφ, где divℰ = 0. Тогда система уравнений
Максвелла с учетом материальных соотношений имеет в этом приближении вид

rotH(𝑥, 𝑡) = 4π
𝑐

σ(𝑥)E(𝑥, 𝑡) + 4π
𝑐
Jст(𝑥, 𝑡) − 1

𝑐
𝜕
𝜕𝑡

gradφ(𝑥, 𝑡), (11)

rotE(𝑥, 𝑡) = −1
𝑐

𝜕
𝜕𝑡
H(𝑥, 𝑡). (12)

Система будет рассматриваться при граничных условиях (6) и начальных условиях

H(𝑥, 0) = h(𝑥), gradφ(𝑥, 0) = gradφ0(𝑥). (13)
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Припостановке рассматриваемыхначально-краевых задач используются следующие гильбертовы
пространства вектор-функций [31], [32]:

𝐻(div ; Ω) = {u ∈ {𝐿2(Ω)}3 ∶ div u ∈ 𝐿2(Ω)}, 𝐾(div ; Ω) = {u ∈ {𝐿2(Ω)}3 ∶ div u = 0},

(u, v)div = (u, v)2,Ω + (div u, div v)2,Ω,

𝐻(rot ; Ω) = {u ∈ {𝐿2(Ω)}3 ∶ rot u ∈ {𝐿2(Ω)}3}, 𝐾(rot ; Ω) = {u ∈ {𝐿2(Ω)}3 ∶ rot u = 0},

(u, v)rot = (u, v)2,Ω + (rot u, rot v)2,Ω,

где через (⋅, ⋅)2,Ω обозначено скалярное произведение в 𝐿2(Ω) и в {𝐿2(Ω)}3.
Через 𝐻0(rot ; Ω), 𝐻0(div ; Ω) обозначается замыкание множества пробных вектор-функций

{𝒟(Ω)}3 соответственно в 𝐻(rot ; Ω) и 𝐻(div ; Ω), 𝐾0(rot ; Ω) = 𝐾(rot ; Ω) ∩ 𝐻0(rot ; Ω), 𝐾0(div ; Ω) =
= 𝐾(div ; Ω) ∩ 𝐻0(div ; Ω).

Пусть γν ∶ 𝐻(div ; Ω) → 𝐻−1/2(Γ) –– оператор следа, γνu = u ⋅ ν,

𝐾(Ω) = {u ∈ 𝐾(div ; Ω) ∶ ⟨γνu, 1⟩Γ𝑖
= 0, 𝑖 = 1, 2},

𝐻(Ω) = {ψ ∈ 𝐻1(Ω) ∶ ψ(𝑥) = 0, 𝑥 ∈ Γ1, ψ(𝑥) = const, 𝑥 ∈ Γ2},

𝑈1(Ω) = 𝐾(Ω) ∩ 𝐻0(rot ; Ω), 𝑈2(Ω) = 𝐾0(div ; Ω) ∩ 𝐻(rot ; Ω).

Справедливы следующие утверждения [8, 32].
Лемма 1. Для любой функции u ∈ 𝐾(rot ; Ω) найдется функция 𝑝 ∈ 𝐻1(Ω) такая, что u = grad 𝑝. Если

u ∈ 𝐾0(rot ; Ω), можно выбрать 𝑝 ∈ 𝐻(Ω).
Лемма 2. Ортогональное дополнение к 𝐾(Ω) в {𝐿2(Ω)}3 совпадает с 𝐾0(rot ; Ω). Ортогональное допол-

нение к 𝐾0(div ; Ω) в {𝐿2(Ω)}3 совпадает с 𝐾(rot ; Ω).

2.1. Задачи для системы уравнений Максвелла в однородных средах

Рассмотрим начально-краевые задачи для квазистационарных приближений в однородной про-
водящей среде, т.е. в предположении, что σ –– заданное положительное число. Покажем, что в этом
случае возможна декомпозиция задач на задачи определения функций H, ℰ и задачи определения
функции gradφ.

Пусть Jст ∈ 𝐿2(0, 𝑇 , {𝐿2(Ω)}3), h ∈ 𝐾0(div ; Ω), φ0 ∈ 𝐻(Ω) –– заданные функции.
Обобщенным решением начально-краевой задачи (11)–(13), (6) для системы уравненийМаксвел-

ла в квазистационарном электромагнитном приближении называются функции H ∈ 𝐿2(0, 𝑇 , 𝑈2(Ω)),
ℰ ∈ 𝐿2(0, 𝑇 , 𝐾(Ω)), φ ∈ 𝐿2(0, 𝑇 , 𝐻(Ω)) такие, что равенства (11)–(13) выполнены в смысле теории
распределений.

Обозначим через 𝑃1 и 𝑃2 операторы ортогонального проектирования из {𝐿2(Ω)}3 на пространства
𝐾0(rot ; Ω) и 𝐾(Ω) соответственно. Для u ∈ {𝐿2(Ω)}3 функции 𝑃1u ∈ 𝐾0(rot ; Ω), 𝑃2u ∈ 𝐾(Ω) удовлетво-
ряют при всех q ∈ 𝐾0(rot ; Ω), v ∈ 𝐾(Ω) равенствам

(𝑃1u, q)2,Ω = (u, q)2,Ω, (𝑃2u, v)2,Ω = (u, v)2,Ω.

Теорема 1. Для всех h ∈ 𝐾0(div ; Ω), φ0 ∈ 𝐻(Ω), Jст ∈ 𝐿2(0, 𝑇 , {𝐿2(Ω)}3) существует единственное
решение H ∈ 𝐿2(0, 𝑇 , 𝑈2(Ω)), ℰ ∈ 𝐿2(0, 𝑇 , 𝐾(Ω)), φ ∈ 𝐻1(0, 𝑇 , 𝐻(Ω)) задачи (11)–(13), (6). При этом
H, ℰ –– обобщенное решение задачи

rotH = 4π
𝑐

σℰ + 4π
𝑐

𝑃2J
ст, rotℰ = −1

𝑐
𝜕
𝜕𝑡
H, H(0) = h, (14)
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H ∈ 𝐶 ([0, 𝑇 ], 𝐾0(div ; Ω)) и справедливы оценки

‖rotH‖2,𝑄 ⩽ 4π
𝑐

‖𝑃2J
ст‖2,𝑄 +

2√πσ
𝑐

‖h‖2,Ω, (15)

‖H‖2
𝐶([0,𝑇 ],{𝐿2(Ω)}3) ⩽ 4π

σ
‖𝑃2J

ст‖2
2,𝑄 + ‖h‖2

2,Ω, (16)

‖ℰ‖2
2,𝑄 ⩽ 1

σ2 ‖𝑃2J
ст‖2

2,𝑄 + 1
4πσ

‖h‖2
2,Ω. (17)

Функция gradφ является обобщенным решением задачи

𝜕
𝜕𝑡

gradφ + 4πσgradφ = 4π𝑃1J
ст, gradφ(0) = gradφ0 (18)

и удовлетворяет неравенству

‖gradφ‖2
2,𝑄 ⩽ 1

σ2 ‖𝑃1J
ст‖2

2,𝑄 + 1
4πσ

min{1, 4πσ𝑇 }‖gradφ0‖2
2,Ω. (19)

Если h ∈ 𝑈2(Ω) и Eст ∈ 𝐿2(0, 𝑇 , 𝐻0(rot ; Ω)), то 𝜕/𝜕𝑡H ∈ 𝐿2(0, 𝑇 , {𝐿2(Ω)}3).

Справедливость теоремы 1 вытекает из более общих результатов, полученных в [7], [25]. При этом
задача (14) может быть сформулирована как задача определения функции H ∈ 𝐿2(0, 𝑇 , 𝑈2(Ω)), удо-
влетворяющей начальному условию и такой, что для всех v ∈ 𝑈2(Ω)

1
𝑐

𝑑
𝑑𝑡

(H, v)2,Ω + 𝑐
4π

(σ−1rotH, rot v)2,Ω = (σ−1𝑃2(Jст), rot v)2,Ω. (20)

Решение задачи (18), функция φ ∈ 𝐻1(0, 𝑇 , 𝐻(Ω)), при всех ψ ∈ 𝐻(Ω) удовлетворяет равенству

𝑑
𝑑𝑡

(gradφ, gradψ)2,Ω + 4π(σgradφ, gradψ)2,Ω = 4π(Jст, gradψ)2,Ω. (21)

Задача (9), (10) для системы уравнений Максвелла в квазистационарном магнитном приближе-
нии сиспользованиемпроектированиянаподпространства разбиваетсяна задачу определенияфунк-
цийH,ℰ, имеющую тот же вид, что и задача (14), и равенство

gradφ = σ−1𝑃1(Jст). (22)

Таким образом, магнитное поле и вихревая составляющая электрического поля в случае однородной
среды определяются одинаково при использовании квазистационарного магнитного приближения
и при использовании квазистационарного электромагнитного приближения.

Начально-краевая задача (7), (8) для системы уравнений Максвелла в квазистационарном элек-
трическом приближении расщепляется на задачу определения функции gradφ ∈ 𝐻1(0, 𝑇 , 𝐾0(rot ; Ω)),
совпадающую с (18), и систему

rotH = 4π
𝑐

𝑃2J
ст, divH = 0. (23)

Следовательно, потенциальная составляющая электрического поля одинаково определяется в слу-
чае однородной среды квазистационарным электрическим и квазистационарным электромагнитным
приближением.

Проектируя первое уравнение нестационарной системы уравнений Максвелла на подпростран-
ство 𝐾0(rot ; Ω), получим уравнение (18), т.е. потенциальная компонента электрического поля не ме-
няется при переходе к электрическому и к электромагнитному приближениям. Из этого, в частности,
следует, что для электрического и электромагнитного приближений остается справедливым закон со-
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хранения электрического заряда
𝜕ρ
𝜕𝑡

+ div J = 0.

Таким образом, можно говорить о том, что квазистационарное электромагнитное приближение
охватывает классические квазистационарные электрическое и магнитное приближения и занимает
промежуточное положение между ними и нестационарной системой уравнений Максвелла.

2.2. Задачи для квазистационарных приближений в неоднородных средах

Приводятся результаты о существовании и единственности решений начально-краевых задач
в предположении, что σ –– измеримая функция. Декомпозиция задач, рассмотренная в предыдущем
пункте, в этом случае невозможна.

Квазистационарное электрическое приближение. Пусть E = −gradφ, e = −gradφ0. Исключая из си-
стемы (7)H, получим задачу определения скалярного электрического потенциала φ:

𝜕
𝜕𝑡

Δφ + 4πdiv (σgradφ) = 4πdiv Jст, (24)

∫γ1

((grad
𝜕φ
𝜕𝑡

+ 4πσgradφ − 4πJст) ⋅ ν)𝑑γ = 0, (25)

φ(𝑥, 0) = φ0(𝑥), 𝑥 ∈ Ω, (26)

φ(𝑥, 𝑡)|𝑥∈Γ1
= 0, φ(𝑥, 𝑡)|𝑥∈Γ2

= 𝑉 (𝑡), 𝑡 ∈ (0, 𝑇 ). (27)

Уравнение (24) в исследованиях атмосферного электричества называется уравнением глобальной
электрической цепи [21].

Пусть φ0 ∈ 𝐻(Ω). Обобщенным решением задачи (24)–(27) называется функция φ ∈
∈ 𝐻1(0, 𝑇 , 𝐻(Ω)), удовлетворяющая условию φ(0) = φ0 и такая, что для всех ψ ∈ 𝐻(Ω) имеем

𝑑
𝑑𝑡

(gradφ, gradψ)2,Ω + 4π(σgradφ, gradψ)2,Ω = 4π(Jст, gradψ)2,Ω. (28)

Теорема 2. Для всех φ0 ∈ 𝐻(Ω), Jст ∈ 𝐿2(0, 𝑇 , {𝐿2(Ω)}3) существует единственное решение
φ ∈ 𝐻1(0, 𝑇 , 𝐻(Ω)) задачи (28). При этом найдется единственная функция F = rotH ∈ 𝐿2(0, 𝑇 , 𝐾(Ω))
такая, что выполнено первое равенство в (7), где E = −gradφ. Справедлива оценка

‖gradφ‖2,𝑄 ⩽ 1
σ1

‖Jст‖2,𝑄 + √𝑇‖gradφ0‖2,Ω. (29)

Утверждение теоремы вытекает из результатов, полученных в [8].
Напряженность магнитного поля H(𝑥, 𝑡) может быть найдена как решение в каждый момент 𝑡 за-

дачи
rotH(𝑥, 𝑡) = F(𝑥, 𝑡), divH(𝑥, 𝑡) = 0, 𝑥 ∈ Ω, H(𝑥, 𝑡) ⋅ ν(𝑥) = 0, 𝑥 ∈ Γ. (30)

Обобщенным решением задачи (30) называется функция H ∈ 𝐿2(0, 𝑇 , 𝑈2(Ω)), которая при всех
v ∈ 𝐿2(0, 𝑇 , 𝑈2(Ω)) удовлетворяет равенству

(rotH, rot v)2,𝑄 = (F, rot v)2,𝑄.

Согласно лемме Лакса-Мильграма, эта задача имеет единственное решение.
Квазистационарное магнитное приближение. Пусть Jст = σEст. Обобщенным решением зада-

чи (9), (10), (6) называется функция H ∈ 𝐿2(0, 𝑇 , 𝑈2(Ω)), удовлетворяющая условию H(0) = h, такая,
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что при всех v ∈ 𝑈2(Ω)

1
𝑐

𝑑
𝑑𝑡

(H, v)2,Ω + 𝑐
4π

(σ−1rotH, rot v)2,Ω = (Eст, rot v)2,Ω. (31)

Теорема 3. Для всех h ∈ 𝐾0(div ; Ω), Eст ∈ {𝐿2(𝑄)}3 существует единственное решение H ∈
∈ 𝐿2(0, 𝑇 , 𝑈2(Ω)) задачи (31). Для функций H и E ∈ 𝐿2(0, 𝑇 , {𝐿2(Ω)}3), определяемой соотношением

E = 𝑐
4π

σ−1rotH − Eст,

второе равенство в (9) выполнено в смысле распределений на 𝑄 = Ω × (0, 𝑇 ). Справедливы оценки

‖rotH‖2,𝑄 ⩽
4πσ2

𝑐
‖Eст‖2,𝑄 + 2

𝑐 √πσ2‖h‖2,Ω, (32)

‖E‖2
2,𝑄 ⩽

σ2
σ1

‖Eст‖2
2,𝑄 + 1

4πσ1
‖h‖2

2,Ω. (33)

Если h ∈ 𝑈2(Ω) и Eст ∈ 𝐿2(0, 𝑇 , 𝐻0(rot ; Ω)), то 𝜕/𝜕𝑡H ∈ {𝐿2(𝑄)}3.
Квазистационарное электромагнитное приближение. Обобщенным решением задачи (11)–(13) на-

зываются функции H ∈ 𝐿2(0, 𝑇 , {𝐿2(Ω)}3), φ ∈ 𝐿2(0, 𝑇 , 𝐻(Ω)) и ℰ ∈ 𝐿2(0, 𝑇 , 𝐾(Ω)) такие, что для
всех u ∈ 𝐻(rot ; Ω), ψ ∈ 𝐻(Ω), v ∈ 𝑈1(Ω)

1
𝑐

𝑑
𝑑𝑡

(H, u)2,Ω + (ℰ, rot u)2,Ω = 0, (34)

𝑑
𝑑𝑡

(gradφ, gradψ)2,Ω − 4π(σℰ, gradψ)2,Ω + 4π(σgradφ, gradψ)2,Ω = 4π(Jст, gradψ)2,Ω, (35)

(σℰ, v)2,Ω − (σgradφ, v)2,Ω − 𝑐
4π

(H, rot v)2,Ω = −(Jст, v)2,Ω (36)

и выполнены начальные условия
H(0) = h, φ(0) = φ0. (37)

Теорема 4. Для любых h ∈ {𝐿2(Ω)}3, Jст ∈ 𝐿2(0, 𝑇 , {𝐿2(Ω)}3) существует единственное решение H ∈
∈ 𝐶(0, 𝑇 , 𝐻(rot ; Ω)), φ ∈ 𝐻1(0, 𝑇 , 𝐻(Ω)),ℰ ∈ 𝐿2(0, 𝑇 , 𝐾(Ω)) задачи (34)–(37). Справедливо неравенство

‖E‖2,𝑄 ⩽ 1
σ1

‖Jст‖2,𝑄 + 1
√4πσ1

(‖h‖2,Ω + ‖gradφ0‖2,Ω). (38)

Если h ∈ 𝑈2(Ω), Jст ∈ 𝐻1(0, 𝑇 , {𝐿2(Ω)}3), то 𝜕/𝜕𝑡H ∈ 𝐿2(0, 𝑇 , {𝐿2(Ω)}3), φ ∈ 𝐻1(0, 𝑇 , 𝐻(Ω)), ℰ ∈
∈ 𝐿2(0, 𝑇 , 𝑈1(Ω)) и справедливы соотношения (11), (12).

3. АСИМПТОТИЧЕСКИЙ АНАЛИЗ
Для задач в слабонеоднородных средах обосновываются асимптотические разложения решений

начально-краевых задач для системы уравненийМаксвелла в различных квазистационарныхприбли-
жениях в ряды по параметру, характеризующему степень неоднородности среды.

Перейдем к безразмерным переменным, заменяя 𝑥 на Δ𝑥 ⋅ 𝑥′, 𝑡 на Δ𝑡 ⋅ 𝑡′, где Δ𝑥 –– характерный
пространственныймасштаб, Δ𝑡 –– характерный временноймасштаб, (𝑥′, 𝑡′) ∈ 𝑄′ = Ω′×(0, 𝑇 ′), и вводя
обозначения σ = σ∗σ0, σ01 ⩽ σ0(𝑥′) ⩽ σ02,

γ = 4πΔ𝑡σ∗, β = Δ𝑥
𝑐Δ𝑡

, Jст = σ∗σ0E
ст,

где σ∗ –– характерное значение удельной проводимости.
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Система уравнений Максвелла принимает вид

rotH = γβσ0E + γβσ0E
ст + β 𝜕

𝜕𝑡′E, rotE = −β 𝜕
𝜕𝑡′H.

Далее опускаем штрихи при безразмерных переменных (𝑥′, 𝑡′) и области их изменения 𝑄′ = Ω′×
×(0, 𝑇 ′).

Пусть grad σ0 ∈ {𝐿∞(Ω)}3, σ0 = 1 + ησ̃, где ‖grad σ̃‖∞,Ω = 1, ‖σ̃‖∞,Ω ⩽ σ̃∗, η < (σ̃∗)−1.

Предполагаем, Eст = ℰст − gradψст не зависит от η, начальные функции допускают асимптоти-
ческие разложения по степеням η:

h =
∞

∑
𝑘=0

η𝑘h𝑘, φ0 =
∞

∑
𝑘=0

φ0𝑘, (39)

‖h − h𝑁‖2,Ω ⩽ 𝐶1,𝑁η𝑁+1, ‖gradφ0 − gradφ𝑁
0 ‖2,Ω ⩽ 𝐶2,𝑁η𝑁+1, 𝑁 = 0, 1, ...,

где h𝑁 = ∑𝑁
𝑘=0 η𝑘h𝑘, gradφ𝑁

0 = ∑𝑁
𝑘=0 η𝑘gradφ0𝑘, постоянные 𝐶1,𝑁, 𝐶2,𝑁 не зависят от η.

Для решенийH, gradφ,ℰ задач определения квазистационарных электромагнитных полей полу-
чим асимптотические разложения

H = H0 +
∞

∑
𝑘=1

η𝑘H𝑘, gradφ = gradφ0 +
∞

∑
𝑘=1

η𝑘gradφ𝑘, ℰ = ℰ0 +
∞

∑
𝑘=1

η𝑘ℰ𝑘. (40)

Используются обозначения

H𝑁 = H0 +
𝑁

∑
𝑘=1

η𝑘H𝑘, gradφ𝑁 = gradφ0 +
𝑁

∑
𝑘=1

η𝑘gradφ𝑘, ℰ𝑁 = ℰ0 +
𝑁

∑
𝑘=1

η𝑘ℰ𝑘, 𝑁 ⩾ 1.

Квазистационарное электрическое приближение.Функции 𝐻⃗ ∈𝐿2(0, 𝑇 , 𝑈2(Ω)),φ∈𝐻1(0, 𝑇 , 𝐻(Ω)) ––
решение задачи

rotH = βγ(1 + ησ̃)(−gradφ + Eст) − β 𝜕
𝜕𝑡

gradφ, φ(0) = φ0, (41)

которое, согласно теореме 2, существует и единственно при η < (σ̃∗)−1.

С использованием операторов проектирования 𝑃1 и 𝑃2 на 𝐾0(rot ; Ω) и 𝐾(Ω) соответственно урав-
нение принимает вид

𝜕
𝜕𝑡

gradφ + γgradφ = −γgradψст + γη𝑃1(σ̃(Eст − gradφ)),

rotH = βγEст + βγη𝑃2(σ̃(Eст − gradφ)).

Компоненты асимптотического разложения, функцииH0,H𝑘 ∈ 𝐿2(0, 𝑇 , 𝑈2(Ω)) и gradφ0, gradφ𝑘 ∈
∈ 𝐻1(0, 𝑇 , 𝐻(Ω)), 𝑘 = 1, 2, … –– решения соответствующих задач

rotH0 = βγ(Eст − gradφ0) − β 𝜕
𝜕𝑡

gradφ0, φ0(0) = φ00, (42)

rotH1 = −βγgradφ1 + βγσ̃(Eст − gradφ0) − β 𝜕
𝜕𝑡

gradφ1, φ1(0) = φ01, (43)

rotH𝑘 = −βγgradφ𝑘 − βγσ̃gradφ𝑘−1 − β 𝜕
𝜕𝑡

gradφ𝑘, φ𝑘(0) = φ0𝑘, 𝑘 = 2, 3, .... (44)
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Из (42), проектируя на ортогональные подпространства, получаем

𝜕
𝜕𝑡

gradφ0 + γgradφ0 = −γgradψст, rotH0 = βγℰст,

т. е. нулевое приближение соответствует случаю однородной среды. Далее,

𝜕
𝜕𝑡

gradφ1 + γgradφ1 = γ𝑃1(σ̃(Eст − gradφ0)),

rotH1 = βγ𝑃2(σ̃(Eст − gradφ0)),
𝜕
𝜕𝑡

gradφ𝑘 + γgradφ𝑘 = −γ𝑃1(σ̃gradφ𝑘−1),

rotH𝑘 = −βγ𝑃2(σ̃gradφ𝑘−1), 𝑘 = 2, 3, ....

Существование и единственность решений рассматриваемых задач вытекает из теоремы 1.

Теорема 5. Пусть η ⩽ η∗ < (σ̃∗)−1. Справедливы оценки

‖grad (φ − φ𝑁)‖2,𝑄 ⩽ 𝐸𝑁η𝑁+1, ‖rot (H − H𝑁)‖ ⩽ βγσ̃∗𝐸𝑁η𝑁, 𝑁 = 0, 1, ..., (45)

где постоянные 𝐸𝑁 > 0 не зависят от η, β, γ.

Доказательство. Для всех ψ ∈ 𝐻(Ω) справедливо равенство

𝑑
𝑑𝑡

(grad (φ − φ0), gradψ)2,Ω + γ(grad (φ − φ0), gradψ)2,Ω =

= −γη(σ̃gradφ, gradψ)2,Ω + γη(σ̃Eст, gradψ)2,Ω,

из которого следует, что

‖grad (φ − φ0)‖2,𝑄 ⩽ η(‖σ̃(Eст − gradφ)‖2
2,𝑄 + 𝐶2

2,0𝑇 )1/2.

Функции φ𝑁, 𝑁 ⩾ 1, –– решения задач

𝜕
𝜕𝑡

gradφ𝑁 + γgradφ𝑁 = −γgradψст + γη𝑃1(σ̃(Eст − gradφ𝑁−1)), φ𝑁(0) = φ𝑁
0 , (46)

функции φ − φ𝑁 удовлетворяют равенствам

𝜕
𝜕𝑡

grad (φ − φ𝑁) + γgrad (φ − φ𝑁) = γη𝑃1(σ̃(gradφ − gradφ𝑁−1)).

Из (19) следуют оценки

‖grad (φ − φ𝑁)‖2,𝑄 ⩽ η((σ̃∗)2‖grad (φ − φ𝑁−1)‖2
2,𝑄 + 𝐶2

2,𝑁𝑇 η2𝑁)1/2.

По индукции получаем

‖grad (φ − φ𝑁)‖2,𝑄 ⩽ η𝑁+1(σ̃∗)𝑁
(

‖σ̃(Eст − gradφ)‖2
2,𝑄 + 𝑇 (𝐶2

2,0 +
𝐶2

2,1

(σ̃∗)2 + ... +
𝐶2

2,𝑁

(σ̃∗)2𝑁 )
)

1/2

⩽

⩽ η𝑁+1(σ̃∗)𝑁
(‖σ̃(Eст − gradφ)‖2,𝑄 + √𝑇(𝐶2,0 +

𝐶2,𝑁

σ̃∗ + ... +
𝐶2,𝑁

(σ̃∗)𝑁 )) .
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Для всех u ∈ 𝑈2(Ω) справедливо равенство

(rot (H − H0), rot u)2,Ω = βγη(σ̃(Eст − gradφ), rot u)2,Ω,

следовательно,
‖rot (H − H0)‖2,𝑄 ⩽ βγη‖σ̃(Eст − gradφ)‖2,𝑄.

Пусть 𝑁 ⩾ 1. Тогда
rotH𝑁 = βγ(Eст + η𝑃2(σ̃(Eст − gradφ𝑁−1))),

для всех u ∈ 𝑈2(Ω) справедливы равенства

(rot (H − H𝑁), rot u)2,Ω = −βγη(σ̃grad (φ − φ𝑁−1), rot u)2,Ω.

Таким образом,
‖rot (H − H𝑁)‖2,𝑄 ⩽ βγη‖σ̃grad (φ − φ𝑁−1)‖2,𝑄, 𝑁 = 1, 2, … .

Из теоремы 2 следует, что

‖σ̃(Eст − gradφ)‖2,𝑄 ⩽ σ̃∗
(

2
√1 − η∗σ̃∗

‖Eст‖2,𝑄 + √𝑇‖gradφ0‖2,Ω)
.

Таким образом, справедливы оценки (45), где

𝐸𝑁 = (σ̃∗)𝑁
(

2σ̃∗

1 − η∗σ̃∗ ‖Eст‖2,𝑄 + √𝑇
(

σ̃∗‖gradφ0‖2,Ω +
𝑁

∑
𝑘=0

𝐶2,𝑘

(σ∗)𝑘 ))
.

Теорема доказана.
Квазистационарное магнитное приближение. Функции H ∈ 𝐿2(0, 𝑇 , 𝑈2(Ω)), E = ℰ − gradφ ∈

∈ 𝐿2(0, 𝑇 , {𝐿2(Ω)}3), гдеℰ ∈ 𝐿2(0, 𝑇 , 𝐾(Ω)), φ ∈ 𝐿2(0, 𝑇 , 𝐻(Ω)), –– обобщенное решение задачи

rotH = βγ(1 + ησ̃)(ℰ − gradφ + Eст), rotℰ = −β 𝜕
𝜕𝑡
H, H(0) = h.

Для нулевого приближения получаем задачу

rotH0 = βγ(Eст + E0), rotE0 = −β 𝜕
𝜕𝑡
H0, H0(0) = h0, (47)

функцииH𝑘 ∈ 𝐿2(0, 𝑇 , 𝑈2(Ω)), E𝑘 = ℰ𝑘 − gradφ𝑘 ∈ 𝐿2(0, 𝑇 , {𝐿2(Ω)}3) – решения задач

rotH1 = βγE1 + βγσ̃(Eст + E0), rotE1 = −β 𝜕
𝜕𝑡
H1, H1(0) = h1, (48)

rotH𝑘 = βγE𝑘 + βγσ̃E𝑘−1, rotE𝑘 = −β 𝜕
𝜕𝑡
H𝑘, H𝑘(0) = h𝑘, 𝑘 = 2, 3, … . (49)

Задачи (47)–(49) соответствуют задачам для системы уравненийМаксвелла в квазистационарном
магнитном приближении в однородной среде. Проектирование на ортогональные подпространства
приводит к задачам вида (14) определения функций H𝑘 ∈ 𝐿2(0, 𝑇 , 𝑈2(Ω)), ℰ𝑘 ∈ 𝐿2(0, 𝑇 , 𝐾(Ω)), и ра-
венствам вида (22) для определения функций φ𝑘 ∈ 𝐿2(0, 𝑇 , 𝐻(Ω)):

rotH0 = βγ(ℰст + ℰ0), rotℰ0 = −β 𝜕
𝜕𝑡
H0, H0(0) = h0, (50)

gradφ0 = −gradψст, (51)
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rotH1 = βγℰ1 + βγ𝑃2(σ̃(Eст + E0)), rotℰ1 = −β 𝜕
𝜕𝑡
H1, H1(0) = h1, (52)

gradφ1 = 𝑃1(σ̃(Eст + E0)), (53)

rotH𝑘 = βγℰ𝑘 + βγ𝑃2(σ̃E𝑘−1), rotℰ𝑘 = −β 𝜕
𝜕𝑡
H𝑘, H𝑘(0) = h𝑘, (54)

gradφ𝑘 = 𝑃1(σ̃E𝑘−1), 𝑘 = 2, 3, .... (55)

Существование и единственность решения поставленных задач вытекает из теоремы 1.
Теорема 6. Пусть η ⩽ η∗ < (σ̃∗)−1, E𝑁 = ℰ𝑁 − gradφ𝑁, 𝑁 = 0, 1, …. Справедливы оценки

‖gradφ − gradφ𝑁‖2,𝑄 ⩽ η𝑁+1(𝑀1
𝑁 + 1

√γ
𝑀0

𝑁), ‖E − E𝑁‖2,𝑄 ⩽ η𝑁+1(𝑀1
𝑁 + 1

√γ
𝑀2

𝑁), (56)

‖H − H𝑁‖𝐶(0,𝑇 ,{𝐿2(Ω)}3) ⩽ η𝑁+1(√γ𝑀1
𝑁 + 𝑀2

𝑁), ‖rotH − rotH𝑁‖2,𝑄 ⩽ η𝑁+1β(γ𝑀1
𝑁 + √γ𝑀2

𝑁), (57)

где постоянные 𝑀0
𝑁, 𝑀1

𝑁, 𝑀2
𝑁 не зависят от η, β, γ.

Доказательство.Из равенств (52), (54) получаем

rotH𝑁 = βγ(ℰ𝑁 + ℰст) + βγη𝑃2(σ̃(Eст + E𝑁−1)), (58)

rotℰ𝑁 = −β 𝜕
𝜕𝑡
H𝑁, H𝑁(0) = h𝑁 𝑁 = 1, 2, … . (59)

Следовательно, функцииH − H𝑁 ∈ 𝐿2(0, 𝑇 , 𝑈2(Ω)),ℰ − ℰ𝑁 ∈ 𝐿2(0, 𝑇 , 𝐾(Ω)), 𝑁 = 0, 1, …, –– обоб-
щенные решения задач

rot (H − H0) = βγ (ℰ − ℰ0) + βγη𝑃2 (σ̃(E + Eст)) ,

rot (ℰ − ℰ0) = −β 𝜕
𝜕𝑡 (H − H0) , (H − H0) (0) = h − h0,

rot (H − H𝑁) = βγ (ℰ − ℰ𝑁) + βγη𝑃2 (σ̃(E − E𝑁−1)) ,

rot (ℰ − ℰ𝑁) = −β 𝜕
𝜕𝑡 (H − H𝑁) , (H − H𝑁) (0) = h − h𝑁.

Для решений этих задач справедливы безразмерные аналоги оценок (15)–(17), т. е.

‖H − H0‖2
𝐶(0,𝑇 ,{𝐿2(Ω)}3) ⩽ η2

(γ‖σ̃(Eст + E)‖2
2,𝑄 + 𝐶2

1,0) ,

‖rot (H − H0)‖2
2,𝑄 ⩽ η2β2

(γ2‖σ̃(Eст + E)‖2
2,𝑄 + 𝐶2

1,0γ) ,

‖ℰ − ℰ0‖2
2,𝑄 ⩽ η2

(
‖𝑃2(σ̃(Eст + E))‖2

2,𝑄 +
𝐶2

1,0

γ )
,

‖H − H𝑁‖2
𝐶(0,𝑇 ,{𝐿2(Ω)}3) ⩽ η2γ(σ̃∗)2‖E − E𝑁−1‖2

2,𝑄 + 𝐶2
1,𝑁η2𝑁+2,

‖rot (H − H𝑁)‖2
2,𝑄 ⩽ η2β2γ2(σ̃∗)2‖E − E𝑁−1‖2

2,𝑄 + β2γ𝐶2
1,𝑁η2𝑁+2,

‖ℰ − ℰ𝑁‖2
2,𝑄 ⩽ η2‖𝑃2(σ̃(E − E𝑁−1)‖2

2,𝑄 +
𝐶2

1,𝑁

γ
η2𝑁+2 ⩽ η2(σ̃∗)2‖E − E𝑁−1‖2

2,𝑄 +
𝐶2

1,𝑁

γ
η2𝑁+2.

Используя равенства (51), (55), получаем оценки

‖grad (φ − φ0) ‖2,𝑄 ⩽ η‖𝑃1 (σ̃(Eст + E)) ‖2,Ω, ‖grad (φ − φ𝑁) ‖2,𝑄 ⩽ η‖𝑃1 (σ̃(E − E𝑁−1)) ‖2,𝑄.
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Следовательно, справедливы неравенства

‖E − E0‖2
2,𝑄 ⩽ η2

(
‖σ̃(Eст + E)‖2

2,𝑄 +
𝐶2

1,0

γ )
,

‖E − E𝑁‖2
2,𝑄 ⩽ η2(σ̃∗)2‖E − E𝑁−1‖2

2,𝑄 +
𝐶2

1,𝑁

γ
η2𝑁+2.

По индукции получаем

‖E − E𝑁‖2,𝑄 ⩽ η𝑁+1(σ̃∗)𝑁
(

‖σ̃(E + Eст)‖2,𝑄 + 1
√γ

(𝐶1,0 +
𝐶1,1

σ̃∗ + ... +
𝐶1,𝑁

(σ̃∗)𝑁 )
)

,

‖H − H𝑁‖𝐶([0,𝑇 ],{𝐿2(Ω)}3) ⩽ η𝑁+1(σ̃∗)𝑁
(√γ‖σ̃(E + Eст)‖2,𝑄 + 𝐶1,0 +

𝐶1,1

σ̃∗ + ... +
𝐶1,𝑁

(σ̃∗)𝑁 ) ,

‖rot (H − H𝑁)‖2,𝑄 ⩽ βη𝑁+1(σ̃∗)𝑁
(γ‖σ̃(E + Eст)‖2,𝑄 + √γ(𝐶1,0 +

𝐶1,1

σ̃∗ + ... +
𝐶1,𝑁

(σ̃∗)𝑁 )) ,

‖grad (φ − φ𝑁)‖2,𝑄 ⩽ η𝑁+1(σ̃∗)𝑁+1‖Eст + E‖2,𝑄.

Из (33) следует оценка

‖E + Eст‖2,𝑄 ⩽ 1
√1 − ησ̃∗ (

2‖Eст‖2,𝑄 + 1
√γ

‖h‖2,Ω)
.

Таким образом, справедливы оценки (56), (57), где

𝑀1
𝑁 = 2(σ̃∗)𝑁+1

√1 − η∗σ̃∗
‖Eст‖2,𝑄, 𝑀0

𝑁 = (σ̃∗)𝑁+1

√1 − η∗σ̃∗
‖h‖2,Ω, 𝑀2

𝑁 = 𝑀0
𝑁 + (σ̃∗)𝑁

𝑁

∑
𝑘=0

𝐶1,𝑘

(σ̃∗)𝑘 .

Теорема доказана.

Квазистационарное электромагнитное приближение.ПустьH ∈ 𝐿2 (0, 𝑇 , 𝑈2(Ω)),φ ∈ 𝐻1(0, 𝑇 , 𝐻(Ω)),
ℰ ∈ 𝐿2 (0, 𝑇 , 𝐾(Ω)) –– обобщенное решение задачи

rotH = βγ(1 + ησ̃) (ℰ − gradφ + Eст) − β 𝜕
𝜕𝑡

gradφ, (60)

rotℰ = −β 𝜕
𝜕𝑡
H, H(0) = h, φ(0) = φ0. (61)

Подставляя разложения (40) в (60), (61), получаем для определения компонент разложения задачи,
имеющие тот же вид, что и задача для квазистационарного электромагнитного приближения в одно-
родной среде:

rotH0 = βγ (ℰ0 − gradφ0 + Eст) − β 𝜕
𝜕𝑡

gradφ0,

rotℰ0 = −β 𝜕
𝜕𝑡
H0, H0(0) = h0, φ0(0) = φ00,

rotH1 = βγ(ℰ1 − gradφ1) + βγσ̃(E0 + Eст) − β 𝜕
𝜕𝑡

gradφ1,

rotℰ1 = −β 𝜕
𝜕𝑡
H1, H1(0) = h1, φ1(0) = φ01,
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rotH𝑘 = βγ(ℰ𝑘 − gradφ𝑘) + βγσ̃E𝑘−1 − β 𝜕
𝜕𝑡

gradφ𝑘,

rotℰ𝑘 = −β 𝜕
𝜕𝑡
H𝑘, H(0)𝑘 = h𝑘, φ𝑘(0) = φ0𝑘, 𝑘 = 2, 3, … ,

где E0 = ℰ0 − gradφ0, E𝑘 = ℰ𝑘 − gradφ𝑘, 𝑘 = 1, 2, ….

Методом ортогонального проектирования поставленные задачи расщепляются на задачи опреде-
ления функцийH0,H𝑘 ∈ 𝐿2(0, 𝑇 , 𝑈2(Ω)),ℰ0,ℰ𝑘 ∈ 𝐿2(0, 𝑇 , 𝐾(Ω)) и соответствующие задачи определе-
ния функций φ0, φ𝑘 ∈ 𝐻1(0, 𝑇 , 𝐻(Ω)):

𝜕
𝜕𝑡

gradφ0 + γgradφ0 = −γgradψст, φ0(0) = φ00,

rotH0 = βγ(ℰст + ℰ0), rotℰ0 = −β 𝜕
𝜕𝑡
H0, H0(0) = h0,

𝜕
𝜕𝑡

gradφ1 + γgradφ1 = γ𝑃1(σ̃(Eст + E0)), φ1(0) = φ01,

rotH1 = βγℰ1 + βγ𝑃2(σ̃(Eст + E0)),

rotℰ1 = −β 𝜕
𝜕𝑡
H1, H1(0) = h1,

𝜕
𝜕𝑡

gradφ𝑘 + γgradφ𝑘 = γ𝑃1(σ̃E𝑘−1), φ𝑘(0) = φ0𝑘,

rotH𝑘 = βγℰ𝑘 + βγ𝑃2(σ̃E𝑘−1),

rotℰ𝑘 = −β 𝜕
𝜕𝑡
H𝑘, H𝑘(0) = h𝑘, 𝑘 = 2, 3, ...

Cуществование и единственность решений этих задач вытекает из теоремы 1.

Теорема 7.Пусть η ⩽ η∗ < (σ̃∗)−1. Справедливы неравенства

‖gradφ − gradφ𝑁‖2,𝑄 ⩽ η𝑁+1
(

𝐾1
𝑁 + 1

√γ
𝐾2

𝑁)
, ‖ℰ − ℰ𝑁‖2,𝑄 ⩽ η𝑁+1

(
𝐾1

𝑁 + 1
√γ

𝐾2
𝑁)

, (62)

‖H − H𝑁‖𝐶(0,𝑇 ,{𝐿2(Ω)}3) ⩽ η𝑁+1 (√γ𝐾1
𝑁 + 𝐾2

𝑁) , ‖rotH − rotH𝑁‖2,𝑄 ⩽ η𝑁+1β (γ𝐾1
𝑁 + √γ𝐾2

𝑁) , (63)

где постоянные 𝐾1
𝑁, 𝐾2

𝑁 (𝑁 ⩾ 0) не зависят от η, β, γ.

Доказательство. Функции H𝑁 ∈ 𝐿2 (0, 𝑇 , 𝑈2(Ω)), ℰ𝑁 ∈ 𝐿2 (0, 𝑇 , 𝐾(Ω)), φ𝑁 ∈ 𝐻1 (0, 𝑇 , 𝐻(Ω)),
𝑁 = 1, 2, … –– обобщенные решения задач

rotH𝑁 = βγ (ℰ𝑁 + ℰст) + βγη𝑃2 (σ̃(Eст + E𝑁−1)) , (64)

rotℰ𝑁 = −β 𝜕
𝜕𝑡
H𝑁, H𝑁(0) = h𝑁, (65)

𝜕
𝜕𝑡

gradφ𝑁 + γgradφ𝑁 = γη𝑃1(σ̃(Eст + E𝑁−1) − γgradψст, φ𝑁(0) = φ𝑁
0 , (66)

где E𝑁 = ℰ𝑁 − gradφ𝑁.

Следовательно, функцииH − H𝑁,ℰ − ℰ𝑁, φ − φ𝑁, 𝑁 = 0, 1, … –– обобщенные решения задач

rot (H − H0) = βγ(ℰ − ℰ0) + βγη𝑃2 (σ̃(E + Eст)) ,

rot (ℰ − ℰ0) = −β 𝜕
𝜕𝑡

(H − H0), (H − H0)(0) = h − h0,
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𝜕
𝜕𝑡

grad (φ − φ0) + γgrad (φ − φ0) = βγη𝑃1 (σ̃(E + Eст)) , (φ − φ0)(0) = φ0 − φ00,

rot (H − H𝑁) = βγ(ℰ − ℰ𝑁) + βγη𝑃2 (σ̃(E − E𝑁−1)) ,

rot (ℰ − ℰ𝑁) = −β 𝜕
𝜕𝑡

(H − H𝑁), (H − H𝑁)(0) = h − h𝑁,

𝜕
𝜕𝑡

grad (φ − φ𝑁) + γgrad (φ − φ𝑁) = βγη𝑃1 (σ̃(E − E𝑁−1)) , (φ − φ𝑁)(0) = φ0 − φ𝑁
0 .

Для решений этих задач справедливы безразмерные аналоги оценок (15)–(17), (19), из которых
получаем

‖H − H0‖2
𝐶(0,𝑇 ,{𝐿2(Ω)}3) ⩽ η2

(γ‖σ̃(Eст + E)‖2
2,𝑄 + 𝐶2

1,0) ,

‖rot (H − H0)‖2
2,𝑄 ⩽ η2β2

(γ2‖σ̃(Eст + E)‖2
2,𝑄 + 𝐶2

1,0γ) ,

‖ℰ − ℰ0‖2
2,𝑄 ⩽ η2

(
‖σ̃(Eст + E)‖2

2,𝑄 +
𝐶2

1,0

γ )
,

‖grad (φ − φ0)‖2
2,𝑄 ⩽ η2

(
‖σ̃(Eст + E)‖2

2,𝑄 +
𝐶2

2,0

γ )
,

‖E − E0‖2
2,𝑄 ⩽ η2

(
‖σ̃(Eст + E)‖2

2,𝑄 +
𝐶2

1,0 + 𝐶2
2,0

γ )
,

‖H − H𝑁‖2
𝐶(0,𝑇 ,{𝐿2(Ω)}3) ⩽ η2γ(σ̃∗)2‖E − E𝑁−1‖2

2,𝑄 + 𝐶2
1,𝑁η2𝑁+2,

‖rot (H − H𝑁)‖2
2,𝑄 ⩽ η2β2γ2(σ̃∗)2‖E − E𝑁−1‖2

2,𝑄 + β2γ𝐶2
1,𝑁η2𝑁+2,

‖ℰ − ℰ𝑁‖2
2,𝑄 ⩽ η2(σ̃∗)2‖E − E𝑁−1‖2

2,𝑄 +
𝐶2

1,𝑁

γ
η2𝑁+2,

‖grad (φ − φ𝑁)‖2
2,𝑄 ⩽ η2(σ̃∗)2‖E − E𝑁−1‖2

2,𝑄 + η2𝑁+2
𝐶2

2,𝑁

γ
,

‖E − E𝑁‖2
2,𝑄 ⩽ η2(σ̃∗)2‖E − E𝑁−1‖2

2,𝑄 +
𝐶2

1,𝑁 + 𝐶2
2,𝑁

γ
η2𝑁+2.

По индукции доказывается неравенство

‖E − E𝑁‖2
2,𝑄 ⩽ η2𝑁+2(σ̃∗)2𝑁

(
‖σ̃(Eст + E)‖2

2,𝑄 + 1
γ

𝑁

∑
𝑘=0

𝐶2
1,𝑘 + 𝐶2

2,𝑘

(σ̃∗)2𝑘 )
,

из которого следуют оценки

‖grad (φ − φ𝑁)‖2
2,𝑄 ⩽ η2𝑁+2(σ̃∗)2𝑁

(
‖σ̃(Eст + E)‖2

2,𝑄 + 1
γ

𝑁−1

∑
𝑘=0

𝐶2
1,𝑘 + 𝐶2

2,𝑘

(σ̃∗)2𝑘 + 1
γ

𝐶2
2,𝑁

(σ̃∗)2𝑁 )
,

‖ℰ − ℰ𝑁‖2
2,𝑄 ⩽ η2𝑁+2(σ̃∗)2𝑁

(
‖σ̃(Eст + E)‖2

2,𝑄 + 1
γ

𝑁−1

∑
𝑘=0

𝐶2
1,𝑘 + 𝐶2

2,𝑘

(σ̃∗)2𝑘 + 1
γ

𝐶2
1,𝑁

(σ̃∗)2𝑁 )
,

‖H − H𝑁‖2
𝐶(0,𝑇 ,{𝐿2(Ω)}3) ⩽ η2𝑁+2(σ̃∗)2𝑁

(
γ‖σ̃(Eст + E)‖2

2,𝑄 +
𝑁−1

∑
𝑘=0

𝐶2
1,𝑘 + 𝐶2

2,𝑘

(σ̃∗)2𝑘 +
𝐶2

1,𝑁

(σ̃∗)2𝑁 )
,
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‖rot (H − H𝑁)‖2
2,𝑄 ⩽ η2𝑁+2(σ̃∗)2𝑁β2

(
γ2‖σ̃(Eст + E)‖2

2,𝑄 + γ
𝑁−1

∑
𝑘=0

𝐶2
1,𝑘 + 𝐶2

2,𝑘

(σ̃∗)2𝑘 + γ
𝐶2

1,𝑁

(σ̃∗)2𝑁 )
.

Из (38) вытекает неравенство

‖σ̃(E + Eст)‖2,𝑄 ⩽ 2σ̃∗

1 − η∗σ̃∗ ‖Eст‖2,𝑄 + σ̃∗

√γ(1 − η∗σ̃∗)
(‖h‖2,Ω + ‖gradφ0‖2,Ω).

Таким образом, справедливы оценки (62), (63), где

𝐾1
𝑁 = 2(σ̃∗)𝑁+1

1 − η∗σ̃∗ ‖Eст‖2,𝑄, 𝐾2
𝑁 = (σ̃∗)𝑁

(
σ̃∗

1 − η∗σ̃∗ (‖h‖2,Ω + ‖gradφ0‖2,Ω) +
𝑁

∑
𝑘=0

𝐶1,𝑘 + 𝐶2,𝑘

(σ̃∗)𝑘 )
.

Теорема доказана.
Замечание 1.При совпадении исходных данных Eст, h, gradφ0, нулевые приближения для магнит-

ного поля и вихревой составляющей электрического поля, функцииH0 иE0, совпадают для квазиста-
ционарного магнитного приближения и квазистационарного электромагнитного приближения, ну-
левые приближения потенциальной составляющей электрического поля, функции gradφ0, совпада-
ют для квазистационарного электрического приближения и квазистационарного электромагнитного
приближения.

Для всех 𝑁 ⩾ 1 задачи (64), (65) определения приближенийH𝑁,ℰ𝑁 для квазистационарного элек-
тромагнитного приближения имеют тот же вид, что и соответствующие задачи (58), (59) для квазиста-
ционарного магнитного приближения. Аналогично, совпадают задачи (66) и (46) определения функ-
ций gradφ𝑁 для квазистационарного электромагнитного приближения и квазистационарного элек-
трического приближения соответственно.

Замечание 2. Из доказательств теорем 5–7 следует, что сходимость полученных асимптотических
рядов зависит от свойств рядов ∑∞

𝑘=0 𝐶1,𝑘(σ̃∗)−𝑘, ∑∞
𝑘=0 𝐶2,𝑘(σ̃∗)−𝑘. В частности, асимптотические ряды

сходятся, если начальные функции h и gradφ0 не зависят от η. Справедливо также следующее утвер-
ждение.

Лемма 3. Предположим, начальные данные задач удовлетворяют условию согласования

rot h = −4π
𝑐

σgradφ0 + 4π
𝑐
Jст(0)

или, в безразмерных переменных,

rot h = −βγσ0gradφ0 + βγσ0E
ст(0),

позволяющему избежать эффекта пограничного слоя по времени. Тогда асимптотические ряды (40) для
решений начально-краевых задач для системы уравнений Максвелла в квазистационарных приближениях
сходятся при η ⩽ η∗ < (σ̃∗)−1.

Доказательство.Пусть σ0 = 1 + ησ̃. Для компонент разложения (39) справедливы равенства

rot h0 = −βγgradφ00 + βγEст(0),

rot h1 = −βγgradφ01 + βγσ̃(Eст(0) − gradφ00),

rot h𝑘 = −βγgradφ0𝑘 − βγσ̃(gradφ0,𝑘−1).

Следовательно,
gradφ00 = −gradψст, rot h0 = βγℰст(0),

gradφ01 = 𝑃1(σ̃(Eст(0) − gradφ00)), rot h1 = βγ𝑃2(σ̃Eст(0) − gradφ00),
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gradφ0𝑘 = 𝑃1(σ̃(gradφ0,𝑘−1)), rot h𝑘 = −βγ𝑃2(σ̃gradφ0,𝑘−1).

Таким образом,

grad (φ0 − φ00) = η𝑃1 (σ̃(Eст(0) − gradφ0)) , rot (h − h0) = βγη𝑃2 (σ̃ (Eст(0) − gradφ0)) ,

gradφ0 − gradφ𝑁
0 = −η𝑃1 (σ̃ (gradφ0 − gradφ𝑁−1

0 )) ,

rot h − rot h𝑁 = −βγη𝑃2 (σ̃ (gradφ0 − gradφ𝑁−1
0 )) .

По индукции получаем,

‖gradφ0 −
𝑁

∑
𝑘=1

η𝑘gradφ0𝑘‖2,Ω ⩽ η𝑁+1(σ̃∗)𝑁+1‖Eст(0) − gradφ0‖2,Ω,

‖rot h −
𝑁

∑
𝑘=1

η𝑘rot h𝑘‖2,Ω ⩽ η𝑁+1βγ(σ̃∗)𝑁+1‖Eст(0) − gradφ0‖2,Ω.

Следовательно,

𝑁

∑
𝑘=0

𝐶2,𝑘

(σ̃∗)𝑘 ⩽ (𝑁 + 1)σ̃∗‖Eст(0) − gradφ0‖2,Ω,
𝑁

∑
𝑘=0

𝐶1,𝑘

(σ̃∗)𝑘 ⩽ βγ(𝑁 + 1)σ̃∗𝐴(Ω)‖Eст(0) − gradφ0‖2,Ω,

где постоянная 𝐴(Ω) зависит только от области Ω. Таким образом, правые части установленных в тео-
ремах 5–7 оценок для остаточных сумм асимптотических рядов стремятся к нулю при 𝑁 → ∞.

Лемма доказана.
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Abstract. Statements of initial-boundary value problems for the system of Maxwell equations in various
quasi-stationary approximations in homogeneous and inhomogeneous conductingmedia are considered. In
the case of weakly inhomogeneous media, asymptotic expansions of solutions of the initial-boundary value
problems under consideration in a parameter characterizing the degree of inhomogeneity of the medium
are formulated and substantiated. It is shown that the construction of an asymptotic expansion for a quasi-
stationary electromagnetic approximation leads to a sequential solution of independent problems for a quasi-
stationary electric and quasi-stationarymagnetic approximation in a homogeneousmedium. Conditions on
the initial data are given for which the asymptotic series are convergent.

Keywords: Maxwell’s system of equations, quasi-stationary electromagnetic approximation, conductivity,
inhomogeneous media, asymptotic expansion.
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