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Исследуется на предмет представления собственных функций в виде скалярных рядов двухточеч-
ная краевая задача типа (𝑛 − 1, 1) в предположении, что существует функционал 𝓁 сосредоточен-
ный в одной точке, такой, что первые 𝑛 − 1 из исходных краевых условий и 𝓁 𝑥 = 1 превращаются
в условия Коши в этой точке. Собственная функция рассматриваемой краевой задачи, отвеча-
ющая собственному значению λ∗, представлена в виде ряда по степеням λ∗. Рассматривается
уравнение Φ(λ) = 0, где Φ(λ) –– сумма ряда по степеням λ, для нахождения собственных значений
исходной задачи. Приведены примеры вычисления первого собственного значения некото-
рых краевых задач. Получены различные оценки для коэффициентов таких степенных рядов.
Определяется некоторая функция двух переменных 𝑡 и λ, для нее получено уравнение в частных
производных и получены условия, которым она удовлетворяет. Нули “сечения” этой функции
совпадают с собственными значениями исходной краевой задачи, что может быть использовано
для их приближенного вычисления. Библ. 36. Табл. 1.
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1. ВВЕДЕНИЕ И ОБЗОР ЛИТЕРАТУРЫ
В современной спектральной теории дифференциальных операторов актуальной была и остает-

ся задача исследования свойств собственных значений и собственных функций дифференциального
оператора в зависимости от гладкости коэффициентов дифференциального выражения, порождаю-
щего такой оператор. Эти вопросы достаточно полно и хорошо изложены в работе [1] и в извест-
ных монографиях (см. [2]–[6] и ссылки в этих работах). Различные свойства собственных функций
и собственных значений задачиШтурма––Лиувилля с гладкими и негладкими потенциалами являют-
ся предметом исследований ведущих научныхшкол, занимающихся спектральной теории дифферен-
циальных операторов уже много десятилетий. Круг этих задач на данныймомент времени достаточно
хорошоизучен. Авторами [10] рассмотрен операторШтурма––Лиувилля с суммируемымпотенциалом
и найдены формулы для асимптотики собственных значений и собственных функций, то есть в [10]
для фиксированного суммируемого потенциала получены асимптотические формулы для собствен-
ных функций и собственных значений классической задачи Штурма––Лиувилля с помощью совре-
менной трактовки метода Лиувилля––Стеклова.

В работе [7] рассматривается класс операторов Штурма––Лиувилля, порожденных симметри-
ческими (формально самосопряженными) квазидифференциальными выражениями второго по-
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рядка с локально интегрируемыми коэффициентами. Спектральная теория квазидифференциаль-
ных операторов второго порядка применяется к изучению операторов типа Штурма––Лиувилля
с коэффициентами-распределениями. Основной целью работы является построение теории Титч-
марша––Вейля для таких операторов. При этом вопрос о дефектных числах оператора и об услови-
ях на коэффициенты, обеспечивающих реализацию случая предельной точки или предельного кру-
га Вейля, –– является центральным вопросом работы [7]. Изучению асимптотики решений линей-
ных дифференциальных уравнений при различных предположениях относительно их коэффициен-
тов и корректному определению дифференциальных уравнений в случае, когда производные пони-
маются в смысле теории распределений, посвящены работы [8] и [9].

Работы [11]–[13] посвящены изучению асимптотики собственных функций и собственных зна-
чений оператора Штурма––Лиувилля с сингулярным потенциалом, являющимся обобщенной функ-
цией первого порядка, в этих работах рассмотрены операторы второго порядка с негладкими по-
тенциалами (типа дельта-функции или потенциалами-распределениями). В работах [14], [15] на
основе методики работ [11]–[13] исследовано асимптотическое поведение собственных значений
операторов с потенциалом, являющимся дельта-функцией Дирака либо импульсными потенциала-
ми (потенциалами-распределениями). В работах [16]–[18] строится аналог осцилляционной теории
Штурма распределения нулей собственных функций на пространственной сети и графах. Изучению
краевых задач для дифференциальных уравнений высоких порядков посвящены работы [19]–[23],
в этих работах найдена асимптотика решений при больших значениях спектрального параметра при
условии суммируемости потенциала.

В настоящей статье рассматриваются и изучаются краевые задачи на собственные значения для
квазидифференциальных уравнений. В связи с этим приведем здесь определение квазидифференци-
ального уравнения.

Пусть интервал 𝐼 ⊆ ℝ есть открытый интервал, 𝒫 = (𝑝𝑖𝑘)𝑛
0 –– нижняя треугольная матрица, где

функции 𝑝𝑖𝑘(⋅) ∶ 𝐼 → ℝ, такая, что функции 𝑝00(⋅) и 𝑝𝑛𝑛(⋅) измеримы, почти всюду конечны и почти

всюду отличны от нуля, а функции 1
𝑝𝑖𝑖(⋅)

(𝑖 ∈ 1 ∶ 𝑛 − 1),
𝑝𝑖𝑘(⋅)
𝑝𝑖𝑖(⋅)

(𝑖 ∈ 1 ∶ 𝑛, 𝑘 ∈ 0 ∶ 𝑖 − 1) локально

суммируемы в 𝐼. Определим квазипроизводные 𝑘
𝒫 𝑥(⋅) (𝑘 ∈ 0 ∶ 𝑛) функции 𝑥 ∶ 𝐼 → ℝ равенствами

(см. [24], [25])

0
𝒫𝑥 ≐ 𝑝00𝑥, 𝑘

𝒫 𝑥 ≐ 𝑝𝑘𝑘
𝑑
𝑑𝑡 (𝑘−1

𝒫 𝑥) +
𝑘−1

∑
ν=0

𝑝𝑘ν( ν
𝑃 𝑥) (𝑘 ∈ 1 ∶ 𝑛).

Линейным однородным квазидифференциальным называется уравнение

( 𝑛
𝒫)𝑥(𝑡) = 0, 𝑡 ∈ 𝐼. (1)

Его решением называется всякая функция 𝑥(⋅) ∶ 𝐼 → ℝ, имеющая локально абсолютно непрерыв-
ные квазипроизводные 𝑘

𝒫 𝑥(⋅) (𝑘 ∈ 0 ∶ 𝑛 − 1) и почти всюду в 𝐼 удовлетворяющая этому уравнению
(см. [24], [25]).

Линейным неоднородным квазидифференциальным называется уравнение

(ℓ𝑥) (𝑡)=̇ ( 𝑛
𝒫𝑥) (𝑡) = 𝑓(𝑡), 𝑡 ∈ 𝐼 (𝑓 ∶ 𝐼 → ℝ) . (2)

Решением уравнения (2) называется всякая функция 𝑥(⋅), имеющая локально абсолютно непре-
рывные квазипроизводные до порядка 𝑛 − 1 включительно и удовлетворяющая ему почти всюду
в 𝐼 [24], [25]. Если функции 𝑝00(⋅) и 𝑝𝑛𝑛(⋅) измеримы, почти всюду конечны и почти всюду отличны
от нуля, а функции

1
𝑝𝜈𝜈(⋅)

(𝜈 ∈ 1 ∶ 𝑛 − 1) ,
𝑝𝜈𝑘(⋅)
𝑝𝜈𝜈(⋅)

(𝜈 ∈ 1 ∶ 𝑛, 𝑘 ∈ 0 ∶ 𝜈 − 1) ,
𝑓

𝑝𝑛𝑛(⋅)

ЖУРНАЛ ВЫЧИСЛИТЕЛЬНОЙ МАТЕМАТИКИ И МАТЕМАТИЧЕСКОЙ ФИЗИКИ том 64 № 6 2024



ОБ АППРОКСИМАЦИИ ПЕРВОГО СОБСТВЕННОГО ЗНАЧЕНИЯ 975

локально суммируемы в 𝐼, то задача Коши для неоднородного уравнения при начальных условиях
( 𝑘

𝒫 𝑥) (𝑎) = 𝛾𝑘 (𝑘 ∈ 0 ∶ 𝑛 − 1, 𝑎 ∈ 𝐼, 𝛾𝑘 ∈ ℝ) эквивалентна задаче

̇𝑧 = 𝐴(𝑡)𝑧 + ̃𝑓 (𝑡), 𝑧(𝑎) = 𝛾,

где 𝑧(𝑡)=̇ (α𝒫𝑥) (𝑡)=̇ ( 0
𝒫𝑥(𝑡), … , 𝑛−1

𝒫 𝑥(𝑡))
т , ̃𝑓 =̇ (0, … , 0,

𝑓
𝑝𝑛𝑛 )

т
,

𝐴 =

⎛
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎝

−𝑝10
𝑃11

1
𝑃11

0 ⋯ 0

−𝑝20
𝑃22

−𝑝21
𝑃22

1
𝑃22

⋯ 0

⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯

−𝑝𝑛−1,0

𝑃𝑛−1,𝑛−1

−𝑝𝑛−1,1

𝑃𝑛−1,𝑛−1

−𝑝𝑛−1,2

𝑃𝑛−1,𝑛−1
⋯ 1

𝑃𝑛−1,𝑛−1

−𝑝𝑛0
𝑃𝑛𝑛

−𝑝𝑛1
𝑃𝑛𝑛

−𝑝𝑛2
𝑃𝑛𝑛

⋯
−𝑝𝑛,𝑛−1

𝑃𝑛𝑛

⎞
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎠

𝛾=̇ (𝛾0, … , 𝛾𝑛−1)
т , т –– знак транспонирования.

Последняя задача однозначно разрешима, а с неюиисходная задачаКошидля уравнения (2) имеет
единственное решение, компоненты которого, квазипроизводные 𝑘

𝒫 𝑥(⋅) (𝑘 ∈ 0 ∶ 𝑛 − 1) , локально аб-
солютно непрерывны в 𝐼 (см. [24], [25]). Приведем один пример (см. [24], [25]). Пусть 𝑛 = 2, 𝑓(𝑡) ≡ 0,
и в матрице 𝒫 положим

𝑝00(𝑡) = 𝑝11(𝑡) = 𝑝22(𝑡)=̇ 3√𝑡, 𝑝10(𝑡)=̇𝑡−3/5, 𝑝21(𝑡) = 𝑝20(𝑡)=̇0, 𝐼 = (−𝑐, 𝑐) ,

где 0 < 𝑐 < +∞. Тогда решением уравнения ( 2
𝒫𝑥) (𝑡) = 0, 𝑡 ∈ 𝐼, удовлетворяющим начальным услови-

ям ( 0
𝒫𝑥) (0) = 1, ( 1

𝒫𝑥) (0) = 0, является функция

𝑥(𝑡) = 𝑡−1/3 exp (−15 15√𝑡) .

Найдем нулевую и первую квазипроизводные этой функции

0
𝒫𝑥(𝑡) = exp (−15 15√𝑡) , 1

𝒫𝑥(𝑡) = 𝑡1/3
(exp ( −15 15√𝑡 ) )

′
+ 𝑡−3/5 exp (−15 15√𝑡) .

Каждое из слагаемых в 1
𝒫𝑥(𝑡) при 𝑡 = 0 разрывно, а их сумма 1

𝒫𝑥(𝑡) ≡ 0, 𝑡 ∈ 𝐼, является абсолютно
непрерывной функцией.

Для квазидифференциального уравнения справедливы основные утверждения общей теории
обыкновенного дифференциального уравнения (см. [24], [25]).

Так уравнение (1) имеет фундаментальную систему решений {𝑢ν(⋅)}
𝑛−1
0 , для которой определитель

𝑊𝒫 =̇ det ( ν
𝒫 𝑢𝑘)

𝑛−1
0 не обращается в нуль ни в одной точке из 𝐼. Частное решение уравнения (2), удо-

влетворяющее нулевым начальным условиям (α𝒫𝑢∗) (𝑎) = 0, имеет вид

𝑢∗(𝑡) =

𝑡

∫
𝑎

𝐶 (𝑡, 𝑠) (𝑓(𝑠)/𝑝𝑛𝑛(𝑠)) 𝑑𝑠 (𝑡 ∈ 𝐼) ,
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где

𝐶(𝑖, 𝑠) =

|
|
|
|
||

0
𝒫 𝑢0(𝑠) ⋯ 0

𝒫 𝑢0(𝑠)
⋯ ⋯ ⋯

(𝑛−2
𝒫 𝑢0) (𝑠) ⋯ (𝑛−2

𝒫 𝑢𝑛−1) (𝑠)
𝑢0(𝑡) ⋯ 𝑢𝑛−1(𝑡)

|
|
|
|
||

/𝑊𝒫 (𝑠)

есть функцияКоши уравнения (1), она по аргументу 𝑡 является его решением и удовлетворяет началь-
ным условиям

𝑘
𝒫 𝐶 (𝑡, 𝑠)|𝑡=𝑠 = 0 (𝑘 ∈ 0 ∶ 𝑛 − 2) , 𝑛−1

𝒫𝐶 (𝑡, 𝑠)|𝑡=𝑠 = 1.

Общее решение уравнения (2) дается формулой 𝑢 = 𝑐0𝑢0 + … + 𝑐𝑛−1𝑢𝑛−1 + 𝑢∗, где 𝑐ν –– произвольные
постоянные.

Определитель 𝑊𝒫 локально абсолютно непрерывен, он удовлетворяет уравнению

𝑑𝑊𝒫/𝑑𝑡 = −
𝑛−1

∑
ν=0

(𝑝ν+1,ν(𝑡)/𝑝ν+1,ν+1(𝑡)) 𝑊𝒫 .

Имеет место аналог формулы Остроградского––Лиувилля

𝑊𝒫 (𝑡) = 𝑊𝒫(𝑎) exp

𝑡

∫
𝑎

(
−

𝑛−1

∑
ν=0

(𝑝ν+1,ν(τ)/𝑝ν+1,ν+1(τ)))
𝑑τ.

Уравнение (2) обладает формально сопряженным в смысле Лагранжа уравнением (см. [24], [25])

(ℓ+𝑦) (𝑡)=̇ (−1)𝑛 ( 𝑛
ℛ𝑦) (𝑡) = 𝑔(𝑡), 𝑡 ∈ 𝐼 (𝑔 ∶ 𝐼 → ℝ) , (3)

где ℛ = (𝑟ν𝑘)
𝑛
0 –– нижняя треугольная матрица,

𝑟ν𝑘 = (−1)ν+𝑘 𝑝𝑛−𝑘,𝑛−ν 𝑝𝑛−ν,𝑛−ν/𝑝𝑛−𝑘,𝑛−𝑘 (𝑘 ∈ 0 ∶ ν, ν ∈ 0 ∶ 𝑛) .

Это означает, что имеет место тождество Лагранжа: почти для всех 𝑡 ∈ 𝐼

𝑦(𝑡) (ℓ𝑥) (𝑡) − 𝑥(𝑡) (ℓ+𝑦) (𝑡) ≡ 𝑑
𝑑𝑡

[𝑥, 𝑦] (𝑡),

где [𝑥, 𝑦] (𝑡) =
𝑛

∑
𝑘=1

(−1)𝑛−𝑘 (𝑘−1
𝒫 𝑥)(𝑡) (𝑛−𝑘

ℛ 𝑦) (𝑡) (для всех 𝑥(⋅) и 𝑦(⋅), имеющих абсолютно непрерывные

квазипроизводные до порядка 𝑛 − 1 включительно).
Пусть𝐶∗ (𝑡, 𝑠) ––функцияКошисопряженного однородного уравнения.Имеетместо соотношение

0
𝒫𝐶 (𝑡, 𝑠) = (−1)𝑛−1 0

ℛ𝐶∗ (𝑠, 𝑡) (подробнее см. [24], [25]).
Квазидифференциальное уравнение является обобщением обыкновенного дифференциального

уравнения. По-видимому, начало систематическому изучениюнеоднородного уравнения 𝑛-го поряд-
ка (с комплекснозначными коэффициентами) было положено работами Д.Ю. Шина (см. [26], [27]).
Обстоятельства сложились таким образом, что его работы на долгое время были игнорированы и за-
быты, и только начиная с 1975 г. стали появляться работы A. Zettl, W.N. Everitt и их соавторов, посвя-
щенные этой тематике. Они же возродили интерес к работам Д.Ю. Шина.

Внастоящее времяимеется достаточно большое количество работA. Zettl,W.N. Everitt и их учени-
ков и соавторов по этой тематике, опубликованных в различных математических журналах, а также ––
опубликованных относительно недавно (см., например, работы [28]–[35], в этих работах рассматри-
ваются и изучаются квазидифференциальные уравнения и различные краевые задачи для них).

Неоднородное квазидифференциальное уравнение позволяет с единой точки зрения рассматри-
вать различные уравнения, которые принято называть “обобщенными”, уравнениями с особенно-
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стями в коэффициентах и т.п. Обыкновенное дифференциальное уравнение с локально суммируе-
мыми коэффициентами и его формально сопряженное в смысле Лагранжа уравнение также пред-
ставляют собой частные случаи квазидифференциального уравнения.

В монографии [36] рассматривается самосопряженное квазидифференциальное уравнение чет-
ного порядка

(−1)𝑚(𝑝0(𝑡)𝑥(𝑚)(𝑡))
(𝑚) + (−1)𝑚−1(𝑝1(𝑡)𝑥(𝑚−1)(𝑡))

(𝑚−1) + … + 𝑝𝑚(𝑡)𝑥(𝑡) = 𝑓(𝑡).

Оно получается из уравнения (2) при

𝑝𝑘𝑘 = 1 (𝑘 ∈ 0 ∶ 𝑚 − 1), 𝑝𝑘𝑘 = −1 (𝑘 ∈ 𝑚 + 1 ∶ 𝑛), 𝑝𝑖,𝑛−𝑖 = 𝑝𝑖−𝑚 (𝑖 ∈ 𝑚 ∶ 𝑛),

𝑝𝑖𝑘 = 0 (𝑖 ∈ 1 ∶ 𝑛, 𝑘 < 𝑖; 𝑘 ≠ 𝑛 − 𝑖).

Уравнение (2), таким образом, общее и не является, вообще говоря, самосопряженным. Поэтому
общепринятые простые и лаконичные обозначения квазипроизводных (см. [36]) заменены в нашем
случае на более сложные, так как при переходе к сопряженному уравнению, матрица, с помощью ко-
торой строятся квазипроизводные, меняется. Но также, как и в [36], здесь рассматривается только
случай вещественнозначных коэффициентов. Случай комплекснозначных коэффициентов, в отли-
чии от работ [26] и [27] не рассматривается. Заметим, что квазидифференциальное уравнение инте-
грируется в квадратурах в случае, если коэффициенты 𝑝ν𝑘 = 0 (𝑘 ∈ 0 ∶ ν − 2, ν ∈ 2 ∶ 𝑛) (см. [24], [25]).

2. О ПРЕДСТАВЛЕНИИ СОБСТВЕННЫХ ФУНКЦИЙ ДВУХТОЧЕЧНОЙ
КВАЗИДИФФЕРЕНЦИАЛЬНОЙ КРАЕВОЙ ЗАДАЧИ ТИПА (𝑛 − 1, 1)

Рассмотрим краевую задачу на собственные значения

( 𝑛
𝒫 𝑥) (𝑡) = − λ 𝑝𝑛𝑛(𝑡)𝑔(𝑡) ( 0

𝒫 𝑥) (𝑡) (𝑡 ∈ 𝐽=̇[𝑎, 𝑏] ⊂ 𝐼) , (4)

ℓν𝑥 = 0 (ν ∈ 1 ∶ 𝑛) (5)

с функцией 𝑔 ∶ 𝐽 → ℝ и функционалами

ℓν𝑥=̇
𝑛−1

∑
𝑘=0

βν𝑘
𝑘

𝒫 𝑥(𝑎) (ν ∈ 1 ∶ 𝑛 − 1) , ℓ𝑛𝑥=̇
𝑛−1

∑
𝑘=0

β𝑛𝑘
𝑘

𝒫 𝑥(𝑏) (6)

в предположении, что существуетфункционал ℓ̃, сосредоточенный в точке 𝑎, такой, что краевые усло-
вия

ℓν𝑥 = 0 (ν = 1, … , 𝑛 − 1) , ℓ̃ 𝑥 = 1

превращаются в условия Коши в точке 𝑎.
Например, если det (βν,𝑘−1)

𝑛−1
1 ≠ 0, то можно положить

ℓ̃ 𝑥 =̇ 𝑛−1
𝒫 𝑥(𝑎).

При 𝑛 = 2 и таких ℓν𝑥 задача (4), (5) есть классическая задачаШтурма––Лиувилля, при этом функ-
ционал ℓ̃ 𝑥 можно выбрать следующим образом:

ℓ̃ 𝑥 =̇ 1
𝒫𝑥(𝑎), если β10 ≠ 0, ℓ̃ 𝑥 =̇ 0

𝒫𝑥(𝑎), если β10 = 0.

При произвольном 𝑛 и функционалах вида (6) при

βν+1,𝑘 = 𝛿ν𝑘 (ν, 𝑘 ∈ 0 ∶ 𝑛 − 2) , β𝑛𝑘 = 𝛿0𝑘 (𝑘 ∈ 0 ∶ 𝑛 − 1)
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задача (4), (5) –– двухточечная задача Валле Пуссена типа (𝑛 − 1, 1) , при этом

ℓ̃ 𝑥 =̇ 𝑛−1
𝒫 𝑥(𝑎).

За начальное приближение принимаем решение задачи Коши (7), (8) для однородного уравне-
ния (7). Далее рекуррентно находим решения задач Коши (9), (10) для неоднородных уравнений (9),
в которыхправая часть уравненийявляется известнойфункцией –– решениемпредыдущей задачиКо-
ши. Рассмотрим все это более подробно.

Следующим образом построим последовательность решений {𝑥𝑘}
∞
0 : функция 𝑥0(⋅) есть решение

задачи Коши
( 𝑛

𝒫𝑥) (𝑡) = 0 (𝑡 ∈ 𝐽) , (7)

ℓν𝑥 = 0 (ν ∈ 1 ∶ 𝑛 − 1) , ℓ̃ 𝑥 = 1; (8)

функции 𝑥𝑘(⋅) находятся рекуррентно как решения задач

( 𝑛
𝒫𝑥𝑘) (𝑡) = 𝑝𝑛𝑛(𝑡)𝑔(𝑡) ( 0

𝒫𝑥𝑘−1) (𝑡) (𝑡 ∈ 𝐽) , (9)

ℓν𝑥𝑘 = 0 (ν ∈ 1 ∶ 𝑛 − 1) , ℓ̃ 𝑥𝑘 = 0 (𝑘 = 1, 2, … ) . (10)

Теорема 1. Пусть функции

𝑔(𝑡), 1/𝑝νν(𝑡) (ν ∈ 1 ∶ 𝑛 − 1) , 𝑝ν𝑘(𝑡)/𝑝νν(𝑡) (ν ∈ 1 ∶ 𝑛, 𝑘 ∈ 0 ∶ ν − 1)

ограничены в существенном на 𝐽 . Тогда справедливы следующие утверждения:
1) ряд

∞

∑
𝑘=0

(−λ)𝑘ℓ𝑛𝑥𝑘 (11)

сходится абсолютно и равномерно относительно λ на отрезке [ −λ, λ ] , при любом λ > 0;
2) собственные значения задачи (4), (5) представляют собой корни уравнения Φ(λ) = 0, где Φ(⋅) –– сумма

ряда (11);

3) функция 𝑢(𝑡, λ∗)(𝑡) =
∞
∑

𝑘=0
(−λ∗)

𝑘 𝑥𝑘(𝑡) (𝑡 ∈ 𝐽) есть собственная функция задачи (4), (5), отвечающая

собственному значению λ∗.
Доказательство.При фиксированном λ рассмотрим ряд

∞

∑
𝑘=0

(−λ)𝑘 0
𝒫 𝑥𝑘(𝑡), 𝑡 ∈ 𝐽 . (12)

Из (9), (10) получаем следующее представление (с учетом того, что 𝑥0(𝑡) есть решение задачи (7), (8))

0
𝒫 𝑥𝑘(𝑡) =

𝑡

∫
𝑎

0
𝒫 𝐶 (𝑡, 𝑠) 𝑔(𝑠)0

𝒫 𝑥𝑘−1(𝑠) 𝑑𝑠 (𝑘 = 1, 2, … ) , где, напомним, 𝐶 (𝑡, 𝑠) ––функция Коши уравне-

ния (1).
Из определений квазипроизводных следует, что

( 0
𝒫 𝑥0(𝑡))

′ =
1

𝒫 𝑥0(𝑡)
𝑝11(𝑡)

−
𝑝10(𝑡)
𝑝11(𝑡)

0
𝒫 𝑥0(𝑡) = 1

𝑝11(𝑡)

𝑡

∫
𝑎

1
𝒫 𝐶 (𝑡, 𝑠) 𝑔(𝑠) 0

𝒫 𝑥𝑘−1(𝑠)𝑑𝑠−

−
𝑝10(𝑡)
𝑝11(𝑡)

𝑡

∫
𝑎

0
𝒫 𝐶 (𝑡, 𝑠) 𝑔(𝑠) 0

𝒫 𝑥𝑘−1(𝑠)𝑑𝑠 (𝑘 ∈ ℕ) .
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Обозначим
𝑀=̇ vraisup

[𝑎,𝑏]×[𝑎,𝑏]
| 0
𝒫 𝐶 (𝑡, 𝑠) 𝑔(𝑠) | ;

𝐶=̇max
[𝑎,𝑏] | 0

𝒫 𝑥0(𝑡)| , 𝐶1=̇ max
𝑗∈0∶𝑛−1

max
[𝑎,𝑏] |

𝑗
𝒫 𝑥0(𝑡)| ;

𝐿=̇max {vraisup
𝑡∈[𝑎,𝑏]

1
𝑝νν(𝑡)

(ν ∈ 1 ∶ 𝑛 − 1), vraisup
𝑡∈[𝑎,𝑏]

|𝑝ν𝑘(𝑡)|
𝑝νν(𝑡)

(ν ∈ 1 ∶ 𝑛, 𝑘 ∈ 0 ∶ ν − 1)};

𝑀1=̇ max
𝑗∈0∶𝑛−1

vraisup
[𝑎,𝑏]×[𝑎,𝑏] |

𝑗
𝒫 𝐶 (𝑡, 𝑠) 𝑔(𝑠) | , 𝐻=̇𝑛 𝐿 𝑀1.

Покажем, что на 𝐽 справедливы оценки

| 0
𝒫 𝑥𝑘(𝑡)| ⩽ 𝐶 (𝑀 (𝑡 − 𝑎))𝑘 (𝑘 ! )−1 (𝑘 = 0, 1, 2, … ) , (13)

|( 0
𝒫 𝑥 0(𝑡))

′
| ⩽ 𝑛 𝐿 𝐶1, (14)

| ( 0
𝒫 𝑥𝑘(𝑡))

′
| ⩽ (𝐻/𝑀) (𝑀 (𝑡 − 𝑎))𝑘 (𝑘 ! )−1 (15)

(𝑘 = 1, 2, …) .

Для 𝑘 = 0 они очевидны. Из справедливости (13) для некоторого 𝑘 > 0 следует, что имеют место
следующие оценки

| 0
𝒫 𝑥𝑘+1(𝑡)| ⩽

𝑡

∫
𝑎

| 0
𝒫 𝐶 (𝑡, 𝑠) 𝑔(𝑠)| | 0

𝒫 𝑥𝑘(𝑠)| 𝑑𝑠 ⩽ 𝐶 (𝑀 (𝑡 − 𝑎))𝑘+1 ((𝑘 + 1) ! )−1 ,

то есть справедливость оценки (13) для 𝑘 + 1. По индукции неравенство (13) справедливо для 𝑘 ∈ ℕ.
Оценка (14) очевидна.

Справедливость оценки (15) получается из следующей цепочки неравенств

| ( 0
𝒫 𝑥𝑘(𝑡))

′
| ⩽ 1

𝑝11(𝑡)

𝑡

∫
𝑎

| 1
𝒫 𝐶 (𝑡, 𝑠) 𝑔(𝑠)| | 0

𝒫 𝑥𝑘−1(𝑠)| 𝑑𝑠 +

+
𝑝10(𝑡)
𝑝11(𝑡)

𝑡

∫
𝑎

| 0
𝒫 𝐶 (𝑡, 𝑠) 𝑔(𝑠)| | 0

𝒫 𝑥𝑘−1(𝑠)| 𝑑𝑠 ⩽

⩽ (𝐻/𝑀) (𝑀 (𝑡 − 𝑎))𝑘 (𝑘 ! )−1 (𝑘 = 1, 2, … ) .

Из оценок (13)–(15) и признака Вейерштрасса следует, что ряд, полученный почленным диффе-
ренцированием ряда (12), сходится равномерно на 𝐽. Следовательно, ряд (12) допускает почленное
дифференцирование и имеет место равенство

1

𝒫
(

∞

∑
𝑘=0

(−λ)𝑘 𝑥𝑘(𝑡)
)

=
∞

∑
𝑘=0

(−λ)𝑘 1
𝒫 𝑥𝑘(𝑡). (16)

Точно так же, как мы только что доказали равенство (16), с использованием индукции по 𝑗, дока-
зывается, что

𝑗

𝒫
(

∞

∑
𝑘=0

(−λ)𝑘 𝑥𝑘(𝑡)
)

=
∞

∑
𝑘=0

(−λ)𝑘 𝑗
𝒫 𝑥𝑘(𝑡) (17)

(𝑗 = 2, … , 𝑛) .
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Из оценки (13) при λ ∈ [ −λ, λ ] получаем следующую оценку

|(−1)𝑘 λ𝑘 ℓ𝑛𝑥𝑘| ⩽ 𝑛 ( max
𝑘∈0∶𝑛−1 |β𝑛𝑘| ) 𝑀1𝐿𝑘 (𝐶/𝑀)

(𝑀 (𝑏 − 𝑎))𝑘

𝑘 !
,

что позволяет применить к ряду (11) признак Вейерштрасса и получить первое утверждение теоре-
мы. Учитывая равенство (17) и определение последовательности {𝑥𝑘}

∞
0 , получим, что функция 𝑢(𝑡, λ),

определяемая равенством

𝑢(𝑡, λ) =
∞

∑
𝑘=0

(−λ)𝑘𝑥𝑘(𝑡), (18)

удовлетворяет уравнению (4) и краевым условиям (5), за исключением, быть может, последнего. Оче-
видно, что ℓ𝑛𝑢(𝑡, λ) = 0 в том и только том случае, если λ –– корень уравнения Φ(λ) = 0. Теорема дока-
зана.

Если уравнение Φ(λ) = 0 имеет лишь простые корни, то все собственные функции имеют пред-
ставление (18).

Рассмотрим простой пример.
Пример 1:

𝑥″ = −λ 𝑥, 𝑥(𝑎) = 𝑥(𝑏) = 0

(𝑛 = 2, 𝒫 –– единичная 3 × 3 матрица, 𝑔(𝑡) ≡ 1, ℓ1 𝑥=̇𝑥(𝑎), ℓ2 𝑥=̇𝑥(𝑏)).
Здесь

Φ(λ) = (𝑏 − 𝑎) − λ(𝑏 − 𝑎)3

3 !
+ λ2 (𝑏 − 𝑎)5

5 !
− … =

sin√λ(𝑏 − 𝑎)

√λ
.

Отсюда получаем собственные значения λ𝑘 исходной задачи есть

λ𝑘 = (π 𝑘)2

(𝑏 − 𝑎)2 , 𝑘 = 1, 2, … .

Укажем здесь на одно из возможных применений теоремы 1.
Данная теорема и формулы (7), (8), а также –– (9), (10), позволяют предложить новый метод для

вычисления собственных значений квазидифференциальной краевой задач (4), (5) и построить ал-
горитм ее численного решения на компьютере. Решалась задача

(𝑝 (𝑡) 𝑥′)
′ = −λ𝑔 (𝑡) 𝑥 (𝑡) ,

𝑥 (0) = 𝑥 (1) = 0 .
(19)

Для нахождения 𝑥0(𝑡), а также для решения задач Коши (9), (10) применялся метод Рунге––Кутта
четвертого порядка. Приближения к собственным значениям найдены методом Греффе––Лобачев-
ского как корни многочлена –– нечетной частичной суммы ряда (11).

Ниже приведены результаты счета.
λ𝑘

𝜇 –– собственное значение, вычисленное одним из следующих методов (где нижний индекс 𝜇 у
λ𝑘

𝜇 означает номер собственного значения):
• 𝑘 = 1 –– рассматриваемым методом;
• 𝑘 = 2 ––методом Галеркина––Ритца (в котором взяты в качестве координатных функций: 𝑡2 − 𝑡

и 𝑡3 − 3
2 𝑡2 + 1

2 𝑡);
• 𝑘 = 3 ––методом последовательных приближений (𝑥0 (𝑡) = 1);
• 𝑘 = 4 –– точное значение (когда оно известно).
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Таблица 1. Результаты вычислений первого и второго собственных значений задачи вида (19)∗

𝑝(𝑡) 𝑔(𝑡)
λ1

1
λ1

2

λ2
1

λ2
2

λ3
1

λ4
1

λ4
2

1 1 9.8667
33

10.0000
42 9.8697 9.8696

39.4784

sin(𝑡 + 1
2) 1 7.483

26
7.495

33 7.485

1 1 18.967
68

19.19
102 18.970 18.956

ln2(𝑡 + 1) + 0.1 1 2.403
10

2.43
13 2.403

exp(𝑡) 1 16.23
54

16.32
75 16.24

𝑡2 + 3𝑡 + 1 1 24.28
84

24.36
126 24.29

𝑡2 ln(𝑡 + 1) + 0.1 1 2.329
9

2.39
15 2.329

3. ТЕОРЕМЫ ОБ ОЦЕНКАХ И ПРИМЕРЫ К ТЕОРЕМАМ

Пусть 𝑛 = 2. Уравнение (1) примет вид

( 2
𝒫 𝑥) (𝑡) = 0, 𝑡 ∈ 𝐽 . (20)

Уравнение (20) называется неосцилляционным на промежутке 𝐽 ⊂ 𝐼 (напомним, что здесь 𝐽 =
= [𝑎, 𝑏], −∞ < 𝑎 < 𝑏 < +∞), если нулевая квазипроизводная любого его нетривиального решения
имеет на 𝐽 не более одного нуля (см. [24], [25]), заметим, что в этих работах дается определение неос-
цилляции для уравнения произвольного порядка). При условии неосцилляции имеет место неравен-
ство 0

𝒫 𝐶(𝑡, 𝑠) ⩾ 0 при 𝑎 ⩽ 𝑠 ⩽ 𝑡 ⩽ 𝑏 (см. [24], [25]).
Сопряженное однородное уравнение второго порядка имеет вид

( 2
ℛ 𝑥) (𝑡) = 0, 𝑡 ∈ 𝐽 , (21)

где ℛ = (𝑟ν𝑘)
2
0 –– нижняя треугольная матрица,

𝑟ν𝑘 = (−1)ν+𝑘 𝑝𝑛−𝑘,𝑛−ν 𝑝𝑛−ν,𝑛−ν/𝑝𝑛−𝑘,𝑛−𝑘 (𝑘 ∈ 0 ∶ ν, ν ∈ 0 ∶ 2) .

Пусть 𝑔(𝑡)=̇1/𝑝22(𝑡) (𝑡 ∈ 𝐽). Рассмотрим краевую задачу на собственные значения вида (4), (5),
а, именно, следующую задачу

( 2
𝒫𝑥)(𝑡) = −λ ( 0

𝒫 𝑥) (𝑡) (𝑡 ∈ 𝐽), (22)
0

𝒫 𝑥(𝑎) = 0
𝒫 𝑥(𝑏) = 0. (23)

Решение 𝑢(𝑡, λ) уравнения (22), удовлетворяющее первому условию из условий (23), представимо
в виде ряда (18), который в данном случае выглядит так

𝑢(𝑡, λ) = 𝑥0(𝑡) − λ𝑥1(𝑡) + λ2𝑥2(𝑡) − λ3𝑥3(𝑡) + … . (24)

∗ При вычислении второго собственного числа все методы дают значительную погрешность, поэтому результаты вы-
числений приведены с точностью до целых.
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Нулевая квазипроизводная этого решения по аргументу 𝑡 представима в виде ряда

0
𝒫 𝑢(𝑡, λ) = 0

𝒫 𝑥0(𝑡) − λ 0
𝒫 𝑥1(𝑡) + λ2 0

𝒫 𝑥2(𝑡) − λ3 0
𝒫 𝑥3(𝑡) + … . (25)

Последовательность решений в (24) (см. также (25)), {𝑥𝑘(⋅)}∞
0 , строится следующим образом:

𝑥0(⋅) –– решение задачи Коши
( 2

𝒫 𝑥) (𝑡) = 0 (𝑡 ∈ 𝐽), (26)
0

𝒫 𝑥(𝑎) = 0, 1
𝒫 𝑥(𝑎) = 1, (27)

то есть определения (7), (8) для задачи (22), (23) принимают вид (26), (27).

Функции 𝑥𝑘(⋅) находятся рекуррентно как решения задач

( 2
𝒫 𝑥𝑘) (𝑡) = ( 0

𝒫 𝑥𝑘−1) (𝑡) (𝑡 ∈ 𝐽), (28)

0
𝒫 𝑥𝑘(𝑎) = 0, 1

𝒫 𝑥𝑘(𝑎) = 0 (𝑘 = 1, 2, …), (29)

то есть определения (9), (10) для задачи (22), (23) принимают вид (28), (29).

Собственные значения задачи (22), (23) представляют собой корни уравнения Φ(λ) = 0, где Φ(⋅) ––
сумма ряда (24) при 𝑡 = 𝑏. Функция

𝑢(𝑡, λ∗) =
∞

∑
𝑘=0

(−1)𝑘(λ∗)𝑘𝑥𝑘(𝑡) (𝑡 ∈ 𝐽)

есть собственная функция краевой задачи (22), (23), отвечающая собственному значению λ∗.

Предполагаем функции 𝑝νν(𝑡) (ν ∈ 0 ∶ 2) положительными на отрезке 𝐽 .
Теорема 2. Пусть уравнение (20) неосциляционно на 𝐽 и 𝐶(𝑡, 𝑠) –– функция Коши уравнения (20), веще-

ственные константы 𝑀1, 𝑀2 и функция φ(⋅) таковы, что выполняются следующие неравенства

0
𝒫 𝐶(𝑡, 𝑠)

𝑝22(𝑠)
⩽ 𝑀1

φ(𝑡 − 𝑎)
φ(𝑠 − 𝑎)

(𝑡 − 𝑠)

при всех значениях 𝑠 и 𝑡 таких, что 𝑎 ⩽ 𝑠 ⩽ 𝑡 ⩽ 𝑏,

0
𝒫 𝐶(𝑡, 𝑎) ⩽ 𝑀2 φ(𝑡 − 𝑎)(𝑡 − 𝑎)

при всех значениях 𝑡, таких что 𝑎 ⩽ 𝑡 ⩽ 𝑏. Пусть, далее, 𝑀 ≐ max{𝑀1, 𝑀2}. Тогда в представлении (25)
имеют место точные (см. пример 2 ниже) оценки для коэффициентов при степенях λ, а, именно,

0 ⩽ 0
𝒫 𝑥𝑘(𝑡) ⩽

𝑀𝑘+1 (𝑡 − 𝑎)2𝑘+1φ(𝑡 − 𝑎)
(2𝑘 + 1)! ( 𝑡 ∈ 𝐽 , 𝑘 = 0, 1, … ). (30)

Доказательство. Докажем эту теорему методом математической индукции. При 𝑘 = 0 оценка (30)
верна. Действительно, 0

𝒫 𝑥0(𝑡) = 0
𝒫 𝐶(𝑡, 𝑎), следовательно,

0
𝒫 𝑥0(𝑡) = 0

𝒫 𝐶(𝑡, 𝑎) ⩽ 𝑀2 (𝑡 − 𝑎)φ(𝑡 − 𝑎) ⩽ 𝑀(𝑡 − 𝑎)φ(𝑡 − 𝑎).

Пусть оценка (30) имеет место для некоторого 𝑘∈ ℕ. Покажем ее справедливость для 𝑘 + 1. Имеет
место следующая цепочка неравенств:

0
𝒫 𝑥𝑘+1(𝑡) = ∫

𝑡

𝑎

0
𝒫 𝐶(𝑡, 𝑠) 0

𝒫𝑥𝑘(𝑠)
𝑝22(𝑠)

𝑑𝑠 ⩽
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⩽ 𝑀𝑘+1

(2𝑘 + 1)!∫
𝑡

𝑎
𝑀1

φ(𝑡 − 𝑎)
φ(𝑠 − 𝑎)

φ(𝑠 − 𝑎)(𝑡 − 𝑠)(𝑠 − 𝑎)2𝑘+1 𝑑𝑠 ⩽

⩽ 𝑀𝑘+2

(2𝑘 + 1)!∫
𝑡

𝑎

φ(𝑡 − 𝑎)
φ(𝑠 − 𝑎)

φ(𝑠 − 𝑎)(𝑡 − 𝑠)(𝑠 − 𝑎)2𝑘+1 𝑑𝑠 =

=
𝑀𝑘+2φ(𝑡 − 𝑎)

(2𝑘 + 2)! ∫
𝑡

𝑎
(𝑡 − 𝑠) 𝑑(𝑠 − 𝑎)2𝑘+2 =

𝑀𝑘+2φ(𝑡 − 𝑎)
(2𝑘 + 2)! ∫

𝑡

𝑎
(𝑠 − 𝑎)2𝑘+2 𝑑𝑠 =

=
𝑀𝑘+2φ(𝑡 − 𝑎)

(2𝑘 + 3)! ∫
𝑡

𝑎
𝑑(𝑠 − 𝑎)2𝑘+3 =

𝑀𝑘+2φ(𝑡 − 𝑎)
(2𝑘 + 3)!

(𝑡 − 𝑎)2𝑘+3 =

=
𝑀 (𝑘+1)+1 (𝑡 − 𝑎)2(𝑘+1)+1φ(𝑡 − 𝑎)

(2(𝑘 + 1) + 1)!
.

Таким образом, получаем неравенство

0 ⩽ 0
𝒫 𝑥𝑘+1(𝑡) ⩽

𝑀 (𝑘+1)+1 (𝑡 − 𝑎)2(𝑘+1)+1φ(𝑡 − 𝑎)
(2(𝑘 + 1) + 1)!

.

Следовательно, по индукции оценки (30) имеет место для всех 𝑘∈ ℕ. Теорема доказана.

Пример 2. Рассмотрим задачу вида (22), (23)

𝑥″ + 𝑡𝑥′ + (𝑡2/4 + 1/2)𝑥 = −(λ − 1/2)𝑥, (31)

𝑥(0) = 𝑥(1) = 0. (32)

Для задачи (31), (32) обозначения теоремы 2 примут следующий вид:

𝑎 = 0, 𝑏 = 1, 𝑝00(𝑡) = 1,

𝑝11(𝑡) = 1, 𝑝10(𝑡) = 0, 𝑝22(𝑡) = 1, 𝑝21(𝑡) = 𝑡, 𝑝20(𝑡) = 𝑡2

4
+ 1

2
;

0
𝒫 𝐶(𝑡, 𝑠)

𝑝22(𝑠)
= 𝑒−(𝑡2+𝑠2)/4

𝑒−𝑠2
/2

(𝑡 − 𝑠) = 𝑒−𝑡2
/4

𝑒−𝑠2
/4

(𝑡 − 𝑠) =
φ(𝑡)
φ(𝑠)

(𝑡 − 𝑠),

𝑀1 = 𝑀2 = 1, φ(𝑡) = 𝑒−𝑡2
/4,

0
𝒫 𝑥𝑘(𝑡) = 𝑥𝑘(𝑡) = 𝑡2𝑘+1

(2𝑘 + 1)!
𝑒−𝑡2

/4
( 𝑘 = 0, 1, 2, … ).

Правые части оценок (30) функциями 0
𝒫 𝑥𝑘(𝑡) достигаются. Представление (24) (или, что то же

самое, в силу того, что 𝑝00(𝑡) = 1, представление (25) для задачи (31), (32)) примет вид

𝑢(𝑡, λ) = 𝑒−𝑡2
/4 sin(√λ − 1/2 𝑡)/√λ − 1/2.

Корнями уравнения Φ(λ) = 0, где Φ(λ) = 𝑢(1, λ), и собственными значениями задачи (31), (32)
являются λ𝑘 = 1/2 + (π(𝑘 + 1))

2
(𝑘 = 0, 1, 2, … ). Функции

𝑢(𝑡, λ𝑘) =
∞

∑
𝑚=0

(−1)𝑚(λ𝑘 − 1/2)𝑚𝑥𝑚(𝑡) = 𝑒−𝑡2
/4 sin (π(𝑘 + 1) 𝑡)

π(𝑘 + 1)
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являются собственнымифункциями задачи (31), (32), соответствующими собственным значениям λ𝑘
задачи (31), (32).

Теорема 3. Пусть уравнение (20) неосциляционно на 𝐽 и 𝐶(𝑡, 𝑠) –– функция Коши уравнения (20), веще-
ственные константы 𝑀1, 𝑀2 и функция φ(⋅) таковы, что выполняются следующие неравенства

1 ⩽ φ(𝑡), 0
𝒫 𝐶(𝑡, 𝑠) ⩽ 𝑀1∫

𝑡

𝑠

φ(𝑠)
𝑝22(𝑠)

𝑑𝑠, 0
𝒫 𝐶(𝑡, 𝑎) ⩽ 𝑀2∫

𝑡

𝑎

φ(𝑠)
𝑝22(𝑠)

𝑑𝑠

при всех значениях 𝑠 и 𝑡 таких, что 𝑎 ⩽ 𝑠 ⩽ 𝑡 ⩽ 𝑏. Пусть, далее,

𝑀 ≐ max{𝑀1, 𝑀2} .

Тогда в представлении (25) имеют место точные (см. примеры 3 и 4 ниже) оценки для коэффициентов при
степенях λ, а, именно,

0 ⩽ 0
𝒫 𝑥𝑘(𝑡) ⩽

𝑀𝑘+1
(∫

𝑡

𝑎

φ(𝑠)
𝑝22(𝑠)

𝑑𝑠)

2𝑘+1

(2𝑘 + 1)! ( 𝑡 ∈ 𝐽 , 𝑘 = 0, 1, … ). (33)

Доказательство. Докажем эту теорему методом математической индукции. При 𝑘 = 0 оценка (33)
верна. Действительно,

0
𝒫 𝑥0(𝑡) = 0

𝒫 𝐶(𝑡, 𝑎),

следовательно,
0

𝒫 𝑥0(𝑡) = 0
𝒫 𝐶(𝑡, 𝑎) ⩽ 𝑀2∫

𝑡

𝑎

φ(𝑠)
𝑝22(𝑠)

𝑑𝑠 ⩽ 𝑀∫
𝑡

𝑎

φ(𝑠)
𝑝22(𝑠)

𝑑𝑠.

Пусть оценка (33) имеет место для некоторого 𝑘∈ ℕ. Покажем ее справедливость для 𝑘 + 1. Имеет
место следующая цепочка неравенств

0
𝒫 𝑥𝑘+1(𝑡) = ∫

𝑡

𝑎

0
𝒫 𝐶(𝑡, 𝑠) 0

𝒫 𝑥𝑘(𝑠)
𝑝22(𝑠)

𝑑𝑠 ⩽

⩽ 𝑀𝑘+1

(2𝑘 + 1)!∫
𝑡

𝑎 (
𝑀1φ(𝑠)
𝑝22(𝑠) )( ∫

𝑡

𝑠

φ(τ)
𝑝22(τ)

𝑑τ) (∫
𝑠

𝑎

φ(τ1)
𝑝22(τ1)

𝑑τ1)

2𝑘+1
𝑑𝑠 ⩽

⩽ 𝑀𝑘+2

(2𝑘 + 2)!∫
𝑡

𝑎 ( ∫
𝑡

𝑠

φ(τ)
𝑝22(τ)

𝑑τ) 𝑑(∫
𝑠

𝑎

φ(τ1)
𝑝22(τ1)

𝑑τ1)

2𝑘+2
=

= 𝑀𝑘+2

(2𝑘 + 2)!∫
𝑡

𝑎 (
φ(𝑠)

𝑝22(𝑠)) (∫
𝑠

𝑎

φ(τ1)
𝑝22(τ1)

𝑑τ1)

2𝑘+2
𝑑𝑠 =

= 𝑀𝑘+2

(2𝑘 + 3)!(∫
𝑡

𝑎

φ(𝑠)
𝑝22(𝑠)

𝑑𝑠)

2𝑘+3
= 𝑀 (𝑘+1)+1

(2(𝑘 + 1) + 1)!(∫
𝑡

𝑎

φ(𝑠)
𝑝22(𝑠)

𝑑𝑠)

2(𝑘+1)+1
.

Таким образом, получаем следующее неравенство

0 ⩽ 0
𝒫 𝑥𝑘(𝑡) ⩽

𝑀 (𝑘+1)+1
(∫

𝑡

𝑎

φ(𝑠)
𝑝22(𝑠)

𝑑𝑠)

2(𝑘+1)+1

(2(𝑘 + 1) + 1)!
.

По индукции оценки (33) имеет место для всех 𝑘∈ ℕ. Теорема доказана.
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Пример 3. Рассмотрим задачу вида (22), (23)

1
cos2 𝑡

𝑥″ + sin 𝑡
cos3 𝑡

𝑥′ = −λ𝑥 (34)

𝑥(0) = 𝑥(1) = 0. (35)

Для задачи (34), (35) обозначения теоремы 3 примут следующий вид:

𝑎 = 0, 𝑏 = 1, 𝑝00(𝑡) = 1,

𝑝11(𝑡) = 1, 𝑝10(𝑡) = 0, 𝑝22(𝑡) = 1
cos2 𝑡

, 𝑝21(𝑡) = sin 𝑡
cos3 𝑡

, 𝑝20(𝑡) = 0;

0
𝒫 𝐶(𝑡, 𝑠) = 𝐶(𝑡, 𝑠) = ∫

𝑡

𝑠

1
1

cos τ

𝑑τ = ∫
𝑡

𝑠
cos τ 𝑑τ = sin 𝑡 − sin 𝑠,

𝑀1 = 𝑀2 = 1, φ(𝑡) ≡ 1,

0
𝒫 𝑥𝑘(𝑡) = 𝑥𝑘(𝑡) = ( sin 𝑡)

2𝑘+1

(2𝑘 + 1)! ( 𝑘 = 0, 1, 2, … ).

Правые части оценок (33) функциями 0
𝒫 𝑥𝑘(𝑡) достигаются.

Представление (24) (или, что то же самое, в силу того, что 𝑝00(𝑡) = 1, представление (25) для зада-

чи (34), (35)) примет вид 𝑢(𝑡, λ) =
sin (√λ sin 𝑡)

√λ
. Корнями уравнения

Φ(λ) = 0, где Φ(λ) = 𝑢(1, λ),

и собственными значениями задачи (34), (35) являются λ𝑘 = (
π𝑘
sin 1)

2
.

Функции

𝑢(𝑡, λ𝑘) =
∞

∑
𝑚=0

(−1)𝑚 λ𝑚
𝑘𝑥𝑚(𝑡) =

sin 1 sin(
π𝑘 sin 𝑡
sin 1 )

π𝑘

являются собственнымифункциями задачи (34), (35), соответствующими собственным значениям λ𝑘
задачи (34), (35).

Пример 4. Рассмотрим задачу вида (22), (23)

𝑝(𝑡)(𝑝(𝑡) 𝑥′
)

′
= −λ𝑥 (𝑡 ∈ [0, 1]) (36)

(функция 𝑝(𝑡) измерима, почти всюду конечна, неотрицательна и суммируема на отрезке [0, 1]),

𝑥(0) = 𝑥(1) = 0. (37)

Для задачи (36), (37) обозначения теоремы 3 примут следующий вид:

𝑎 = 0, 𝑏 = 1, 𝑝00(𝑡) = 1,

𝑝11(𝑡) = 𝑝(𝑡), 𝑝10(𝑡) = 𝑝21(𝑡) = 0, 𝑝22(𝑡) = 𝑝(𝑡), 𝑝20(𝑡) = 0;

0
𝒫 𝐶(𝑡, 𝑠) = 𝐶(𝑡, 𝑠) = ∫

𝑡

𝑠

𝑑τ
𝑝(τ)

, 𝑀1 = 𝑀2 = 1, φ(𝑡) ≡ 1,
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0
𝒫 𝑥𝑘(𝑡) = 𝑥𝑘(𝑡) =

(∫
𝑡

0

𝑑τ
𝑝(τ))

2𝑘+1

(2𝑘 + 1)! ( 𝑘 = 0, 1, 2, … ).

Правые части оценок (33) функциями 0
𝒫 𝑥𝑘(𝑡) достигаются.

Представление (24) (или, что то же самое, в силу того, что 𝑝00(𝑡) = 1, представление (25) для зада-
чи (36), (37)) примет вид

𝑢(𝑡, λ) =
sin(√λ (∫

𝑡

0

𝑑τ
𝑝(τ)))

√λ
.

Корнями уравнения Φ(λ) = 0, где Φ(λ) = 𝑢(1, λ), и собственными значениями задачи (36), (37)
являются

λ𝑘 =
⎛
⎜
⎜
⎝

π𝑘
∫1

0
𝑑τ
𝑝(τ)

⎞
⎟
⎟
⎠

2

.

Функции

𝑢(𝑡, λ𝑘) =
∞

∑
𝑚=0

(−1)𝑚 λ𝑚
𝑘𝑥𝑚(𝑡) =

(∫
1

0

𝑑τ
𝑝(τ)) sin

⎛
⎜
⎜
⎝

π𝑘 ∫𝑡
0

𝑑τ
𝑝(τ)

∫1
0

𝑑τ
𝑝(τ)

⎞
⎟
⎟
⎠

π𝑘

являются собственнымифункциями задачи (36), (37), соответствующими собственным значениям λ𝑘
задачи (36), (37).

Пусть, по-прежнему, уравнение (20) неосциляционно на 𝐽 . Пусть 𝐶∗(𝑡, 𝑠) есть функция Коши
уравнения (21). Напомним, что функции 𝑝𝑖𝑖(𝑡) (𝑖 ∈ 0 ∶ 2) предполагаются положительными на 𝐽 .
Пусть, далее,

𝑀1 ≐ max
𝑡∈[𝑎,𝑏]

0
𝒫 𝐶(𝑡, 𝑎), 𝑀2 ≐ max

(𝑠,𝑡)∈[𝑎,𝑏]×[𝑎,𝑏] | 1
ℛ 𝐶∗(𝑠, 𝑡)|

и 𝑀 ≐ max {𝑀1, 𝑀2}, функция ξ(𝑡) ≐ min{𝑝11(𝑡), 𝑝22(𝑡)} при каждом значении аргумента 𝑡 из 𝐽. Будем
предполагать, что функция 1

ξ(𝑡)
суммируема на 𝐽 . Определим функцию

ψ(𝑡) ≐ ∫
𝑡

𝑎

1
ξ(𝑠)

𝑑𝑠 (𝑡 ∈ 𝐽).

Считаем далее также, что функция 𝑝21(𝑡) ⩾ 0 (𝑡 ∈ 𝐽). Имеет место следующая теорема.

Теорема 4. Справедливы оценки

0 ⩽ 0
𝒫 𝑥𝑘(𝑡) ⩽

𝑀𝑘+1ψ2𝑘(𝑡)
(2𝑘)!

( 𝑡 ∈ 𝐽 , 𝑘 = 0, 1, … ). (38)

Доказательство. Докажем эту теорему методом математической индукции. При 𝑘 = 0 оценка (38)
верна. Действительно, 0

𝒫 𝑥0(𝑡) = 0
𝒫𝐶(𝑡, 𝑎), следовательно, 0

𝒫 𝑥0(𝑡) ⩽ 𝑀1 ⩽ 𝑀. Пусть оценка (38) имеет
место для некоторого 𝑘∈ ℕ. Покажем ее справедливость для 𝑘 + 1. Выполняется следующая цепочка
неравенств

0
𝒫 𝑥𝑘+1(𝑡) = ∫

𝑡

𝑎

0
𝒫 𝐶(𝑡, 𝑠) 0

𝒫 𝑥𝑘(𝑠)
𝑝22(𝑠)

𝑑𝑠 ⩽ 𝑀𝑘+1

(2𝑘)! ∫
𝑡

𝑎

0
𝒫 𝐶(𝑡, 𝑠)ψ2𝑘(𝑠)

𝑝22(𝑠)
𝑑𝑠 ⩽ 𝑀𝑘+1

(2𝑘)! ∫
𝑡

𝑎

0
𝒫 𝐶(𝑡, 𝑠)ψ2𝑘(𝑠)

ξ(𝑠)
𝑑𝑠 =
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= (заметим, что 0
𝒫 𝐶(𝑡, 𝑠) = − 0

ℛ 𝐶∗(𝑠, 𝑡) (см. [24], [25])) =

= −𝑀𝑘+1

(2𝑘)! ∫
𝑡

𝑎

0
ℛ 𝐶∗(𝑠, 𝑡)ψ2𝑘(𝑠) 𝑑ψ(𝑠) = − 𝑀𝑘+1

(2𝑘 + 1)!∫
𝑡

𝑎

0
ℛ 𝐶∗(𝑠, 𝑡) 𝑑ψ2𝑘+1(𝑠) =

= 𝑀𝑘+1

(2𝑘 + 1)!∫
𝑡

𝑎
ψ2𝑘+1(𝑠) ( 0

ℛ 𝐶∗(𝑠, 𝑡))
′

𝑠 𝑑𝑠 =

= 𝑀𝑘+1

(2𝑘 + 1)!∫
𝑡

𝑎

𝑝11(𝑠) ( 0
ℛ 𝐶∗(𝑠, 𝑡))

′

𝑠
𝑝11(𝑠)

ψ2𝑘+1(𝑠) 𝑑𝑠 = 𝑀𝑘+1

(2𝑘 + 1)!
×

×∫
𝑡

𝑎

𝑝11(𝑠)(
0

ℛ 𝐶∗(𝑠, 𝑡))
′

𝑠
−

𝑝21(𝑠)𝑝11(𝑠)
𝑝22(𝑠)

0
ℛ 𝐶∗(𝑠, 𝑡) +

𝑝21(𝑠)𝑝11(𝑠)
𝑝22(𝑠)

0
ℛ 𝐶∗(𝑠, 𝑡)

𝑝11(𝑠)
×

×ψ2𝑘+1(𝑠) 𝑑𝑠 = (так как имеет место следующее равенство:

1
ℛ 𝐶∗(𝑠, 𝑡) = 𝑝11(𝑠)(

0
ℛ 𝐶∗(𝑠, 𝑡))

′

𝑠
−

𝑝21(𝑠)𝑝11(𝑠)
𝑝22(𝑠)

0
ℛ 𝐶∗(𝑠, 𝑡),

то последнее выражение примет вид) =

= 𝑀𝑘+1

(2𝑘 + 1)!∫
𝑡

𝑎

1
ℛ 𝐶∗(𝑠, 𝑡) −

𝑝21(𝑠)𝑝11(𝑠)
𝑝22(𝑠)

0
𝒫 𝐶(𝑡, 𝑠)

𝑝11(𝑠)
ψ2𝑘+1(𝑠) 𝑑𝑠 ⩽

⩽ (учтем, что
𝑝21(𝑠)𝑝11(𝑠)

𝑝22(𝑠)
0

𝒫 𝐶(𝑡, 𝑠) ⩾ 0) ⩽ 𝑀𝑘+1

(2𝑘 + 1)!∫
𝑡

𝑎

1
ℛ 𝐶∗(𝑠, 𝑡)

𝑝11(𝑠)
ψ2𝑘+1(𝑠) 𝑑𝑠 ⩽

⩽ 𝑀𝑘+1

(2𝑘 + 1)!∫
𝑡

𝑎

| 1
ℛ 𝐶∗(𝑠, 𝑡)|

ξ(𝑠)
ψ2𝑘+1(𝑠) 𝑑𝑠 ⩽

𝑀𝑘+1𝑀1
(2𝑘 + 1)! ∫

𝑡

𝑎
ψ2𝑘+1(𝑠) 𝑑ψ(𝑠) ⩽

⩽ 𝑀𝑘+2

(2𝑘 + 2)!
ψ2𝑘+2(𝑡) =

𝑀 (𝑘+1)+1ψ2(𝑘+1)(𝑡)
(2(𝑘 + 1))!

.

Таким образом, 0
𝒫 𝑥𝑘+1(𝑡) ⩽

𝑀 (𝑘+1)+1ψ2(𝑘+1)(𝑡)
(2(𝑘 + 1))!

. По индукции оценки (38) имеют место для всех

𝑘∈ ℕ. Теорема доказана.

Замечание 1. Из теоремы 4 следует, что если 𝑝11(𝑡) = 𝑝22(𝑡) ≡ 1 на 𝐽 , или 1 ⩽ 𝑝11(𝑡) при всех 𝑡 из от-
резка 𝐽 и 𝑝22(𝑡) ≡ 1 на 𝐽 (либо 1 ⩽ 𝑝22(𝑡) при всех 𝑡 из 𝐽 и 𝑝11(𝑡) ≡ 1 на 𝐽), то тогда оценки (38) выглядят
так

0 ⩽ 0
𝒫 𝑥𝑘(𝑡) ⩽ 𝑀𝑘+1(𝑡 − 𝑎)2𝑘

(2𝑘)!
( 𝑡 ∈ 𝐽 , 𝑘 = 0, 1, … ). (39)

Оценки (38) и (39), в отличие от оценок (30) и (33), не являются точными.

Ведем в рассмотрение функции φ𝑘(𝑡) ∶ 𝐽 → ℝ с помощью следующих равенств:

φ𝑘(𝑡)
𝑀𝑘+1ψ2𝑘(𝑡)

(2𝑘)!
= 0

𝒫 𝑥𝑘(𝑡),

где 𝑘 = 0, 1, … ( заметим, что 0 ⩽ φ𝑘(𝑡) ⩽ 1).
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Определим функцию

𝑣(𝑡, λ) ≐ φ0(𝑏)𝑀 +
∞

∑
𝑘=1

(−1)𝑘λ𝑘φ𝑘(𝑏)𝑀𝑘+1ψ2𝑘(𝑡)
(2𝑘)!

(𝑡 ∈ 𝐽). (40)

Функция 𝑣(𝑡, λ) является как бы “сечением” функции 0
𝒫 𝑢(𝑡, λ) при 𝑡 = 𝑏.

Теорема 5. Функция 𝑣(𝑡, λ) удовлетворяет уравнению

λ(𝑣(𝑡, λ))
″

√λ
= ψ2(𝑡) (ξ(𝑡) (ξ(𝑡)(𝑣(𝑡, λ))

′

𝑡 )
′

𝑡 ) (41)

и условиям
𝑣(𝑏, λ) = 0

𝒫 𝑢(𝑏, λ), (ξ(𝑡)(𝑣(𝑡, λ))
′

𝑡 ) |𝑡=𝑎
= 0,

𝑣(𝑡, λ)|λ=0 = 0
𝒫 𝐶(𝑏, 𝑎), ((√λ 𝑣(𝑡, λ))

′

√λ) |λ=0
= 0

𝒫 𝐶(𝑏, 𝑎).
(42)

Доказательство.Втом, чтофункция 𝑣(𝑡, λ) удовлетворяет уравнению(41), убедимсянепосредствен-
ной подстановкой правой части формулы (40) в левую и правую части уравнения (41)

λ(𝑣(𝑡, λ))
″

√λ
=

= −λφ1(𝑏)𝑀2ψ2(𝑡) +
λ2φ2(𝑏)𝑀3ψ4(𝑡)

2!
−

λ3φ3(𝑏)𝑀4ψ6(𝑡)
4!

+ … ,

ψ2(𝑡) (ξ(𝑡) (ξ(𝑡)(𝑣(𝑡, λ))
′

𝑡 )
′

𝑡 ) =

= −λφ1(𝑏)𝑀2ψ2 +
λ2φ2(𝑏)𝑀3ψ4

2!
−

λ3φ3(𝑏)𝑀4ψ6

4!
+ …

Получили одно и то же выражение.

Подставляем правую часть формулы (40) в левые части каждого условия из четырех условий (42)

𝑣(𝑏, λ) = φ0(𝑏)𝑀 −
λφ1(𝑏)𝑀2ψ2(𝑏)

2!
+

λ2φ2(𝑏)𝑀3ψ4(𝑏)
4!

−
λ3φ3(𝑏)𝑀4ψ6(𝑏)

6!
+ … =

= 𝑝00(𝑏)(𝑥0(𝑏) − λ𝑥1(𝑏) + λ2𝑥2(𝑏) − λ3𝑥3(𝑏) + … ) = 0
𝒫 𝑢(𝑏, λ),

(ξ(𝑡)(𝑣(𝑡, λ))
′

𝑡 ) |𝑡=𝑎
=

(
−

λφ1(𝑏)𝑀2ψ1(𝑡)
1!

+
λ2φ2(𝑏)𝑀3ψ3(𝑡)

3!
−

λ3φ3(𝑏)𝑀4ψ5(𝑡)
5!

+ …
) |𝑡=𝑎

=

= −
λφ1(𝑏)𝑀2ψ1(𝑎)

1!
+

λ2φ2(𝑏)𝑀3ψ3(𝑎)
3!

−
λ3φ3(𝑏)𝑀4ψ5(𝑎)

5!
+ … = (ψ(𝑎) = 0) = 0,

𝑣(𝑡, λ)|λ=0
= (φ0(𝑏)𝑀 −

λφ1(𝑏)𝑀2ψ2(𝑡)
2!

+
λ2φ2(𝑏)𝑀3ψ4(𝑡)

4!
−

−
λ3φ3(𝑏)𝑀4ψ6(𝑡)

6!
+ … )|λ=0

= 0
𝒫 𝐶(𝑏, 𝑎),
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((√λ 𝑣(𝑡, λ))
′

√λ) |λ=0
= (φ0(𝑏)𝑀√λ −

(√λ)3φ1(𝑏)𝑀2ψ2(𝑡)
2!

+

+
(√λ)5φ2(𝑏)𝑀3ψ4(𝑡)

4!
− … )

′

√λ|λ=0
= φ0(𝑏)𝑀 + 0 = 0

𝒫 𝐶(𝑏, 𝑎).

Убеждаемся в том, что функция 𝑣(𝑡, λ) удовлетворяет условиям (42). Теорема доказана.
Уравнение (41) назовeм “квазидифференциальным уравнением в частных производных”.
То, что решение задачи (41), (42), функция 𝑣(𝑡, λ) удовлетворяет первому условию из условий (42),

означает, что собственные значения задачи (22), (23) могут быть найдены как корни уравнения

𝑣(𝑏, λ) = 0. (43)

Поэтому определенный интерес представляет вопрос об аппроксимации корней уравнения (43) в тех
случаях, когда его корни не могут быть найдены точно. На этом закончим рассмотрение теорем об
оценках и последний раздел настоящей статьи.
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Abstract. The paper studies the representation of eigenfunctions as scalar series for a two-point boundary
value problem of the type (𝑛 − 1, 1) under the assumption that there exists a functional concentrated at one
point such that the first 𝑛−1 of the original boundary conditions and ℓ̃ 𝑥 = 1 become the Cauchy conditions
at this point. The eigenfunction of the boundary value problem under consideration, corresponding to the
eigenvalue λ∗, is represented as a series in powers of λ∗. The equation Φ(λ) = 0, where Φ(λ) is the sum
of the series in powers of λ, is considered for finding the eigenvalues of the original problem. Examples
of calculating the first eigenvalue of some boundary value problems are given. Various estimates are
obtained for the coefficients of such power series. A certain function of two variables 𝑡 and λ is defined, a
partial differential equation is obtained for it, and conditions are obtained that it satisfies. The zeros of the
“section” of this function coincide with the eigenvalues of the original boundary value problem, which can
be used for their approximate calculation.

Keywords: boundary value problems for eigenvalues, eigenfunctions, eigenvalues, Cauchy function,
representation of eigenfunctions as sums of power series, roots of the equation, estimates for the coefficients
of power series.
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