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1. ВВЕДЕНИЕ
Идея альтернирующего метода Шварца [1] получила развитие в так называемых методах декомпо-

зиции “сложной” области Ω = 1∪ ≥k
m

kω  на “простые” подобласти при построении решения u : Ω ®   
краевой задачи в исходной сложной области. Это позволяет (см., например, [2]) эффективно использо-
вать распараллеливание численных расчетов. А именно, искомое решение u : Ω ®   в сложной области 
может быть найдено в результате “склейки” параллельно построенных решений uk k: ω ®  , если для 
смежных областей ω j  и  ωk  известно соответствие между граничными условиями для u j  и  uk . В неко-
торых задачах (см., например, [3], [4]) эти условия имеют вид
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где ν  — нормаль к границе смежных областей ωk  и  ω j . Но особую значимость имеют граничные опе-
раторы Робена 1
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в которых ν  — внешняя нормаль к границе соответствующей «простой» области ωk .
Впрочем, и для одной конкретной области Ω Ì n  большой интерес (см., например, [5], [6]) пред-

ставляет соответствие между двумя операторами Робена, в  частности, между операторами Дирихле 
 : | |u uΩ Ω ¶  и  Неймана  : | |u
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 впервые появились у Исаака Ньютона (1642–1727) и Георгия Рихмана (1711–1753) в качестве 

эмпирической зависимости процесса теплообмена. Но недаром Французская академия наук дважды удостаивала Виктора Робена (1855–
1897) премией Francoeur (1893 и 1897), а также премией Ponsel (1895). Ведь Робен, рассматривая проблему распределения плотности по-
верхностного тока в проводнике, свел ее к интегральному уравнению (задолго до появления теории интегральных уравнений) и в случае 
выпуклого проводника нашел решение этого уравнения методом последовательных приближений.
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и ND : | |
¶
¶ ¶ ¶

u
u

ν Ω Ω  называются, соответственно, операторами Дирихле–Неймана и Неймана–Дирихле. 
Соответствия граничных операторов типа (1) или композиции операторов Робена стали называть, следуя 
[7], операторами Пуанкаре–Стеклова, поскольку в работах [8] и [9] такого рода операторы играли важную 
роль при построении решений весьма общих краевых задач для уравнений математической физики 19 века.

В настоящей работе строятся и численно реализуются формулы для операторов Пуанкаре–Стеклова, 
относящихся к решению уравнения Лапласа в односвязной области Ω Ì 2  с C 1 -границей Γ  длины 2p. 
Если область Ωε  отличается от Ω  только тем, что ее граница Γ Ωε ε= ¶  аналитична и в хаусдорфовой 
C 1 -метрике отличается от Γ  на величину порядка ε > 0 , то оператор Пуанкаре–Стеклова для Ωε  и для 
Ω  будет отличаться в метрике C 1  на тот же порядок. Поэтому в дальнейшем будем считать, что кривая 
Γ  аналитична. Это позволяет воспользоваться приведенной в разд. 2 леммой, которая играет ключевую 
роль при построении формул для операторов Пуанкаре–Стеклова. Дело в том, что в этой лемме явно 
строится однолистное отображение
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окрестности V  единичной окружности T R= / 2
def

π  на окрестность VΓ  кривой Γ , которое изометрично 
преобразует   в  Γ  (  и  Γ  изометричны, а их окрестности связаны однолистным отображением). По-
этому при таком отображении единичная нормаль к окружности   переходит в единичную (!) нормаль к 
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2. ИЗОМЕТРИЧНОЕ ОДНОЛИСТНОЕ ОТОБРАЖЕНИЕ  
АНАЛИТИЧЕСКОЙ КРИВОЙ НА ОКРУЖНОСТЬ

Пусть Ω Ì 2  — односвязная область с аналитической границей Γ  длины 2π , а  s Î T R= / 2π  — 
натуральный параметр на Γ , т.е. s  — длина дуги P Ps0  кривой Γ , отсчитываемой в положительном 
направлении от некоторой фиксированной точки P0  c декартовыми координатами ( (0), (0))x y  до точки 
Ps  с координатами ( ( ), ( ))x s y s . Без ограничения общности можно считать, что ( (0), (0)) = (1,0)x y . Тем 
самым, применив простейшие геометрические построения, получаем

	




x s N s x
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( ) = ( ), (0) = 1;

( ) = ( ), (0) = 0,
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где N s( )  — радианная мера угла между осью x  и внешней нормалью ν  к  Γ  в точке Ps Î Γ . Ввиду (4), 
замкнутость кривой Γ  влечет условие
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Поскольку длина кривой Γ  задана, эта кривая полностью определяется заданием угловой функции 
s N s ( )  и, соответственно, 2π -периодической функцией

	 Q s Q s N s s: = / 2 ( ) = ( ) .T R π ∋ −

def
� (6)

Обозначим через Q σ  комплексно-значное аналитическое продолжение вещественной аналитиче-
ской функции Q  в такую окрестность VΓ  кривой Γ ⊂ ∋ +R C2 = z x iy , которая содержит все точ-
ки, отстоящие от Γ  на расстоянии σ > 0 . Как известно (см., например, [10]), коэффициенты Lk  и  M k  
в фурье-представлении

	 Q s L ks M ks
k

k k( ) = ( )
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∑ +cos sin , � (7)

L C e M C ek
k

k
k

≤ ≤
− −σ σ1 1, ,

с константой σ σ σ1 1= ( , ) > 0Γ  и константой C , мажорирующей модуль функции Q σ .
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Лемма 1 2. Справедливы следующие три утверждения.
1. Существует такая окрестность V ei

 ' ζ ρ θ=  единичной окружности T R= { = 1, / 2 }ρ θ πÎ , в ко-
торой функции A  и  B , заданные формулами
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гармонически сопряжены, A (1, ) = 0θ , а  B Q(1, ) = ( )
(6),(6)(7)

θ θ .
2. Определено отображение

	 z V e z x iy Vi: = ( ) = ( , ) ( , ) , ∋ + ∈ζ ρ ζ ρ θ ρ θθ
 Γ � (8)

заданное интегралом
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который не зависит, в силу (5), от пути интегрирования.
3. Отображение (8) является однолистным и оно изометрично переводит окружность   на кривую Γ , 

т.е. справедливо упомянутое в (3) тождество
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3. ПОСТРОЕНИЕ ОПЕРАТОРОВ ДИРИХЛЕ–РОБЕНА И РОБЕНА1–РОБЕНА2

Пусть u  — решение задачи Дирихле для уравнения Лапласа, т.е. ∂
∂
+
∂

∂

2

2

2

2
= 0
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y
 в  Ω , u P F ss( ) = ( ) , 

где функция F CÎ 1( )  задана рядом Фурье
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Возьмем кривую γ r rz V= ( ) Ì Γ , где r r= {| |= < 1}ζ . Обозначим через g  след на γ γ= r  решения 
u  исходной задачи Дирихле. Положим f f g z
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Ряд Фурье этой периодической функции имеет вид

	 f c k d k
k

k k: .
0

 ∋ +( )
≥
∑θ θ θ cos sin � (11)

Учитывая (10) и (11), положим p c0 0= , а для k ³ 1  имеем
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Тогда гармоническая в кольце V r = { < < 1; }ρ θ Î  функция 3

2 Короткое доказательство, предпочтительнее изначальных [11] и [12], приведено в сноске 4 статьи [13].
3 Функция U, заданная рядом (12), зависит от параметра r, как и коэффициенты ck и dk в формуле (11). Однако эта зависимость 
может сказаться лишь на скорости сходимости ряда в формуле (12), но никоим образом не на представленных ниже результатах и их 
доказательствах.
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удовлетворяет таким граничным условиям: U F(1, ) = ( )θ θ , U r f( , ) = ( )θ θ .
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а для оператора Дирихле–Робена справедлива формула
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Остается представить численно реализуемые формулы для u |γ , где u  — решение исходной задачи 
Дирихле. Известно (см. [14] и [15]), что
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a , а  µ  — решение интегрального уравнения
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Аппроксимируя интеграл в  (16) суммой (подробности см. в  [16]) и  полагая последовательно 
τ = , ,1t tn , получим систему линейных алгебраических уравнений, из которой находится приближе-
ние к плотности µ  и, соответственно, приближение исходной задачи Дирихле.

Замечание 1. Ядро K  интегрального оператора (15) имеет особенность 0 / 0  там, где ξ = ( )x t x-  и 
η = ( )y t y-  обращаются в ноль. При численном счете эта особенность устраняется следующим образом. 
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Поэтому, полагая x kk = τ  и  y kk = τ  для k = 1,0,1- , получаем вблизи особой точки t - τ = 0  такую 
аппроксимацию
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Замечание 2. Численная реализация оператора Робена1–Робена2, т.е. оператора
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сводится к рассмотренной выше задаче Дирихле–Робена2 с использованием построения (см., напри-

мер, [17]) решения такой γ -задачи Робена1–Дирихле ( ) | |1 1α β
ν γu
u

u+
∂
∂ Γ .

Замечание 3. Еще один частный случай оператора Пуанкаре–Стеклова — это оператор Гринберга–
Майергойза GM , который задается при − ≤1 < 1λ  условиями (1), т.е. так:

	
(1 ) ( ) (1 ) ( ) = 2 ( ),

( ) = ( ).

− − +

∂
∂

∂
∂

− +

− +

λ λ

ν ν

u P u P F P

u
P

u
P

s s s

s s

� (18)

Здесь значение в точке Ps
+  (соответственно в  Ps

- ) означает предельное значение в точке Ps Î Γ  вдоль 
нормали ν  с внешней (соответственно внутренней) стороны Γ . Явные формулы для следов u |γ  и  u |Γ  
решения задачи (18) обозначены выше в случае задачи Дирихле, т.е. для λ = 1- , а при | |< 1λ  такого 
же типа формулы через потенциалы с плотностью, удовлетворяющей интегральному уравнению II рода, 
даны в [4]. Это позволяет получить (аналогично теореме 1) значение GM( )F .

Замечание 4. Рассмотренный выше вопрос о построении явных численно реализуемых формул для 
операторов Пуанкаре–Стеклова, относящихся к уравнению Лапласа в односвязной области Ω , позво-
ляет, ввиду [13], получить явные численно реализуемые формулы для операторов Пуанкаре–Стеклова 
в случае уравнений

div div( ( ) ), ( ) = 0,α βw w wÑ Ñ

в том числе для некоторых многомерных областей.

4. ЧИСЛЕННАЯ РЕАЛИЗАЦИЯ И ЕЕ РЕЗУЛЬТАТЫ

Представленные далее численные результаты относятся к операторам Дирихле–Неймана и Дирихле–
Робена для уравнения Лапласа в плоской односвязной области Ω  с весьма сложной C 1 -границей Γ . 
При численном моделировании брались различные тестовые гармонические функции u . Приводимые 
ниже результаты получены для u x y x y( , ) = + , u x y xy( , ) = sin  и  u x y x y( , ) = 2 2- .

Были рассмотрены два способа задания границы Γ .
Способ 1. Этот способ предполагает задание функции (6) конечным рядом Фурье (7) с заранее фиксирован-

ным не слишком большим числом членов ряда. В этом случае возможно подобрать такие коэффициенты ряда, 
при которых выполнено с большой точностью условие замкнутости кривой (5). Однако таким способом затруд-
нительно получить хорошее приближение к априори заданному, возможно весьма сложному виду кривой Γ .

Ниже рассмотрено 2 примера для гармонической функции x y+ . В  первом приме-
ре в  качестве такого ряда Фурье была взята следующая сумма. Кривая задана рядом (7): 
L M L M L M L M1 1 2 2 3 3 4 4= 0, = 0, = 0.663, = 0.793, = 0.4, = 0.6, = 0.6, = 0.2- - - ,, = 0.2, = 0.25 5L M , 
r = 0.93 . Для представления ответа берется 30 членов ряда Фурье. Количество точек разбиения отрезка 
[0,2 ]π  при дискретизации N = 700 . Соответствующие кривые Γ  и  γ  изображены на фиг. 1.

Во втором примере кривая задавалась рядом: L M L M L M L M L1 1 2 2 3 3 4 4 5= 0, = 0, = 0.75, = 0.11, = 0, = 0, = 0.1, = 0.1, = 0.- - - 11, = 0.15M
L M L M L M L M L1 1 2 2 3 3 4 4 5= 0, = 0, = 0.75, = 0.11, = 0, = 0, = 0.1, = 0.1, = 0.- - - 11, = 0.15M , r = 0.75 . Для представления ответа берется 25 членов ряда 

Фурье. Количество точек разбиения отрезка [0,2 ]π  при дискретизации N = 2000 . Для этого случая кри-
вые Γ  и  γ  представлены на фиг. 2.

На фиг. 3, 4 изображен ответ — полученные численно производные по нормали на Γ  для примеров 1 
и 2. Абсолютная ошибка в норме C [0,2 ]π  составляет 8 10 4⋅ − , в приведенном на фиг. масштабе численно 
полученный результат совпадает с известным аналитическим решением.



	 ЖУРНАЛ ВЫЧИСЛИТЕЛЬНОЙ МАТЕМАТИКИ И МАТЕМАТИЧЕСКОЙ ФИЗИКИ	 том 64	 № 2	 2024

258	 Демидов, Самохин

Более гибким в отношении задания того или иного вида кривой оказался
Способ 2. Этот способ основывается на параметрическом задании декартовых координат точки кри-

вой Γ  в виде ( ( ), ( )) = ( ( ), ( ))x t y t a t b tΛ . Эти координаты лишь множителем

Λ =
2

( ) ( )
0

2
2 2

π
π

∫ +
da
dt

db
dt

dt

отличаются от параметризации

Фиг. 1. Пример 1 двух кривых G и g в случае конечного ряда Фурье. На кривой g точкой отмечено значение z(z) при z = r, 
полученное интегрированием (9) от P0 до r.

Фиг. 3. Ответ — производная по нормали v на границе G из примера 1.

Фиг. 2. Пример 2 двух кривых G и g в случае конечного ряда Фурье. На кривой g точкой отмечено значение z(z) при z = r, 
полученное интегрированием (9) от P0 до r.
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[0,2 ] ( ( ), ( )).π ' t a t b t

Ниже в качестве 3-го примера взята параметризация, в которой

	
a t t t t t

b t t t

( ) = 0.6 2 3 0.2 2 ,

( ) = 0.4 4 .

cos cos sin sin

sin sin

− − +
+

� (19)

Соответствующая кривая Γ , представленная на фиг. 5, специально была выбрана так, чтобы тестиро-
вание численной реализации оператора Дирихле–Неймана происходило в достаточно сложной области 
Ω , имеющей узкий перешеек или аппендикс.

Хотя второй способ достаточно гибок при задании кривой Γ , однако он связан с вычислительной 

сложностью представления зависимости от натурального параметра s  функции Q s Q s N s s: ( ) = ( )
(6)

 - . 
Дело в том, что для этого предварительно требуется построение отображения s t s ( ) . Оно возможно 
в силу формул

	 x s t a t y s t b t x s s t a t y ss s t( ( )) = ( ), ( ( )) = ( ) ( ) | ( ) = ( ), ( )= ( )Λ Λ Λи ¢ ¢  || ( ) = ( )= ( )s s t s t b t

Λ . � (20)

Здесь ′ − ′x s N s y s N s( ) = ( ), ( ) = ( )
(4) (4)(4)

sin cos . Тем самым, tgN s ts s t( ) | = ( )= ( ) σ , где σ( ) =
( )

( )
t

a t

b t
-




. Значит,

	 Q s rctg
a t

b t
st t s( ) =

( )

( )
| .= ( )- -a





� (21)

Но зависимость t  от s  удается получить только численно, задав зависимость s t sk k ( ) , представ-

ленную при s s t kk k= ( ) =
def

τ , τ π= 2 / K  ( K  1 ) такими соотношениями

Фиг. 4. Ответ — производная по нормали v на границе G из примера 2.

Фиг. 5. Пример 3 двух кривых G и g для r = 0.99 в случае аналитически заданной области. Количество точек разбиения 
отрезка [0,2p] при дискретизации N = 8000. В разложении G в ряд Фурье используются первые 150 членов.
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Заменяя в формуле (21) значение t t s= ( )  на t t sk k= ( )  ( k K= 0 ÷ ) получаем вместо функции Q  ее 
численную аппроксимацию Q , разложение которой в ряд Фурье сходится медленно. Ускорить сходи-
мость можно сгладив численную аппроксимацию s  функции s , например, с помощью имитации регуля-

ризации по Стеклову (свертки с  δ -образной функцией). А именно, сначала зависимость π( ) = ( )s t s sk k k

def
-  

для k K= 0,1,2, ,  продолжается периодически с периодом K  по формуле: π π( ) = ( )s sk K k+  для k Î  . 

Затем в качестве нового значения π π( ) = ( )0s sk k  берется π π π1 0 1 0 1( ) =
1
2

( ( ) ( ))s s sk k k+ −+ . Эта процедура 

Фиг. 6. Ответ — производная по нормали v на границе G для примера 3 в случае функции x2 – y2.

Фиг. 8. График погрешности  — разности производной по нормали на границе для примера 3 в  случае функции 

cosh(x) ⋅ sin(y), найденной численно 
¶

¶
U s( , )

| =1

ρ
ρ ρ  и точного аналитического решения DN ( | )u sÎΓ .

Фиг. 7. Ответ — производная по нормали v на границе G для примера 3 в случае функции cosh(x) ⋅ sin(y).
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сглаживания (которую можно повторить несколько раз) позволяет существенно ускорить сходимость 
ряда Фурье для аппроксимации функции Q .

Далее по найденному фурье-разложению Q s L ks M ks
k k k

� � �( ) = ( )
0≥∑ +cos sin  для аппроксимации 

функции Q  (ср. с (6)) строится (в соответствии с леммой 1) отображение (9).
Ниже для второго способа задания кривой Γ  представлены численные результаты для оператора 

Дирихле–Неймана. Результаты для Дирихле–Робена очевидным образом вытекают из результатов для 
Дирихле–Неймана по (13), (14).

На фиг. 6 и 7 представлены графики решения — найденные численно производные по нормали к  Γ  
для гармонических функций x y2 2-  и  cosh sin( ) ( )x y×  соответственно.

На фиг. 8 приведен график погрешности найденного решения для функции cosh sin( ) ( )x y× . Норма 
ошибки в C [0,2 ]π  составила 2 10 4⋅ − .

Если в формуле (19) коэффициент в  a t( )  при sin( )x  взять равным -2.3 , то получится кривая, изо-
браженная на фиг. 9.

Она не имеет узкого перешейка как кривая в примере 3 выше, но зато у нее есть достаточно крутой 
горб-аппендикс. Для данной кривой также было проведено численное моделирование, описанная выше 
методика работает, получились схожие результаты. Количество точек разбиения отрезка [0,2 ]π  при дис-
кретизации бралось равным N = 8000  для r = 0.992 . В разложении Γ  в ряд Фурье использовалось пер-
вые 550 членов. Для гармонических функций x y2 2-  и  cosh sin( ) ( )x y×  относительная погрешность в C  
составила 0.001 и достигалась в малой окрестности аппендикса.

Отметим также, что в случае более простых границ областей Γ  результат получается намного точнее. 
Например, для симметричной кривой, рассмотренной в [16] абсолютная погрешность, полученная в ре-
зультате численных расчетов описанным выше методом получается порядка 10 6- .

5. ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Опираясь на лемму, дающую явную численно реализуемую формулу для изометричного однолист-
ного отображения аналитической границы односвязной двумерной области на единичную окружность, 
представлены численные алгоритмы для операторов Пуанкаре–Стеклова, относящихся к уравнению Ла-
пласа в двумерной односвязной области с C 1 -границей. Тестовые численные результаты для операторов 
Дирихле–Неймана и Дирихле–Робена показали точность приближения с относительной погрешностью 
порядка 0.1 процента даже для сложных областей, имеющих узкий перешеек или аппендикс.
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