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Коквадрат невырожденной комплексной матрицы  определяется как  в теории -кон-
груэнций и как  в теории эрмитовых конгруэнций. Существует еще одно произведение

подобного рода, а именно, . В статье обсуждается следующий вопрос: можно ли и это
произведение интерпретировать как коквадрат в рамках какой-то теории конгруэнций? Ка-
кова эта теория, и как в ней выглядит каноническая форма? Библ. 5.
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1. ВВЕДЕНИЕ
В теории (квадратных) комплексных матриц рассматриваются два типа конгруэнтных преоб-

разований или, короче, конгруэнций: -конгруэнции, т.е. преобразования вида

(1)
и эрмитовы, или *-конгруэнции

(2)

В обеих формулах  – произвольная невырожденная матрица.
И в том, и в другом случае матрицу  можно выбрать так, чтобы  приобрела вид

(3)

Здесь  – жордановы клетки соответствующих порядков с нулем на главной диагонали,
а  – невырожденная матрица, определяемая с точностью до конгруэнции.

Прямая сумма  называется сингулярной частью разложения (3), а о матрице  го-
ворят, что она определяет регулярную часть разложения. Несколько алгоритмов для вычисления
такого разложения описаны в [1], [2]. Некоторые из них можно считать рациональными. Рацио-
нальным алгоритмом мы называем конечный вычислительный процесс, использующий только
арифметические операции.

Существование рациональных алгоритмов для выделения из матрицы ее регулярной части
позволяет нам в дальнейшем ограничиться рассмотрением только невырожденных матриц.
Каждой такой матрице  можно сопоставить матрицу

(4)

если обсуждаются -конгруэнции, и матрицу

(5)

в случае *-конгруэнций. И та, и другая называются коквадратами матрицы .
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Если  подвергается конгруэнции (1) или (2), то ее коквадрат претерпевает подобие

задаваемое той же матрицей . Таким образом, класс конгруэнтности, содержащий матрицу ,
сопровождается классом подобия ее коквадрата. В частности, каноническая форма матрицы от-
носительно конгруэнций, как она описана в § 4.5 книги [3], в значительной мере определяется
жордановой формой ее коквадрата. Обе формы суть блочно-диагональные матрицы, порядки
диагональных блоков которых согласованы.

Матрицы типов (4) и (5) обладают любопытными особенностями спектра. Все собственные
значения матрицы (4), кроме чисел 1 и –1, можно расположить парами вида . Жордановы
структуры обоих собственных значений такой пары одинаковы.

Собственные значения матрицы (5), лежащие вне единичной окружности , также можно
объединить в пары вида . Жордановы структуры этих двух чисел, симметричных относи-
тельно , одинаковы.

Каков бы ни был тип конгруэнции, условимся называть матрицу  юнитоидной (или просто
юнитоидом), если ее каноническая форма относительно рассматриваемого типа конгруэнций
является диагональной матрицей. Диагональную форму имеют и коквадраты канонических
юнитоидов. Из определения коквадратов теперь следует:

1. В случае -конгруэнций все диагональные элементы коквадрата канонической матрицы
равны единице, а сам коквадрат – это единичная матрица. Единичная матрица не изменяется
подобиями, поэтому всякая матрица  в классе конгруэнтности юнитоидной матрицы удовле-
творяет соотношению , т.е. является симметричной матрицей, вещественной или ком-
плексной. Термин “юнитоид” превращается в синоним термина “симметричная матрица”, так
что введение его в данном случае не имеет смысла.

2. В случае *-конгруэнций диагональная форма (невырожденного) юнитоида всегда может
быть выбрана так, чтобы модули всех ее диагональных элементов были равны единице. Если
обозначить эти элементы , полагая, например, , то числа  назы-
вают каноническими углами любой матрицы из данного класса *-конгруэнтности. Коквадраты
матриц из этого класса суть матрицы, диагонализуемые подобием и имеющие спектр

.

2. НОВЫЙ ТИП КОКВАДРАТОВ
Формулы (4) и (5) описывают парные произведения, получаемые применением к (невырож-

денной) матрице  операций обращения и транспонирования либо сопряжения. Если послед-
нюю заменить операцией поэлементного сопряжения, то получится еще одно парное произве-
дение подобного рода. Итак, положим

(6)

и будем по-прежнему называть  коквадратом матрицы . Какому типу конгруэнций, совер-
шаемых с матрицами , соответствуют подобия матриц (6), и каковы эти подобия?

Ответ таков: конгруэнции, задаваемые вещественными матрицами  (в этом случае преобра-
зования (1) и (2) не различаются). Действительно, если , то

т.е. коквадрат претерпевает подобие, задаваемое той же матрицей .
Присмотримся к самому коквадрату . Видно, что . Квадратные -матрицы ,

удовлетворяющие соотношению

(7)
известны в теории матриц и называются конинволюторными или, короче, конинволюциями (con-
involutions). Подробное исследование этого класса матриц проведено в [4]. В следующем разделе
мы приведем нужные нам сведения из этой статьи.
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3. КОНИНВОЛЮЦИИ
Мы отметили в предыдущем разделе, что всякая матрица типа (6) есть конинволюция в смыс-

ле определения (7). Справедливо и не столь очевидное обратное утверждение: всякая конинво-
люция  может быть представлена в виде . (Это лемма 4.6.9 из первого издания книги
[3], существующей в русском переводе; см. [5].)

Пусть  и  – собственное значение и соответствующий собственный вектор конинволюции C.
Из соотношений  и  выводим

т.е.  – также собственное значение матрицы , которому отвечает собственный вектор . Ес-
ли  и  – это один и тот же вектор, то  лежит на единичной окружности. В противном случае
(  не лежит на ), векторы  и  линейно независимы.

Для произвольного натурального  и  имеем

Крайние части этих соотношений показывают, что жордановы структуры матрицы , относя-
щиеся к  и , одинаковы.

Процитируем теперь некоторые результаты из [4]. Пусть  – конинволюция порядка , име-
ющая унимодулярные собственные значения

(8)
и пары неунимодулярных собственных значений

(9)

Пусть  – порядки жордановых клеток, отвечающих числам (8) в жордановой форме мат-
рицы , а  – порядки клеток, отвечающих числам . (Напомним, что вторым чис-
лам в парах (9) отвечают клетки тех же порядков, что и первым.) Таким образом, жорданова фор-
ма матрицы  имеет вид

(10)

Однако матрица (10), вообще говоря, не является конинволюцией и потому может быть недо-
стижимой в классе подобий, разрешенных для наших коквадратов. (Напоминаем, что матрицы,
задающие эти подобия, должны быть вещественными.) Следуя [4], опишем вид достижимой
формы. Это потребует некоторых предварительных определений.

Пусть  и  – матрицы порядка . Символом  будем обозначать матрицу

(11)

Спектр этой матрицы есть объединение спектров матриц  и . Это следует из формулы

где

Отметим, что матрица  является унитарной конинволюцией.
Мы будем использовать конструкцию (11) с жордановыми клетками. Положим
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Теперь можно описать матрицу, к которой вещественным подобием может быть приведена ко-
нинволюция  c жордановой формой (10):

(12)

Матрица (12) – это конинволюция, что вытекает из следующих положений: a) для всякой веще-
ственной матрицы  матрица  есть конинволюция (см. [4, предложение 1.2(h)]); б) матрица

 тогда и только тогда является конинволюцией, когда  (см. [4, лемма 1.1(e)]); в)
прямая сумма конинволюций – это снова конинволюция (что очевидно из (7)).

4. ЮНИТОИДЫ НЕОБЫЧНОГО ТИПА
В теории *-конгруэнций юнитоиды – это матрицы, канонические формы которых суть диа-

гональные матрицы. Коквадрат канонического юнитоида – это также диагональная матрица.
Естественно считать матрицу (12) простейшей формой, достижимой для коквадрата в классе раз-
решенных (вещественных) подобий. Но тогда, по аналогии со случаем *-конгруэнций, есте-
ственно назвать юнитоидными матрицы, для которых эта простейшая форма коквадрата являет-
ся диагональной.

Принимая это определение, мы выводим из (12) такие следствия:
1) коквадрат юнитоида не должен иметь неунимодулярных собственных значений;
2) в жордановой форме коквадрата никакому собственному значению не могут соответство-

вать клетки порядка >1.
Теперь каноническую форму относительно вещественных конгруэнций следует искать среди

матриц с диагональными коквадратами. Пусть

есть такой коквадрат. Матрицы с коквадратом  описываются уравнением

(13)
или уравнением

(14)
или, в поэлементной записи,

Скалярное уравнение

решается так:

откуда следует, что решения  имеют вид

где  – произвольное вещественное число. Соответственно решениями уравнений (13) и (14) яв-
ляются матрицы

(15)

где  – произвольная (невырожденная) вещественная матрица и

Итак, канонической формой юнитоида называем матрицу вида (15). Если  – соб-
ственные значения ее коквадрата , то числа  естественно назвать каноническими уг-
лами этого юнитоида.
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В выборе матрицы  для представления (15) есть некоторая свобода. Если  – вещественная
матрица, коммутирующая с , то

(16)
т.е. канонической формой данного класса вещественной конгруэнтности может считаться и
матрица . Такая свобода минимальна, если канонические углы попарно различны. В этом
случае матрица  в соотношениях (16) может быть только диагональной, и  разве что вели-
чиной элементов отличается от . Свобода в выборе канонической формы несколько больше,
если имеются кратные канонические углы. Их наличие можно использовать, например, для при-
дания какого-то специального вида некоторым диагональным блокам канонической матрицы.

Закончим статью итоговым описанием предлагаемого нового типа юнитоидных матриц: это
комплексные матрицы, которые посредством вещественных конгруэнций могут быть представ-
лены в виде произведения вещественной матрицы и диагональной унитарной матрицы.
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