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Рассмотрен интеграл по времени в бесконечных пределах от электрического или магнитного поля (инте-

грал Бессонова) и показано, что он равен нулю для любой конфигурации свободного электромагнитного

поля, полная энергия которой равна нулю. Обсуждается связь равенства нулю интеграла Бессонова с

невозможностью излучения или поглощения фотона свободной заряженной частицей. Получены точные

выражения поля излучения, а также его преобразования Фурье, для электрического заряда, у которого

скачком меняется скорость движения, и показано, что интеграл Бессонова от подобного излучательного

поля равен нулю, как и следует из общего утверждения. В заключение, показано, что не равный нулю

интеграл Бессонова от поля излучения ускоренно движущегося электрического заряда, о котором сооб-

щается в ряде работ, возникает из-за некорректного разделения полного поля ускоренно движущегося

заряда на излучательную и неизлучательную части.

DOI: 10.31857/S0044451023040016
EDN:

1. ВВЕДЕНИЕ

Интеграл по времени от электрического или маг-
нитного поля как для свободного, так и для несво-
бодного (связанного) электромагнитного поля, яв-
ляется предметом исследования в течении достаточ-
но продолжительного времени. Речь здесь идет об
интеграле вида

IE =

+∞∫

−∞

E(r, t) dt, (1)

где E — вектор электрического поля, а r и t — коор-
динаты и время. Величина, аналогичная (1), может
быть введена и для магнитного поля. Очевидно, что
в произвольном электромагнитном поле интеграл IE
не равен нулю. Для доказательства этого утвержде-
ния достаточно рассмотреть статическое электриче-
ское поле или стационарное магнитное поле. Инте-
грал вида (1) иногда называется интегралом Бессо-
нова [1].

* E-mail: rusl@lebedev.ru

Что касается свободного электромагнитного по-
ля (например, поля конечного электромагнитного
импульса или поля излучения конечной системы за-
рядов и токов) в отсутствие каких-либо зарядов и
токов, то ситуация является в какой-то мере не яс-
ной. Утверждается, что в большинстве случаев ин-
теграл (1) равен нулю для любого электромагнитно-
го импульса с конечной полной энергией [2], но ино-
гда приводятся примеры свободных полей с ненуле-
вым интегралом Бессонова [3]. Сложность здесь со-
стоит в поиске точных аналитических моделей элек-
тромагнитных импульсов с конечной энергией (см.,
например, [4, 5]). Интерес также представляет про-
межуточная ситуация, когда одновременно присут-
ствует как поле излучения, так и статическое или
индукционное поле. В этом случае утверждается,
что интеграл вида (1) даже от излучательной части
полного поля может быть не равен нулю [2,5, 6].

Заметим, что задача вычисления интегралов ви-
да (1) для полей движущихся зарядов имеет отноше-
ние к определению так называемого тормозного из-
лучения малых частот для системы взаимодейству-
ющих заряженных частиц. В частности, известно,
что в этом случае спектральная плотность энергии
излучения не зависит от частоты в пределе малых
частот и, следовательно, не обращается в нуль при
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нулевой частоте (детали см. в [7]). Последнее, как
будет показано ниже, вовсе не означает, что инте-
грал Бессонова IE от поля излучения в этом случае
не равен нулю.

Целью настоящей статьи является доказатель-
ство общего утверждения о равенстве нулю интегра-
ла вида (1) в поле произвольного свободного элек-
тромагнитного импульса с конечной энергией. Бу-
дет показано, что равенство интеграла Бессонова в
этом случае связано с невозможностью для свобод-
ного электрона поглотить или испустить свободный
фотон. Помимо этого будет рассмотрен случай, ко-
гда присутствуют также и статические и индукцион-
ные поля, создаваемые электрическими зарядами, и
будет показано, что это утверждение сохраняет силу
и в случае поля излучения ускоренно движущихся
зарядов.

2. СПЕКТРАЛЬНОЕ РАЗЛОЖЕНИЕ
СВОБОДНОГО ПОЛЯ

Пусть имеется некоторое свободное электромаг-
нитное поле, не имеющее никаких пространствен-
ных или временных особенностей. Тогда его элек-
трическое поле должно удовлетворять уравнениям

∆E =
∂2E

∂t2
, (2)

∇E =0, (3)

наиболее общее решение которых может быть пред-
ставлено как

E(r, t) =
1

(2π)3

∫
eik

′
r×

×
(
E+(k

′, ω′)eiω
′t +E−(k

′, ω′)e−iω
′t
)
d3k′, (4)

где k′ — волновой вектор, а ω′ = |k′| — частота1).
Комплексные трехмерные спектральные амплитуды
E+(k) и E−(k) должны быть, в силу (3), ортогональ-
ны вектору k, а в остальном выбираются произволь-
ными. Они связаны между собой соотношением

E+(k
′, ω′) = E∗

−(−k′, ω′), (5)

следующим из вещественности поля E. Амплитуды
могут быть также представлены как функции от
n′ = k′/ω′ и ω′: E+(n

′, ω′) и E−(n
′, ω′).

1) Здесь и везде далее скорость света c = 1.

Рассмотрим далее фурье-гармонику поля (4):

Eω(r) =

+∞∫

−∞

Ee−iωt dt =

=
1

(2π)2

∫
eik

′
rE+(k

′, ω)δ(ω′ − ω) d3k′ =

=
ω2

(2π)2

∮

4π

eiωn
′
rE+(n

′, ω) dn′, (6)

предел которой при ω → 0 есть интеграл Бессо-
нова IE . Из выражения (6) следует, что для того
чтобы выполнялось неравенство IE 6= 0, амплитуда
E+(n

′, ω) должна при ω → 0 расходиться по край-
ней мере как ∝ 1/ω2. Однако в этом случае полная
энергия поля

W =
1

(2π)4

∫
|E+(k

′, ω′)|2 d3k′ =

=
1

(2π)4

∞∫

0

∮

4π

ω′2|E+(n
′, ω)|2 dn′ dω′ =

=

∞∫

0

Wω′ dω′ ∼
∞∫

0

dω′

ω′2
= ∞, (7)

где Wω′ — спектральная плотность энергии, будет
бесконечной. В равенстве (7) было учтено, что энер-
гия магнитного поля равна энергии электрического
поля для свободного электромагнитного поля, а так-
же соотношение (5).

Из равенства (7) следует важное утверждение:

Утверждение 1 Если электромагнитный им-

пульс в свободном пространстве обладает конеч-

ной полной энергией, то интеграл (1) равен нулю

в любой точке пространства.

Данное утверждение также справедливо и для маг-
нитного поля этого импульса. В частности, из этого
следует, что некоторые утверждения, сделанные в
статье [3], являются ошибочными и для приведен-
ных примеров свободных полей или интеграл Бес-
сонова на самом деле не равен нулю, или поля не
являются регулярными во всем пространстве.

Можно отметить, что из приведенных выше рас-
суждений следует, что амплитуда E+(n, ω) конечно-
го электромагнитного импульса может быть разло-
жена в следующий ряд:

E+(n, ω) =
E−1
+ (n)

ω
+

∞∑

s=0

Es+(n)ωs, (8)
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где коэффициенты Es+(n) — некоторые функции уг-
ловых переменных, которые могут быть в свою оче-
редь разложены в ряд по сферическим функциям.
Заметим, что в выражении (8) расходящийся при
ω → 0 член появляется (как будет показано ниже)
только в поле излучения ускоренно движущейся за-
ряженной частицы.

Рассмотрим в качестве примера поле дипольного
электромагнитного импульса (см. детали в [8,9]), ко-
торое, как было упомянуто в работе [9], является оп-
тимальным с точки зрения концентрации электро-
магнитной энергии в центре импульса. Можно пока-
зать, что для такого импульса амплитуда E+(n, ω)

выражается как

E+(n, ω) = 2πiωf(ω)(A0 × n), (9)

где A0 — произвольный вектор, а f(ω) — пре-
образование Фурье от произвольной вещественной
функции, задающей форму импульса (см. [8]). То-
гда фурье-гармоника (6) будет равна

Eω(r) =
iω3f(ω)

2π
A0 ×

∮

4π

n′eiωrn
′

dn′ =

= 2ω3f(ω)

[
cosωr

ωr
− sinωr

(ωr)2

]
(A0 × nr), (10)

где nr = r/r и r = |r|. Выражение (10) стремится к
нулю при ω → 0 по крайней мере как ω3, что озна-
чает равенство нулю интеграла Бессонова (1) для
поля излучения диполя.

3. СОХРАНЕНИЕ ЭНЕРГИИ И ИМПУЛЬСА

Релятивистски инвариантным обобщением инте-
грала (1) является следующее четырехмерное век-
торное выражение:

IiE =

+∞∫

−∞

F ik(x(s))uk(s) ds, (11)

где интегрирование ведется вдоль четырехмерной
кривой x(s), задаваемой единичным четырехмер-
ным вектором ui(s) = dxi(s)/ds, а F ik — тензор
электромагнитного поля. Интеграл Бессонова (1)
получается из (11), если взять пространственные
компоненты 4D-вектора IiE в случае, если 4D-вектор
u постоянен и равен ui(s) = (1,0) .

Можно заметить, что выражение (11) представ-
ляет собой приращение 4D-импульса ∆P i заряжен-
ной частицы с единичным зарядом и массой, полу-
чаемое ей при движение в электромагнитном поле

по заданной траектории. При этом интеграл Бес-
сонова IE соответствует движению частицы вдоль
прямой линии (в частном случае — покоящаяся ча-
стица), т.е. переданному полем частице импульсу в
первом порядке теории возмущений или в так назы-
ваемом одновершинном приближении в квантовой
электродинамике. Однако известно, что свободная
заряженная частица (электрон) в силу законов со-
хранения энергии и импульса не может ни поглотить
свободный фотон, ни излучить его. С другой сто-
роны, частица, движущаяся по кривой траектории
(несвободная частица) будет в общем случае иметь
не равный нулю интеграл (11).

Таким образом, равенство нулю интеграла Бес-
сонова для конечного электромагнитного импуль-
са является простым следствием законов сохране-
ния энергии и импульса для заряженных частиц и
фотонов. И это свойство представляется достаточно
общим и поэтому должно выполняться для любого
мыслимого электромагнитного импульса с конечной
энергией, подтверждая тем самым доказанное выше
Утверждение 1.

4. ПОЛЕ ИЗЛУЧЕНИЯ ЗАРЯЖЕННОЙ
ЧАСТИЦЫ В СПЕКТРАЛЬНОМ

ПРЕДСТАВЛЕНИИ

Рассмотрим теперь поле излучения ускоренно
движущейся заряженной частицы. Для наших целей
достаточно рассмотреть поле только одной части-
цы, поскольку, в силу линейности уравнений поля,
утверждения, полученные для этого простого слу-
чая, могут быть распространены на электромагнит-
ное поле, создаваемое произвольной системой заря-
дов и токов. Можно также считать, что рассматри-
ваемая частица меняет свою скорость скачком, а в
остальное время движется равномерно и прямоли-
нейно. Это допустимо, поскольку нас интересует из-
лучение только в области малых частот и в пределе
при нулевой частоте.

Выпишем теперь общее выражение для четырех-
мерных фурье-гармоник четырехмерного векторно-
го потенциала свободного электромагнитного поля
через фурье-гармоники 4D-тока ji(k), породившего
это поле [10]:

Ai(k) = i8π2sign(k0)δ(k2)ji(k), (12)

где sign(y) = 2θ(y) − 1, θ(y) — функция единичной
ступеньки и ki = (k0,k) — четырехмерный волновой
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вектор. Тогда тензор электромагнитного поля будет
иметь вид

F im(k) = 8π2sign(k0)δ(k2)(kijm(k)− kmji(k)). (13)

Известно, что для заряженной частицы, движущей-
ся по траектории xi(s), фурье-гармоники тока опре-
деляются выражением [7]

ji(k) =

∫
eikx(s)ui(s) ds, (14)

которое для свободной частицы (с единичным за-
рядом), скачком меняющей свою скорость в момент
t ∼ s = 0 от v1 до v2, будет иметь вид

ji(k) =
1

i

[
ui2
ku2

− ui1
ku1

]
, (15)

где uia = γa(1,va), γa = 1/
√
1− v2

a, a = 1, 2. Тогда
для положительно частотной части E+ в разложе-
нии (4) с учетом формулы (13) можно написать

E+(n, ω) =
2πi

ω

[
v2

1− nv2
− v1

1− nv1
−

−n

(
v2

1− nv2
− v1

1− nv1

)]
. (16)

Выражение (16) обратно пропорционально частоте
ω и соответствует первому члену в разложении (8).
Отсюда на основе общего Утверждения 1 следует,
что интеграл Бессонова (1) для электромагнитного
поля импульса, излученного ускоренно движущейся
заряженной частицей, будет тоже равен нулю.

Для спектральной плотности полной энергии,
определенной в (7), получаем константу

Wω =
1

4π2

∮

4π

∣∣∣∣
v2

1− nv2
− v1

1− nv1
−

−n

(
v2

1− nv2
− v1

1− nv1

)∣∣∣∣
2

dn, (17)

что означает расходимость полной энергии по верх-
нему пределу интегрирования. Однако данная рас-
ходимость связана лишь с нефизическим предполо-
жением о мгновенном изменении скорости частицы
и, следовательно, о бесконечном ускорении. Одна-
ко более важным результатом здесь является схо-
димость интеграла от (17) на нижнем пределе ин-
тегрирования, означающая, что, если ускорение за-
ряженной частицы конечно, то энергия излученного
электромагнитного импульса будет тоже конечной.

Формула (17) совпадает (после некоторого пре-
образования) с выражением для спектральной плот-
ности тормозного излучения малых частот из [7].

5. ПОЛЕ ИЗЛУЧЕНИЯ ЗАРЯЖЕННОЙ
ЧАСТИЦЫ В КООРДИНАТНОМ

ПРЕДСТАВЛЕНИИ

Несмотря на соображения, приведенные выше, в
литературе [2, 5] встречаются утверждения о воз-
можности излучения ускоренно движущейся заря-
женной частицей так называемых «необыкновен-
ных» или униполярных импульсов с не равным нулю
интегралом Бессонова. Такие утверждения основы-
ваются на анализе выражения для поля ускоренно
движущейся частицы в координатном представле-
нии с выделением членов, имеющих на бесконечно-
сти асимптотику ∝ 1/r и, как утверждается, соот-
ветствующих полю излучения. Очевидно, что утвер-
ждения, сделанные в упомянутых выше статьях, и
Утверждение 1 несовместимы между собой. Поэто-
му вопрос о причине такого расхождения нуждается
в дополнительном изучении.

Необходимо отметить, что разделение электро-
магнитного поля движущейся заряженной частицы
на статическое и индукционное поля с одной сторо-
ны и на излучение — с другой стороны не являет-
ся однозначным. В импульсном представлении это
сделать достаточно просто: в выражении для по-
ля излучения (4) коэффициент пропорциональности
между потенциалами и токами есть известная функ-
ция Паули–ЙорданаD(k), равная разности запазды-
вающего Πret(k) и опережающего Πadv(k) пропага-
торов электромагнитного поля [11]:

D(k) = i8π2sign(k0)δ(k2) = Πret(k)−Πadv(k). (18)

Однако в координатном представлении выделение
поля излучения представляет собой более слож-
ную задачу. Рассмотрим, например, формулу для
электрического поля ускоренно движущегося заря-
да (см. формулу (1.1) в работе [2]):

E(r, t) =

(1− v2)(nr − v)

R2(1 − nrv)3
+

nr × ((nr − v)× v̇)

R(1− nrv)3
, (19)

где R = |r − r′(t′)|, r′(t) задает траекторию движе-
ния заряда, а v̇ — ускорение частицы. Все скорости,
координаты и ускорения берутся в момент времени
t′ = t−R для учета запаздывания. Поскольку инте-
грал по времени от второго слагаемого в (19), обыч-
но отождествляемого с излучением, очевидно не ра-
вен нулю (особенно, если скорость меняется скач-
ком), то это считается доказательством того, что ин-
теграл (1) от поля излучения ускоренно движуще-
гося заряда может быть в принципе не равен нулю.
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Возникает вопрос: а действительно ли второе
слагаемое в (19) (не являющееся в общем случае ре-
шением уравнений для свободного поля (2), (3)) со-
ответствует полю излучения? С одной стороны, поле
(и интеграл от него по времени) в этом случае убы-
вает при r → ∞ как 1/r. С другой стороны, в точном
выражении для поля, например, для дипольного им-
пульса (10), присутствуют члены [8], на бесконечно-
сти ведущие себя как 1/r2. Слагаемые, ведущие себя
как 1/r2, также должны присутствовать в коорди-
натном эквиваленте выражения (16), поскольку оно
пропорционально 1/k, что после обратного преобра-
зования Фурье должно как раз дать член, пропор-
циональный 1/r2. Можно также заметить, что инте-
грал в бесконечных пределах по времени от перво-
го слагаемого в (19) вполне может убывать как 1/r

при r → ∞, как и интеграл от второго слагаемо-
го. Это становится очевидно, если заметить, что при
больших по модулю временах R ∝ |t|. Таким обра-
зом, можно заключить, что отождествление второ-
го слагаемого в (19) с полем излучения (в том чис-
ле для целей вычисления интеграла (1)) является
некорректным.

В качестве иллюстрации сделанных выше выво-
дов рассмотрим поле в координатном представле-
нии, соответствующее амплитуде (16) поля излуче-
ния заряда, скачком меняющего свою скорость. Для
его вычисления проще всего сначала определить по-
тенциалы поля Ai = (A0,A), применяя обратное
преобразование Фурье к выражению (12) (с учетом
формулы (15)) и при этом предполагая, что ско-
рость v1 (или v2) равна нулю. Затем выражения для
потенциалов при уже ненулевой скорости v1 (или
v2) находятся применением соответствующих пре-
образований Лоренца для потенциалов и координат.
Это дает

A0 =

(
γ2
R2

− γ1
R1

)
θ(r2 − t2), (20)

A =

(
v2γ2
R2

− v1γ1
R1

)
θ(r2 − t2), (21)

где

R2
a = r2 + γ2a(var)

2−
− 2γ2a(var)t+ (γ2a − 1)t2, (22)

va = |va|, a = 1, 2. Теперь для электрического по-
ля E = −∇A0 − ∂A/∂t можно получить следующее

выражение:

E =

(
γ2(r− v2t)

R3
2

− γ1(r− v1t)

R3
1

)
θ(r2 − t2)−

− 1

r

[(
nr − v2

1− v2nr
− nr − v1

1− v1nr

)
δ(r − t)+

+

(
nr + v2

1 + v2nr
− nr + v1

1 + v1nr

)
δ(r + t)

]
. (23)

Можно показать, что магнитное поле выражается
как H = ∇×A и является поперечным в отличие от
электрического поля (23), а вектор Пойнтинга бу-
дет равен, соответственно, S = nr|H|2/(4π). Пол-
ная длительность излученного электромагнитного
импульса составляет 2r. На границах импульса име-
ются резкие (дельтообразные в данной модели) пи-
ки поля. Путем прямого вычисления несложно по-
казать, что интеграл Бессонова (1) от выражения
(23) равен точно нулю. Также выражение (23) содер-
жит члены имеющие на бесконечности асимптотику
∝ 1/r2, как предполагалось выше.

Причину, по которой интеграл Бессонова от (23)
равен нулю, можно понять, если обратить внима-
ние на то, что это выражение является разностью
двух волн: сходящейся и расходящейся. Интегралы
Бессонова от этих волн равны друг другу и при вы-
читании дают нуль. Такая структура поля излуче-
ния связана с общим определением (18) для функ-
ции Паули–Йордана как разности двух пропагато-
ров: запаздывающего и опережающего. Интегралы
Бессонова от запаздывающей и опережающей ча-
стей поля излучения равны друг другу и, следова-
тельно, их разность равна нулю, что приводит нас
опять к общему Утверждению 1.

Можно отметить, что экспериментальные изме-
рения интеграла Бессонова для импульсов от неко-
торых источников электромагнитных волн (в том
числе терагерцового диапазона), в которых были по-
лучены ненулевые его значения [12], можно объяс-
нить существованием там неучтенных электростати-
ческих полей. Такие поля может быть трудно кон-
тролировать в эксперименте.

6. ЗАКЛЮЧЕНИЕ

В настоящей работе рассмотрено произвольное
свободное электромагнитное поле с конечной энер-
гией и показано, что для него интеграл Бессоно-
ва (1) всегда равен нулю. Также показано, что ра-
венство нулю интеграла Бессонова прямо связано с
невозможностью в силу законов сохранения энергии
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и импульса для свободной заряженной частицы по-
глотить или испустить свободный фотон.

В работе рассмотрен случай ускоренно движу-
щейся заряженной частицы и получено точное вы-
ражение для ее поля излучения (в импульсном и
координатном представлениях) в случае, когда ско-
рость ее движения меняется скачком. Показано, что
при правильном выделении поля излучения из пол-
ного электромагнитного поля ускоренно движущей-
ся частицы интеграл Бессонова от такого, должным
образом определенного, поля излучения всегда ра-
вен нулю, как и должно следовать из общего утвер-
ждения первого раздела.

Имеющиеся в литературе утверждения, что ин-
теграл Бессонова от поля излучения уско ренно дви-
жущейся заряженной частицы может быть отличен
от нуля, являются ошибочными и связаны с исполь-
зованием некорректных выражений для поля излу-
чения, в которых на самом деле присутствуют до-
бавки от статического или индукционного поля, ко-
торые и обеспечивают неравенство нулю интеграла
Бессонова.

Благодарности. Автор выражает благодар-
ность А. В. Виноградову и И. А. Артюкову за по-
лезные обсуждения.
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Рассмотрены статистические смеси двух и трех произвольных когерентных состояний, представляющих

собой состояния носителя информации в оптическом канале связи. В аналитическом виде найдены соб-

ственные значения и собственные векторы соответствующих операторов плотности. С этой целью введена

оригинальная параметризация треугольников на комплексной фазовой плоскости. Найдены аналитиче-

ские выражения для энтропии фон Неймана смесей двух и трех произвольных когерентных состояний и

численно рассчитано ее максимальное значение при заданном среднем числе фотонов. Установлено, что

использование трех когерентных состояний при заданном среднем числе фотонов обеспечивает более

высокую емкость оптического канала связи, чем использование двух.

DOI: 10.31857/S0044451023040028
EDN:

1. ВВЕДЕНИЕ

Когерентные состояния оптического поля с хоро-
шей точностью описывают излучение лазера, рабо-
тающего высоко над порогом, и занимают централь-
ное место в формализме кантовой оптики. Когерент-
ное состояние одной моды оптического поля с без-
размерной комплексной амплитудой α представля-
ется в виде [1]

|α〉 = e−|α|2/2
∞∑

n=0

αn√
n!
|n〉, (1)

где |n〉 — n-фотонное состояние Фока [2]. Когерент-
ные состояния представляют собой переполненный
базис в гильбертовом пространстве оптической мо-
ды и любое классическое состояние моды представ-
ляет собой взвешенную смесь таких состояний.

Оптические поля в когерентных состояниях ши-
роко используются в современных системах переда-
чи информации, в которых сигнал передается как
по оптическому волокну, так и по открытому про-
странству. Хотя в ряде случаев светодиоды могут

* E-mail: dhoroshko@yahoo.com

применяться в качестве источников света, наиболь-
шая емкость оптического канала связи достигается
при использовании лазерных источников поля и ко-
герентных оптических приемников. В современной
оптической линии связи состояния носителя инфор-
мации представляют собой несколько когерентных
состояний одной моды оптического поля. Перекры-
тие двух когерентных состояний дается формулой

|〈α|β〉|2 = e−|α−β|2.

Таким образом, при достаточной близости амплитуд
два когерентных состояния являются существенно
неортогональными и их различение при измерении
связано с возможной ошибкой, обусловленной кван-
товым шумом. В подобном случае канал передачи
информации рассматривают как квантовый канал
связи [3] и для определения уровня ошибок привле-
кают квантовую теорию измерений [4].

В типичной современной системе волоконно-
оптической связи состояния носителя информации
можно считать практически ортогональными. Дей-
ствительно, при использовании всего двух когерент-
ных состояний с противоположными фазами, что
соответствует популярной схеме фазового манипу-
лирования BSPK [5], величина перекрытия состо-
яний равна |〈α|β〉|2 = exp(−4N), где N = |α|2 —
среднее число фотонов в одном окне модуляции.
Следовательно, в данной схеме квантовое рассмот-
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рение становится необходимым только при очень
низком уровне сигнала. По мере распространения
сигнала в оптическом волокне его мощность умень-
шается из-за потерь, и когда она становится срав-
нимой с пределом чувствительности фотодетекто-
ра, используемого в когерентном оптическом при-
емнике, сигнал подвергается усилению на оптиче-
ском повторителе. Типичные величины частоты мо-
дуляции и чувствительности приемника в современ-
ных волоконно-оптических сетях составляют f = 10

ГГц и P = 1 мкВт соответственно [6]. Таким об-
разом, средняя энергия поля в окне модуляции мо-
жет быть оценена как E = P/f = 10−16 Дж, в
то же время энергия одного фотона на длине вол-
ны λ = 1.5 мкм составляет Eph = 2π~c/λ ∼ 10−19

Дж. Это означает, что поле на приемнике содер-
жит в среднем N = E/Eph = 1000 фотонов на
один передаваемый бит информации. Перекрытие
двух когерентных состояний в данном случае ни-
чтожно мало и рассмотрение квантового шума не
требуется. Однако быстрый прогресс в области те-
лекоммуникаций приводит к использованию моду-
ляторов с частотой f = 25 ГГц и фотоприемников с
чувствительностью P = 0.1 мкВт, что снижает сред-
нее число фотонов до N = 40. Кроме того, необхо-
димость повышения емкости каналов связи приво-
дит к внедрению прогрессивных форматов фазового
и амплитудного манипулирования, в которых в од-
ном окне модуляции может передаваться несколько
битов информации [5–7]. При этом перекрытие со-
седних когерентных состояний уже определяется не
только уровнем сигнала, но и геометрией располо-
жения состояний на комплексной плоскости, обра-
зующих так называемое «сигнальное созвездие» [8].
Так, в перспективном формате M-PSK использует-
ся M значений фазы [5, 6], причем амплитуды ко-
герентных состояний имеют вид αk =

√
Nei2πk/M ,

и перекрытие соседних состояний дается формулой
|〈αk|αk+1〉|2 = e−4N sin2(π/M), что равно примерно
2 · 10−3 для N = 40, M = 16. Подобное перекры-
тие приводит к ошибке в дискриминации состояний
порядка 10−3, что близко к максимально допустимо-
му уровню ошибок, исправляемых кодами коррек-
ции ошибок [6]. Таким образом, в ближайшем бу-
дущем квантовый шум может стать существенным
для массовых сетей телекоммуникаций. Кроме того,
квантовый шум имеет большое значение для оптиче-
ской связи через открытое пространство, при кото-
рой усиление сигнала невозможно. В частности, для
спутниковой оптической связи требуется разработка
специальных приемников на основе детекторов оди-
ночных фотонов, в которых квантовый шум играет

ключевую роль [9]. Другим важным приложением,
требующим квантового анализа оптического кана-
ла связи, является квантовая криптография, в кото-
рой состояния поля намеренно создаются неортого-
нальными уже на входе в канал связи с целью сде-
лать незаметный перехват информации невозмож-
ным [10–12]. Таким образом, исследование емкости
оптического канала связи на основе перекрываю-
щихся когерентных состояний является весьма ак-
туальной современной задачей с широкой областью
применения. Помимо этого, исследование ансамблей
когерентных состояний важно для таких приложе-
ний, как квантовое кодирование [13,14], оптическая
квантовая телепортация [15, 16], квантовые оптиче-
ские измерения при наличии обратной связи [17–19]
и других.

В данной статье исследуется емкость оптическо-
го канала связи с использованием двух и трех произ-
вольных когерентных состояний. С этой целью вы-
числяется энтропия фон Неймана для статистиче-
ской смеси двух и трех равновероятных когерент-
ных состояний. В литературе имеются вывод эн-
тропии смеси двух когерентных состояний [20] и
анализ монотонности энтропии смеси трех произ-
вольных состояний с равными перекрытиями [21].
Случай двух когерентных состояний представлен в
разд. 2, где, помимо энтропии как функции пере-
крытия, совпадающей с результатом работы [20],
рассчитана максимальная энтропия при заданном
среднем числе фотонов и найдены собственные век-
торы оператора плотности статистической смеси.
Случай трех когерентных состояний рассмотрен в
разд. 3, где, в отличие от работы [21], рассматрива-
ются произвольные перекрытия сигнальных состоя-
ний. Для этого случая также рассчитывается макси-
мальная энтропия при заданном среднем числе фо-
тонов и проведено ее сравнение со случаем двух ко-
герентных состояний. В этом же разделе в аналити-
ческой форме выведены выражения для собствен-
ных векторов оператора плотности смеси трех про-
извольных когерентных состояний. Обсуждение ре-
зультатов проводится в Заключении.

2. ЭНТРОПИЯ СМЕСИ ДВУХ
ПРОИЗВОЛЬНЫХ КОГЕРЕНТНЫХ

СОСТОЯНИЙ

Мы рассматриваем одну моду оптического поля с
операторами рождения и уничтожения фотона a† и
a соответственно, удовлетворяющими каноническо-
му коммутационному соотношению: [a, a†] = 1. Ко-
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герентное состояние моды с комплексной амплиту-
дой α имеет вид (1). Рассмотрим два когерентных
состояния с произвольными комплексными ампли-
тудами α и β. Эти состояния могут быть использо-
ваны для передачи информации в оптической линии
связи, представляя собой буквы двухбуквенного ал-
фавита [13]. В случае, когда частоты употребления
обеих букв совпадают и равны 1/2, состояние слу-
чайно выбранной моды задается оператором плот-
ности

ρ =
1

2
(|α〉〈α| + |β〉〈β|) . (2)

Оптимальное декодирование информации на прини-
мающей стороне реализуется посредством коллек-
тивного квантового измерения длинных блоков, со-
ставленных из оптических мод, несущих одно из
указанных состояний. Максимальная доступная ин-
формация при таких измерениях ограничена свер-
ху информацией Холево [22], которая для чистых
состояний-букв совпадает с энтропией фон Нейма-
на

S(ρ) = −Tr (ρ log2 ρ) . (3)

Для вычисления энтропии фон Неймана найдем
собственные значения λn и собственные векторы
|λn〉 оператора плотности:

ρ|λn〉 = λn|λn〉. (4)

Оба собственных вектора оператора плотности
лежат в линейной оболочке двух когерентных со-
стояний {|α〉, |β〉} и могут быть записаны как

|λn〉 = Cαn |α〉 + Cβn |β〉, (5)

где индекс n принимает значения 0 и 1, а Cαn и Cβn —
комплексные коэффициенты. Подставляя (2) и (5) в
(4) и используя линейную независимость когерент-
ных состояний, получаем уравнение для комплекс-
ных коэффициентов:

(
1− 2λn 〈α|β〉
〈β|α〉 1− 2λn

)(
Cαn

Cβn

)
= 0. (6)

Для того чтобы это уравнение имело ненулевое ре-
шение, детерминант матрицы должен обращаться в
нуль, что приводит к характеристическому уравне-
нию

(1− 2λ)
2 − |〈α|β〉|2 = 0, (7)

два решения которого имеют вид

λ1,2 =
1± |〈α|β〉|

2
=

1± e−L
2/2

2
, (8)

где L = |α− β| — расстояние между числами α и β
на комплексной плоскости, определяющее перекры-
тие двух когерентных состояний:

〈α|β〉 = e−|α−β|2/2+i Im(α∗β). (9)

Помимо этого расстояния, пара комплексных чисел
может в общем случае характеризоваться еще тре-
мя действительными параметрами, которые можно
назвать «абсолютными» — комплексной координа-
той центра отрезка, соединяющего эти два числа на
комплексной плоскости, κ = (α + β)/2, и углом на-
клона этого отрезка к действительной оси arg(α−β).
Как следует из уравнения (8), собственные значения
матрицы плотности, а значит и энтропия, не зави-
сят от этих трех параметров, что говорит об инвари-
антности энтропии по отношению к сдвигам и вра-
щениям на комплексной плоскости. Математически
вращение состояния на угол ψ описывается опера-
тором вращения U(ψ) = exp(iψa†a). Этот оператор
унитарен и не изменяет скалярные произведения,
входящие в уравнение (6), а значит, и не влияет на
его решения. Сдвиг состояния на комплексную вели-
чину δ описывается унитарным оператором сдвига
D(δ) = exp(δa† − δ∗a), действие которого на коге-
рентное состояние задается уравнением [23]

D(δ)|α〉 = eiIm(δα∗)|α+ δ〉. (10)

Замена амплитуды α на амплитуду α + δ соответ-
ствует несколько другому оператору D̃(δ), такому
что D̃(δ)|α〉 = |α + δ〉. Будем называть этот опе-
ратор «оператором чистого сдвига». Этот оператор
неунитарен и не сохраняет скалярные произведения:
〈α|D̃†(δ)D̃(δ)|β〉 = 〈α+δ|β+δ〉 6= 〈α|β〉, но сохраняет
их модуль, так как отличается от унитарного опера-
тора D(δ) только фазовым множителем. Поскольку
уравнение (7) включает только модуль скалярного
произведения, а уравнение (6) — также и его фазу,
то собственные значения оператора плотности инва-
риантны к чистому сдвигу, а коэффициенты разло-
жения собственных векторов — нет. Таким образом,
абсолютные параметры не влияют на собственные
значения оператора плотности и, следовательно, на
энтропию. В отличие от этих параметров, рассто-
яние L характеризует относительное расположение
двух амплитуд и может быть названо «относитель-
ным» параметром, влияющим на энтропию.

Подставляя диагональный вид оператора плот-
ности в уравнение (2) и используя формулу (8), по-
лучаем энтропию смеси двух равновероятных коге-
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рентных состояний в виде [20]

S(ρ) = h2

(
1− e−L

2/2

2

)
, (11)

где
h2(s) = −s log2 s− (1 − s) log2(1− s)

— энтропия Шеннона [24]. При L, возрастающем от
0 до ∞, аргумент функции в (11) монотонно возрас-
тает от 0 до 1/2. На этом участке энтропия h2(s)

монотонно возрастает, что можно показать, взяв ее
производную h′2(s) = − log2[s/(1− s)] и убедившись
в том, что она положительна при s ∈ (0, 1/2). Отсю-
да следует, что энтропия смеси двух когерентных
состояний (11) является монотонно возрастающей
функцией L, стремящейся к своему асимптотическо-
му значению 1 при L→ ∞.

Среднее число фотонов в случайно выбранной
моде имеет вид

N = Tr
(
a†aρ

)
=

1

2

(
|α|2 + |β|2

)
= |κ|2 + L2

4
. (12)

Следовательно, в отличие от энтропии, среднее чис-
ло фотонов зависит не только от длины L отрезка,
соединяющего амплитуды состояний на комплекс-
ной плоскости, но и от абсолютного значения коор-
динаты центра этого отрезка |κ|. Если теперь рас-
смотреть множество всех отрезков с фиксирован-
ным значением N и задаться вопросом, какова мак-
симальная энтропия Smax2 на этом множестве, то
ответ будет очевиден: максимум энтропии достига-
ется на отрезках с κ = 0. Действительно, рост |κ|
при фиксированном N означает уменьшение L и, в
силу установленной выше монотонности энтропии,
уменьшение энтропии. Таким образом, максималь-
ная энтропия при заданном среднем числе фотонов
имеет вид

Smax2 (N) = h2

(
1− e−2N

2

)
(13)

и достигается при выборе β = −α. Такой выбор
букв двоичного алфавита обеспечивает максималь-
ную емкость оптического канала связи при заданной
средней энергии (числе фотонов) на фотоприемни-
ке.

Подставляя (8) в (6), получаем собственные век-
торы в виде

|λ1,2〉 = Cα1,2

(
|α〉 ± e−i Imα∗β |β〉

)
, (14)

где из условия нормировки находим

Cα1,2 =
(
2± 2e−L

2/2
)−1/2

.

Состояния (14) являются суперпозициями двух ко-
герентных состояний. При оптимальном выборе
β = −α они представляют собой четное и нечетное
когерентные состояния [25], широко исследуемые в
связи с тем, что они являются оптическими реали-
зациями известного состояния «кота Шрёдингера»
[26–29].

3. ЭНТРОПИЯ СМЕСИ ТРЕХ
ПРОИЗВОЛЬНЫХ КОГЕРЕНТНЫХ

СОСТОЯНИЙ

Рассмотрим три когерентных состояния с про-
извольными комплексными амплитудами α, β и γ.
Эти состояния могут быть использованы для пере-
дачи информации в оптической линии связи, пред-
ставляя собой буквы трехбуквенного алфавита. В
случае, когда частоты употребления всех трех букв
совпадают и равны 1/3, состояние случайно выбран-
ной моды задается оператором плотности

ρ =
1

3
(|α〉〈α| + |β〉〈β|+ |γ〉〈γ|) . (15)

Как и в случае двух когерентных состояний, рас-
смотренном в предыдущем разделе, максимальная
информация, которую можно передать с помощью
таких состояний по оптической линии связи, дается
энтропией фон Неймана S(ρ), определяемой урав-
нением (3), вычисленной для оператора (15). Для
нахождения этой величины, аналогично предыду-
щему разделу, найдем собственные значения λn и
собственные векторы |λn〉 оператора плотности:

ρ|λn〉 = λn|λn〉. (16)

3.1. Собственные значения оператора
плотности

Все три собственных вектора оператора плотно-
сти лежат в линейной оболочке трех когерентных
состояний {|α〉, |β〉, |γ〉} и могут быть записаны как

|λn〉 = Cαn |α〉 + Cβn |β〉+ Cγn |γ〉, (17)

где индекс n принимает значения 0, 1, 2, а Cαn , Cβn
и Cγn — комплексные коэффициенты. Подставляя
(15) и (17) в (16) и используя линейную независи-
мость когерентных состояний, получаем уравнение
для комплексных коэффициентов:


1− 3λn 〈α|β〉 〈α|γ〉
〈α|β〉∗ 1− 3λn 〈β|γ〉
〈α|γ〉∗ 〈β|γ〉∗ 1− 3λn






Cαn

Cβn

Cγn


 = 0. (18)
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Для того чтобы это уравнение имело ненулевое ре-
шение, детерминант матрицы должен обращаться
в нуль, что приводит нас к характеристическому
уравнению

(1− 3λ)3 − (1− 3λ) 3T 2 + 2Q = 0. (19)

Здесь T и Q — два действительных параметра, при-
нимающие значения от 0 до 1, причем первый из них
определяется как

T =

√
|〈α|β〉|2 + |〈α|γ〉|2 + |〈β|γ〉|2

3
(20)

и имеет смысл среднего перекрытия между
состояниями-буквами, а второй параметр опре-
деляется геометрией взаимного расположения
состояний на комплексной плоскости и равен

Q =
〈β|α〉〈α|γ〉〈γ|β〉 + 〈α|β〉〈γ|α〉〈β|γ〉

2
=

= |〈β|α〉〈α|γ〉〈γ|β〉| cos (2Sαβγ), (21)

где

Sαβγ =
Im (α∗β + β∗γ + γ∗α)

2
(22)

— площадь ориентированного треугольника, обра-
зованного точками α, β и γ на комплексной плоско-
сти, причем знак этой величины положителен при
обходе вершин против часовой стрелки и отрицате-
лен при обходе в обратном направлении. Для трех
точек, лежащих на прямой, например, для действи-
тельных α, β и γ, как следует из (22), Sαβγ = 0.
С другой стороны, для треугольника с площадью
Sαβγ = π/4 +mπ/2, где m — целое число, Q обра-
щается в нуль.

Для нахождения корней уравнения (19) прове-
дем замену переменной

ν =
1− 3λ

2T
(23)

и перепишем его в виде

4ν3 − 3ν + sin 3θ = 0, (24)

где введен новый параметр θ, определяемый из со-
отношения

sin 3θ =
Q

T 3
. (25)

Подобная параметризация возможна всегда в силу
ограничения |Q| ≤ T 3, которое следует из известно-
го неравенства арифметического и геометрического
средних [30]: для любых трех положительных чи-
сел x1, x2, x3 их геометрическое среднее ограничено
сверху их арифметическим средним,

3
√
x1x2x3 ≤ (x1 + x2 + x3)/3.

В нашем случае

x1 = |〈α|β〉|2 , x2 = |〈β|γ〉|2 , x3 = |〈γ|α〉|2 ,

откуда искомое неравенство следует с учетом того,
что модуль косинуса не превышает единицу:

|Q|2/3 ≤ 3
√
x1x2x3 ≤ T 2.

По определению угол 3θ принимает значения от
−π/2 до π/2, а это значит, что угол θ лежит в ин-
тервале [−π/6, π/6].

Одно решение уравнения (24) находится из фор-
мулы для куба синуса

sin3 θ = (3 sin θ − sin 3θ)/4,

откуда следует u1 = sin θ. Два других корня имеют
вид

u2,3 = sin

(
θ ± 2π

3

)
,

в чем можно убедиться, подставив их в уравнение
(12) и воспользовавшись той же формулой для куба
синуса с учетом 2π-периодичности синуса. Возвра-
щаясь к исходной переменной, получаем собствен-
ные значения оператора плотности в виде

λn =
1

3

[
1− 2T sin

(
θ +

2πn

3

)]
, n = 0, 1, 2. (26)

Величины Q, T и θ зависят только от расстояний
между тремя когерентными состояниями-буквами
на комплексной плоскости и от площади треуголь-
ника, образуемого ими. Это означает, что собствен-
ные значения λn инвариантны по отношению к сдви-
гам и вращению всех трех состояний-букв на ком-
плексной плоскости. Как и в случае двух состоя-
ний, такая инвариантность определяется тем, что в
уравнение (18) входят только скалярные произведе-
ния векторов, которые не изменяются унитарными
операторами сдвига D(δ) и вращения U(ψ). Как и
в предыдущем разделе, введем три «абсолютных»
параметра для набора состояний-букв: координату
центроида треугольника (точки пересечения медиан
[31]) ξ = (α+β+γ)/3 и угол наклона медианы, опу-
щенной из точки α, к действительной оси arg(α−ξ).

Таким образом, хотя три комплексных амплиту-
ды задаются шестью действительными параметра-
ми, собственные значения оператора плотности бу-
дут зависеть только от трех «относительных» па-
раметров, в силу инвариантности по отношению к
трехпараметрической группе сдвигов и вращений.
Как показывает уравнение (26), число параметров
может быть даже уменьшено до двух, T и θ, од-
нако эти параметры не являются независимыми в
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том смысле, что пределы изменения одного из них
зависят от значения другого. Это следует из следу-
ющего требования: оператор плотности в квантовой
механике всегда положительно определен, а значит
его собственные значения λn всегда неотрицатель-
ны. Полагая θ = −π/6, имеем sin(θ + 2π/3) = 1 и
из уравнения (26) получаем, что λ1 неотрицательно
только при T ≤ 1/2. В общем случае верхняя гра-
ница T будет сложной функцией θ, что затрудняет
анализ энтропии.

3.2. Представление треугольника точкой в
трехмерном пространстве

Для удобства вычислений собственных значений
и энтропии необходимо правильно ввести три «от-
носительных» параметра, характеризующих взаим-
ное расположение амплитуд α, β, γ на комплексной
плоскости. В качестве первого шага переходим в си-
стему координат с центром, расположенным в цен-
троиде ξ = (α+ β + γ)/3. В этой системе координат
амплитуды α, β, γ преобразуются в амплитуды

α1 = α− ξ, β1 = β − ξ, γ1 = γ − ξ, (27)

представленные на рис. 1a. При этом остается неис-
ключенным еще один «абсолютный» параметр —
угол arg(α1) поворота треугольника α1β1γ1 на ком-
плексной плоскости амплитуд. Чтобы его исклю-
чить, перейдем в трехмерное пространство, коорди-
натами точек которого являются стороны треуголь-
ника

x = |α− β|, y = |γ − β|, z = |γ − α|. (28)

Очевидно, что построенная таким образом точка в
пространстве (x, y, z), например, точка 1 на рис. 1b,
соответствующая треугольнику α1β1γ1 на плоско-
сти рис. 1a, не зависит от угла arg(α1). Однако при
таком отображении геометрически эквивалентные
треугольники отображаются в разные точки трех-
мерного пространства. Так, геометрически эквива-
лентные треугольники αiβiγi (i = 1, 2, . . . , 6) на
рис. 1a, являющиеся шестью элементами симметри-
ческой группы перестановок S3

1) сторон треуголь-
ника:

1 = (x, y, z), 2 = (y, x, z), 3 = (z, x, y),

1) Изоморфной диэдральной группе D3 преобразований
треугольника α1β1γ1: например, тождественного преобразо-
вания, четырех поворотов относительно изоцентра на 120◦

(1 → 3, 3 → 5, 2 → 4, 4 → 6) и отражения относительно мни-
мой оси 1 → 2.

(a)

(b)

Рис. 1. a) Треугольник α1β1γ1, образуемый амплитудами

(27), и треугольники αiβiγi (i = 2, . . . , 6), получаемые

при перестановке его сторон (28), вместе образующие эле-

менты группы S3. b) Отображение треугольников αiβiγi
из комплексной плоскости амплитуд в точки трехмерно-

го пространства i, координаты которых задают стороны

треугольников (αiβiγi 7→ i). Цвет сектора на рис. b соот-

ветствует цвету отображаемого треугольника на рис. a

4 = (z, y, x), 5 = (y, z, x), 6 = (x, z, y),

и генерирующие одинаковые собственные значения,
представлены шестью разными точками в трехмер-
ном представлении на рис. 1b.

Введем параметризацию, позволяющую избе-
жать этой многозначности. 3D-область, в которую
отображаются треугольники, ограничивается
неравенствами

x+ y ≥ z, x+ z ≥ y, y + z ≥ x,

образующими треугольный конус с вершиной в на-
чале координат. Точки, изображающие треугольни-
ки с заданным полупериметром p, расположенные
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на плоскости x + y + z = 2p, ограничены ее сече-
нием с данным конусом рис. 1b. Вершинами этой
равносторонней треугольной области являются точ-
ки A = (p, p, 0), B = (p, 0, p) и C = (0, p, p). Ее центр
— точка

G =
(2
3
p,

2

3
p,

2

3
p
)

есть 3D-отображение равностороннего треугольни-
ка из комплексной плоскости. Введем в плоскости
ABC декартову систему координат (u, v) с центром
в точке G, с осью v, лежащей в одной плоскости с
осью z, и с осью u, перпендикулярной ей (рис. 1b).
Обозначим единичные векторы вдоль направлений
u и v через eu и ev соответственно. Эти векторы
можно выразить следующим образом:

eu = (−ex + ey)/
√
2, (29)

ev = (−ex − ey + 2ez)/
√
6, (30)

где ex, ey и ez — единичные векторы вдоль направ-
лений x, y и z соответственно.

В плоскости треугольника ABC будем пользо-
ваться полярными координатами (r, ϕ), которые
вводятся стандартным образом: u = r cosϕ,
v = r sinϕ. Вектор

r(x,y,z) = xex + yey + zez,

расположенный в плоскости ABC и представляю-
щий треугольник (x, y, z), можно записать как

2p(ex + ey + ez)/3 + r cosϕeu + r sinϕev.

Приравнивая эти два выражения, с использовани-
ем уравнений (29) и (30) получаем после некоторых
преобразований

x = [2p+
√
6r sin (ϕ+ 4π/3)]/3, (31)

y = [2p+
√
6r sin (ϕ+ 2π/3)]/3, (32)

z = [2p+
√
6r sin (ϕ)]/3. (33)

При r = 0 получаем равносторонний треуголь-
ник, а при ϕ = (2k+1)π/6, где k пробегает значения
от 0 до 5 — равнобедренные треугольники, причем
в треугольниках с k = 0, 2, 4 основание меньше, чем
боковые стороны, а в треугольниках с k = 1, 3, 5 —
больше. Так, для r 6= 0, при изменении ϕ от π/6

до π/2 треугольник плавно изменяет свою форму
от равнобедренного с x < y = z до другого равно-
бедренного с x = y < z. В остальных пяти секто-
рах, однозначно задаваемых параметром ϕ, имеем
геометрически эквивалентные треугольники с пере-
ставленными сторонами, т.е. исследование энтропии

достаточно ограничить одним из этих секторов, на-
пример, ϕ ∈ [π/6, π/2], где z ≥ y ≥ x. В этом секто-
ре, для заданного угла ϕ, r ∈

[
0, p/

(√
6 sinϕ

)]
(см.

также рис. 2a, где этот сектор обозначен штрихов-
кой).

Таким образом, любой треугольник полностью
описывается тремя параметрами (p, r, ϕ), где полу-
периметр p задает его размер, параметр r характе-
ризует его деформацию — степень удаленности от
равностороннего, а ϕ задает форму треугольника
при заданном размере и деформации.

Для известных (x, y, z) параметры (p, r, ϕ) можно
получить, обращая уравнения (31)–(33). Для полу-
периметра p получаем просто его определение, для
деформации —

r =

√
(x− 2p/3)

2
+ (y − 2p/3)

2
+ (z − 2p/3)

2
, (34)

и, наконец, для угла —

ϕ = arcsin

(√
3

2

z − 2p/3

r

)
. (35)

В последнем уравнении мы полагаем z ≥ y ≥ x,
в результате чего ϕ попадает в интересующий нас
сектор ϕ ∈ [π/6, π/2].

3.3. Энтропия фон Неймана

Энтропия фон Неймана для оператора плотно-
сти дается энтропией Шеннона его собственных зна-
чений:

S = −
2∑

n=0

λn log2 λn. (36)

Эта величина стремится к своему максимально-
му значению log2 3 = 1.585 при достаточном вза-
имном удалении всех трех точек на комплекс-
ной плоскости. Для произвольного треугольника
с относительными параметрами (p, r, ϕ) величины
(x, y, z) рассчитываются по формулам (31)–(33).
Площадь треугольника дается формулой Герона
Sαβγ =

√
p(p− x)(p− y)(p− z), которая вместе с

формулой (9) позволяет выразить T и Q через
(x, y, z), а затем найти собственные значения опера-
тора плотности по формуле (26). На рис. 2 показаны
результаты такого расчета для различных значений
полупериметра p.

При малых значениях полупериметра p (малых
отличий амплитуд когерентных состояний) макси-
мальной энтропией обладают вырожденные конфи-
гурации A, B и C, когда одна из букв двухбуквен-
ного алфавита когерентных состояний повторяется
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(a) (b)

(c) (d)

Рис. 2. Энтропия Sp равновероятной смеси трех когерентных состояний, образующих треугольник с полупери-

метром p, для всевозможных конфигураций треугольников, каждый из которых представлен точкой на плоскости

{u = r cosϕ, v = r sinϕ} из области ABC. Точка G на рис. a соответствует равностороннему треугольнику когерентных

состояний. Точки A, B и C обозначают вырожденные равнобедренные треугольники {x = y, z = 0}, {x = z, y = 0} и

{y = z, x = 0} соответственно. Заштрихованная область на рис.a выделяет сектор ϕ ∈ [π/6 , π/2 ] , где z ≥ y ≥ x. Точки

из пяти других секторов соответствуют перестановкам сторон x, y, z треугольника когерентных состояний из данного

сектора. p = 0.8 (a) , 0.88 (b) ; pc = 1.097 (c) , 1.15 (d)

в два раза чаще другой2). На рис. 2a эта ситуа-
ция представлена тремя максимумами в точках A,
B, C и минимумом в точке G (равносторонний тре-
угольник когерентных состояний). При увеличении
p в области значений p = 1 происходит изменение
структуры зависимости энтропии Sp от конфигу-
рации треугольника когерентных состояний. Вна-
чале (рис. 2b) появляется локальный максимум в
точке G, величина которого быстро растет и при
p = pc = 1.097 его значение становится равным мак-

2) В этом случае, например для конфигурации A,
матрица плотности (15) трансформируется в матрицу
ρ = (2|α〉〈α|+ |β〉〈β|) /3, имеющую два собственных значения

λ± =
[

3±
√

1 + 8 exp (−p2)
]

/6, которые, как можно пока-

зать, совпадают с собственными значениями, вычисляемыми
по формуле (26): λ+ = λ0, λ− = λ2. Третье собственное зна-
чение λ1 = 0.

симумам для вырожденных конфигураций A, B, C
(рис. 2с). При p > pc энтропия в точке G становится
глобальным максимумом для всевозможных конфи-
гураций трех когерентных состояний (рис. 2d).

Задачей, важной для практических приложений,
является нахождение максимальной энтропии для
заданного среднего числа фотонов

N = Tr
(
a†aρ

)
=

=
|α|2 + |β|2 + |γ|2

3
= |ξ|2 + x2 + y2 + z2

9
, (37)

где последнее равенство получено путем перехода
к координатам амплитуд относительно цент-
роида α1, β1, γ1 (27) и использования свойства
α1 + β1 + γ1 = 0. Как и в случае двух когерентных
состояний, рассмотренном в разд. 2, среднее число
фотонов зависит не только от относительных пара-
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(a)
(b)

(c) (d)

Рис. 3. Энтропия S(Nr) смеси трех когерентных состояний (15) с заданной относительной энергией ~ωNr для всевоз-

можных конфигураций треугольников, каждый из которых представлен точкой на плоскости {u = r cosϕ, v = r sinϕ} из

области ABC (см. обозначения на рис. 2). Nr = 0.2 (a), 1 (b), 2 (c) , 3 (d)

метров, но и от абсолютного — модуля координаты
центроида |ξ|. Энтропия как мера различимости
состояний (букв), используемых для кодирования
сообщений, зависит только от относительной части
энергии этих состояний, т.е. от величины

Nr = (x2 + y2 + z2)/9.

В отличие от энтропии для множества треуголь-
ников с заданным полупериметром (рис. 2), энтро-
пия множества треугольников с заданной относи-
тельной энергией ~ωNr является выпуклой функ-
цией переменных {u = r cosϕ, v = r sinϕ}, как пока-
зывают примеры, приведенные на рис. 3. При этом
ее максимум достигается для равностороннего тре-
угольника и этот максимум растет с ростом Nr.

На рис. 4 показан результат численного поис-
ка максимальной энтропии Smax3 (N) при заданном
среднем числе фотонов N , где оптимизация прово-
дится по всем шести параметрам, как относитель-
ным, так и абсолютным. Максимальное значение
энтропии при каждом N соответствует |ξ| = 0 и

r = 0, т.е. равностороннему треугольнику, центри-
рованному в начале координат. Найденная величи-
на сравнивается с зависимостью Smax2 (N), опреде-
ляемой уравнением (13). Как для двух, так и для
трех когерентных состояний максимальная энтро-
пия стремится к своему максимальному значению
с ростом среднего числа фотонов N . Важно, что не
только предельное значение для трех состояний вы-
ше предельного значения для двух, но и что кривая
Smax3 (N) всегда лежит выше кривой Smax2 (N), да-
же при малых N , что видно на вставке на рис. 4.
Это означает, что при сколь угодно высоком уровне
потерь в оптической линии связи кодирование на ос-
нове трех состояний превосходит по емкости коди-
рование на основе двух.

3.4. Собственные векторы оператора
плотности

Для нахождения собственных векторов опера-
тора плотности введем три новых вектора, являю-

2 ЖЭТФ, вып. 4
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Рис. 4. Максимальная энтропия при заданном среднем

числе фотонов при использовании трех (штриховая зеле-

ная линия) и двух (штрих-пунктирная красная линия) ко-

герентных состояний. Значение |ξ| + r, при котором до-

стигается максимум Smax
3 (сплошная синяя линия), равно

нулю. Вставка показывает, что разность энтропий для трех

и двух состояний всегда положительна

щихся результатом действия унитарного оператора
сдвига (10) на состояния-буквы:

|ψµ〉 = D(−ξ)|µ〉 = e−iIm(ξµ∗)|µ1〉, (38)

где µ принимает значения α, β и γ. Если новые со-
стояния моды поля служат буквами алфавита для
кодирования сообщений в квантовом канале связи
и имеют равные статистические веса, то оператор
плотности случайно выбранной моды имеет вид

ρ̃ =
1

3
(|ψα〉〈ψα|+ |ψβ〉〈ψβ |+ |ψγ〉〈ψγ |) =

= D(−ξ)ρD†(−ξ). (39)

Поскольку оператор ρ̃ получен из оператора ρ по-
средством унитарного преобразования, его собствен-
ные значения равны λn, а собственные векторы име-
ют вид

|λ̃n〉 = D(−ξ)|λn〉.

Таким образом, найдя собственные векторы ρ̃, что
проще, чем находить собственные векторы ρ, мы по-
лучим последние в виде

|λn〉 = D(ξ)|λ̃n〉.

Три собственных вектора оператора плотности ρ̃
лежат в линейной оболочке трех когерентных состо-
яний {|α1〉, |β1〉, |γ1〉} и могут быть записаны в виде
суперпозиции

|λ̃n〉 = C̃αn |α1〉+ C̃βn |β1〉+ C̃γn |γ1〉, (40)

чьи коэффициенты разложения можно получить,
действуя оператором D(−ξ) на обе части уравнения
(17) и воспользовавшись соотношением (38):

C̃µn = Cµne
−iIm(ξµ∗).

Учитывая, что модули скалярных произведений
пар когерентных состояний |〈µ|δ〉| в уравнениях (18)
определяются одним параметром — расстоянием
между ними (28), равным в рассматриваемом случае
стороне треугольника, противоположной третьему
когерентному состоянию, не входящему в пару {µ, δ}
из множества трех амплитуд A = {α, β, γ}:

(A\ {α, β} = {γ} , A\ {β, γ} = {α} , A\ {α, γ} = {β}) ,

введем функцию

s(γ) = x, s(α) = y, s(β) = z, (41)

которая, с учетом полученных собственных значе-
ний (26), позволяет представить уравнения (18) для
векторов с центроидом в начале координат (40)
в виде



νn qs(γ)e
iψαβ qs(β)e

iψαγ

qs(γ)e
iψβα νn qs(α)e

iψβγ

qs(β)e
iψγα qs(α)e

iψγβ νn






C̃αn

C̃βn

C̃γn


 = 0.

(42)
Здесь

νn = sin (θ + 2πn/3) ,

qs(µ) = e−(s(µ))2/2/(2T )

— набор нормированных скалярных произведений
(
q2s(α) + q2s(β) + q2s(γ) = 3/4

)
,

а ψµδ = Im (µ∗δ) — фазы соответствующих произве-
дений 〈µ1|δ1〉:

ψαβ = ψβγ = ψγα =

= −ψαγ = −ψβα = −ψγβ = ψ = 2Sαβγ/3 > 0.

Решение уравнений (42) дает три ортонормиро-
ванных, 〈λ̃n|λ̃m〉 = δnm, собственных вектора (40),

распределение девяти амплитуд вероятностей
∣∣∣C̃µn

∣∣∣
2

в которых определяется соотношением

∣∣∣C̃µn
∣∣∣
2

=
1

9λn

ν2n − q2s(µ)

ν2n − 1/4
, (43)

а их фазы задаются с точностью до произвольного
слагаемого, например, фаз амплитуд C̃γn для различ-
ных n,

C̃µn =
∣∣∣C̃µn

∣∣∣ eiΨ
µγ
n , µ = α, β, (44)
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посредством выражения

eiΨ
µγ
n =

−νnqs(A/{µ,γ})eiψµγ + qs(µ)qs(γ)e
−2iψµγ

√
(ν2n − q2s(µ))(ν

2
n − q2s(γ))

.

(45)
Наиболее простой вид собственные векторы при-

нимают в случае равностороннего треугольника с
центром в начале координат (ξ = 0), для которого,
как было установлено выше, энтропия максималь-
на при заданном среднем числе фотонов. Для него
qs(µ) = 1/2, θ = ψ + π/6, ψ =

√
3|γ|2/2, что, соглас-

но уравнениям (43)–(45), приводит к следующим яв-
ным выражениям для собственных векторов:

|λ̃n〉 =
1

3
√
λn

(
ei

2π
3 (n+1)|α〉+ e−i

2π
3 (n+1)|β〉 + |γ〉

)
,

n = 0, 1, 2, (46)

и собственных значений (26) (рис. 5):

λn =
1

3

[
1− 2e−

2π
3 |γ|2 sin

(
ψ +

π (1 + 4n)

6

)]
. (47)

Рис. 5. Собственные значения λn (47) для случая рав-

ностороннего треугольника как функции его площади

ψ = 2Sαβγ/3 =
√
3|α|2/2

Состояния (46) представляют собой суперпози-
ции когерентных состояний, лежащих на окружно-
сти в фазовой плоскости, и широко изучаются в свя-
зи с тем, что являются оптическими реализациями
многокомпонентного кота Шрёдингера [26, 32].

В силу соотношений

α = ei2π/3γ, β = e−i2π/3γ,

выполненных для равностороннего треугольника,
собственные векторы (46) можно также предста-
вить, используя три проекционных оператора

P
(g)
3

(
â†â
)
=

1

3
(1+2 cos

2π

3
(â†â+g)), g = 0,±1, (48)

которые удовлетворяют соотношениям

P
(i)
3 P

(j)
3 = δij P

(i)
3

и образуют полный набор
∑

g=0,±1

P
(g)
3 = Î ,

а именно,
∣∣∣λ̃n
〉
=

1√
λn
P

(gn)
3

(
â†â
)
|γ〉 , (49)

где индексы gn однозначно связаны с индексами n:3)

gn = (2 + n)mod3− 1, (50)

т.е. g0 = 1, g1 = −1, g2 = 0, при этом

λn = 〈γ| P (gn)
3

(
â†â
)
|γ〉 .

Оператор P (0)
3 осуществляет проецирование на под-

пространство фоковских состояний | n〉, индекс ко-
торых n кратен 3:

P
(0)
3

(
â†â
)
| n〉 = δn,3k | n〉 , k = 0, 1, 2, . . . (51)

Если рассматривать целые неотрицательные числа,
кратные трем, как неотрицательную часть P (H3)

подгруппы H3 аддитивной группы целых чисел, то
операторы P

(±1)
3 осуществляют проецирование на

подпространства фоковских состояний, индексы ко-
торых соответствуют неотрицательной части сме-
щенных классов по подгруппе H3,

P (H3) = 0, 3, 6, 9, . . . ,

P (H3 + 1) = 1, 4, 7, 10, . . . ,

P (H3 + 2) = 2, 5, 8, 11, . . . ,

так как имеют место соотношения

P
(−1)
3

(
â†â
)
| n〉 = δn,3k+1 | n〉 ,

P
(+1)
3

(
â†â
)
| n〉 = δn,3k+2 | n〉 ,

k = 0, 1, 2, . . . (52)

3) Для доказательства данного равенства удобно
представить выражения для проекционных операторов

P
(gn)
3

(

â†â
)

в нормально-упорядоченном виде. Стар-

туя с соотношения eiuâ
†â = : e(e

iu−1)â†â :, получим

cos
(

u(â†â+ g)
)

= : e(cosu−1)â†â cos(sin(u)â†â + g) :,

что приводит к равенству λn =
〈

γ|P
(gn)
3

(

â†â
)

|γ
〉

с λn,

определенным выше в (47).
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Следовательно, ортогональность состояний |λ̃n〉
проявляется как непересечение подпространств,
в которых расположены векторы |λ̃2〉, |λ̃1〉, |λ̃0〉.
Уравнения (51) и (52) также демонстрируют причи-
ну соотношения собственных значений λ2 > λ1 > λ0
при ψ < π/3 (см. рис. 5), связанную с тем, что
при малых амплитудах когерентных состояний бу-
дут преобладать состояния из подгруппы, содержа-
щей вакуумные состояния, т.е. состояния |λ̃2〉, созда-
ваемые проектором P

(0)
3 (49). При увеличении ам-

плитуд когерентных состояний веса состояний |λ̃1〉
и |λ̃0〉 поочередно становятся равными λ2. Сначала,
при ψ = π/3, достигается равенство λ2 = λ1, демон-
стрируя увеличение веса однофотонных состояний
из |λ̃1〉 . Затем, при ψ = 2π/3, становятся значимы-
ми двухфотонные состояния из |λ̃0〉 и достигается
равенство λ2 = λ0 (рис. 5). Веса состояний |λ̃1〉 и
|λ̃0〉 выравниваются при ψ = π. При дальнейшем
увеличении амплитуд данное чередование собствен-
ных значений продолжается с периодом π и с од-
новременным их стремлением к значению 1/3. От-
меченное различие собственных значений в опреде-
ленном диапазоне амплитуд когерентных состояний
является основанием для использования процедуры
компрессии квантовых данных [14] при кодировании
передаваемых сообщений с помощью когерентных
состояний.

4. ЗАКЛЮЧЕНИЕ

В данной статье исследована емкость оптическо-
го канала связи с использованием сигнальных со-
звездий в виде двух и трех произвольных когерент-
ных состояний. С этой целью была вычислена энтро-
пия фон Неймана для статистической смеси двух и
трех равновероятных когерентных состояний. Для
случая трех состояний была введена оригиналь-
ная параметризация треугольника, представляюще-
го три когерентных состояния на комплексной плос-
кости, и на ее основе установлены собственные зна-
чения и собственные векторы оператора плотности
смеси трех произвольных когерентных состояний.

Для практических применений наибольшее зна-
чение имеет следующий основной результат: при за-
данном среднем числе фотонов энтропия оптималь-
ной смеси трех состояний всегда превосходит энтро-
пию оптимальной смеси двух состояний и оптималь-
ной конфигурацией является равносторонний тре-
угольник с центром в начале координат. Следует от-
метить, что энтропия определяет верхний предел пе-
редаваемой информации, а ее реальный объем опре-

деляется конструкцией ресивера, используемого на
принимающей станции. Однако энтропийные соот-
ношения, исследованные в данной статье, определя-
ют фундаментальный предел, достижимый с совер-
шенствованием оптических ресиверов.
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Для рассмотрения эволюции распределения токов в неоднородных тонких проводящих слоях или фольгах

используется интегро-дифференциальное уравнение, с помощью которого трехмерная задача для магнит-

ного поля сводится к двумерной, а для распределения токов по ширине неоднородных проводящих слоев

или фольг это уравнение позволяет свести двумерную задачу для магнитного поля к одномерной. Для

однородных проводящих слоев с постоянной проводимостью пространственный масштаб распределения

тока, сосредоточенного вначале в ограниченной области, растет пропорционально времени со скоростью

u = c2/4πσ∆, где σ — проводимость материала слоя, ∆ — его толщина. В качестве приложения к за-

дачам переброса тока с помощью электровзрывных размыкателей рассмотрено распределение тока по

ширине фольги для периодической системы плоских фольг типа «змеек». Показано, что в этой системе

вначале в фольге устанавливается распределение тока, соответствующее идеальной проводимости фоль-

ги. Затем за времена порядка s/u (2s — ширина фольги) происходит релаксация распределения тока в

фольге к равномерному. Оценки показывают, что если фольги используются в качестве размыкателей,

то токи по фольгам в процессе переброса тока в нагрузку должны успевать распределяться равномерно

по их ширине, поэтому поправки на неоднородность распределения тока в размыкателях должны быть

невелики.

DOI: 10.31857/S004445102304003X
EDN:

1. ВВЕДЕНИЕ

Во многих системах с тонкими фольгами, в част-
ности в фольговых размыкателях тока [1–3], широ-
ко применяющихся для обострения импульсов тока,
важным вопросом является вопрос о распределении
тока по ширине фольги. Обычно для описания рабо-
ты этих систем предполагают, что ток распределен
равномерно по ширине. Это предположение, одна-
ко, может быть не всегда оправданным даже для
однородных фольг, если учесть зависимость сопро-
тивления фольги от джоулева тепловыделения. В
этом случае, если в местах повышенного джоулева
тепловыделения будет уменьшаться сопротивление,
что возможно при переходе проводника в плазму,
то ток может перебрасываться в области больше-
го разогрева. Таким образом, на этой стадии воз-
можна неустойчивость токового слоя относительно

* E-mail: EMKravets@vniief.ru

филаментации (устойчивость токовых слоев отно-
сительно стратификации изучалась в работе [4]).
На стадии роста сопротивления при джоулевом теп-
ловыделении условие устойчивости проводника от-
носительно филаментации должно выполняться, и
предположение об однородности фольги может быть
оправданным.

Довольно часто в технике применяются фольги
конечной ширины или же наборы плоских фольг ти-
па «змеек», которые в последнее время изучаются
как возможные быстрые размыкатели [3] в мощных
источниках тока. В этом случае возникают вопро-
сы: как будет распределяться ток по ширине таких
фольг и насколько правильно описывать их сопро-
тивление, как сопротивление фольги с однородным
распределением тока?

Вопросы растекания тока в тонких токовых сло-
ях изучались в целом ряде работ [5–9]. В этих ра-
ботах показано, что при анализе процессов растека-
ния появляется физическая величина u = c2/4πσ∆

(σ — проводимость фольги, ∆ — ее толщина, а вели-
чина σ∆ является поверхностной проводимостью) с

480



ЖЭТФ, том 163, вып. 4, 2023 Растекание тока в тонких фольгах. . .

размерностью скорости, которая характеризует про-
цесс выравнивания токов по ширине фольги. Вооб-
ще говоря, даже в предположении зависимости ве-
личин в фольге только от координаты вдоль шири-
ны фольги магнитные поля будут иметь двумерный
характер и будут также зависеть от координаты,
перпендикулярной фольге. Тем не менее в работе [9]
показано, что задачу о растекании тока по ширине
фольги можно свести к одномерному интегро-диф-
ференциальному уравнению для плотности тока.

В настоящей работе мы выведем интегро-
дифференциальное уравнение для плотности тока в
общем двумерном случае, проанализируем свойства
его решений для замкнутой системы токов (вихри
токов на поверхности), а также применим одно-
мерное интегро-дифференциальное уравнение [9]
для расчета распределения и выравнивания тока
по ширине фольги в системах плоских фольг типа
«змеек» или конечных по ширине плоских токовых
слоях.

2. РАСТЕКАНИЕ ТОКА В ДВУМЕРНОМ
СЛУЧАЕ

Рис. 1. Геометрия задачи

Рассмотрим плоский и бесконечно тонкий токо-
вый слой, ось y направим перпендикулярно его плос-
кости (рис. 1). Плотность тока j в нем будем считать
зависящей от x и z. Интегро-дифференциальное
уравнение, описывающее динамику магнитного по-
ля на поверхности слоя с постоянной проводимо-
стью, выведено в работе [8]. Мы получим интегро-
дифференциальное уравнение, описывающее дина-
мику растекания тока в двумерной задаче (плоском
токовом слое), когда все величины зависят от x и z.

Найдем магнитное поле на поверхности, т. е. при
y = 0. По закону Био – Савара ток и создаваемое им
магнитное поле связаны соотношением

B (r) =
1

c

∫
[j (r′)× r− r′]

|r− r′|3
dr′, (1)

из которого видно, что поскольку при y = 0 век-
тор r лежит в плоскости xz, вектор B перпендику-
лярен этой плоскости. Можно показать, что фурье-
компоненты величин B(r) и j(r),

B (r) =
1

2π

∫
Bke

i(k·r) dk,

j (r) =
1

2π

∫
jke

i(k·r) dk,

связаны соотношениями

Bk = −2πi

ck
[jk × k] ,

jk =
ic

2πk
[k×Bk] .

Обращая интегральный оператор в формуле (1)
с помощью преобразования Фурье, можно выразить
плотность тока через магнитное поле на поверхно-
сти:

j (r) = − c

4π2

∫ [
R

R3
×B (r′)

]
dr′. (2)

Динамика магнитного поля определяется уравнени-
ем Максвелла

∂B

∂t
= −c rot2E (3)

(индекс «2» у ротора означает, что дифференциро-
вание происходит только по координатам x и z), в
котором для нахождения электрического поля сле-
дует использовать закон Ома для поверхностного
тока:

j = σ∆E. (4)

Подставляя E из (4) в (3) и выражая плотность тока
через магнитное поле с помощью (2), получим

∂B

∂t
= −4π

c
rot2(uj) =

=
1

π
rot2

(
u(r)

∫ [
R

R3
×B (r′)

]
dr′
)
. (5)

При u = const уравнение (5) можно переписать в
виде

∂B(r)

∂t
= −u

π

∫
B(r′)div2

(
R

R3

)
dr′ =

=
u

π

∫
B (r′)

R3
dr′ =

u

π
∆2

∫
B (r′)

|r− r′| dr
′

(индекс «2» здесь, по аналогии с (3), означает, что
дифференцирование происходит только по двум ко-
ординатам, а ∆2 — двумерный лапласиан), и оно
совпадет с выведенным в работе [8].

Получим теперь уравнение для плотности то-
ка. Продифференцируем (2) по времени и исполь-
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зуем (5):

∂ j (r)

∂t
= − c

4π2

∫ [
R

R3
× ∂B (r′)

∂t

]
dr′ =

=
1

π

∫ [
R

R3
× rot′2 (u (r

′) j (r′))

]
dr′ ≡

≡ 1

π

∫ [
R̃× rot′2Ẽ (r′)

]
dr′ (6)

(введены обозначения R̃ = R/R3, Ẽ = uj = c2E/4π,
а rot′2 означает дифференцирование по r′). Интегри-
руя (6) по частям, учитывая, что ротор от всего вы-
ражения сводится к интегралу по удаленному кон-
туру, переводя дифференцирование на R̃ и меняя
дифференцирование с r′ на r, получим

∂ j (r)

∂t
=

1

π

∫ [
R̃× rot′2E(r′)

]
dr′ =

= − 1

π

∫
rot′2

[
↓

R̃ × Ẽ(r′)

]
dr′ =

=
1

π

∫
rot2

[
R̃× Ẽ(r′)

]
dr′ =

=
1

π
rot2

(∫ [
R

R3
× u (r′) j (r′)

]
dr′
)

(7)

(стрелка означает, что rot′2 действует только на век-
тор R̃).

Рассмотрим динамику магнитного момента M,
образуемого вихревыми токами j(r),

M =
1

2c

∫
[r× j] dr.

Производная по времени от M, согласно (7), будет
определяться выражением

dM

dt
=

1

2πc

∫ [
r×

[
R̃× rot′2Ẽ(r′)

]]
dr′ dr.

Раскрывая двойное векторное произведение, полу-
чаем

dM

dt
= − 1

2πc

∫
rot′2Ẽ(r

′)(r · R̃) dr′ dr.

Проводя интегрирование по частям по dr′ и считая,
что на бесконечности электрическое поле достаточ-
но быстро стремится к нулю (критерий для этого
будет получен в следующем разделе), можно полу-
чить

dMi

dt
=

1

2πc
εikl

∫
Ẽl (r

′)
∂

∂xk′
1

R
dr′ dr,

где εikl — единичный антисимметричный псевдотен-
зор. Перенося дифференцирование с r′ на r и учи-
тывая, что ∫

∂

∂xk

1

R
dr = 0,

получаем закон сохранения магнитного момента для
системы замкнутых токов на проводящей плоско-
сти:

dM

dt
= 0. (8)

3. РАСТЕКАНИЕ ТОКА В
ОСЕСИММЕТРИЧНОЙ СИСТЕМЕ

Любая ограниченная замкнутая конфигурация
плоских токов (токовый вихрь) со временем по ме-
ре растекания будет становиться осесимметричной,
с центром, совпадающим с первоначальной локали-
зацией этого вихря. В этом случае для больших вре-
мен имеем j (r) = j (r) eϕ, и уравнение (7), определя-
ющее динамику растекания тока, можно переписать
в виде

∂j

∂t
=

1

π

∂

∂r

∞∫

0

2π∫

0

u (r′) j (r′)×

× r′ − r cosϕ
(
r2 + r′2 − 2rr′ cosϕ

)3/2 r
′ dϕdr′ =

=
2

π

∂

∂r

∞∫

0

π∫

0

u (rw) j (rw) ×

× w − cosϕ

(w2 + 1− 2w cosϕ)3/2
dϕw dw,

где w = r′/r. Интеграл по углу ϕ дает

∂j

∂t
=

∂

∂r

∞∫

0

u(rw) j(rw) D(w) dw, (9)

где

D(w) =
2

π

(
1

w + 1
K

(
2
√
w

w + 1

)
+

1

w − 1
E

(
2
√
w

w + 1

))
.

Здесь K(w) и E(w) — полные эллиптические инте-
гралы первого и второго рода соответственно. Функ-
цию D(w) после некоторых преобразований можно
переписать в виде

D(w) =
4

π





K(w) +
E(w)

w2 − 1
, w < 1,

w

w2 − 1
E

(
1

w

)
, w > 1.

Важным свойством функции D(w) является то, что

∞∫

0

D(w)

w2
dw = 0.
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Рис. 2. Графики функций D(w) (1) и D(w)/w2 (2)

Пользуясь этим свойством, можно показать, что
уравнение (9), в соответствии с (8), удовлетворяет
закону сохранения полного магнитного момента

dM

dt
=

∂

∂t

1

c

∞∫

0

j(r) r2dr =
1

c

∞∫

0

∂j

∂t
r2dr = 0.

Графики функций D(w) и D(w)/w2 представле-
ны на рис. 2. Величина D(w) ≃ −w2 при малых w и
D(w) ≃ 2/w при больших w.

Зная j(r), из закона Био – Савара (1) в нашем
осесимметричном случае можно найти магнитное
поле на плоскости, Bz(r) ≡ B(r):

B(r) =
π

c

∞∫

0

j(rw)D(w) dw.

Рассмотрим, как ведет себя j(r) на больших рас-
стояниях r ≫ 1. Большие r в интеграле (9) соответ-
ствуют малым w. Но D(w) ∝ w2 при малых w, а
значит, интеграл в (9) пропорционален 1/r3 и, сле-
довательно, ∂j/∂t ∝ 1/r4 и, можно думать, что на
больших расстояниях j ∝ 1/r4.

Для того чтобы выполнялся закон сохранения
магнитного момента, электрическое поле на боль-
ших расстояниях должно убывать быстрее, чем 1/r2

(изменения магнитного момента приводят к такой
зависимости от r для вектор-потенциала, а следова-
тельно, и электрического поля). Поскольку, соглас-
но закону Ома, электрическое поле E ∝ uj, для со-
хранения магнитного момента, казалось бы, необхо-
димо, чтобы на больших расстояниях u росло мед-
леннее, чем r2. Однако фактически, если на боль-
ших расстояниях u ∝ rα, то при α > 1 ток и маг-
нитный момент могут за конечное время перебра-
сываться на бесконечность (это следует из оценки

dr/dt ∝ u ∝ rα; одновременно при α > 1 оценка
интеграла (9) для больших r приводит к расходимо-
сти). Таким образом, следует считать, что при α > 1

магнитный момент не сохраняется. Тогда плотность
тока будет экспоненциально затухать в зависимости
от времени, а на больших r, поскольку электриче-
ское поле ведет себя, как 1/r2, плотность тока будет
j ∝ 1/r2+α.

3.1. Автомодельное решение

Рассмотрим случай постоянной проводимости
слоя, u = const. Поскольку в этом случае для
больших времен характерные расстояния меняют-
ся как r ∝ ut, а магнитный момент M сохраняется,
M = const, для больших t следует искать решение в
виде

j =
c

π

M

(ut)3
j̃ (ξ) ,

где ξ = r/ut — безразмерная автомодельная пере-
менная, а j̃(ξ) — безразмерная автомодельная плот-
ность тока. Из (9) получаем уравнение для j̃(ξ):

ξj̃′(ξ) + 3j̃(ξ) +
∂

∂ξ

∞∫

0

j̃(ξw)D(w) dw = 0.

Мы нашли точное аналитическое решение это-
го уравнения. Решением этого уравнения для плот-
ности тока j̃ (ξ), нормированной на автомодельный
магнитный момент,

∞∫

0

j̃(ξ)ξ2 dξ = 1,

является функция

j̃(ξ) = − d

dξ

β

2

1

(1 + βξ2)
3/2

=
3β2

2

ξ

2(1 + βξ2)
5/2

при β = 1/4, т. е.

j̃(ξ) =
3

32

ξ

(1 + ξ2/4)
5/2

.

Эта величина представлена на рис. 3. Плотность то-
ка линейно растет при малых ξ, достигает максиму-
ма при ξ = 1 и убывает как 1/ξ4 на больших ξ.

Магнитное поле на поверхности в автомодель-
ных переменных определяется формулой

B(r) =
M

(ut)3
b(ξ).

Безразмерная величина магнитного поля

b(ξ) =

∞∫

0

j̃(ξw)D(w) dw,

483



С. Ф. Гаранин, Е. М. Кравец ЖЭТФ, том 163, вып. 4, 2023

Рис. 3. Автомодельная плотность тока j̃ (ξ) и магнитное

поле b (ξ) токового вихря

соответствующая току j̃ (ξ), равна

b(ξ) = β
1− βξ2/2

(1 + βξ2)5/2
=

1

4

1− ξ2/8

(1 + ξ2/4)5/2

и также показана на рис. 3. Магнитное поле макси-
мально при ξ = 0, меняет направление при ξ = 2

√
2,

а на больших расстояниях ведет себя как 1/ξ3.

4. СИСТЕМА ПЛОСКИХ ФОЛЬГ.
ОДНОМЕРНОЕ РАССМОТРЕНИЕ

4.1. Постановка задачи

В одномерном случае, когда все величины зави-
сят только от x, а j(r) = j(x) ez, уравнение (7) сво-
дится к полученному нами ранее [9] уравнению

∂j

∂t
= − 2

π

∂

∂x

∞∫

−∞

dx′
u(x′) j(x′)

x− x′
. (10)

Это уравнение может использоваться для расче-
тов распределения токов в плоских токовых слоях, в
том числе и для систем плоских фольг типа «змеек».
Интересно отметить, что из дивергентного характе-
ра уравнения (10) следует, что для локализованного
распределения тока и неограниченного по простран-
ству распределения ненулевой проводимости (т. е. не
обращающейся в бесконечность скорости u) полный
ток по системе

∫∞

−∞ j dx сохраняется. Таким обра-
зом, это уравнение особенно удобно использовать в
задачах с поддерживаемым в системе током.

Рис. 4. Электровзрывной размыкатель тока типа «змеек»

для обострения тока в ВМГ

Рис. 5. Система периодических плоских фольг

Мы будем решать задачу для распределения то-
ков в плоских токовых слоях, в том числе и для си-
стем плоских фольг типа «змеек» (рис. 4). Предпо-
ложим, что имеется бесконечная периодическая си-
стема плоских фольг шириной 2s, находящихся на
расстояниях 2(a− s) друг от друга (рис. 5). Период
системы по координате x равен 2a. В частном случае
a→ ∞ система превращается в уединенную фольгу,
а малые расстояния между фольгами 2(a− s) будут
соответствовать почти сплошной фольге.

Будем считать, что полный ток по системе посто-
янен в каждом из полупериодов, проводимость в об-
ласти между фольгами мала и, соответственно, ско-
рость uv очень велика, uv ≫ u. Мы хотим промоде-
лировать ситуацию, когда в начальный момент вре-
мени ток быстро распределяется по ширине фоль-
ги так, как если бы она вначале была практически
сверхпроводящей, а затем уже более медленно (со
скоростью u) стремится распределиться равномер-
но по ширине фольги. Для такого моделирования
задачу можно поставить так: вначале ток j вообще
равномерно распределен по системе. В этом случае
в начальный момент времени нормальная компонен-
та магнитного поля By везде, в том числе и на по-
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верхности фольги, равна нулю. Затем ток быстро, со
скоростью uv ≫ u, перераспределится, но на поверх-
ности фольги нормальная компонента By останется
равной нулю, поскольку по фольге ток распределя-
ется более медленно, со скоростью u. Таким обра-
зом, в данной задаче мы сможем узнать, как распре-
деляется ток по почти сверхпроводящей фольге (на
малых временах) и как будет перераспределяться и
выравниваться ток по фольге на больших временах.
Такой прием для описания динамики распределения
тока по фольге является в некоторой степени искус-
ственным, однако он позволяет, оставаясь в рамках
одномерной задачи, описать динамику распределе-
ния токов по фольге, начиная с малых времен и до
полного выравнивания тока.

В частности, мы сможем получить ответ на во-
прос о том, как будет меняться от времени эф-
фективное сопротивление фольги и насколько точ-
но предположение о том, что ток по фольге рас-
пределяется равномерно. Эффективное сопротивле-
ние фольги в рассматриваемой системе определяет-
ся электрическим полем в центре фольги, поскольку
именно это электрическое поле соответствует уходу
магнитного потока из системы и, соответственно, пе-
редаче магнитного потока в нагрузку.

4.2. Расчетная методика

С учетом периодичности рассматриваемой зада-
чи перепишем выражение (10) в виде

∂j (x, t)

∂t
=

2

π

∂

∂x

a∫

0

dξ

ξ
(u (x+ ξ) j (x+ ξ, t)−

− u (x− ξ) j (x− ξ, t))×

×
(
1− ξ

2a

(
ψ

(
1 +

ξ

2a

)
− ψ

(
1− ξ

2a

)))
, (11)

где ξ = x′ − x, ψ — пси-функция Эйлера. Таким
образом, от интегрирования по бесконечной прямой
в (10) мы перешли к интегрированию по конечному
отрезку (0, a) в (11).

Перейдем к безразмерным переменным, взяв за
единицу измерения длины полуширину фольги s, за
единицу измерения скорости — скорость u; в этом
случае время будет измеряться в единицах s/u.

В соответствии с вышесказанным для моделиро-
вания с первоначальным распределением магнитно-
го поля, которое в начальный момент не должно
иметь нормальной компоненты на фольге, в числен-

ных расчетах интегро-дифференциального уравне-
ния растекания тока (11) в начальный момент вре-
мени t = 0 задавалось равномерное распределение
тока по координате x. Для удобства нормировки мы
задавали плотность тока таким образом, чтобы пол-
ный ток по отрезку (0, a) был равен единице:

a∫

0

j (x, 0) dx = 1,

т. е. чтобы плотность тока в начальный момент вре-
мени была равна

j(x, 0) = 1/a.

В нашей задаче между фольгами располагался
вакуум или диэлектрик, поэтому величина uv в ва-
кууме задавалась значительно большей, чем внутри
фольги, uv(s < x < a) = 104.

4.3. Результаты расчетов

Плотность тока j(x, t) в фольге, полученная в
расчете с a = 2 на различные моменты времени,
представлена на рис. 6.

На рис. 6 видно, что ток j(x, t) в фольге при
малых временах распределяется так же, как и в
сверхпроводящей фольге, и имеет особенность ви-
да 1/

√
1− x/s (стандартную для задач с решением

уравнением Лапласа в плоском случае вблизи гра-
ницы отрезка [10]) вблизи границы фольги x = s,
т. е. концентрируется вблизи границы, а затем стре-
мится к равномерному распределению по ширине
фольги. К моменту времени t = 1 распределение
тока уже близко к равномерному.

Рис. 6. Плотность тока в фольге в расчете с a = 2 на

различные моменты времени
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Рис. 7. Зависимость от времени отношения плотности то-

ка при x = 0 к среднему значению тока в фольге jave(t)

для различных расстояний между фольгами

Рис. 8. Величина f(a) для различных значений (a− s)/a

На рис. 7 показана зависимость от времени отно-
шения плотности тока при x = 0 к среднему зна-
чению тока в фольге jave(t). В момент начала сче-
та, согласно постановке задачи, эта величина равна
единице, однако очень быстро достигает минимума.
На рис. 7 данные начальные участки не показаны,
поскольку при увеличении uv эти временные интер-
валы уменьшаются. В дальнейшем с течением вре-
мени величина j(0, t)/jave(t) возрастает и стремится
к единице по мере выравнивания тока.

На рис. 8 представлена величина f(a), равная
значению при t = 0 функции, полученной экстра-
поляцией до t = 0 зависимости j(0, t)/jave(t), у ко-
торой отброшены значения при малых t, т. е. по су-
ществу отношение тока в центре фольги к среднему
току по фольге для сверхпроводящих фольг. По оси
абсцисс отложена величина (a − s)/a, равная доле
вакуумной области в полупериоде a.

Для самого большого полупериода a, для ко-
торого проводились расчеты (a = 100), значе-
ние f(a) равно 0.637, что очень близко к зна-

чению 2/π ≈ 0.6366 для изолированной фольги.
При уменьшении расстояния между фольгами ве-
личина f(a) медленно увеличивается. Например,
f(2) = 0.708. По мере сближения фольг функция
f(a) линейно стремится к единице.

4.4. Некоторые оценки для системы типа
«змеек»

Для системы типа «змеек», применяемой в рабо-
те [3], внутренний радиус серпантина R1 = 15.5 см,
период 2a = 1.87 см, ширина фольги 2s = 1.6 см,
зазоры между фольгами 2(a − s) = 0.27 см. Тогда
(a − s)/a = 0.144 и соответствующее уменьшение
эффективного сопротивления (см. рис. 8) f = 0.877.
Для внешнего радиуса серпантина R2 = 22.8 см име-
ем зазоры 2(a − s) = 1.16 см и (a − s)/a = 0.42,
f = 0.734. Система фольг удалена от генератора и
нагрузки на расстояние d, большее 10 см, так что
условие для рассмотрения системы фольг как от-
дельного узла, d ≫ s, выполняется. Оценим время
выравнивания тока и необходимость учета неравно-
мерности его распределения для работы фольгового
размыкателя.

Выравнивание тока, согласно рис. 7, происходит
за безразмерное время 0.13–0.14 (для которого раз-
ница между величиной j(0, t)/jave(t) и единицей
уменьшается в 2 раза), и оно не сильно зависит от
величины (a− s)/a.

Для медной фольги [3] в начальном состоянии
величина u = c2/4πσ∆ = 8.92 · 104 см/с. Если
2s = 1.6 см, то безразмерному времени 1 соот-
ветствует размерное время s/u = 9 · 10−6 с, зна-
чит, характерное время выравнивания тока порядка
10−6 с. Само по себе время выравнивания оказыва-
ется сравнимым и даже большим времени переброса
тока в этом размыкателе и, казалось бы, могло по-
требовать введения поправок f ≈ 0.88, f ≈ 0.73 к
эффективному сопротивлению. Однако фактически
сопротивление фольг в размыкателе за счет нагрева
при протекании тока растет значительно (скорость
u может возрастать на два порядка). Поэтому токи
по ширине фольги практически выравниваются и,
соответственно, нет необходимости вводить поправ-
ки на неоднородность распределения тока по ши-
рине фольги.

5. ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Эволюцию двумерного распределения токов в
неоднородных тонких проводящих слоях или фоль-
гах можно описывать с помощью интегро-диф-
ференциального уравнения, что позволяет свести
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трехмерную задачу для магнитного поля к двумер-
ной, а для распределения токов по ширине неодно-
родных проводящих фольг двумерная задача для
магнитного поля сводится к одномерной. Показано,
что в двумерном случае для замкнутой системы то-
ков сохраняется магнитный момент этой системы.

Замкнутая система токов при больших временах
становится азимутально симметричной. Для этого
случая получены интегро-дифференциальное урав-
нение и его автомодельное решение, для которого
сохраняется магнитный момент, а пространствен-
ные масштабы растут линейно со временем.

Рассмотрена задача о распределении токов для
систем плоских фольг типа «змеек». Для описания
эволюции распределения токов при фиксированном
полном токе через систему следует считать, что в
начальный момент плотность тока является посто-
янной по всей системе, включая промежутки между
фольгами, а затем происходит быстрая релаксация
этого распределения со скоростью uv ≫ u. В резуль-
тате в фольге быстро устанавливается распределе-
ние тока, соответствующее идеальной проводимости
фольги. Затем за времена s/u происходит релакса-
ция распределения тока в фольге к равномерному.

Проведены расчеты распределения тока по
фольге для разных значений a/s. Показано, что на
стадии быстрого включения тока эффективное со-
противление фольги не очень значительно отлича-
ется от сопротивления, вычисленного в предположе-
нии равнораспределения тока. Наибольшее разли-
чие имеет место для далеко разнесенных фольг. На
стадии релаксации распределения тока к равномер-
ному величина j(0, t)/jave(t) стремится к единице,
причем характерное время этого выравнивания со-
ставляет (0.13–0.14)s/u и слабо зависит от значений
зазоров между фольгами.

Оценки показывают, что если фольги использу-
ются в качестве размыкателей, то токи по фольгам

в процессе переброса тока в нагрузку должны успе-
вать распределяться равномерно по их ширине. По-
этому поправки на неоднородность распределения
тока в размыкателях должны быть невелики.

Однако для плоских токовых слоев рассмотрен-
ные в работе распределения тока и их эволюция мо-
гут играть важную роль, в том числе в развитии
тиринг-неустойчивости этих слоев.
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Экспериментально исследованы спектры высоких оптических гармоник при воздействии фемтосекунд-

ных импульсов субрелятивисткой интенсивности на поверхность твердотельных мишеней из полистиро-

ла, CaF2, BK7 и Al. Зарегистрированы гармоники до 51 порядка от излучения с центральной длиной

волны 3.85мкм. Показано, что наиболее высокие порядки гармоник наблюдаются при взаимодействии

лазерного излучения с поверхностью мишеней из полистирола. Экспериментально зарегистрировано, что

зависимость энергии гармоник от их номера может быть аппроксимирована убывающей степенной функ-

цией с показателем от 4 до 8/3.
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Генерация оптических гармоник в плазме про-
боя у поверхности твердотельных мишеней иссле-
дуется более 30 лет [1–4]. Изучению оптических
нелинейностей таких плазменных сред посвящено
большое количество как экспериментальных, так и
теоретических работ [5–13]. Мощные лазерные им-
пульсы с интенсивностью, позволяющей ускорять
электроны образующейся плазмы до релятивист-
ских энергий [14], дают возможность наблюдать ши-
рокий спектр нелинейно-оптических процессов, при-
водящих к эффективному преобразованию лазерно-

* E-mail: sbd@rqc.ru

го излучения в коротковолновую область [15], реа-
лизации новых режимов управления параметрами
сверхкоротких лазерных импульсов [16, 17], генера-
ции импульсов электромагнитного поля в терагер-
цевом (ТГц) и СВЧ-диапазоне [18–21], а также син-
тезировать аттосекундные импульсы [22,23].

До недавнего времени почти все эксперименты
по генерации гармоник высокого порядка проводи-
лись с использованием титан-сапфирового лазера.
В последние годы активно развивается примене-
ние источников [24, 25] интенсивных фемтосекунд-
ных импульсов с центральной длиной волны в диа-
пазоне до нескольких микрометров. Использование
длинноволнового излучения среднего инфракрасно-
го (ИК) диапазона позволяет увеличить пондеромо-
торную энергию электронов пропорционально квад-
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рату длины волны [26–28], и уже при интенсивно-
стях порядка 1017 Вт/см2 приведенный векторный
потенциал a0 = eE0/mcω0 (где e, m — заряд и масса
электрона, E0 и ω0 — амплитуда и центральная час-
тота лазерного поля), определяющий энергию уско-
ренных лазерным полем электронов, становится по-
рядка 1, что приводит к проявлению релятивист-
ских эффектов в спектрах генерируемого излуче-
ния. Нами были впервые проведены эксперименты
по регистрации гармоник в релятивистском режи-
ме при взаимодействии фемтосекундного лазерно-
го излучения среднего ИК-диапазона с поверхно-
стью твердотельной мишени [18,29]. Основные свой-
ства зарегистрированных спектров гармоник высо-
кого порядка — поляризационные свойства (были
зарегистрированы гармоники от s-поляризованного
лазерного излучения) и свойства углового распреде-
ления (зависимость их интенсивности от телесного
угла) — согласуются с известной картиной генера-
ции гармоник высокого порядка в релятивистском
режиме взаимодействия излучения с твердотельной
мишенью [8, 10, 14, 22, 23, 30,31].

При дальнейшем изучении спектров в коротко-
волновой области оказалось, что наряду с зареги-
стрированными ранее свойствами, присущими ме-
ханизму осциллирующего плазменного зеркала, в
спектре генерируемых гармоник наблюдается от-
клонение от предсказанной теоретической зависимо-
сти интенсивности от номера гармоник [14]. Широ-
кий спектр нелинейно-оптических явлений при та-
ких энергиях лазерных импульсов обусловлен эф-
фективным формированием плазменных токов в
кильватерной волне лазерного импульса [19].

В данной работе продолжено экспериментальное
исследование спектров гармоник высокого порядка
в плазме пробоя у поверхности твердотельных ми-
шеней, возбуждаемой фемтосекундными лазерными
импульсами среднего ИК-диапазона субтераваттно-
го уровня мощности с приведенным векторным по-
тенциалом a0 ≈ 1. Впервые сообщается об экспе-
риментальном наблюдении гармоник до 51 порядка
от лазерного излучения с центральной длиной вол-
ны 3.85мкм. В эксперименте использовались мише-
ни в форме пластинок из CaF2, BK7, полистирола
и алюминия толщиной 1мм. Были выбраны диэлек-
трики с разными значениями ширины запрещенной
зоны и металл. Проводится сравнение с эксперимен-
тами, в которых лазерное излучение накачки имеет
центральную длину волны 1.03мкм и параметр a0
меньше 1.

В качестве источника мощных лазерных импуль-
сов среднего ИК-диапазона использовалась лазер-

Рис. 1. Схема экспериментов по генерации и детектирова-

нию ВГ. VC1 –VC3 — вакуумные камеры, M1 –M4 — зерка-

ла, Т — телескоп, увеличивающий размер пучка в 2 раза,

PM — параболическое зеркало с фокусным расстоянием

50мм, ST — твердотельная мишень на трансляторе, S —

регулируемая щель, CaF2-окно толщиной 1мм на шибере,

Sn-фильтр толщиной 300 нм на шибере, TG — тороидаль-

ная дифракционная решетка, MCP — детектор на основе

микроканальных пластин в шевронной сборке, W1, W2 —

входное и выходное окна

ная система на основе оптического параметрическо-
го усиления чирпированных импульсов (ОПУЧИ),
на выходе которой имелись импульсы с центральной
длиной волны λ0 = 3.85мкм, длительностью 90фс
и энергией до 15мДж [32, 33]. Частота следования
импульсов составляла 20Гц. Излучение лазера за-
водилось в вакуумную камеру VC1 (рис. 1) и фо-
кусировалось при помощи параболического зеркала
с фокусным расстоянием 50мм на мишень, установ-
ленную на вращающемся диске. Скорость вращения
подбиралась таким образом, чтобы каждый новый
выстрел приходился на свежую поверхность. Через
каждые 100 лазерных импульсов мишень сдвигалась
по высоте. Диаметр лазерного пучка, направляемо-
го на параболическое зеркало, увеличивался с помо-
щью телескопа для уменьшения размера пятна в фо-
кусе. При этом интенсивность излучения на мише-
ни оценивается нами на уровне 1017 Вт/см2, что со-
ответствует приведенному векторному потенциалу
a0 ≈ 1. Контраст лазерных импульсов составляет не
менее 106 [18], и это определяет интенсивность воз-
можных предымпульсов менее 1011 Вт/см2, что ока-
зывается более чем на порядок ниже порога пробоя
диэлектрика в данном диапазоне длин волн [34, 35]
и не приводит к образованию электронной плазмы
перед поверхностью мишени к моменту прихода ос-
новного импульса. Угол падения p-поляризованного
излучения на мишень составлял 45◦. Для защиты
параболического зеркала от абляционного загрязне-
ния сразу за зеркалом устанавливалась пластинка
из CaF2 толщиной 1мм, которая требовала очистки
после нескольких дней проведения экспериментов.

489



А. В. Митрофанов, М. В. Рожко, М. М. Назаров и др. ЖЭТФ, том 163, вып. 4, 2023

Регистрация спектра высоких гармоник (ВГ) прово-
дилась в направлении зеркального отражения спе-
циально сконструированным спектрометром на ос-
нове тороидальной дифракционной решетки с плот-
ностью штрихов 1200штрих./мм. Решетка имела зо-
лотое покрытие и была оптимизирована для реги-
страции спектра в диапазоне от 100 до 40 нм. Спек-
трометр размещался в отдельном вакуумном объ-
еме VC2 – VC3. Регистрация спектров проводилась
при помощи детектора на основе шевронной сбор-
ки двух микроканальных пластин (MCP) с рабочим
диаметром 40мм и фосфорным экраном. Плоскость
MCP-детектора устанавливалась под определенным
углом к направлению спектра, оптимизированным
для получения наименьших аберраций в области
100–40 нм методом трассировки лучей. MCP-детек-
тор был установлен на трансляционной подаче, поз-
волявшей изменять расстояние от решетки до детек-
тора вдоль среднего направления на спектр. Пози-
ция детектора определялась экспериментально для
получения наиболее четкой спектральной картины.

Имелась также возможность изменять угол уста-
новки дифракционной решетки для измерения спек-
тра ВГ в широком диапазоне. Изображение с фос-
форного экрана MCP-детектора переносилось на
ПЗС-камеру (CCD), установленную вне вакуумного
объема, при помощи объектива. Все спектры запи-
сывались в режиме одного выстрела лазера, после
чего могло быть выполнено усреднение по несколь-
ким кадрам. Вакуумные объемы VC1 и VC2 – VC3
откачивались отдельными турбонасосами, что поз-
воляло поддерживать давление около 2 · 10−6 мбар.
Такое давление необходимо, чтобы исключить об-
разование плазмы в остаточном газе при жесткой
фокусировке на поверхность мишени, а также для
корректной работы MCP-детектора. Дополнитель-
но перед дифракционной решеткой могли вводить-
ся фильтры в виде пластинки CaF2 толщиной 1мм
или фильтр из свободно подвешенной фольги Sn

толщиной 300 нм, установленные на вакуумных ши-
берах. Данные фильтры позволяли спектрально се-
лектировать различные порядки гармоник и прово-
дить калибровку спектрометра. Кроме того, CaF2-
фильтр выдерживал перепад давлений в 1 атм и поз-
волял менять мишень и юстировать оптические эле-
менты без разгерметизации камеры спектрометра.
После мишени на специальной трансляционной по-
даче была установлена щель S для пространствен-
ного селектирования сигнала ВГ и повышения кон-
траста относительно некогерентного фона.

В каждом узком диапазоне длин волн выпол-
нялась отдельная калибровка спектральных карт.

Диапазоны всегда выбирались таким образом, что-
бы в них наблюдались резкие отсечки пропуска-
ния фильтров либо вторые порядки таких отсе-
чек. Спектр гармоник после привязки номеров от-
дельных гармоник по отсечкам пропускания филь-
тров также мог служить в качестве калибровоч-
ной линейки в отдельных случаях. При построе-
нии спектров учитывалась чувствительность MCP-
детектора по длине волны и отражающая способ-
ность решетки с золотым покрытием.

Проведенные ранее эксперименты [18, 36] по ге-
нерации гармоник от лазерных импульсов средне-
го ИК-диапазона показали, что излучение на цен-
тральной длине волны 3.85мкм эффективно преоб-
разуется в гармоники в видимой и ультрафиолето-
вой (УФ) областях спектра. В серии экспериментов,
описываемой в настоящей работе, регистрировались
оптические спектры в области от 170 до 75 нм, что
позволило наблюдать гармоники до 51 порядка. На
рис. 2 представлены изображения экрана MCP для
различных участков спектра и различных матери-
алов мишени. Несимметричность изображений по
вертикальной оси объясняется искажениями, вно-
симыми тороидальной дифракционной решеткой. В
области 120–170 нм спектр гармоник регистрировал-
ся примерно в каждом втором лазерном импульсе.
Частота регистрации гармоник в более коротковол-
новой области уменьшалась в 4–5 раз, что обуслов-
лено более высокой чувствительностью генерируе-
мых ВГ как к флуктуациям интенсивности и мо-
ды лазерных импульсов, так и к стабильности по-
ложения мишени при ее вращении. Гармоника с
максимальным номером 51 наблюдалась от мише-
ни из полистирола (рис. 2а–в). Спектр гармоник на
рис. 2а показан после прохождения фильтра в ви-
де пластинки из CaF2 толщиной 1мм, что позво-
ляет отсекать более высокие дифракционные по-
рядки в данном спектральном диапазоне. В диапа-
зоне 125–70 нм наблюдаются как ВГ, так и спек-
тральные линии углерода, что приводит к замазы-
ванию спектра гармоник. Калибровка коротковол-
новой части спектра проводилась по частотам отсе-
чек Sn-фильтра, а также по линиям свечения He и
Ne в высоковольтном разряде при низком давлении
(рис. 3г). Спектры гармоник в случае мишеней из
CaF2 и BK7 были похожими c наблюдением гармо-
ник вплоть до 45 порядка.

Существенное отличие было выявлено при
использовании мишени из алюминия (рис. 2г–е),
где гармоники наблюдались только в диапазоне
170–110 нм (до 35 порядка), которые далее пе-
рекрывались непрерывным континуумом. Также
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Рис. 2. Спектры ВГ для мишени из полистирола (а–в ) и алюминия (г–е ) в разных спектральных диапазонах при облуче-

нии лазерными импульсами с λ0 = 3.85мкм и энергией 15мДж. Вертикальными штриховыми линиями показаны ожида-

емые позиции порядков гармоник, номерами отмечены только нечетные порядки для удобства чтения. Розовая кривая —

спектр пропускания фильтра из CaF2 толщиной 1мм. Для алюминиевой мишени подписаны некоторые спектральные

линии (д, е ) многократно ионизированного алюминия (например, Al IV — трижды ионизированный). Клиновидная струк-

тура спектров обусловлена аберрациями тороидальной дифракционной решетки. Спектры гармоник получены в режиме

одного выстрела лазера, карты спектральных линий показаны с усреднением по нескольким выстрелам

отчетливо наблюдались линии Al в коротковолновой
области спектра вплоть до 25 нм.

Для определения спектральных линий излуче-
ния материалов мишеней в спектре гармоник бы-
ли проведены схожие эксперименты с использовани-
ем лазерных импульсов с центральной длиной вол-
ны λ0 = 1.03мкм. Энергия лазерных импульсов со-
ставляла 1мДж при длительности 250фс, что со-
ответствует a0 ≈ 0.2. В видимом и ближнем УФ-
диапазонах при этом наблюдался спектр четных и
нечетных гармоник. Максимальный порядок гармо-
ник, регистрируемый в вакуумном УФ-диапазоне,
равнялся 10 (рис. 3а) для мишеней из CaF2, поли-
стирола и BK7. Помимо этого, в вакуумном УФ-
диапазоне наблюдался полосовой спектр, схожий
для излучения с λ0 = 1.03мкм и λ0 = 3.85мкм.

Совпадение позиций линий в спектрах (рис. 3б,
в) для одинакового материала говорит о том, что ре-
гистрируются линии излучения материала мишени.
На рис. 3 приведены спектры для мишени из поли-
стирола.

В наблюдаемых спектрах свечения присутствует
линия четырехкратно ионизированного атома угле-
рода (линия 24.9 нм для C V), энергия ионизации
которого составляет 65 эВ. Вырывания следующего
электрона не происходит, так как это требует значи-
тельно большей энергии 392 эВ. Полагая, что лазер-
ное излучение четырехкратно ионизирует все атомы
углерода в молекулах полистирола, и с учетом иони-
зации атомов водорода можно оценить максималь-
ную плотность плазмы в 2.5 · 1023 см−3. В спектрах
свечения с поверхности алюминиевой мишени на-
блюдаются линии вплоть до Al VII на длине волны
24.1 нм (энергия шестикратной ионизации составля-
ет 191 эВ). Плотность плазменного слоя в этом слу-
чае следует ожидать на уровне 3.6 · 1023 см−3, что
оказывается выше, чем в случае мишени из полисти-
рола. Более высокая плотность плазмы должна при-
водить к наблюдению более высоких порядков гар-
моник в режиме генерации кильватерной волны [37].
Однако эффективность генерации ВГ также суще-
ственным образом зависит от величины градиента

3 ЖЭТФ, вып. 4
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λ0 = 1.03мкм при a0 ≈ 0.2 (а, б ) и импульсами с λ0 = 3.85мкм при a0 ≈ 1 (в ) в разных частотных диапазонах.

Штриховыми кривыми показаны ожидаемые позиции ВГ для λ0 = 1.03мкм излучения. Указаны некоторые спектраль-

ные линии C (например, C III — дважды ионизированный углерод и т.д.). г) Спектральные линии, зарегистрированные

при свечении разрядов в He (зеленая кривая) и Ne (синяя кривая) низкого давления. Линии использовались для градуи-

ровки спектрометра по длинам волн. Заливкой показаны спектры пропускания Al-фольги толщиной 250 нм и Sn-фольги

толщиной 300 нм, по границам которых также проводилась градуировка

создаваемого плазменного слоя [38]. В нашем экспе-
рименте наибольшее число ВГ наблюдалось для ми-
шени из полистирола — 51 порядок. Гармоники до 45

порядка наблюдались при использовании мишеней
из CaF2 и BK7, для ионизации которых требуется
достижение более высокой интенсивности, что вы-
полняется ближе к центральной части лазерного им-
пульса и приводит к формированию более крутого
плазменного фронта. С другой стороны, в случае
металлической мишени, наиболее легкой для иони-
зации, происходит расплывание фронта плазмы, что
оказывается неоптимальным для генерации ВГ.

На рис. 4 показан спектр ВГ в диапазоне
70–170 нм, что соответствует 23–51 порядкам гар-
моник лазерного излучения на центральной длине
волны λ0 = 3.85мкм, генерируемых на мишени из

полистирола. Для получения наилучшего контраста
спектр был построен на основе горизонтального
центрального сечения карт и нормирован на чув-
ствительность MCP-детектора и отражательную
способность золота. Пересекающиеся граничные
диапазоны всех трех карт (рис. 2а–в) позволяют
провести непрерывное сшивание спектров для каж-
дой из карт. Таким образом, становится возможной
оценка скорости уменьшения интенсивности излу-
чения гармоник с ростом их порядка. Как можно
видеть из рис. 4, интенсивность ВГ быстро убывает
в низкочастотной области (24–34 порядки), затем
при увеличении номера гармоник градиент убыва-
ния интенсивности уменьшается (40–51 порядки).
Степенной характер убывания интенсивности ВГ
является одним из основных индикаторов для
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Рис. 4. Экспериментальный спектр ВГ, полученный при

взаимодействии сверхкоротких лазерных импульсов субре-

лятивистской интенсивности на центральной длине волны

λ0 = 3.85мкм с поверхностью мишени из полистирола.

Красной штриховой кривой показана степенная аппрок-

симация для диапазона 40–51 порядков гармоник. Зеле-

ной кривой представлена ожидаемая теоретическая зави-

симость интенсивности гармоник от их порядкового номе-

ра n−8/3 [41]

режимов лазерно-плазменной генерации гармоник
от поверхности твердотельной мишени [39]. Была
проведена степенная аппроксимация n−α высо-
кочастотной области спектра гармоник, где n —
порядок гармоники, α — показатель степени. Для
гармоник 40–51 порядков получено значение α ≈ 4

(рис. 4, красная штриховая кривая), при этом на
границе экспериментального спектра обнаружено
стремление зависимости к теоретической оценке
n−8/3 для режима релятивистского осциллирующе-
го зеркала [31].

В экспериментах [40] наблюдалось расхождение
с этой оценкой. Недавние расчеты, выполненные
в широком диапазоне лазерных интенсивностей и
длин плазменного градиента [41, 42], подтвержда-
ют возможность расхождения, демонстрируя оценку
1.1 < α < 5.8. Таким образом, характер зависимости
n−4, полученный в наших экспериментах, согласу-
ется с экспериментальными данными, полученными
для лазерного излучения ближнего ИК-диапазона.

Электронные токи в плазме, формируемые при
облучении твердотельных мишеней лазерными им-
пульсами субрелятивистской и релятивистской ин-
тенсивности, могут не только приводить к гене-
рации ВГ, но и являться источником излучения
ТГц-диапазона [43, 44]. Возможность синхронно-

го излучения ВГ и ТГц-импульсов при лазерно-
плазменном взаимодействии позволяет применять
методику накачки – зондирования в исследованиях
сверхбыстрых процессов на аттосекундном масшта-
бе [45]. При этом основными механизмами генера-
ции низкочастотных электромагнитных импульсов
от передней поверхности мишени являются процес-
сы когерентного переходного излучения релятивист-
ских электронов при пересечении границы между
плазмой и вакуумом [46,47] и возбуждения продоль-
ных поверхностных токов [48]. Для генерации низ-
кочастотного излучения использовалась уже имею-
щаяся экспериментальная схема (рис. 1). Генериру-
емое на мишени ТГц-излучение выводилось из ва-
куумного объема VC1 в атмосферу через окно из
полиметилпентена (PMP, TPX) толщиной 6мм, про-
зрачное в диапазоне < 6ТГц, и далее заводилось на
ячейку Голея. Сигнал с ячейки Голея после усиле-
ния подавался на цифровой осциллограф, что позво-
ляло регистрировать непрерывную серию лазерных
выстрелов. Сигнал ТГц-излучения собирался двух-
дюймовыми параболическими зеркалами из телес-
ного угла 0.1 ср. Для предотвращения загрязнения
TPX-окна, вблизи которого располагалась мишень,
использовалась пленка толщиной 25мкм из поли-
этилена низкой плотности, прозрачная в терагерце-
вом диапазоне. Материал окна TPX обладает силь-
ным поглощением в среднем ИК-диапазоне, что поз-
воляет экранировать детектор от отраженной части
лазерного излучения λ0 = 3.85мкм. Для подавления
сигнала второй гармоники (λ2ω ≈ 1.9мкм) перед
детектором дополнительно устанавливалась черная
плотная полиэтиленовая пленка толщиной 100мкм.
Нам удалось наблюдать слабый сигнал ТГц-излу-
чения от мишеней из полистирола, CaF2 и алю-
миния при энергии лазерных импульсов накачки
не менее W0 ≈ 15мДж. Энергия наблюдаемых
ТГц-импульсов составляла около 3–5 нДж. Наибо-
лее стабильный сигнал ТГц-излучения наблюдал-
ся при использовании мишени из полистирола, с
регистрацией ТГц-импульсов при каждом выстре-
ле лазера. При облучении алюминиевой мишени s-
поляризованными лазерными импульсами ТГц-сиг-
нал становился порядка уровня шума и надежно не
регистрировался. Условия наблюдения ТГц-сигнала
относительно начального чирпа лазерного импуль-
са, его энергии и положения мишени относительно
фокуса совпадали с условиями наблюдения наивыс-
ших порядков гармоник.

Таким образом, выполненные эксперименталь-
ные исследования позволили зарегистрировать ТГц-
излучение и гармоники вплоть до 51 порядка в
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плазме, образуемой на поверхности твердотельных
мишеней фемтосекундными лазерными импульсами
среднего ИК-диапазона субрелятивистской интен-
сивности. Было показано, что наибольший порядок
гармоник и ТГц-импульсы с большей энергией на-
блюдаются при использовании мишени из полисти-
рола.
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Abstract. The main objective of this article is to
examine some physically viable solutions through the
Noether symmetry technique in f(R, T 2) theory. In or-
der to investigate Noether equations, symmetry gener-
ators and conserved quantities, we use a specific model
of this modified theory. We find exact solutions and ex-
amine the behavior of various cosmological quantities.
It is found the behavior these quantities is consistent
with current observations indicating that this theory
describes the cosmic accelerated expansion. We con-
clude that generators of Noether symmetry and con-
served quantities exist in this theory.

1. Introduction. The current cosmic expansion
has been the most stunning and dazzling result for the
scientific community [1]. Although general relativity
(GR) is a widely accepted theory which explains the
cause of this expansion but it has some issues like coin-
cidence and fine tuning problems. To addresses these
issues, several modifications of GR (modified gravita-
tional theories) have been formulated to unveil the cos-
mic mysteries. The first modification of GR is f(R)
theory and significant literature [2] is available to un-
derstand the physical features of this theory. Recently,
Katirci and Kavuk [3] modified f(R) theory by intro-
ducing a non-linear term (T 2 = TξηT

ξη) in the func-
tional action referred to as f(R, T 2) theory.

This proposal is also dubbed as energy-momentum
squared gravity (EMSG) and contains higher-order
matter source terms which are helpful to analyze var-
ious interesting cosmological results. It is worthwhile

* E-mail: msharif.math@pu.edu.pk
** E-mail: mzeeshangul.math@gmail.com

to mention here that this theory explains the complete
cosmic history and the cosmic evolution. Roshan and
Shojai [4] examined that EMSG resolves the primor-
dial singularity as it has bounce in the early universe.
Board and Barrow [5] used a specific model of this the-
ory and discussed exact solution, singularities as well
as cosmic evolution with the isotropic configuration of
matter in this theory. Bahamonde et al [6] studied
various EMSG models and analyzed that these models
manifest the current cosmic evolution and acceleration.
We have examined some physically viable solutions [7]
and dynamics of celestial objects in this theory [8].

The Noether symmetry (NS) strategy gives a fasci-
nating method to develop new cosmic models and as-
sociated structures in modified theories of gravity. The
NS approach is significant as it recovers symmetry gen-
erators as well as some conservation laws of the system
[9]. This method does not deal only with the dynamical
solutions but it also provides some viable conditions to
select cosmic models based on recent observations [10].
Moreover, this method is an important and useful tech-
nique to examine exact solutions by using conserved
values of the system. Conservation laws are the main
ingredients to analyze the distinct physical phenomena.
These are the particular cases of the Noether theorem,
according to which every differentiable symmetry pro-
duces conservation laws. The conservation laws of lin-
ear and angular momentum govern the translational
and rotational symmetry of any object. The Noether
charges are important in the literature as they are used
to examine various major cosmic problems in various
considerations [12–21].

This manuscript investigates the NS for anisotropic
and homogenous cosmic models such as BT-I, BT-
III and Kantowski–Sachs (KS) in the background of
EMSG. The manuscript is organized as follows. Section
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Fig. 1. Behavior of effective energy density for ǫ = −1 (green

line) and ǫ = 1 (red line)

2 studies the basic formalism of EMSG. Section 3 pro-
vides a detailed study of the NS approach and derives
exact cosmological solutions which are then discussed
through graphs. The summary of the consequences is
given in sect. 4.

2. Field Equations. We derive the field equations
of the homogeneous and anisotropic spacetime in this
section. The action of EMSG is expressed as [3]

A =

∫ (
f(R, T 2)

2κ2
+ Lm

)
d4x

√−g, (1)

where κ2 = 1 and Lm manifest the coupling constant
and Lagrangian of matter, respectively. The corre-
sponding equations of motion are obtained as

RξηfR + gξη�fR −∇ξ∇ηfR − 1

2
gξηf =

= Tξη −ΘξηfT 2 , (2)

where

� = ∇ξ∇ξ, fT 2 =
∂f

∂T 2
, fR =

∂f

∂R

and

Θξη = −2Lm(Tξη −
1

2
gξηT )−

− 4
∂2Lm

∂gξη∂gαβ
Tαβ − TTξη + 2Tαξ Tηα.

Fig. 2. Behavior of effective pressure (upper pannel) and de-

celeration parameter (lower pannel) for ǫ = −1 (green line),

ǫ = 1 (red line) and ǫ = 0 (orange line)

Rearranging Eq.(2), we have

Gξη =
1

fR
(T

(D)
ξη + Tξη) = T effξη , (3)

where

Tξη = (ρ+ p)UξUη + pgξη
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Fig. 3. Behavior of r− s (upper pannel) and EoS ((lower pan-

nel) parameters for ǫ = −1 (green line), ǫ = 1 (red line) and

ǫ = 0 (orange line)

and T
(D)
ξη defines the modified terms of EMSG, repre-

sented as

T
(D)
ξη =

1

2
gξη(f −RfR)− gξη�fR +

+∇ξ∇ηfR −ΘξηfT 2 . (4)

Fig. 4. Plot of Ωm and ΩΛ verses redshift parameter for ǫ = −1

(green line) and ǫ = 1 (red line)

We assume a generalized spacetime that corresponds
to BT-I, BT-III and KS spacetimes as

ds2 = −dt2 + a2(t)dx2 + b2(t)(dθ2 + ψ2(θ)dφ2), (5)

where ψ(θ) = θ, sinh θ, sin θ satisfying the relation

1

ψ

d2ψ

dθ2
= −ǫ.
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For ǫ = 0,−1, 1, the BT-I, BT-III and KS cosmic mod-
els are obtained. The resulting equations of motion
become

ρeff =
1

fR
[ρ− 1

2
f + (3p2 + ρ2 + 4pρ)fT 2 +

+ ǫb−2fR − (ȧa−1 + 2ḃb−1)(ṘfRR + Ṫ 2fRT 2) +

+ (äa−1 + 2b̈b−1 + 2ȧḃa−1b−1 + ḃ2b−2)fR], (6)

peff =
1

fR
[p+

1

2
f + 2ḃb−1(ṘfRR + Ṫ 2fRT 2)−

− ǫb−2fR + R̈fRR + T̈ 2fRT 2 −
− (äa−1 + 2b̈b−1 + 2ȧḃa−1b−1 + ḃ2b−2)fR +

+ Ṙ2fRRR + Ṫ 2fRT 2T 2 + 2ṘṪ fRRT 2 ], (7)

peff =
1

fR
[p+

1

2
f+(ȧa−1+ ḃb−1)(ṘfRR+Ṫ

2fRT 2)−

− ǫb−2fR + T̈ 2fRT 2 + R̈fRR −
− (äa−1 + 2b̈b−1 + 2ȧḃa−1b−1 + ḃ2b−2)fR +

+ Ṙ2fRRR + Ṫ 2fRT 2T 2 + 2ṘṪ fRRT 2 ]. (8)

Now, we apply Lagrange multiplier method to formu-
late the Lagrangian as

L = ab2(f −RfR − T 2fT 2 + (3p2 + ρ2)fT 2 + p)−
− 2a(2ȧḃba−1 + ḃ2 − ǫ)fR −

− (2b2ȧ+ 4abḃ)ṘfRR − (2b2ȧ+ 4abḃ)Ṫ 2fRT 2 . (9)

The fundamental properties of the system can be ex-
plained using the Hamiltonian (E) and the dynamical
equations, determined as

∂L

∂qi
− d

dt
(
∂L

∂q̇i
) = 0, E = q̇i(

∂L

∂q̇i
)− L, (10)

where generalized coordinates are denoted by qi. The
resulting dynamical equations are

f −RfR − T 2fT 2 + (3p2 + ρ2)fT 2 + p+

+4ḃb−1(ṘfRR+fRT 2Ṫ 2)+a(fT 2(6pp,a+2ρρ,a)+p,a)+

+b−2(2ḃ2+4b̈b+2ǫ)fR+2R̈fRR+2T̈ 2fRT 2+2Ṙ2fRRR+

+ 2Ṫ 2fRT 2T 2 + 4ṘṪ 2fRRT 2 = 0, (11)

f −RfR − T 2fT 2 + (3p2 + ρ2)fT 2 + (ṘfRR +

+ Ṫ 2fRT
2)4ȧa−1 + p+ b(fT 2(6pp,b + 2ρρ,b) + p,b) +

+ 2a−1b−1(äb+ ȧḃ+ b̈a)fR + 2f̈R +

+ 4ḃb−1(ṘfRRT 2 + Ṫ 2fRT 2T 2) = 0, (12)

(2äa−1 − 4b̈b−1)fRR + (3p2 + ρ2)fRT 2 −
− 2ǫb−1fRR −RfRR − T 2fRT 2 −

− (4ȧḃa−1b−1 + 2ḃ2b−2)fRR = 0, (13)

(2äa−1 − 4b̈b−1)fRT 2 + (3p2 + ρ2)fT 2T 2 −
− 2ǫb−1fRT 2 −RfRT 2 − T 2fT 2T 2 −

− (4ȧḃa−1b−1 + 2ḃ2b−2)fRT 2 = 0. (14)

We formulate the Hamiltonian to examine the total
energy of the system as

E = −ab2(f −RfR − T 2fT 2 + (3p2 + ρ2)fT 2)−
− (2ȧḃba−1 + ḃ2)× 2afR − ǫfR − ab2p−

− (2b2ȧ+ 4abḃ) ˙fR. (15)

The dynamical equations (11)–(14) are extremely com-
plex due to multivariate functions and their derivatives.
In the next section, we use NS technique to identify
exact solutions. Although this theory is not conserved
but one can obtain conserved values through NS ap-
proach, which are then used to examine the mysterious
universe. As a result, this strategy is more intriguing
and we adopt it in this article.

3. Noether Symmetries in EMSG. This section
formulates the Noether equations for the homogenous
and anisotropic universe model in EMSG. The symme-
try generators are expressed as

Y = λ(t, qi)
∂

∂t
+Υj(t, qi)

∂

∂qj
, i = 1, 2, 3, ..., n,

where λ(t, a, b, R, T 2) and Υj(t, a, b, R, T 2) are the un-
known parameters. The Lagrangian must satisfy the
invariance constraint, expressed as

Y [1]L+ (Dλ)L = DΩ, Y [1] = Y + Υ̇i
∂

∂q̇i
, (16)

where Ω is the boundary term and

D =
∂

∂t
+ q̇i

∂

∂qi

defines the total derivative. The corresponding integral
integral of motion is expressed as

I = Υi
∂L

∂q̇i
− λE − Ω. (17)

This is a crucial component of NS that is essential for
computing viable solutions and is also named as the
conserved quantities.

We take the vector field (Y ) with configuration
space Q = (t, a, b, R, T 2) to examine the generators
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with corresponding first integrals of Lagrangian (9) un-
der invariance condition (16). By comparing the coef-
ficients of Eq.(16), we have

2b2Υ1
,tfRT 2 + 4abΥ2

,tfRT 2 +Ω,T 2 = 0, (18)

2b2Υ1
,tfRR + 4abΥ2

,tfRR +Ω,R = 0, λ,afR = 0, (19)

bΥ1
,T 2fRR + bΥ1

,RfRT 2 + 2aΥ2
,T 2fRR +

+ 2aΥ2
,RfRT 2 = 0, (20)

4bΥ1
,tfR + 4aΥ2

,tfR + 4abΥ3
,tfRR +

+ 4abΥ4
,tfRT 2 +Ω,b = 0, (21)

4bΥ2
,tfR + 2b2Υ3

,tfRR + 2b2Υ4
,tfRT 2 +Ω,a = 0, (22)

λ,bfR = 0,

bΥ1
,T 2fRR + 2abΥ2

,T 2fRT 2 = 0, (23)

λ,RfRR = 0, λ,T 2fRT 2 = 0,

bΥ1
,RfRR + 2abΥ2

,RfRR = 0, (24)

2Υ2
,afR + bΥ3

,afRR + bΥ4
,afRT 2 = 0,

Υ1fR + aΥ3fRR + aΥ4fRT 2 + 2bΥ1
,bfR +

+ 2abΥ4
,bfRT 2 + 2abΥ3

,bfRR − aλ,tfR +

+ 2aΥ2
,bfR = 0, (25)

λ,afRR = 0, λ,afRT 2 = 0,

2Υ2
,RfR + bΥ3

,RfRR + bΥ4
,RfRT 2 − bλ,tfRR +

+ 2Υ2fRR + bΥ1
,afRR + bΥ3fRRR +

+ bΥ4fRRT 2 + 2aΥ2
,afRR = 0, (26)

λ,bfRR = 0,

2Υ2fRT 2 − bλ,tfRT 2 + bΥ3
,T 2fRR +

+ bΥ1
,afRT 2 + bΥ4

,T 2fRT 2 + 2Υ2
,T 2fR + bΥ4fRT 2T 2 +

+ 2aΥ2
,afRT 2 + bΥ3fRRT 2 = 0, (27)

λ,bfRT 2 = 0,

2Υ2fR+2bΥ3fRR+2bΥ4fRT 2+2bΥ1
,afR+2aΥ2

,afR+

+ 2abΥ3
,afRR + 2bΥ2

,T 2fR + b2Υ3
,bfRR +2abΥ4

,afRT 2 +

+ b2Υ4
,bfRT 2 − 2bλ,tfR = 0, (28)

2bΥ1fRR+2aΥ2fRR+2abΥ3fRRR+2abΥ4fRRT 2 +

+ b2Υ1
,bfRR + 2bΥ1

,RfR + 2abΥ2
,bfRR + 2aΥ2

,RfR +

+ 2abΥ3
,RfRR + 2abΥ4

,RfRT 2 − 2abλ,tfRR = 0, (29)

λ,RfR = 0, λ,T 2fR = 0,

2bΥ1fRT 2 + 2aΥ2fRT 2 + 2abΥ3fRRT 2 +

+2abΥ4fRT 2T 2+b2Υ1
,bfRT 2+2bΥ1

,T 2fR+2abΥ2
,bfRT 2+

+ 2aΥ2
,T 2fR + 2abΥ3

,T 2fRR + 2abΥ4
,T 2fRT 2

− 2abλ,tfRT 2 = 0, (30)

λ,RfRT 2 = 0, λ,T 2fRR = 0,

b2Υ1[f −RfR − T 2fT 2 + (3p2 + ρ2)fT 2 + p+

+ a((6pp,a + 2ρρ,a)fT 2 + p,a) + 2ǫfR] +

+ Υ2[2ab(f −RfR − T 2fT 2 + (3p2 + ρ2)fT 2 + p) +

+ ab2((6pp,b + 2ρρ,b)fT 2 + p,b)] + (3p2 + ρ2)fRT 2) +

+Υ3[−ab2(RfRR−T 2fRT 2+(3p2+ρ2)fT 2T 2)+2aǫfRR]+

+ Υ4[−ab2(RfRT 2 − T 2fT 2T 2 −
− (3p2 + ρ2)fT 2T 2) + 2aǫfRT 2 ] +

+ λ,t[ab
2(f −RfR − T 2fT 2 + 2ǫfR +

+ (3p2 + ρ2)fT 2 + p)]− Ω,t = 0. (31)

These equations help to study the dark cosmos in the
context of f(R, T 2). We solve the above system to ob-
tain exact solutions for specific f(R, T 2) model in the
following section.

3.1. Exact Solutions. Here, we formulate the
generators of NS, conserved values of the system and
corresponding physical solutions. Due to the above sys-
tem’s complexity and nonlinearity, we assume a partic-
ular EMSG model f(R, T 2) = R+T 2 which minimizes
the system complexity and help to examine the exact
solutions. Manipulating Eqs.(18)-(31), we obtain

Υ1 =
1

3
aḞ1(t)− 2c1a−

1

2

aF2(t)

b
3
2

− 3

8

F4(t)√
b

+
c2√
b
,

Υ2 =
F2(t)√

b
+ (

1

3
Ḟ1(t) + c1)b, λ = F1(t),

Ψ = −4

3
ab2F̈1(t)− 4a

√
bḞ2(t) + F3(t) + Ḟ4(t)b

3
2 ,

ρ =

√
3c1(−3c1a2ǫ− 6c1aǫ− 2c3at)

3c1ba
, (32)

where ci(i = 1, ..., 5) are integration constants with
c1 6= 0. The corresponding symmetry generators be-
come

Y1 = −3t
∂

∂t
, Y2 = −3a

∂

∂a
.

Substituting the value of Lagrangian (9), Hamiltonian
(15) and above solutions (32) in Eq.(17), we obtain first
integral as

I = 12abḃc1 + 3

[
3c1a

2ǫ+ 6c1aǫ+ 2c3at

3c1a
−
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− 2aḃ2 − 4ȧḃb+ 2
ǫ

b2

]
c1t− c3t

2.

By comparing the coefficients of c1 and c3, we have

I1 = t2, I2 = 12abḃ+ 3t
(
ǫa− 2aḃ2 − 4ȧḃb+

2ǫ

b2

)
.

We substitute Eqs.(32) into dynamical equations (11)-
(15) and obtain the exact solution as

a(t) =
(
6c5c3(c5 + t)

2
3 − 15c1ǫ(c5 + t)

2
3 −

− 4c3t(c5 + t)
2
3 + 60c4c1ǫ

)(
60c1ǫ(c5 + t)

2
3

)−1

,

b(t) =
1

2

√
−6ǫ(c5 + t). (33)

To analyze this solution, we study the graphical be-
havior of some important cosmological parameters like
deceleration and r − s parameters that are the major
factors in the field of cosmology. These cosmic param-
eters for anisotropic and homogeneous universe model
are defined as

H =
1

3
(
ȧ

a
+ 2

ḃ

b
), q = − H

H2
− 1.

The pair of r − s parameters constructs a relationship
between formulated and standard models of the uni-
verse which is used to examine the characteristics of
DE, expressed as

r = q + 2q2 − q̇

H
, s =

r − 1

3(q − 1
2 )
.

For (r, s) = (1, 0), the constructed model corresponds
to ΛCDM model whereas quintessence and phantom
DE eras are obtained for s > 0 and r < 1, respectively.
The EoS parameter

ωeff =
peff

ρeff

is a dimensionless quantity that determines the correla-
tion between state parameters. This parameter differ-
entiates the DE era into quintessence (−1 < ω ≤ −1/3)

and phantom (ω < −1) phases.

We have considered the values of integration con-
stants as c1 = −2, c3 = −10, c4 = 10 and c5 = 5.7

to analyze the graphical behavior of physical quanti-
ties. Figure 1 shows that the effective energy density is
positively increasing for ǫ = −1 which manifests that
our universe is in the expansion phase. Figure 2 shows
that the effective pressure and deceleration parameter

are negative for BT-III universe model which support
the current cosmic acceleration. Figure 3 determines
that r − s and EoS parameters describe quintessence
and phantom phases of DE which represent the cos-
mic expansion. The obtained solutions for ǫ = −1 are
consistent with recent observations which indicate that
this theory demonstrates expansion of the universe.

The total amount of energy density can be ex-
pressed as fractional energy density. The fractional
density is defined as

1 + Ωσ = Ωm +ΩΛ,

where

Ωm =
ρ

3H2
, ΩΛ =

ρΛ
3H2

, Ωσ =
σ2

3H2
.

The evaluation of fractional densities corresponding
to ordinary matter (Ωm) and dark energy (ΩΛ) plays
a vital role to measure the contribution of these ele-
ments in the cosmos. The densities for isotropic uni-
verse model defined as Ωm+ΩΛ = 1 whereas expression
equality becomes Ωm+ΩΛ = 1+Ωσ for anisotropic uni-
verse model. We analyze the behavior of fractional den-
sities corresponding to matter and dark energy graph-
ically at redshift scale factor where a(t) = a0(1 + z)−1

and z is the redshift parameter. From observations of
Planck data 2018, it is suggested that Ωm ∼= 0.3111 and
ΩΛ

∼= 0.6889. According to some recent observations,
there are some evidences in favor of closed universe
model with fractional density ΩΛ

∼= 0.01. For ε = −1,
the fractional density of matter indicates inconsistent
behavior and the trajectory of fractional density pro-
vides Ωm = 0.3 for ε = 1 as shown in Figure 4 (left
plot). In this regard, it implies consistent behavior with
Planck data 2018. The right plot of Figure 4 reveals
the behavior of fractional density of dark energy which
shows consistent behavior with Plank data for ε = 1

and it exhibits inconsistent behavior for ε = −1.

4. Final Remarks. Modified theories are as-
sumed as the most propitious and elegant proposals to
examine the dark universe due to the presence of extra
higher-order geometric terms. In this paper, we have
formulated exact solutions of anisotropic and homoge-
neous spacetimes in f(R, T 2) gravity. For this reason,
we have considered the NS technique to examine the
exact solutions. We have formulated the Lagrangian,
NS generators with conserved values in the background
of EMSG. The behavior of exact solutions have been
investigated through different cosmological quantities.
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The main findings are summarized as follows.
1. We have established two non-zero NS genera-

tors and corresponding conserved quantities. We have
obtained the exact solutions for BT-I, BT-III and KS
universe models.

2. The effective energy density show accelerated
and constant expansion corresponding to BT-III, BT-I
and KS spacetimes, respectively (Figure 1).

3. The value of effective pressure and deceleration
parameter remain negative for ǫ = −1 which support
the current cosmic acceleration (Figure 2).

4. The r−s and EoS parameters yield quintessence
and phantom DE phases which determine the rapid ex-
pansion of the universe (Figure 3).

5. In the background of BT-III universe models,
the analysis of fractional density parameter of matter
reveals that the EMSG is consistent with Plancks 2018
data. In case of KS universe model, this consistency is
not preserved (Figure 4). We conclude that the EMSG
significantly explains the cosmic journey from deceler-
ated to accelerated epoch.

6. We find that first integrals of motion are very
useful to obtain viable cosmological solutions. It is
found that the considered model of EMSG supports
the cosmic expansion.

The full text of this paper is published in the English

version of JETP.
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На основе теории диффузионного ускорения заряженных частиц проведены теоретические исследования

численными методами спектров протонов, произведенных ударной волной, образованной корональным

выбросом массы (КВМ), в нижней короне Солнца с известными параметрами солнечной плазмы для

события солнечных космических лучей (СКЛ), зарегистрированного вблизи орбиты Земли 7 мая 1978 г.

(ground level enhancement №31, GLE31). Для анализа события использовались данные регистрации пото-

ков протонов прибором CPME, установленным на космическом аппарате IMP-8, и мировой сети наземных

нейтронных мониторов, совмещенных с измерениями частиц телескопами на спутниках IMP-7 и IMP-8.

В расчетах для удовлетворительного воспроизведения измеренного на орбите Земли спектра протонов

скорость КВМ была принята постоянной и равной 600 км/с. Процесс ускорения СКЛ ударной волной

протекал до 1.4R⊙ солнечных радиусов в течении 256 c.

DOI: 10.31857/S0044451023040065
EDN:

1. ВВЕДЕНИЕ

Развитие теории диффузионного ускорения (см.,
например, пионерские работы Крымского [1], в кото-
рой автор назвал эту теорию регулярным механиз-
мом ускорения, Аксфорда и др. [2], Блэндфорда и
Острайкера [3]; монографию Бережко и др. [4] и об-
зор Бережко и Крымского [5], а также ссылки в них)
применительно к явлениям во внутренней гелио-
сфере (области, ограниченной орбитой Земли) необ-
ходимо для детального понимания процессов фор-
мирования спектров энергичных ионов на фронтах
ударных волн.

Обоснование предмета исследований генерации
солнечных космических лучей (СКЛ) ударной вол-
ной в нижней короне Солнца приведено во введени-
ях работ Бережко и Танеева [6,7]; см. также обзоры
Мирошниченко [8], Панасюка и Мирошниченко [9],
работу Ли [10] и ссылки там.

Отметим, что для понимания и детального объ-
яснения явления генерации СКЛ ударными волна-

* E-mail: taneev@ikfia.ysn.ru

ми, бегущими от Солнца в межпланетное простран-
ство, в статье [6] была разработана линейная (неса-
мосогласованная) теория ускорения СКЛ ударной
волной до релятивистских энергий в нижней сол-
нечной короне, в которой ускоряемые частицы име-
ют коэффициенты диффузии, задаваемые аналити-
чески.

Линейная (несамосогласованная) теория [6] яв-
ляется первым примером применения теории диф-
фузионного ускорения заряженных частиц с уче-
том конечности размеров ударной волны (в сфери-
ческом приближении), адиабатического замедления
ускоренных частиц в расширяющемся потоке сол-
нечного ветра, а также известных параметров плаз-
мы солнечной короны.

В дальнейшем учет генерации альфвеновских
волн ускоряемыми частицами привел к созданию
квазилинейной (самосогласованной) теории диффу-
зионного ускорения СКЛ на фронте корональной
ударной волны [7], в которой коэффициент диффу-
зии частиц определяется степенью генерации ими
альфвеновских волн.

В статье [11] впервые рассмотрено влияние коро-
нального выброса массы (КВМ) на процесс ускоре-
ния СКЛ ударной волной в рамках линейной (неса-
мосогласованной) теории. Отметим, что в англо-
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язычной литературе для обозначения КВМ исполь-
зуют аббревиатуру CME (coronal mass ejection).

В дальнейшем в работе [12] были проведены
теоретические исследования численными методами
квазилинейного (самосогласованного) варианта тео-
рии ускорения СКЛ ударной волной с учетом влия-
ния на этот процесс КВМ.

Целью настоящей работы является исследование
события СКЛ, зарегистрированного вблизи орбиты
Земли 7 мая 1978 г. (GLE31), основанное на резуль-
татах, полученных в [12]. События с релятивист-
скими СКЛ принято называть GLE (ground level
enhancement) с присвоением порядкового номера.

2. МОДЕЛЬ

Так как модель подробно изложена в работе [12],
здесь мы остановимся только на основных ее эле-
ментах, сохраняя обозначения.

Как и в предшествующих наших работах [6, 7,
12–18], мы рассматриваем только квазипараллель-
ные ударные волны, на которых наиболее эффек-
тивно процесс ускорения частиц протекает на ло-
бовом участке сферического ударного фронта, име-
ющего наибольшую скорость VS , а силовые линии
магнитного поля B составляют небольшой угол ψ с
нормалью к ударному фронту n (ψ . 45◦).

Будем считать, что в области гелиоцентрических
расстояний r < 5R⊙ магнитное поле B направлено
радиально, как и скорость течения вещества w.

Полуширина характерного поперечного размера
L⊥ лобового участка (т. е. области ускорения) до-
статочно велика (L⊥ ∼ RS), а быстрые частицы в
сильной степени замагничены (κ‖ ≫ κ⊥ [19], где κ‖
(κ⊥) — коэффициент продольной (поперечной) по
отношению к магнитному полю B диффузии κ час-
тиц), поэтому приближение сферической симметрии
в нашем случае означает, что все физические вели-
чины являются функциями только одной простран-
ственной переменной — гелиоцентрического рассто-
яния r.

В этом случае уравнение переноса для функции
распределения частиц f(r, p, t), впервые выведенное
в работах [20, 21], в области r > RS имеет вид

∂f

∂t
=

1

r2
∂

∂r

(
κ‖r

2 ∂f

∂r

)
− w′ ∂f

∂r
+

+
p

3r2
∂(w′r2)

∂r

∂f

∂p
− f

τ⊥
, (1)

где p — импульс частиц, t — время, w′ = w + cc —
скорость рассеивающих центров, w — скорость сре-

ды (плазмы), cc — скорость рассеивающих центров
относительно среды.

Предпоследний член в правой части уравне-
ния (1) описывает адиабатическое замедление час-
тиц в расширяющемся потоке, которое является од-
ним из факторов, ограничивающим спектр ускорен-
ных частиц со стороны больших энергий.

Последний член в уравнении (1) описывает вы-
ход частиц из области ускорения за счет поперечной
диффузии с характерным временем τ⊥ = L2

⊥/κ⊥.
Реальные значения коэффициента диффузии κ⊥
таковы, что член f/τ⊥ мало влияет на процесс
ускорения частиц. Как и раньше [6, 7, 12–17], нами
принято L⊥ = 0.6RS, что соответствует величине
ΩS = 1.26 ср. Угол ΩS влияет только на полное ко-
личество произведенных ударной волной СКЛ, ко-
торое прямо пропорционально ΩS .

Как и в предшествующих наших работах [6, 7,
12–18], мы не учитываем модификацию ударной
волны обратным воздействием ускоренных частиц,
так как их давление Pc [4, 5] значительно меньше
динамического давления среды на ударный фронт
Pm = ρ (VS − w)2 (подробнее см. в [6]); ρ — плот-
ность среды в точке r = RS + 0.

Поэтому ударный фронт трактуется нами как
разрыв, на котором скорость среды u = VS − w от-
носительно ударного фронта испытывает скачок от
значения u1 в точке r = RS + 0 до

u2 = u1/σ (2)

в точке r = RS − 0, где

σ = 4/(1 + 3/M2
1 ) (3)

— степень сжатия вещества на ударном фронте,
M = u/cs — число Маха, cs =

√
γgkBT/m — ско-

рость звука, T — температура, kB — постоянная
Больцмана, m — масса протона; для показателя по-
литропы плазмы принято значение γg = 5/3; индек-
сом 1 (2) помечаются величины, соответствующие
точке непосредственно перед (за) ударным фрон-
том.

Функция распределения на ударном фронте, рас-
положенном в точке r = RS , удовлетворяет условию

u′1 − u2
3

p
∂f

∂p
=

(
κ
∂f

∂r

)

1

−
(
κ
∂f

∂r

)

2

+Q0, (4)

где u′ = u − cc — скорость рассеивающих центров
относительно ударного фронта,

Q0 = u1
Ninj

4πp2inj
δ(p− pinj ) (5)
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— сосредоточенный на ударном фронте источник,
обеспечивающий инжекцию в режим ускорения
некоторой доли η = Ninj /Ng1 от концентрации
частиц среды Ng1 = Ng(r = RS +0), натекающей на
ударный фронт.

Ввиду отсутствия разработанной теории меха-
низма инжекции безразмерный параметр η, кото-
рый принято называть темпом инжекции, является
свободным в используемой нами модели. В расчетах
η = 10−3.

Величину импульса инжектируемых в процесс
ускорения протонов pinj мы принимаем, как обыч-
но [6,7,12–18], pinj = λmcs2 (см., например, [22]), где
λ > 1, а

cs2 =
u1
√
γg(σ − 1) + σ/M2

1

σ
(6)

— скорость звука за фронтом ударной волны; у нас
λ = 4. Для иона с массовым числом A импульс ин-
жекции pinj ,A = Apinj .

Поскольку ударный фронт является единствен-
ным источником, где осуществляется инжекция час-
тиц в режим ускорения, задачу необходимо решать
при начальном и граничном условиях

f(r, p, t0) = 0, f(r = ∞, p, t) = 0, (7)

которые означают отсутствие фоновых частиц рас-
сматриваемого диапазона энергий в солнечном вет-
ре.

Коэффициент диффузии κ‖ частиц, входящий в
уравнение (1), определяется выражением [23]

κ‖ =
v2B2

32π2ωBEw
(
k = ρ−1

B

) , (8)

в котором v — скорость частиц, ρB = p/(AmωB) —
гирорадиус, ωB = ZeB/Amc — гирочастота, e — эле-
ментарный заряд, Z — зарядовое число, c — ско-
рость света, Ew(k) = d(δB2/8π)/d lnk — дифферен-
циальная плотность магнитной энергии альфвенов-
ских волн. Частицы рассеиваются за счет взаимо-
действия только с теми волнами, волновое число k
которых равно обратному гирорадиусу ρB частиц.
Коэффициенты диффузии частиц κ‖ и κ⊥ связаны
между собой соотношением κ‖κ⊥ = ρ2Bv

2/3 [24].
Фоновый спектр волн Ew0(k, r) модифицирует-

ся за счет генерации альфвеновских волн ускорен-
ными частицами. С учетом этого уравнение перено-
са альфвеновской турбулентности в области перед
ударным фронтом (r > RS) имеет вид

∂E±
w

∂t
+ u±1

∂E±
w

∂x
= ±ΓE±

w , (9)

где

Γ(k) =
32π3cA
kc2v2

∑

s

(Ze)2

Am
κ‖
(
ρB = k−1

)
×

×
∞∫

pmin

dpp2v

(
1− m2ω2

B

k2p2

)
∂f

∂x
(10)

— инкремент раскачки (декремент затухания)
волн ускоренными частицами [25]; x = RS − r,
pmin = max (pinj ,mωB/k); «s» — сорт иона (для
упрощения записи индекс сорта иона у соответству-
ющих величин опущен); плотности энергии E+

w и
E−
w отвечают волнам, бегущим в среде в направле-

нии от Солнца (+) и к Солнцу (−); Ew = E+
w + E−

w ;
u±1 = VS − w ∓ cA.

Поскольку рассеяния СКЛ осуществляются по-
средством их взаимодействия с альфвеновскими
волнами, распространяющимися в противополож-
ных направлениях вдоль силовых линий регулярно-
го магнитного поля B, скорость рассеивающих цен-
тров в области перед ударным фронтом (r > RS)
определяется выражением

cc = cA(E
+
w − E−

w )/Ew, (11)

где
cA = B/

√
4πρ (12)

— альфвеновская скорость. В области за фрон-
том (r < RS) распространение альфвеновских волн
в значительной степени изотропизуется, поэтому
cc = 0.

Процесс эволюции спектра ускоренных ионов на
ударном фронте состоит в формировании степенно-
го спектра для функции распределения f(r, p, t), ко-
торую в случае немодифицированной ударной вол-
ны в области импульсов pinj 6 p < pmax можно
представить в виде (см., например, [4, 5])

f(RS , p, t) =
qηNg
4πp3inj

(
p

pinj

)−q
, (13)

где показатель спектра определяется выражением

q = 3σef /(σef − 1), (14)

а
σef = u′1/u2 = σ(1− cc1/u1) (15)

— эффективная степень сжатия на ударном фронте.
По достижении предельного (максимального) им-
пульса pmax в области p > pmax спектр сильно укру-
чается и оканчивается квазиэкспоненциальным хво-
стом.

В случае, когда в области перед ударным фрон-
том (r > RS) преобладают волны, бегущие в направ-
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лении от Солнца (cc = cA), получаем

σef = σ(1 − 1/MA), (16)

где
MA = u1/cc = u1/cA (17)

— альфвеновское число Маха. Условие
Ew(ν) ≈ E+

w (ν) выполняется для большей ча-
сти спектра альфвеновских волн, резонансно
взаимодействующих с ускоренными частицами за
счет преобладающего вклада волн, раскачиваемых
ими.

Мы взяли начальный радиус КВМ RP (t0) рав-
ным радиусу Солнца R⊙, величину его скорости VP
положили равной 600 км/с и приняли ее постоянной
при удалении от Солнца: VP (r) = const.

Следуя работе [22], начальный радиус ударной
волны нами принят равным

RS(t0) = 1.1RP (t0). (18)

Поскольку связь между скоростью коронального
выброса VP и скоростью порождаемой им ударной
волны VS из наблюдений не известна, было исполь-
зовано соотношение

VS = VP σ/(σ − 1), (19)

справедливое для равномерно движущегося со ско-
ростью VP поршня.

Скорость солнечного ветра w за фронтом удар-
ной волны (RP 6 r 6 RS) мы аппроксимируем вы-
ражением

w(r) = VP +
r −RP
RS −RP

(w2 − VP ), (20)

где
w2 = VS − u2. (21)

Применимость такой линейной аппроксимации под-
тверждается результатами полного численного рас-
чета газодинамических уравнений за фронтом удар-
ной волны.

Дивергенцию скорости солнечного ветра w за
ударным фронтом (RP 6 r 6 RS) мы приняли в
виде

1

r2
∂(w r2)

∂r
=

2w

r
+
w2 − VP
RS −RP

. (22)

Коэффициент диффузии частиц κ2(p, r) за
фронтом ударной волны (RP 6 r 6 RS) нами взят
независимым от r (κ2(r) = const), а также с учетом
усиления напряженности магнитного поля

B2 = B1 σ (23)

за ударным фронтом κ2 определяется выражением

κ2 = κ‖(r = RS + 0)/σ. (24)

Соотношение (23), справедливое при ψ 6= 0◦ из-
за наложения сложных геометрий ударной волны и
магнитного поля, а также большого числа неустой-
чивостей на ударном фронте, имеет очень высокую
степень вероятности иметь место на ударных вол-
нах.

Уравнение переноса (1) для функции распреде-
ления частиц f(r, p, t) в области за ударным фрон-
том (RP < r < RS) после исключения из него по-
следнего члена решается при граничных условиях
на поршне [22]

∂f

∂r

∣∣∣∣
r=RP+0

r=RP−0

= 0 (25)

и ударном фронте

f2(r = RS − 0) = f1(r = RS + 0). (26)

Сформулированная задача (1)–(26) решает-
ся численно. Алгоритм численного решения и
применяемые численные методы в области перед
ударным фронтом (r > RS) кратко изложены в ра-
боте [18]. Для расчета области за ударным фронтом
(r 6 RS) нами была адаптирована численная схема
из работы [26].

3. ПАРАМЕТРЫ СОЛНЕЧНОЙ КОРОНЫ

В работе [7] был определен спектр фоновых
альфвеновских волн Ew0(k, r), исходя из современ-
ного представления о том, что поток энергии альф-
веновских волн в основании короны

Fw =W (3w + 2cc) (27)

является основным источником энергии солнечного
ветра. Здесь

W =

∫
Ew0(ν)dν (28)

— суммарная по спектру волн плотность магнитной
энергии,

Ew0(ν) = ν−1Ew0(k) (29)

— спектральная плотность магнитной энергии альф-
веновских волн, где частота ν и волновое число k

связаны соотношением

ν = k(w ± cA)/(2π), (30)

в котором знаки «±» отвечают волнам E±
w (ν), рас-

пространяющимся от Солнца (+) и к Солнцу (−).
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Следуя результатам статьи [27], в работе [7] сде-
лано предположение, что спектр волн в основании
короны имеет вид

Ew0(ν) ∝ ν−1 при 10−3 < ν < 5 · 10−2 Гц. (31)

В области высоких частот ν > 5 · 10−2 Гц спектр
ожидается более «мягким» [28]. Мы предполагаем,
что в этом инерциальном частотном диапазоне он
имеет такой же вид, как в солнечном ветре [29]:

Ew0(ν) ∝ ν−5/3. (32)

Принимая типичное значение потока энергии
Fw ≈ 106 эрг/(см2 · с) [27], скорости плазмы w = 0 и
скорости cc = 200 км/с в основании короны, имеем
W = 2.5 · 10−2 эрг/см3 и

Ew0(r0, ν0) = 1.3 · 109 Гс2/Гц, (33)

где r0 = 1.1R⊙, ν0 = 5 · 10−2 Гц.
Эта энергия делится между противоположно

распространяющимися волнами в соответствии с со-
отношениями

E+
w0 = 0.7Ew0, E−

w0 = 0.3Ew0. (34)

Согласно спутниковым измерениям у орбиты
Земли [29,30]

Ew0(re = 1 а.е., ν0) = 10−2 Гс2/Гц, (35)

где re = 1 а.е. — астрономическая единица.
Принимая степенную зависимость плотности

энергии волн от гелиоцентрического расстояния
Ew0(ν, r) ∝ r−δ, имеем δ = 5. В итоге спектральное
и пространственное распределение альфвеновских
волн в области частот ν > 5 · 10−2 Гц может быть
представлено в виде

Ew0(k, r) = E0(k/k0)
−β(r/r0)

−δ, (36)

где β = 2/3, E0 = 6.5 · 10−3 эрг/см3,
k0 = 2.4 · 105 см−1.

Для радиального распределения концентрации
протонов в низкоширотной короне нами использу-
ются результаты полуэмпирической модели [31]:

Ng(r) = Ng0
[
a1 e

a2z z2 ×
× (1 + a3 z + a4 z

2 + a5 z
3)
]
, (37)

где Ng0 = Ng(r0) = 108 см−3, a1 = 3.2565 · 10−3,
a2 = 3.6728, a3 = 4.8947, a4 = 7.6123, a5 = 5.9868,
z = R⊙/r.

Скорость среды (плазмы) w определяется из
условия непрерывности потока вещества:

w(r) = w0[Ng0/Ng(r)](r0/r)
2, (38)

где w0 = w(r0) = 1 км/с.
Напряженность магнитного поля принимается в

виде
B(r) = B0(r0/r)

2, (39)

где B0 = 2.3Гс [32].
Температура солнечной короны положена рав-

ной T = 2 · 106 К [33].
Помимо протонов мы принимаем во внимание

также ускорение α-частиц, предполагая, что содер-
жание ядер гелия в корональной плазме составляет
10% от содержания водорода.

4. АНАЛИЗ РЕЗУЛЬТАТОВ РАСЧЕТОВ
В СОЛНЕЧНОЙ КОРОНЕ

Применим теорию [12] ускорения СКЛ ударной
волной в нижней короне Солнца к исследованию со-
бытия GLE31, которое произошло 7 мая 1978 г.

Вспышка балла X2/2B в линии Hα на Солн-
це имела максимум в 03:30 UT (UT — мировое
время по Гринвичу) и положение с координатами
N22W64 [34].

Согласно измерениям вспышка произошла в от-
носительно спокойный период на фазе восстанов-
ления интенсивности галактических космических
лучей (ГКЛ). Радиоизлучения начали регистриро-
ваться в период времени 03:21.7 – 03:22.2 UT, достиг-
ли максимума в 03:28.5 – 03:35.4 UT и продолжа-
лись в течении 39.4 – 48.2 мин. Потоки мягкого X-
излучения начались в 03:21 UT и достигли макси-
мума в 03:31 UT. Первые СКЛ были зарегистриро-
ваны на Земле в 03:36±1 UT. Рост потока частиц,
измеренный нейтронным монитором (Durham), про-
должался менее 10 мин. [35].

Решаем задачу в два этапа. На первом этапе,
приведенном в этом разделе, мы исследуем ускоре-
ние СКЛ в нижней короне Солнца.

Для начала предположим, что накопление маг-
нитной энергии на Солнце в области предстоящей
вспышки сопровождается возмущением магнитной
среды над ней. Из-за этого, например, поток энер-
гии альфвеновских волн Fw в основании короны мо-
жет быть значительно больше приведенной выше ве-
личины 106 эрг/(см2 · с), необходимой для разгона
солнечного ветра. Мы взяли Fw в 140 раз больше:
Fw = 1.4 · 108 эрг/(см2 · с).

4 ЖЭТФ, вып. 4
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Следовательно, амплитуда спектра волн
Ew0(ν) в основании короны в области частот
10−3 < ν < 5 · 10−2 Гц будет больше в 140 раз,
так как суммарная по спектру волн плотность
магнитной энергии W ∝ Fw (27).

Как было показано в работе [6], с помощью па-
раметра β в выражении (36) можно в вычислени-
ях задавать форму квазиэкспоненциального хвоста
в спектре ускоренных частиц. Мы положили в обла-
сти высоких частот ν > 5 · 10−2 Гц параметр β = 1,
что делает переход «бампов» в спектрах частиц в бо-
лее «жесткие» квазиэкспоненциальные хвосты, чем
при β = 2/3.

На основе предложенных величин Fw и β был по-
строен новый спектр фоновых альфвеновских волн
Ew0(k, r) (см. рис. 1).

10-3 10-1 101 103
100

104

108

1012

R S  =  1.1  R

E w
0 x

 1
0 1

0  , 
G

 2
 H

z -1

 , Hz
Рис. 1. Сплошные линии — фоновый спектр альфвенов-

ских волн Ew0(ν) в зависимости от частоты ν на рас-

стоянии RS = 1.1R⊙ от Солнца для потока энергии

волн Fw = 1.4 · 108 эрг/(см2 · с) и параметра β = 1.

Штрихпунктирные линии — спектр Ew0(ν) для потока

Fw = 106 эрг/(см2 · с) и параметра β = 2/3. Вертикаль-

ной штриховой линией выделена частота ν0 = 5 · 10−2 Гц.

Горизонтальной штриховой линией приведена амплитуда

волн Ew0 = 1.3 · 109 Гс2/Гц. После частоты ν ≈ 2 · 103 Гц

спектр волн имеет вид Ew0(ν) ∝ ν−3. Подробнее см. в тек-

сте

На рис. 1 сплошными линиями приведен
фоновый спектр альфвеновских волн Ew0(ν)

в зависимости от частоты ν на расстоянии
RS = 1.1R⊙ от Солнца для потока энергии
волн Fw = 1.4 · 108 эрг/(см2 · с) и параметра β = 1.
Штрихпунктирными линиями представлен спектр
Ew0(ν) для потока Fw = 106 эрг/(см2 ·с) и параметра
β = 2/3. Вертикальной штриховой линией отмечена
частота ν0 = 5 · 10−2 Гц, горизонтальной штриховой

линией — амплитуда волн Ew0 = 1.3 · 109 Гс2/Гц.
После частоты ν ≈ 2 · 103 Гц спектр волн имеет вид
Ew0(ν) ∝ ν−3, что связано с учетом нами всегда
затухания волн на тепловых протонах [7, 16, 17], ко-
торое никак не сказывается на процессе ускорения
частиц и необходимо, если приходится сравнивать
вычисленный спектр волн Ew(ν) с измеренным
экспериментально [16, 17]. В месте пересечения
сплошной и штрихпунктирной линий находится
частота νinj = 500Гц, резонансная с протонами,
имеющими энергию инжекции в процесс ускорения
εinj = 20 кэВ.

Роль рассеивателей для протонов с энерги-
ями . 104 МэВ выполняют волны с частотами
ν & 5 · 10−2 Гц. Протоны с энергиями > 104 МэВ
взаимодействуют с волнами, у которых частота
ν < 5 · 10−2 Гц. Мы приняли зависимость спектра
фоновой альфвеновской турбулентности Ew0(ν) от
частоты ν в виде

Ew0(ν) ∝ ν−2 (40)

во всей области частот ν . νinj , где показатель 2

соответствует параметру β = 1.
В соответствии с приведенными выше моделью

и параметрами было сделано два расчета соглас-
но квазилинейной (самосогласованной) теории. Пер-
вый расчет был сделан в полном соответствии с
изложенной моделью. Во втором расчете влияние
КВМ на процесс ускорения СКЛ не учитывалось,
т. е. в уравнении (4) член (κ ∂f/∂r)2 = 0 .
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Рис. 2. Интенсивность J(ε) протонов, ускоренных в сол-

нечной короне, на фронте ударной волны как функция ки-

нетической энергии ε для трех значений радиуса ударной

волны: RS = 1.101, 1.117, 1.408R⊙ . Сплошные кривые со-

ответствуют первому расчету, штриховые — второму
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Спектр интенсивности

J(ε) = p2f(r = RS , p, t) (41)

протонов, ускоренных в солнечной короне, на фрон-
те ударной волны как функция кинетической энер-
гии ε приведен на рис. 2 для трех значений радиуса
ударной волны: RS = 1.101, 1.117, 1.408R⊙. Услож-
нение форм спектров J(ε) протонов с ростом RS
вызвано сильно меняющимся темпом ускорения час-
тиц.

Темп ускорения частиц ударной волной в расче-
тах непрерывно уменьшается с ростом ее радиуса
RS до 1.408R⊙ в течении 256 c, где почти полностью
прекращается. Причиной этого является рост альф-
веновской скорости cA (12) (с удалением от Солн-
ца до своего максимума ∼ 740 км/с в солнечной ко-
роне на расстоянии ∼ 3.8R⊙ [36]), который ведет
к непрерывному уменьшению альфвеновского чис-
ла Маха MA (17) и, соответственно, эффективной
степени сжатия σef (15) на ударном фронте.

Отметим, что эффективная степень сжатия на
ударном фронте σef (15), которую испытывали уско-
ряемые частицы, уменьшилась в два раза: от 3 в
начале расчетов до 1.5 в конце. Степень сжатия ве-
щества на ударном фронте σ (3) и скорость ударной
волны VS (19) в расчетах можно считать почти по-
стоянными: σ ≈ 3.57 и VS ≈ 833 км/с. Величина дав-
ления ускоренных частиц Pc < 0.05Pm оправдывает
пренебрежение модификацией ударной волны.

Форма интенсивности J(ε) протонов для перво-
го расчета при 1.408R⊙ (см. сплошную кривую 3 на
рис. 2) сигнализирует об истощении процесса уско-
рения частиц: при энергии εloc ≈ 9МэВ образовался
локальный минимум. Протоны с энергиями ε < εloc
еще подвержены влиянию ударной волны, а прото-
ны «бампа» с энергиями ε & εloc интенсивно поки-
дают область ускорения [6, 7, 12].

Во втором расчете (см. штриховую кривую 3 на
рис. 2) с ростом энергии ε от ∼ 10 до ∼ 100МэВ
наблюдается плавный переход от протонов, привя-
занных к ударному фронту, к протонам, интенсивно
покидающим его окрестности.

Как видно из рис. 2, темп ускорения частиц в
первом расчете в соответствии с теорией [12] убы-
вал быстрее с ростом RS из-за влияния КВМ, чем
во втором, в котором КВМ не учитывался.

Фактором, определяющим эффективность уско-
рения, является количество вовлекаемых в ускоре-
ние частиц на данной стадии эволюции ударной вол-
ны RS(t). Этот фактор непосредственно определяет
величину (амплитуду) суммарного спектра ускорен-
ных частиц:

N(ε, t) =
4πp2

v

∫
f(r, p, t)dV, (42)

где ε =
√
p2c2 +m2c4 −mc2. Здесь интегрирование

ведется по всему объему, занятому частицами.
Суммарный спектр N(ε) (42) можно приближен-

но представить в виде

N(ε) ∝ N ′(ε) exp [− (ε/εmax)
α] , (43)

где
N ′(ε) ∝ ε−γ (44)

— степенной участок спектра N(ε) (42) с показате-
лем γ. Значение параметра α затруднительно пред-
сказать аналитически по причине значительного из-
менения показателя q (14) в области ускорения.

Максимальная энергия εmax в (43) определяется
из соотношения

N(εinj )(εmax/εinj )
−γ /N(εmax ) = e , (45)

где e — основание натурального логарифма. Под
предельно большими (предельными) энергиями час-
тиц мы считаем энергии ε & εmax .
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Рис. 3. Суммарный спектр N(ε) протонов, ускорен-

ных в солнечной короне, как функция кинетической

энергии ε для трех значений радиуса ударной волны:

RS = 1.101, 1.117, 1.408R⊙ . Сплошные кривые соответ-

ствуют первому расчету, штриховые — второму

На рис. 3 приведен суммарный спектр N(ε) про-
тонов, ускоренных в солнечной короне, как функция
кинетической энергии ε для трех значений радиуса
ударной волны: RS = 1.101, 1.117, 1.408R⊙.

Сравним на рис. 3 сплошную кривую (первый
расчет) со штриховой (второй расчет) для ради-
усов ударных волн 1.408R⊙. Показатели корот-
ких (до ∼ 1МэВ) степенных участков спектров
N(ε) на кривых одинаковы: γ = 2.5. С энергии
∼ 1МэВ на суммарных спектрах начали формиро-
ваться «бампы». Согласно выражению (45) макси-
мальная энергия εmax = 9 · 103 МэВ на сплошной

509
4*



С. Н. Танеев ЖЭТФ, том 163, вып. 4, 2023

кривой в 18.7 раза меньше, чем на штриховой, на
которой εmax = 1.7 · 105 МэВ.

5. АНАЛИЗ РЕЗУЛЬТАТОВ РАСЧЕТОВ
НА ОРБИТЕ ЗЕМЛИ

Поскольку измерения потоков СКЛ чаще всего
осуществляются вблизи орбиты Земли, т. е. на рас-
стояниях, много больших 1.4R⊙, необходимо устано-
вить связь между спектром СКЛ, сформированным
в процессе ускорения, и ожидаемым потоком СКЛ в
последующие моменты времени на больших рассто-
яниях r ≫ R⊙.

Упрощенная постановка задачи о распростране-
нии ускоренных ударной волной СКЛ и ее решение,
приводящее к формуле Кримигиса [37], получено и
детально рассмотрено для условий межпланетной
среды в работе [6].

На втором этапе решения задачи, приведенном
в этом разделе, мы распространяем полученные в
предыдущем разделе в нижней короне Солнца сум-
марные спектры N(ε) СКЛ на орбиту Земли для
сравнения с данными измерений. Для этого на рис. 3
были взяты сплошная (первый расчет) и штриховая
(второй расчет) кривые N(ε) для радиуса ударной
волны RS = 1.408R⊙.

Далее спектры N(ε) с помощью формулы Кри-
мигиса [37] преобразовываются во временны́е про-
фили дифференциальной интенсивности J ′(re, t, ε)

на орбите Земли (подробнее см. в [6]).
На IMP-8 прибор CPME измерял потоки

I(re, t,∆εi) протонов в 10 дифференциальных
энергетических каналах [38], поэтому из расчета
интенсивности J ′(re, t, ε) вычисляем теоретически
определяемые потоки по формуле

I ′(re, t,∆εi) =
1

∆εi

ε2∫

ε1

J ′(re, t, ε)dε, (46)

где ε1 и ε2 — соответственно нижняя и верхняя энер-
гии приема частиц каналом прибора; ∆εi = ε2 − ε1,
где i — номер канала от 1 до 10.

Чтобы достичь согласия с экспериментом,
рассчитанные значения потоков I ′(re, t,∆εi) СКЛ
уменьшены на фактор fre ≈ 10−3, необходимость
введения которого дано в работах [7, 14].

На рис. 4 приведена зависимость от времени
дифференциальных по кинетической энергии ε по-
токов протонов I(re, t,∆εi), измеренных прибором
CPME в 10 энергетических каналах в течении 7 –
9 мая 1978 г. на борту космического аппарата IMP-
8 [38], находившегося вблизи орбиты Земли.

Рис. 4. Зависимости от времени дифференциальных по-

токов протонов, измеренных прибором CPME 7 – 9 мая

1978 г. на борту космического аппарата IMP-8. Линии, обо-

значенные крупными значками, представляют измерения

прибором CPME на IMP-8, а линии, выделенные такими

же, но мелкими значками, представляют расчет для того

же канала энергий протонов. Приведены диапазоны энер-

гий и обозначающие их значки для каждого из 10 каналов

измерений протонов. Детали см. в тексте

Линии I(re, t,∆εi), обозначенные на рис. 4 круп-
ными значками, представляют измерения прибором
CPME на IMP-8, а линии I ′(re, t,∆εi), выделенные
такими же, но мелкими значками, представляют
расчет для того же канала энергий протонов. Для
каждого из 10 каналов измерений протонов диапазо-
ны энергий и значки, обозначающие их, приведены
на рис. 4.

На рис. 4 в пяти измеренных каналах самых низ-
ких энергий 9 мая наблюдаются максимумы в по-
токах протонов, свидетельствующие о приходе на
IMP-8 межпланетной ударной волны. Это может
служить указанием на то, что СКЛ в короне Солнца
были получены на этой ударной волне.

В пяти измеренных каналах самых больших
энергий потоки к 9 мая были смодулированы удар-
ной волной в сторону их увеличения так, что наблю-
даются сильные расхождения рассчитанных кривых
с данными эксперимента (см. рис. 4).

Как видно на рис. 4, в целом наблюдается удо-
влетворительное согласие между расчетом и экспе-
риментом, по крайней мере, максимумы в потоках
имеют близкие по величине значения.

На рис. 5 десятью черными ромбами с ука-
занием диапазонов ошибок по энергии ε пока-
заны максимумы измерений потоков протонов
J(ε) = max [I(re, t,∆εi)] прибором CPME в 10
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Рис. 5. Сопоставление наблюдаемых и рассчитанных спек-

тров СКЛ на орбите Земли в событии 7 мая 1978 г. Деся-

тью черными ромбами с указанием диапазонов ошибок по

энергии ε приведены максимумы измерений потоков про-

тонов прибором CPME в 10 энергетических каналах на кос-

мическом аппарате IMP-8. Черными кружками для перио-

да времени 03:35 – 03:45 UT 7 мая и белыми кружками для

периода времени 04:30 – 05:00 UT 7 мая приведены изме-

рения нейтронными мониторами, совмещенные с измере-

ниями на IMP-7 и IMP-8 (область измерений по энергии

ε отмечена как NM) пиковых потоков протонов. Сплош-

ной (расчет с учетом влияния КВМ) и штриховой (расчет

без учета влияния КВМ) кривыми приведены дифферен-

циальные по кинетической энергии ε рассчитанные спек-

тры интенсивности протонов. Подробнее см. в тексте

энергетических каналах на космическом аппарате
IMP-8, взятые в период времени от 00:00 UT 7 мая
до 16:00 UT 8 мая 1978 г. (см. рис. 4).

Черными кружками для периода времени 03:35 –
03:45 UT 7 мая (первый из 5) и белыми кружками
для периода времени 04:30 – 05:00 UT 7 мая (пятый
из 5) на рис. 5 приведены измерения нейтронными
мониторами, совмещенные с измерениями на IMP-7
и IMP-8 (область измерений по энергии ε отмечена
как NM) пиковых потоков протонов, которые были
взяты из работы [39].

На рис. 5 сплошной (расчет с учетом влияния
КВМ) и штриховой (расчет без учета влияния КВМ)
кривыми приведены дифференциальные по кинети-
ческой энергии ε рассчитанные спектры интенсивно-
сти протонов J(ε) = max [J ′(re, t, ε)] на орбите Зем-
ли для события GLE31, произошедшего 7 мая 1978 г.

Сравнение на рис. 5 сплошной линии с данны-
ми измерений показывает, что квазилинейная тео-
рия [12] способна удовлетворительно описывать экс-
перимент во всем наблюдаемом широком диапазоне

энергий СКЛ.
Из измерений нейтронных мониторов, совмещен-

ных с измерениями частиц на IMP-7 и IMP-8 [39],
в событии GLE31 мы наблюдаем эффект убегания
протонов с энергиями ε > 450МэВ (в данном слу-
чае релятивистскими) из области ускорения, опи-
санный в работах [6,7] для процесса ускорения СКЛ
ударной волной в нижней короне Солнца (см. также
[4, 5, 22]). На рис. 5 видно, что предельные энергии
ε & εmax протонов, согласно эффекту убегания час-
тиц, уменьшаются в спектрах от периода времени
03:35 – 03:45 UT к периоду 04:30 – 05:00 UT.

Таким образом, мы видим, что с ростом коэффи-
циента диффузии частиц при удалении от Солнца
растет их мобильность и способность убегать в меж-
планетное пространство. Чем больше энергия части-
цы, тем раньше она получает возможность покинуть
область ускорения [6, 7].

Оценим грубо, до какого расстояния от Солн-
ца ускоренные ударной волной протоны с энергия-
ми ε & 50МэВ (см. на рис. 5 минимальную энергию
на кривой из белых кружков) покидали окрестности
ударного фронта.

Предположим, что начало первого периода вре-
мени 03:35 UT измерений нейтронными монитора-
ми на Земле связано с моментом генерации прото-
нов с максимально большими энергиями ε & εmax

ударной волной на расстоянии 1.408R⊙. Также пред-
положим, что измерения протонов с энергиями
ε & 50МэВ прекратились по окончанию последне-
го периода, т. е. после 05:00 UT. За 5100 c ударная
волна, бегущая от Солнца со скоростью 833 км/с,
пройдет расстояние ≈ 4.2 · 106 км, удалившись на
≈ 6.1R⊙, т. е. до 7.5R⊙. Время распространения до
Земли ускоренных ударной волной протонов с энер-
гиями ε & 50МэВ в этот период времени будем счи-
тать неизменным.

Следовательно, можно допустить, что в этом
событии все ускоренные протоны с энергиями
ε & 50МэВ инжектировались в межпланетное про-
странство к моменту достижения ударной волной
расстояния 7.5R⊙ от Солнца.

Протоны с энергиями ε < 450МэВ, как вид-
но из измерений нейтронными мониторами и из-
мерений телескопами на IMP-7 и IMP-8 [39] в со-
бытии GLE31, прибывают на орбиту Земли с за-
держкой во времени по сравнению с протонами,
имеющими энергию ε > 450МэВ, из-за того, что
их коэффициент диффузии в межпланетном про-
странстве κ‖(ε < 450МэВ) < κ‖(ε > 450МэВ).
Вследствии этого на рис. 5 мы видим рост ам-
плитуды измерений протонов от периода време-
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ни 03:35 – 03:45 UT к периоду 04:30 – 05:00 UT в об-
ласти энергий ε < 450МэВ. Это соответствует тео-
ретическим представлениям об исследуемом здесь
процессе ускорения СКЛ ударной волной в нижней
солнечной короне [6,7,12] и их последующем распро-
странении на 1 а.е. [6].

6. ВЫВОДЫ

Впервые проведено исследование эксперимен-
тальных данных для события GLE согласно ква-
зилинейной (самосогласованной) теории [12] уско-
рения СКЛ ударной волной, образованной КВМ, в
нижней короне Солнца с известными параметрами
солнечной плазмы и с учетом влияния КВМ на про-
цесс ускорения частиц.

Исследование события GLE31, произошедшего
7 мая 1978 г., с помощью теории [12] показало, что
она способна удовлетворительно описывать экспери-
мент во всем наблюдаемом широком диапазоне энер-
гий СКЛ.

Наилучшее согласие между теорией и измерени-
ями получено в предположении, что скорость КВМ
VP = 600 км/с, поток энергии альфвеновских волн
в основании короны Fw = 1.4 · 108 эрг/(см2 · с) и в
выражении (36) β = 1.

Сделано предположение, что в событии GLE31
до 7.5R⊙ все ускоренные ударной волной протоны с
энергиями ε & 50МэВ инжектировались в межпла-
нетное пространство.

Полученные результаты позволяют нам утвер-
ждать о важности развиваемой квазилинейной тео-
рии [12] ускорения СКЛ ударной волной в нижней
короне Солнца.

7. ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Результаты настоящей работы могут быть полез-
ны для анализа энергетического обмена в неодно-
родных системах, которые представляют интерес в
физике плазмы и астрофизике.

Примененный к событию GLE31 сценарий уско-
рения СКЛ ударной волной в нижней короне Солн-
ца, в котором над местом предстоящей вспышки мо-
жет быть поток энергии альфвеновских волн в ос-
новании короны Fw > 106 эрг/(см2 · с) и в выраже-
нии (36) β > 2/3, обсуждался автором с безвременно
ушедшим от нас 28 ноября 2020 г. Е. Г. Бережко при
написании работы [7].

Финансирование. Работа выполнена в рамках
государственного задания, регистрационный номер
ЕГИСУ НИОКТР 122011700180-7.
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Исследуются свойства нелинейного параметрического резонанса на примере работы маломодовой

динамо-модели Паркера. Данная модель представляет собой систему из четырех обыкновенных диф-

ференциальных уравнений и в простейшем приближении описывает процессы генерации и осцилляции

крупномасштабных магнитных полей в звездных системах. В отсутствие нелинейных эффектов рассмат-

риваемая задача, по аналогии с системой гармонических колебаний, допускает асимптотическое выде-

ление кратных резонансных частот. Однако несмотря на то, что на первый взгляд на этих частотах

разумно ожидать усиления амплитуды и в нелинейном случае, продемонстрировано, что при наличии

нелинейных слагаемых поведение системы существенно более сложное. В частности, на резонансных

или малых частотах может наблюдаться подавление генерации, в то время как усиление происходит в

непосредственной близости от резонанса или на достаточно больших частотах. Обсуждаются причины

такого поведения, а также возможность влияния параметрического резонанса на установление планетар-

ных динамо-циклов.

DOI: 10.31857/S0044451023040077
EDN:

1. ВВЕДЕНИЕ

Проведенное в настоящей работе исследование
отталкивается от следующего замечательного фак-
та. Период магнитной солнечной активности, из-
вестной как 11-летний солнечный цикл, практи-
чески совпадает с периодом обращения Юпитера.
Этот факт неоднократно отмечался в литерату-
ре, так, например, история вопроса обсуждается в
недавно опубликованной работе [1] и в приведен-
ных там исторических ссылках. Заманчивым кажет-
ся предположить причинную связь между этими яв-
лениями, т.е. считать, что слабое влияние Юпитера
является физической причиной солнечного цикла.

* E-mail: serenkova.ai19@physics.msu.ru
** E-mail: yushkov.msu@mail.ru

Такое предположение многократно делалось в ря-
де работ прошлых лет, впрочем, делается и в на-
стоящее время, так в качестве одной из последних
можно упомянуть работу [2]. И хотя на самом деле
полный период солнечного цикла составляет около
22 лет, в данных работах отмечается, что половин-
ный период в 11 лет упоминается потому, что про-
стейшие методы наблюдения магнитных колебаний
нечувствительны к знаку магнитного поля.

Между тем, если не поддаваться на заманчи-
вое предположение, то следует признать, что идея
о непосредственном воздействии удаленного Юпи-
тера на Солнце с образованием солнечного цикла
магнитной активности совершенно не вписывается
в имеющиеся в этой области представления. Так, в
работе [1], при анализе имеющихся наблюдательных
данных о магнитной активности звезд с экзопланет-
ными системами, продемонстрировано, что для на-
шей звездной системы речь идет о случайном совпа-
дении двух чисел. С другой стороны, известно много
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экзопланетных систем, планеты которых находят-
ся гораздо ближе к соответствующим звездам, чем
Юпитер к Солнцу, не говоря уже о многочислен-
ных тесных двойных звездных системах. Поэтому
нет оснований заранее отвергать идею возникнове-
ния параметрического резонанса, связанного с пери-
одическим воздействием экзопланеты на течения в
звезде.

Задача о влиянии периодического возмущения
на генерацию магнитного поля в сферической обо-
лочке тоже многократно исследовалась в литерату-
ре (из сравнительно недавних статей упомянем ра-
боты [3,4], а также приведенные там ссылки), одна-
ко полученные таким образом результаты не кажут-
ся нам достаточно проясняющими ситуацию. Дей-
ствительно, добавление периодического возмущения
в уравнения динамо в ряде случаев сопровождает-
ся заметным увеличением амплитуды волны квази-
стационарного магнитного поля, с распространени-
ем которой связан солнечный цикл, однако это про-
исходит далеко не только при стандартном соотно-
шении частоты возмущения и собственной частоты,
известном из теории параметрического резонанса.
Убедительно идентифицировать изменение ампли-
туды волны магнитного поля в сложной многомер-
ной задаче звездного динамо, которая содержит са-
мые разнообразные эффекты, тоже непросто. Есть,
например, случаи, когда не вызывающее сомнения
периодическое воздействие на звездное динамо ока-
зывается неожиданно скромным, так что его замет-
ное проявление требует воздействия очень близкой
звезды размера, сопоставимого с размером исходной
звезды, см., например, [5].

Все это снова побуждает нас обратиться к задаче
о параметрическом воздействии на работу звездно-
го динамо и рассмотреть ее в постановке, ориенти-
рованной на выделение параметрических эффектов.
Для этого мы рассматриваем простейшую постанов-
ку задачи о генерации магнитного поля в сфери-
ческой конвективной оболочке звезды, предложен-
ной в работе [6], разлагаем соответствующие урав-
нения в ряды Фурье по базису, состоящему из соот-
ветствующих мод свободного затухания и сохраня-
ем минимальный набор мод, позволяющих возбуж-
дать колеблющееся магнитное поле. В итоге мы при-
ходим к сравнительно простой системе обыкновен-
ных дифференциальных уравнений, в которую впи-
сываем внешнее параметрическое воздействие. Эта
система заметно сложнее уравнения Матье, кото-
рое обычно используется при исследовании задачи
о параметрическом резонансе, поскольку результа-
ты нетрудно сравнивать с аналогичными для урав-

нения Матье [7]. При этом предложенная нами си-
стема в определенных пределах допускает и анали-
тическое исследование, что, конечно, способствует
пониманию физики явления. Отметим, что проводи-
мое нами упрощение задачи лежит в русле вывода
уравнения Матье для параметрического резонанса
— строго говоря, полное описание человека, кото-
рый раскачивается на качелях, изменяя свое поло-
жение на них, содержит много степеней свободы, а
в уравнении Матье учитываются лишь главные из
них.

Наконец, заметим, что хотя рассматриваемая за-
дача возникает при изучении физики Солнца, она,
как и явление резонанса вообще, имеет общефизиче-
ские применения. Речь идет о резонансе в системах,
в которых наряду с параметрическим воздействи-
ем присутствует самовозбуждение и его последую-
щее нелинейное подавление. Подобные задачи мо-
гут, конечно, возникать в различных областях фи-
зики. Мы, естественно, не претендуем на полное ис-
следование таких резонансных явлений, но думаем,
что опыт исследования данной задачи может быть
востребован и в других сходных ситуациях.

2. ОСНОВНЫЕ УРАВНЕНИЯ

Для анализа нелинейного параметрического ре-
зонанса мы сознательно используем простейшую
динамо-модель. Эта модель была предложена в ра-
боте [6] для описания миграционной волны в кон-
вективной оболочке Солнца. Она является прямым
следствием уравнения магнитной индукции, усред-
ненного по случайному двухмасштабному полю ско-
рости, хотя следует признать, что в 1955 г. Ю. Пар-
кер лишь гениально угадал вид основного уравне-
ния. Позднее же (см., например, [8]) уравнение для
среднего магнитного поля B было выведено в явном
виде:

Ḃ = rot[V,B] + α · rotB+ β ·∆B. (1)

Таким образом, для описания линейных эффектов
генерации в рамках данной модели достаточно знать
среднюю скорость течения V = 〈v〉, поле гидроди-
намической спиральности α ∼ 〈v, rotv〉 и коэффици-
ент турбулентной диффузии β, включающий в себя
магнитную диффузию и энергию турбулентного по-
тока [8].

При наличии достаточной асимметрии конвек-
тивного потока α и дифференциального вращения
V(r) усредненное уравнение (1) может описывать
перекачку гидродинамической энергии в энергию
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среднего магнитного поля, см., например, [9]. Маг-
нитная энергия в такой модели нарастает экспонен-
циально, при этом образуются периодические осцил-
ляции, представляющие собой, с физической точ-
ки зрения, волны активности, бегущие от полюсов
к экватору. Нелинейные эффекты, характеризую-
щие уменьшение гидродинамической спиральности
с ростом поля, приводят к стабилизации экспонен-
циального роста. В итоге образуется периодический
процесс, описывающий открытый еще в 1844 г. пе-
риодический 11-летний динамо-цикл Солнца [10] и
влияющий на всевозможные плазменные явления
в Солнечной системе, в частности, на формирова-
ние корональных петель, вспышечную активность и
прочее [11].

Ключевым упрощением, предложенным Пар-
кером, при переходе в сферическую систему
координат являлось представление аксиально-
симметричного магнитного поля в виде суммы
тороидальной компоненты B и полоидальной
компоненты A:

B = Beϕ +R · rot(Aeϕ).

Такое представление в случае тонкого сферическо-
го слоя радиуса R, в котором величина поля зави-
сит только от времени и зенитного угла θ, переводит
уравнение (1) в систему из двух уравнений. В обез-
размеренном виде она имеет вид

Ȧ = RαB +Aθθ − µ2A,

Ḃ = Rω(A sin (θ))θ +Bθθ − µ2B,
(2)

и носит название системы Паркера. Два параметра,
входящие в систему, Rα и Rω, описывают обезраз-
меренные интенсивности источников генерируемых
магнитных полей, а вспомогательное число µ опре-
деляет радиальную часть диффузии и пропорцио-
нально отношению радиуса к толщине конвектив-
ной оболочки (для Солнца эта величина традицион-
но принимается равной 3, см., например, коммента-
рии в работе [12]).

Примечательно, что полученная система (2) опи-
сывает не специфическое поведение Солнца, а про-
цесс, характерный для многих звезд, обладающих
магнитным полем. Генерируемые в такой системе
миграционные волны (их часто называют динамо-
волнами), да и сам динамо-процесс наиболее чув-
ствительны к так называемому динамо-числу D —
произведению безразмерных параметров, отвечаю-
щих за дифференциальное вращение Rω и спираль-
ность Rα. В целом, перенормировка компонент в си-
стеме (2) позволяет объединить Rα и Rω и далее ис-
пользовать исключительно управляющий параметр

D, однако для удобства анализа (см. последний раз-
дел) мы оставим два параметра, а не один. Гипоте-
тически периодическое влияние двойных звезд друг
на друга может приводить к периодическому изме-
нению Rα или Rω, что, в свою очередь, может вызы-
вать параметрический резонанс. При этом, как бы-
ло сказано выше, сам периодический звездный цикл,
а точнее, стабилизация экспоненциально растущего
поля, является типично нелинейным процессом. По-
этому возникает интересный и важный вопрос, на-
сколько при нелинейном подавлении в параметриче-
ском резонансе может быть выше амплитуда коле-
баний и может ли резонанс в системе (2) приводить
к эффектам, принципиально отличающимся от на-
блюдаемых на Солнце.

Для упрощения модели сведем систему в част-
ных производных к системе обыкновенных диф-
ференциальных уравнений, принимая в расчет тот
факт, что B и A из-за наличия ротора имеют раз-
ную симметрию относительно экватора. Предполо-
жим, что B антисимметрично, а A — симметрично
относительно θ = π/2, и воспользуемся маломодо-
вым подходом, раскладывая тороидальную и поло-
идальную компоненты по гармоникам:

B = b1 sin (2θ) + b2 sin (4θ),

A = a1 sin (θ) + a2 sin (3θ).
(3)

Подставляя такое разложение в систему Паркера,
получим четыре дифференциальных уравнения для
каждой моды:

ȧ1 = (Rα/2)b1 − (1 + µ2)a1,

ȧ2 = (Rα/2)(b1 + b2)− (9 + µ2)a2,

ḃ1 = Rω(a1 − a2)− (4 + µ2)b1,

ḃ2 = 2Rωa2 − (16 + µ2)b2.

(4)

Это основная система для дальнейшего анализа
и моделирования, для которой остается сделать
последние предположения о том, что, во-первых,
внешние источники приводят к осцилляции динамо-
параметров, а во-вторых, что рост магнитного по-
ля приводит к уменьшению гидродинамической спи-
ральности и к стабилизации роста магнитного поля:

Rω → Rω(1 + σ sin(ωt)); Rα → Rα
1 + 〈b21 + b22〉

. (5)

Мы специально разделили воздействия параметри-
ческой модуляции и нелинейного подавления для Rω
и Rα, это принципиально не меняет результаты, зато
помогает при теоретическом анализе сводить систе-
му из четырех уравнений первого порядка к системе
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из двух уравнений второго порядка, см. ниже. Еще
раз подчеркнем, что используемая система (4) явля-
ется максимально упрощенной моделью, демонстри-
рующей при этом базовое поведение миграционных
волн. Пример такой волновой динамики показан на
рис. 1, где изображена зависимость амплитуды по-
лоидальной компоненты A от времени t и угла θ.
Сплошные и штриховые кривые являются линия-
ми уровня амплитуды (сплошные — положительные
значения, штриховые — отрицательные), а сам рису-
нок носит название баттерфляй-диаграммы динамо-
волны (о солнечной батерфляй-диаграмме более по-
дробно можно прочитать, например, в [13]). Наш же
интерес в первую очередь связан с периодическим
изменением параметра и наличием параметрическо-
го резонанса, который мы и попробуем зафиксиро-
вать, как численно, так и аналитически.
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Рис. 1. Батерфляй-диаграмма: зависимость амплитуды

полоидальной компоненты A от времени t и угла θ. Сплош-

ные и штриховые кривые являются линиями уровня ам-

плитуды, сплошные соответствуют положительным значе-

ниям, штриховые — отрицательным

3. ЧИСЛЕННЫЙ ЭКСПЕРИМЕНТ

Для численного решения системы дифферен-
циальных уравнений мы используем метод Рунге–
Кутты 4 порядка, см., например, [14]. Шаг при этом
подбирается таким образом, чтобы ошибка вычисле-
ния была менее 0.1% (для представляемых результа-
тов выбран шаг dt = 0.001, а время моделирования
tmax = 50). Начальные условия можно выбирать
свободно, так как в линейных случаях нас интере-
сует только скорость экспоненциального роста, а в
нелинейных — уровень, на который выходит система
после стабилизации, в частности, у нас a1(0) = 0.01,
a2(0) = 0.02, b1(0) = 0.03, b2(0) = 0.04. Для каждой

задачи сначала восстанавливаются частота и ампли-
туда собственных колебаний в отсутствие парамет-
рического возбуждения, т. е. при σ = 0. Для это-
го находятся последние два максимума осцилляций
в отсутствие параметрического возбуждения, затем
из разности координат максимумов находится соб-
ственная частота, а из квадрата максимума, делен-
ного пополам — амплитуда.

В случае линейного режима для каждой
моды восстанавливается скорость экспоненци-
ального роста. Для этого на интервале времени
[(5/6)tmax, tmax] находятся максимумы осцилля-
ций, которые должны образовывать растущую
экспоненту, от полученных значений берутся нату-
ральные логарифмы и аппроксимируются прямой
с помощью хорошо известного метода наименьших
квадратов (МНК) [15]. Это позволяет не только
найти скорость экспоненциального роста, но и
убедиться в том, что рост действительно име-
ет показательную скорость, так как полученная
ошибка МНК близка к машинному нулю. Данная
процедура повторяется для различных частот
возбуждающей силы с шагом dω = 0.1 на диапазоне
частот ω = [25, 140] для маломодовой системы и
ω = [15, 80] для симметричной, в том числе в районе
собственной и удвоенной частот систем (на малых
частотах ω скорость экспоненциального роста не
ищется в силу увеличения периода периодического
воздействия, пропорционального sin(ωt), и огра-
ниченности полного времени счета). Тут следует
заметить, что на левых графиках, приведенных
ниже на рис. 2–4, соответствующих линейному
режиму, иногда можно наблюдать наличие шума,
которое связано с методикой определения роста;
так, на рис. 2 шум появляется там, где рост сменя-
ется на затухание, а на рис. 3 и 4 — там, где сумма
колебаний вырождается в биения (см. рассуждения
в следующем разделе).

В случае нелинейного режима, когда рост ампли-
туды прекращается, анализируется амлитуда осцил-
ляций энергетической характеристики 〈b21+b22〉. При
этом сама стабилизация происходит за счет подавле-
ния Rα, см. (5), где среднее от этой энергетической
характеристики пересчитывается на каждом перио-
де колебаний. Амплитуда колебаний нормируется на
соответствующую ей амплитуду в случае отсутствия
параметрического воздействия, т. е. при σ = 0. Здесь
важным моментом является то, что указанное отно-
шение энергий находится после стабилизации про-
цесса генерации и при этом на достаточно широком
интервале частот ω, см. предыдущий раздел, что
требует достаточно больших численных мощностей.
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При этом нельзя не заметить, что выбранный способ
стабилизации — когда усреднение энергии подавле-
ния происходит за предыдущий период — это только
один из возможных вариантов подавления. Он явля-
ется достаточно простым и традиционным способом
описания α-квенчинга, однако в численном экспе-
рименте мы пробовали и другие способы, например,
стабилизация за счет энергии в предыдущий момент
времени или за счет энергии, усредненной с начала
моделирования процесса, или за счет энергии, рас-
считанной по компонентам a1,2. Но поскольку раз-
личные способы нелинейного подавления дают схо-
жие результаты, мы остановились на изложенном
выше.

4. АНАЛИТИЧЕСКИЙ ПОДХОД

При теоретическом анализе параметрического
воздействия можно оттолкнуться от того факта,
что классическое уравнение гармонических колеба-
ний с параметрическим резонансом при малой ве-
личине периодического возмущения (σ ≪ 1) допус-
кает асимптотическое решение вблизи резонансных
частот, кратных удвоенной частоте системы, см., на-
пример, [9]. Отсюда хотелось бы сделать вывод, что
в более сложных, но подобных системах, например,
при наличии нелинейности или при наличии допол-
нительного экспоненциального роста/затухания, и
ситуация с резонансом будет подобной.

Упрощенная система. Для того чтобы это
продемонстрировать, рассмотрим колебательную
систему из двух уравнений, являющуюся некоторым
упрощением модели Паркера:

ȧ = −ω2
0b− µ2a,

ḃ = (1 + σ sin(ωt))a− µ2b.
(6)

В случае постоянной частоты ω0, выражая из пер-
вого уравнения b(t) и подставляя его во второе,
несложно свести систему к стандартному уравнению
параметрических колебаний с вязкостью:

ä+ 2µ2ȧ+ (ω2
0 + µ4 + ω2

0σ sin(ωt))a = 0, (7)

а замена

a(t) = f(t) exp(−µ2t)

приводит нас к классическому уравнению Матье [7]:

f̈ + ω2
0(1 + σ sin(ωt))f = 0. (8)

Резонансные решения для уравнения Матье ищутся
в околорезонансной области в виде гармонической
функции с малым экспоненциальным ростом:

f(t) = f1 exp(st+i(ω0+ε/2)t)+f
∗
1 exp(st−i(ω0+ε/2)t).

(9)
Подставим (9) в уравнение (8) и рассмотрим удво-
енную возбуждающую частоту ω = 2ω0 + ε. Затем
для малой амплитуды возбуждающей силы σ ∼ ε

пренебрежем старшими гармониками и соберем сла-
гаемые при exp(i(ω0 + ε/2)t) и exp(−i(ω0 + ε/2)t).
Получим систему из двух уравнений

(ω2
0 + (s+ i(ω0 + ε/2))2)f1 + (σω2

0/2i)f
∗
1 = 0,

−(σω2
0/2i)f1 + (ω2

0 + (s− i(ω0 + ε/2))2)f∗
1 = 0.

Однородная система имеет нетривиальное решение,
если ее определитель равен нулю. Приравняем к
нулю определитель и получим скорость роста s из
квадратного уравнения

(ω2
0 + s2− (ω0+ ε/2)2)2 +4s2(ω0+ ε/2)2 =

σ2ω4
0

4
⇒

⇒ s = ±
√
σ2ω2

0/4− (ω2
0 − (ω0 + ε/2)2)2

2(ω2
0 + (ω0 + ε/2)2)

=

= ±1

2

√
σ2ω2

0

4
− ε2. (10)

Таким образом, с учетом диффузии, генерация в си-
стеме (6), когда s > µ2, возможна в достаточно уз-
кой полосе ω ∈ [2ω0 − ε, 2ω0 + ε]:

|ε| ≤
√
σ2ω2

0

4
− 4µ4.

Заметим, что из формулы (4) следует, что величина
s порядка ε ∼ σ, т. е. мала, при этом аналогичные
резонансные коридоры есть и на частотах, кратных
2ω0, однако скорость генерации и ширина коридора
там существенно меньше. На верхней панели рис. 2
приведена зависимость показателя скорости роста
от частоты вынуждающей силы. Сплошной лини-
ей показаны численные результаты (причины шума
описаны более подробно в предыдущем разделе), а
черными точками — аналитические, полученные с
помощью формулы (10). Вертикальные штриховые
линии выделяют удвоенную и основную частоты си-
стемы, а штрих-пунктирные отсекают область гене-
рации s− µ > 0.

В нелинейном режиме параметрического резо-
нанса для системы (6) с ростом амплитуды a(t)
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Рис. 2. Упрощенный случай. Верхняя панель — зависи-

мость скорости экспоненциального роста a от частоты па-

раметрического возбуждения в случае линейного режима.

Нижняя панель — зависимость энергии системы от час-

тоты параметрического возбуждения в случае нелиней-

ного режима. Точки — аналитическое решение в районе

удвоенной частоты, штрих-пунктирные вертикальными ли-

ниями — коридор генерации. Параметры моделирования

ω0 = 1, µ2 = 0.01, σ = 0.3

уменьшается параметр ω2
0 , за счет чего система по-

степенно «развязывается», а это, в свою очередь,
приводит к стабилизации экспоненциального роста
и выходу на квазистационар. Стационар понимает-
ся в том смысле, что решение осциллирует, но энер-
гия осцилляций, которую мы берем равной среднему
от 〈a2〉 за период, остается постоянной. С помощью
функции (4) оценим уровень стационара в зависимо-
сти от частоты осцилляции параметра ω. Зададим
уменьшение параметра ω2

0 как

ω2
eff =

ω2
0

1 + 〈a2〉 , (11)

тогда при стабилизации, приравнивая скорсть гене-
рации к нулю, из (4) получаем

ω2
effσ

2

4
− ε2 = 4µ4.

Выражая отсюда ε и подставляя в выражение для
частоты ω = 2ωeff + ε, получаем

ω − 2ω0√
1 + 〈a2〉

=

√
σ2ω2

eff

4
− 4µ4,

откуда следует зависимость для 〈a2〉 от ω:

〈a2〉 =

√
(4ω0 +

√
σ2ω2

0 − 16µ4)2

4ω2
− 1. (12)

Нижняя панель рис. 2 демонстрирует зависи-
мость энергии системы при наличии нелинейной
стабилизации от частоты вынуждающей силы.
Сплошной линией показаны численные результаты,
а черными точками — аналитические результаты,
полученные с помощью формулы (12). Явно вид-
но, что согласно и тем, и другим результатам в
нелинейном режиме кривая насыщения становится
несимметричной относительно резонансной часто-
ты, а максимум амплитуды насыщения смещается
от нее влево.

Динамо-система Паркера. Теперь рассмот-
рим маломодовую систему (4), главное отличие ко-
торой от упрощенной системы в том, что генерация
в ней системе происходит наравне с осцилляцией и
при отсутствии параметрического резонанса. Опре-
деляется это тем, что система из четырех уравне-
ний может иметь комплексные собственные значе-
ния, в отличие от системы из двух уравнений, где
комплексные значения либо вещественные, либо чи-
сто мнимые. С этим же связана и сложность, так
как в общем случае, чтобы найти собственные час-
тоты системы Паркера, надо найти корни уравне-
ния четвертого порядка. Поэтому начнем с симмет-
ричного случая, для которого корни находятся явно.
Рассмотрим систему

ȧ1 = (Rα/2)b1 − µ2a1,

ȧ2 = (Rα/2)(b1 + b2)− µ2a2,

ḃ1 = Rω(1 + σ sin(ωt))(a1 − a2)− µ2b1,

ḃ2 = 2Rω(1 + σ sin(ωt))a2 − µ2b2.

(13)

Выразив b1(t) и b2(t) из первых двух уравнений,
подставим их во вторые два (заметим, что это удоб-
но сделать в силу нашего предположения о парамет-
рической модуляции параметра Rω, а не Rα). По-
лучим систему из двух уравнений второго порядка,
для которой по аналогии с уравнением (7) сделаем
замену

a1,2(t) = f1,2(t) exp(−µ2t).
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Получим систему типа системы Матье:

f̈1 − (RαRω/2)(1 + σ sin(ωt))(f1 − f2) = 0,

f̈2 − (RαRω/2)(1 + σ sin(ωt))(f1 + f2) = 0.
(14)

Для такой системы при отсутствии периодической
силы σ = 0 несложно вычислить собственные часто-
ты ω0 и скорости генерации γ0 гармонического ре-
шения:

λ0 = γ0 + iω0 = ±
√
−RαRω√

2
exp(±3iπ/8). (15)

При σ 6= 0 также можно искать решение в гармо-
ническом виде, однако в отличие от описанной ра-
нее упрощенной системы (6) такое решение будет
иметь комплексные добавки к частотам. Эту про-
блему можно обойти, если искать решение системы
(14) в виде суммы не двух, а четырех комплексно
сопряженных слагаемых:

f1,2 = f̄1,2 exp((γ0 + s+ iβ)t+ i(ω0 + ε/2)t)+

+ f̄∗
1,2 exp((γ0 + s− iβ)t− i(ω0 + ε/2)t)+

+ ¯̄f1,2 exp((γ0 + s− iβ)t+ i(ω0 + ε/2)t)+

+ ¯̄f∗
1,2 exp((γ0 + s+ iβ)t− i(ω0 + ε/2)t). (16)

По аналогии с предыдущим случаем рассмотрим
внешнее периодическое воздействие, имеющее удво-
енную частоту ω = 2ω0 + ε. Пренебрегая старшими
гармониками и собирая слагаемые у каждой из че-
тырех гармоник экспонент, получим для f̄1, f̄2, ¯̄f∗

1 и
¯̄f∗
2 систему из четырех уравнений с определителем

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a −d c −c
d a c c

−c c b −d
−c −c d b

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

,

где
a = (γ0 + s+ iβ + iω/2)2 −RαRω/2,

b = (γ0 + s+ iβ − iω/2)2 −RαRω/2,

c = −RαRωσ/4i,
d = −RαRω/2.

Приравнивая этот определитель к нулю, получаем
уравнение

(d(a+ b)− 2c2)2 + (ab− d2)2 = 0, (17)

решая которое относительно γ0 + s+ iβ, получаем

γ0 + s+ iβ =

√√√√λ20 ± iγ0ω

√
1± iR2

αR
2
ωσ

2

8λ20ω
2

− ω2

4
.

При малых σ асимптотически это можно переписать
как

s+ iβ + iε/2 = ± R2
αR

2
ωσ

2

32λ0ω(λ0 ± iω/2)
+ o(σ2). (18)

Левая часть равенства (18) и есть добавка к скоро-
сти генерации при наличии периодического воздей-
ствия с частотой ω. При σ = 0 эта добавка равна
нулю, а следовательно, скорость генерации полно-
стью совпадает с λ0, определяемой формулой (15).
При σ 6= 0 вещественная часть решения (18) при
больших ω больше λ0, а при малых — меньше, в
районе удвоенной частоты скорость генерации име-
ет локальный максимум. На верхней панели рис. 3
приведена зависимость скорости экспоненциально-
го роста a1,2 от частоты параметрического возбуж-
дения. Численные результаты вычисления скорости
генерации показаны сплошной линией, а аналитиче-
ские — точками. При этом уменьшение σ приводит
к тому, что две кривые стремятся к прямой s = γ0.
Отличительной чертой является отсутствие четко
выделенного узкого максимума резонанса на крат-
ных частотах, что, однако, объясняется вырожден-
ностью симметричной системы и отсутствием гар-
монического решения для системы (14).

Кроме того, заметим, что найденные решения
представляют собой две гармоники с близкими ча-
стотами — разница между частотами 2β — и экспо-
ненциально растущими амплитудами, что наравне с
колебаниями может приводить к появлению биений.
Биения проявляют себя при минимуме правой части
выражения (18) и при численных расчетах приводят
к появлению шума, что связано с методикой вычис-
лений (см. предыдущий раздел). Появление диффу-
зии, пропорциональной µ2, см. систему (4), приведет
лишь к уменьшению скорости генерации на µ2, сам
же характер решения останется таким же.

Если включить нелинейное подавление в сим-
метричном случае, то энергия колебаний, а соответ-
ственно и Rα, изменится настолько, что генерация
стабилизируется. Но так как на малых частотах ω

скорость генерации меньше, чем в невозбужденном
случае, а на больших — больше, то относительно
энергии системы при отсутствии внешнего возбуж-
дения на больших частотах энергия установившихся
колебаний вырастет, а на малых — наоборот, упа-
дет. Такая зависимость энергии системы от частоты
параметрического возбуждения приведена на ниж-
ней панели рис. 3. Шумы, появляющиеся на зави-
симости, как было сказано выше, являются прямым
следствием используемого численного алгоритма.
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Рис. 3. Симметричный случай. Верхняя панель — зави-

симость скорости экспоненциального роста a1,2 от час-

тоты параметрического возбуждения в случае линейно-

го режима. Нижняя панель — зависимость энергии си-

стемы от частоты параметрического возбуждения в слу-

чае нелинейного режима (энергия нормируется на энер-

гию системы без возбуждения). Параметры моделирова-

ния Rα = 0.35, Rω = −2500, σ = 0.3, ξ = 1; собственные

частоты для линейного случая ω0 ≈ 23.02, для нелиней-

ного — ω0 ≈ 21.74

При рассмотрении несимметричной системы (4),
т. е. случая, когда помимо µ2 есть константы, по-
являющиеся из-за взятия вторых производных по
θ от соответствующих гармоник, аналитически вы-
числить собственные частоты системы не представ-
ляется возможным. Однако относительно симмет-
ричного случая можно сказать следующее: система
(4) будет также приводить к уравнению четвертого
порядка, но если в симметричном случае положи-
тельная вещественная часть корней λ0 была одина-
ковой, что приводило к решению из четырех экс-
понент (14), то в несимметричном случае будет су-
ществовать корень с большей вещественной частью.
Следовательно, решение будет гармоническим и схо-
жим как с симметричным случаем (13), так и с упро-
щенной системой (6).
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Рис. 4. Несимметричный случай. Верхняя панель — за-

висимость скорости экспоненциального роста a1,2 от час-

тоты параметрического возбуждения в случае линейно-

го режима. Нижняя панель — зависимость энергии си-

стемы от частоты параметрического возбуждения в слу-

чае нелинейного режима (энергия нормируется на энер-

гию системы без возбуждения). Параметры моделирова-

ния Rα = 1.0, Rω = −2500, σ = 0.3, ξ = 1; собственные

частоты ω0 ≈ 36.11

Это мы и наблюдаем при численном анализе.
Так, в линейном режиме, см. верхнюю панель рис.
4, зависимость скорости генерации от частоты пери-
одического воздействия представляет собой супер-
позицию аналогичных зависимостей для упрощен-
ной и симметричной систем. Хорошо виден широ-
кий профиль подложки во всем диапазоне частот
и острые пики вблизи удвоенной частоты (и крат-
ных удвоенной). В нелинейном режиме график энер-
гии насыщения тоже представляет собой комбина-
цию подложки (симметричная система, нижняя па-
нель рис. 3) и треугольников (упрощенная системы,
нижняя панель рис. 2). При этом картина парамет-
рического резонанса для системы Паркера стала су-
щественно сложнее ожидаемой для гармонических
колебаний. Появились области подавления генера-
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ции на низких частотах и усиления на высоких, пи-
ки усиления сдвинуты от кратных частот и находят-
ся левее, в непосредственной близости от них. Точ-
но в такой же близости, но правее, находятся пики
подавления генерации. Из этого можно сделать вы-
вод, что природа параметрического резонанса для
динамо-систем объяснима, но имеет гораздо больше
особенностей, нежели стандартная картина.

5. ОБСУЖДЕНИЕ И ВЫВОДЫ

В настоящей работе исследован параметриче-
ский резонанс в маломодовой динамо-системе Пар-
кера. Эта система является одной из простейших мо-
делей процессов генерации крупномасштабных маг-
нитных полей в случайных проводящих средах и
в первом приближении описывает формирование
звездных динамо-циклов, аналогичных 11-летнему
циклу солнечной активности. Мы не рассматрива-
ем в работе причины, приводящие к периодическим
параметрическим осцилляциям, ограничиваясь об-
щими соображениям, такими как, например, перио-
дическое влияние вращающихся планет на гидроди-
намическую спиральность в конвективной оболочке.
Более того, мы не утверждаем, что такое периоди-
ческое воздействие присутствует, например, в систе-
мах Солнце–Юпитер, или Земля–Луна, а сосредота-
чиваемся на вопросе о том, насколько картина па-
раметрического резонанса в динамо-системах может
отличаться от классического параметрического ре-
зонанса, описываемого уравнением Матье. Благода-
ря настолько упрощенной постановке, эти отличия
удается проанализировать как численно, так и ана-
литически.

В рассмотренных случаях на графиках зависи-
мости скорости генерации от частоты параметриче-
ского воздействия, действительно видны пики, ко-
торые можно отождествить с эффектами парамет-
рического резонанса. Примечательно, что эти пи-
ки для динамо-систем не обязательно возникают
при периоде внешнего воздействия, вдвое меньшем
собственного периода колебаний. Более того, в ря-
де случаев удается объяснить аналитически, поче-
му иногда условия возникновения параметрическо-
го резонанса совпадают с классическими, а иногда
— отличаются от него. Оказывается, что в общем
случае в динамо-системах влияние периодического
внешнего воздействия на скорость генерации есть на
всех частотах. Особенно при этом выделяется част-
ный случай совпадающих коэффициентов диффу-
зии при различных компонентах разложения маг-

нитного поля по модам, так как в этом частном слу-
чае классического параметрического резонанса во-
обще не наблюдается, а наблюдается следующее: во-
первых, подавление генерации на малых частотах
периодической модуляции и усиление генерации на
больших, во-вторых, пик такого параметрического
усиления генерации, лежащий между удвоенной и
утроенной собственными частотами системы, более
широкий, чем на удвоенной частоте в классическом
случае, но при этом более низкий по амплитуде.
Может быть, более грамотно такой отклик системы
на периодическое изменение параметров следовало
бы назвать не «параметрическим резонансом», для
которого характерен избирательный по частоте от-
клик, а «неизбирательным параметрическим резо-
нансом». Тогда можно было бы сказать, что в общем
случае наблюдается суперпозиция «классического»
и «неизбирательного» резонансов. Однако, оставляя
вопросы терминологии для дальнейшего обсужде-
ния, нельзя не отметить, что обнаруженное явление
— отсутствие классического параметрического ре-
зонанса при совпадении коэффициентов диффузии
для разных компонент магнитного поля — совпада-
ет по смыслу с результатами, полученными ранее в
других работах, в частности, в работе [16].

Еще одним важным с нашей точки зрения ре-
зультатом является то, что возникновение резонанс-
ных пиков не кажется столь ярким явлением, как
возникновение резонансных пиков в задачах, не свя-
занных с развитием неустойчивостей. Конечно, это
объясняется тем, что появление неустойчивости са-
мо по себе является очень заметным явлением, ко-
торое вполне может быть более заметным, чем ре-
зонанс, поэтому усиление или подавление генерации
на фоне уже происходящей генерации заметить го-
раздо сложнее.

Если говорить о реальных динамо-системах, то
следует учитывать тот факт, что экспоненциаль-
ное нарастание крупномасштабного магнитного по-
ля — очень редко наблюдаемое явление. В подавля-
ющем большинстве систем экспоненциальная гене-
рация затухает за счет обратного влияния растуще-
го магнитного поля на гидродинамические парамет-
ры системы. В настоящей работе учитывалось вли-
яние роста магнитного поля на гидродинамическую
спиральность. Анализ энергии установившихся ко-
лебаний в зависимости от параметрического воздей-
ствия показал, что резонансное воздействие может
приводить не к возрастанию, а к уменьшению ам-
плитуды динамо-волны, т.е. может возникать не ре-
зонансное усиление, а резонансное поглощение как
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в близких к резонансу областях, так и просто на ма-
лых частотах периодической силы. Резонансное по-
глощение, конечно, известно в ряде физических кон-
текстов, но в контексте задачи динамо является оче-
видно недостаточно изученным. Говоря о непосред-
ственных приложениях проведенного исследования
к физике Солнца, отметим, что на фоне получен-
ных результатов факт совпадения длины солнечно-
го цикла с периодом обращения Юпитера переста-
ет представляться столь привлекательным в контек-
сте исследования природы солнечного цикла. Также
еще раз отметим, что проведенное в конкретной си-
туации исследование параметрического резонанса в
системах с самовозбуждением и нелинейным подав-
лением может быть интересно и в других аналогич-
ных ситуациях.

Финансирование. Численный анализ парамет-
рического резонанса в динамо-системах выполнен
при поддержке Минобрнауки РФ в рамках програм-
мы Московского центра фундаментальной и при-
кладной математики (проект № 075–15–2019–1621).
Асимптотический анализ периодического воздей-
ствия на генерацию крупномасштабных структур
проводился при поддержке фонда Базис (грант
№ 21-1-3-63-1).
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менным прохождением нескольких заряженных частиц через сцинтиллятор (сигнал от одной частицы

лежит ниже порога регистрации), а также шумами фотоумножителя. В работе предлагается метод вы-

деления нейтронных импульсов для эн-детекторов с применением сверточных нейронных сетей и прово-

дится сравнение с базисным методом, применяемым в настоящее время на установке.
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1. ВВЕДЕНИЕ

Проект ENDA (Electron Neutron Detector Array)
основан на использовании измерений адронной и
электронной компоненты для оценки энергии пер-
вичной частицы и атомного номера [1–3]. Прото-
типы установки ENDA были созданы на террито-
рии ИЯИ РАН в Москве (ENDA-INR) и в Китае в
городе Янгбаджинг (ENDA-YBJ) на высоте 4300 м
над уровнем моря, они состоят из 16 электронно-
нейтронных детекторов (эн-детекторов) для изуче-
ния широких атмосферных ливней (ШАЛ) с энер-
гиями выше 1 ПэВ. В установках регистрируются
сигналы от заряженных частиц и тепловых нейтро-
нов, которые генерируются высокоэнергетическими
адронами ливня при их взаимодействии с грунтом.

* E-mail: kyrinov.ko@gmail.com

Информация о числе адронов на уровне наблюде-
ния позволяет улучшить восстановление энергии и
массы первичной частицы [4,5]. Количество адронов
ливня пропорционально количеству тепловых ней-
тронов и может быть использовано для его оцен-
ки [6]. Для регистрации электронно-фотонной и ад-
ронной компонент ливня в установке используются
эн-детекторы (разработанные в ИЯИ РАН) на осно-
ве неорганического сцинтилляционного компаунда
ZnS(Ag) + B2O3 с необогащенным бором.

Выделение импульсов от нейтронов основано на
различии форм импульсов, получаемых при захва-
те в данном сцинтилляторе тепловых нейтронов,
легких релятивистских заряженных частиц и шу-
мов. Существуют различные способы идентифика-
ции нейтронных импульсов, включающие использо-
вание аналитических методов [7–9], а также методов
машинного обучения, таких как метод опорных век-
торов [10], использование полносвязных нейронных
сетей и метод k-средних [11], а также применение
сверточных нейронных сетей (Convolutional Neural
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Рис. 1. Фронт импульса заряженной и нейтронной компо-

ненты

Networks, CNN) [12]. В статье [12] приведено срав-
нение, в котором алгоритм разделения сигналов от
заряженной и нейтронной компонент для сцинтил-
лятора на основе 6LiF : ZnS(Ag) с примесью поли-
винилтолуола показал лучшее качество по сравне-
нию с другими аналитическими методами разделе-
ния сигналов.

В работе предлагается метод выделения ней-
тронных импульсов для эн-детекторов с применени-
ем сверточных нейронных сетей и проводится срав-
нение с базисным методом, применяемым в настоя-
щее время на установке.

2. МЕТОДИКА РЕГИСТРАЦИИ

Тепловые нейтроны регистрируются с помощью
следующей реакции:

n+ 10B → 7Li + 4
2He + 2.3МэВ (2.7 МэВ в 7%).

Легкие релятивистские частицы (β, γ, µ) воз-
буждают в основном быструю компоненту (∼ 40 нс)
сцинтиллятора ZnS(Ag), в то время как тяжелые
частицы (α, 7Li) возбуждают также и медлен-
ные компоненты сцинтиллятора (несколько мик-
росекунд и более). Сигналы с последнего дино-
да ФЭУ поступают на дискриминатор–интегратор–
усилитель (ДИУ), где интегрируются в течении
1 мкс. ДИУ расположен непосредственно в детекто-
ре. После усиления сигнал поступает по кабелю на
вход АЦП.

Для заряженной компоненты фронт интегриро-
ванного импульса круто возрастающий, но из-за то-
го, что исходный импульс не является прямоуголь-
ным, а имеет экспоненциальный хвост, время воз-
растания фронта равно не ∼ 40 нс, а ∼ 200 нс. Для

нейтронной компоненты из-за увеличенного време-
ни собирания заряда увеличивается и фронт возрас-
тания интегрированного импульса. На рис. 1 пред-
ставлены нормированные усредненные фронты им-
пульса для заряженной и нейтронной компонент.

Отметим, что в наших работах по изучению
вариаций фонового потока тепловых нейтро-
нов используется время интегрирования равное
5–10 мкс [13, 14].

Совпадательные импульсы от фронта ливня ре-
гистрируются детекторами в течение первой мик-
росекунды, нейтроны же около 1 мс живут в грун-
те и более 30 мс в воздухе и им необходимо время
для замедления в грунте (∼ 500мкс). Чтобы избе-
жать просчетов, связанных с прохождением мощ-
ных ШАЛ, вызывающих насыщение электроники,
и вследствие этого с мертвым временем, вводится
задержка начала счета нейтронов и они регистри-
руются во временном интервале от 100 мкс до 5 мс
после фронта ливня.

Осциллограмма события состоит из 164500 то-
чек, где шаг оцифровки составляет 32 нс. Первый
импульс соответствует энерговыделению от прохож-
дения фронта ШАЛ, далее следуют импульсы от за-
держанных нейтронов. На рис. 2 показана осцилло-
грамма зарегистрированного события ШАЛ со всех
сработавших детекторов (отмечены разным цветом)
с установки ENDA-INR.

3. БАЗИСНЫЙ МЕТОД

Метод интегрирования заряда [9] основан на
оценке отношения заряда, собранного от "быстрой"
компоненты сцинтиллятора, к заряду, собранному
за время достижения максимальной амплитуды ин-
тегрированного сигнала. Для нейтронных импуль-
сов это отношение всегда меньше 1, для легких реля-
тивистских заряженных частиц и фона отношение
близко или равно 1. Для получения хорошего ка-
чества классификации сигналов по форме импульса
данным методом необходимо время интегрирования
порядка 10 мкс. Ради улучшения временного разре-
шения, необходимого для счета нейтронных импуль-
сов, сопровождающих ливень, в установке использу-
ется компромиссное время интегрирования, равное
всего лишь 1 мкс. Однако в этом случае алгоритм
разделения на основе интегрирования заряда дает
низкое качество классификации.

На данный момент в установке применяется ал-
горитм [2], который в дальнейшем мы будем назы-
вать базисным, согласно которому на основе анали-
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Рис. 2. Осциллограмма события ШАЛ

Рис. 3. Распределение по максимальной амплитуде

сигнала

Рис. 4. Распределение по длительности фронта импульса

за распределения по фронту возрастания интегри-
рованного импульса выбирается пороговое значение

и все сигналы, чей фронт возрастания импульса ле-
жит слева от этого значения, считаются сигналами
от заряженной компоненты и фоном, а справа — сиг-
налами от нейтронной компоненты.

4. СОЗДАНИЕ ОБУЧАЮЩЕЙ И
ВАЛИДАЦИОННОЙ ВЫБОРОК

Для обучения сверточной нейронной сети была
сформирована обучающая выборка на основе им-
пульсов, полученных из набора осциллограмм, за-
писанных в течение 11 месяцев работы установки
ENDA-INR. Для формирования выборки по заря-
женной компоненте были взяты осциллограммы с
установки, работающей в режиме единичных совпа-
дений. В данном режиме импульсы являются оди-
ночными и являются сигналами как от заряжен-
ной компоненты, так и от нейтронной. Чтобы оста-
вить импульсы только от заряженной компоненты,
импульсы, классифицированные базисным методом
как нейтронные, были удалены из выборки.

Выборка по нейтронной компоненте формирова-
лась из запаздывающих импульсов больших собы-
тий ШАЛ. Под большими событиями подразумева-
ются события, в которых число зарегистрированных
нейтронов лежит выше пуассоновского фона (верх-
нее распределение на рис. 5). Также был установлен
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Рис. 5. Алгоритм формирования обучающей выборки

Рис. 6. Архитектура нейронной сети

порог на суммарное энерговыделение в детекторах в
500 мВ. В таких событиях доля заряженной компо-
ненты подавлена относительно нейтронной компо-
ненты и можно все запаздывающие импульсы счи-
тать нейтронными.

Количество задержанных импульсов на ливень
в диапазоне от 100 мкс до 5 мс после фронта ШАЛ
распределено по закону Пуассона с математическим
ожиданием равным 0.4. Это контролируется с по-
мощью случайного программного триггера. Среднее
значение количества нейтронных импульсов по по-
лученной выборке равно 18.8 и из-за того, что вклад
в задержанные импульсы вносят и фоновые нейтро-
ны, и заряженная компонента, можно утверждать,
что заряженная компонента в больших событиях по-

давлена относительно нейтронной более чем в 47
раз.

Импульсы отбирались из условия превышения
амплитуды импульса порога в 7 мВ. Все импульсы
из выборки имели длительность в 1.2 мкс или в 38
точек (при шаге дискретизации в 32 нс). За начало
импульса был принят порог в 0.5 мВ. После этого
все сигналы сглаживались с помощью скользящей
регрессии [15]. В результате описанных выше дей-
ствий было отобрано 2210 импульсов заряженной и
348 импульсов нейтронной компонент. На рис. 3 и 4
представлены распределения по максимальной ам-
плитуде и длительности фронта импульса для обеих
компонент, где под длительностью фронта понима-
ется интервал времени между началом импульса и
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Рис. 7. t-SNE представление эмбеддингов. Верхняя па-

нель — исходные данные, нижняя панель — после обучения

его максимумом.
После построения распределения по времени воз-

растания фронта импульса, для использования ап-
проксимирующих свойств нейронной сети из выбор-
ки были удалены все импульсы, чьи времена воз-
растания фронта находились в пересекающейся об-
ласти. Затем выборки для каждого класса были сба-
лансированы. Конечное распределение по длитель-
ности фронта импульса для обоих классов представ-
лено на самом нижнем распределении на рис. 5. По
полученной выборке были построены фронты им-
пульсов обеих компонент. Максимальная амплитуда
усредненного фронта импульса нейтронной компо-
ненты оказалась в 1.4 раза больше, чем заряженной
компоненты.

Эффективность модели оценивалась с помощью
k-fold кросс-валидации [16], где вся выборка разби-
валась на 3 равные подвыборки и точность моде-
ли оценивалась по среднему значению на всех под-
выборках. Вместе с этим, была создана тестирую-
щая выборка, которая была сформирована на ос-
нове осциллограмм событий ШАЛ с большим чис-
лом нейтронов для установки ENDA-YBJ, распо-
ложенной на плато Янгбаджинг на высоте 4300 м

Рис. 8. Графики обучения нейронной сети. Верхняя па-

нель — зависимости потерь от эпохи, нижняя панель —

зависимости доли верных ответов от эпохи

над уровнем моря. По сравнению с импульсами, по-
лученными на установке ENDA-INR, большинство
импульсов, полученных на ENDA-YBJ, имеют дли-
тельность фронта импульса, находящуюся в обла-
сти перекрытия двух компонент. Именно в этой об-
ласти и возникает основная проблема классифика-
ции импульсов. Из-за различных шагов оцифровки
в установке ENDA-INR (32 нс) и ENDA-YBJ (20 нс)
импульсы из ENDA-YBJ были линейно интерполи-
рованы на шаг в 32 нс.

5. АРХИТЕКТУРА НЕЙРОННОЙ СЕТИ

Для создания нейросети использовался фрейм-
ворк PyTorch [17], архитектура сети представлена
на рис. 6.

В работе применялась нейронная сеть, состоя-
щая из двух частей. Первая часть представляет из
себя сверточную сеть, входом которой является век-
тор размерности (N , 38), где N — размер батча, а
выходом вектор (эмбеддинг) размерности (N , 128).
Этот слой обучался с помощью функции потерь
Sub-center ArcFace [18]. Функция потерь имеет сле-
дующий вид:
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Рис. 9. Матрица ошибок. Верхняя панель — базисный ме-

тод, нижняя панель — CNN

ℓArcFacesubcenter =

= − log
ecos(θi,yi+m)

ecos(θi,yi+m) +
∑N

j=1,j 6=yi
ecos(θi,j)

, (1)

где θi,j = arccos(maxk(W
T
jk
xi)), k ∈ {1, ...,K} — ко-

синусное расстояние между элементом выборки и
одним из центров класса.

Отличительная идея данной функции потерь со-
стоит в введении гиперпараметра m, отвечающего
за некоторую пустую область (decision margin) меж-
ду элементами разных классов в гиперпространстве
размерности, соответствующей размеру эмбеддин-
га. Благодаря этому, элементы, лежащие на границе
классов и в пересекающихся областях, классифици-
руются точнее, чем при использовании стандартной
перекрестной энтропии.

На рис. 7 представлена визуализация эмбеддин-
гов с помощью метода t-SNE [19]. На верхней па-
нели изображено представление выборки входных
данных, на нижней — результат после обучения.

Вторая часть являлась логистической регресси-
ей, которая переводила эмбеддинг в конечный век-
тор из двух значений, которые соответствовали ве-

роятностям принадлежности к каждому из классов
(заряженной компоненте или нейтронной).

Модель обучалась в течение 100 эпох при раз-
мере батча в 32 элемента. В качестве оптимизатора
использовался Adam [20] c коэффициентом скоро-
сти обучения lr = 10−3 и весовым коэффициентом
L2 регуляризации равным 10−5. На рис. 8 представ-
лены графики потерь и точности в зависимости от
эпохи обучения.

6. РЕЗУЛЬТАТЫ СРАВНЕНИЯ

Эффективность методов разделения определя-
лась путем оценки основных метрик классифика-
ции на основе матрицы ошибок, таких как precision,
recall и F1 мера на тестирующей выборке. На рис. 9
представлены матрицы ошибок для метода, исполь-
зующегося в настоящее время в установке, и метода,
основанного на машинном обучении.

Значения, расположенные в левом нижнем и
правом верхнем углах матрицы, показывают про-
цент неверно классифицированных импульсов. В
таблице представлены значения основных метрик
для сравнения для тестирующей выборки.

Таблица. Сравнение результатов

Метрика Базисный метод CNN

Precision 79% 97%

Recall 69% 96%

F1 58% 96%

7. ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Был разработан метод выделения сигналов от
тепловых нейтронов с использованием сверточных
нейронных сетей в эн-детекторах. Алгоритм пока-
зал лучшее качество классификации на тестирую-
щей выборке по сравнению с базисным методом, ко-
торый применяется на данное время в установке. В
дальнейшем разработанный метод будет применен в
эксперименте ENDA.
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Исследован изотопический эффект, связанный с заменой молекул воды на молекулы сверхтяжёлой воды

во льде Ih, при помощи метода решёточной динамики в квазигармоническом приближении c использо-

ванием модифицированного для воспроизведения свойств сверхтяжёлой воды жёсткого трёхточечного

потенциала. Показано, что значительные изменения плотности колебательных состояний при замене

12.5%, 50% и 100% молекул воды происходят только в области либрационных колебаний. Рассчитана

температурная зависимость плотности сверхтяжёлого льда и предсказан максимум плотности этого льда

при температуре около 60K. Построена зависимость температуры плавления (H2O + T2O)-льда Ih от

концентрации молекул T2O в его структуре и показана линейность этой зависимости.

DOI: 10.31857/S0044451023040090
EDN:

1. ВВЕДЕНИЕ

Сверхтяжёлая вода (3H2O) состоит из двух ато-
мов трития (T) и одного атома кислорода. T2O в
отличие от тяжёлой воды (D2O или 2H2O) почти не
распространена в природе, что сказывается на мень-
шей изученности её фундаментальных свойств по
сравнению с обычной и тяжёлой водой, однако стоит
отметить активное использование T2O для изучения
биологических процессов и её влияния на них: сверх-

* E-mail: gets@niic.nsc.ru
** Y. Kawazoe

тяжёлая вода способна активно участвовать в ме-
таболизме живых существ и является радиоактив-
ной. Работа с такой водой требует соблюдения мер
безопасности и наличия технологии устранения по-
следствий аварий и техногенных катастроф. Очист-
ка воды от загрязнения T2O является актуальной
проблемой атомных электростанций и ядерных по-
лигонов. В настоящее время для отделения сверхтя-
жёлой воды от обычной предлагается метод на осно-
ве гидратообразования [1], основанный на различии
термодинамической устойчивости гидрата в зави-
симости от изотопного состава. Изотопический эф-
фект смещения равновесной температуры образова-
ния гидратов может быть фундаментальным прин-
ципом выделения T2O из изотопной смеси.
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Образуемые обычной, тяжёлой (HW) и сверхтя-
жёлой (SHW) водой структуры льдов практически
идентичны, однако их физические свойства разли-
чаются сильнее, чем может вызвать только лишь
изменение массы молекул [2]. Так, например, энер-
гия нулевых колебаний молекулы D2O ниже, чем
в молекулах H2O, поэтому образуемый между эти-
ми молекулами аналог водородной связи сильнее [3],
что может быть причиной повышения температуры
плавления льда Ih на основе тяжёлой воды, тепло-
ёмкости и вязкости тяжёлой воды, а также темпера-
туры, при которых достигается максимальная плот-
ность жидкой фазы тяжёлой воды [4] по сравнению
с H2O. В целом, изотопический эффект может быть
обнаружен и на квантовом уровне [5, 6].

Использование теоретических методов для изу-
чения сверхтяжёлой воды представляется наибо-
лее оптимальным. Для исследования макроскопи-
ческих свойств конденсированных фаз воды на ос-
нове классического описания взаимодействия меж-
ду молекулами посредством сил Кулона и ван дер
Ваальса с параметрами потенциалов, учитывающих
квантовые эффекты, было разработано множество
молекулярно-динамических потенциалов, основан-
ных на 3-, 4- и 5-точечных моделях воды [7–9], а
также небольшое количество потенциалов, основан-
ных на 2- [10] и 6-точечных [11] моделях, разрабо-
танных для изучения отдельных свойств воды. Из-
за того, что геометрия и электронная структура мо-
лекул H2O, D2O, T2O являются схожими, наиболее
оптимальным способом для описания молекул тяжё-
лой и сверхтяжёлой воды является перепараметри-
зация имеющихся моделей молекулы обычной воды.
Имеющиеся для тяжёлой и сверхтяжёлой воды по-
тенциалы [12–14] хорошо описывают свойства жид-
кой фазы, однако для описания твёрдой фазы D2O

и T2O их точности недостаточно, в частности, для
воспроизведения температуры плавления, что явля-
ется важным при разработке методов сепарации во-
ды по изотопам. Однако было показано, что про-
стое укорачивание длин связей O –D и O –T соот-
ветственно в конденсированных фазах D2O и T2O,
по сравнению с длиной связи O –H в конденсиро-
ванной фазе H2O, позволяет качественно описывать
изотопные эффекты в разумном согласии с экспе-
риментальными данными [12]. В работе [15] предло-
жен трёхточечный потенциал (SPC) для описания
изотопического эффекта в дейтерированном льде, в
отличие от других потенциалов, описывающих изо-
топический эффект в жидкой фазе.

Целью данной работы является оценка изотопи-
ческого эффекта во льде Ih, состоящего из смесей

молекул H2O и T2O, на примере изменения дина-
мических свойств и температуры плавления при ва-
рьировании концентрации сверхтяжёлой воды. Для
этого был разработан и дополнительно апробирован
на температурной зависимости плотности льда T2O

Ih потенциал SPC/Emod -SHW.

2. ДЕТАЛИ ВЫЧИСЛЕНИЙ

Для описания молекул сверхтяжёлой воды в
рамках метода решёточной динамики был разра-
ботан потенциал Emod -SHW, параметры которого
подбирались аналогично работе [15], где парамет-
ры трёхточечного потенциала изначально подбира-
лись для точного описания теплового расширения и
температуры плавления льда D2O, с помощью кри-
терия Линдеманна, значение которого подбиралось
равным значению для обычного льда при темпе-
ратуре 273.15 K. Это было обосновано, во-первых,
тем что при изменении изотопного состава наиболь-
шее изменение претерпевает область либрацион-
ных колебаний [15], но наибольший вклад при этом
при расчёте амплитуды колебаний центров масс да-
ют трансляционные колебания, которые изменяют-
ся несущественно при изменении изотопного соста-
ва. Во-вторых, величины межмолекулярных рассто-
яний в структурах Ih также несущественно изменя-
ются при изменении изотопного состава, вследствие
чего можно предположить, что величина параметра
Линдеманна для льдов различных составов долж-
на совпадать в точке плавления. В данной работе
параметры подбирались только для описания экс-
периментальных данных о температуре плавления
льда T2O. Параметры этого потенциала, а также
потенциалов для описания рассматриваемых в дан-
ной работе молекул D2O (SPC/Emod -HW [15]) и H2O

(SPC/Emod [16]), параметры оригинального потен-
циала SPC/E [17], а также массы атомов H, D и T
приведены в таблице. Основой для разработки по-
служил потенциал SPC/Emod , показавший наиболь-
шую точность при описании теплового расширения
льда [18]. Правила Лоренца – Берцелота [19, 20] бы-
ли использованы для определения параметров 6–12
взаимодействия между молекулами различного ти-
па. Молекулы воды считались жёсткими.

Модельные суперячейки обычного (H2O), тяжё-
лого (D2O) и сверхтяжёлого (T2O) льдов струк-
туры Ih, элементарная ячейка которой состоит из
четырех молекул воды, состояли из 32 элементар-
ных ячеек (4×4×2). Для проведения расчётов среди
всех структур со случайной расстановкой протонов с
учётом правила Бернала – Фаулера [21] были выбра-
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Таблица. Значения энергетической ε и пространственной σ констант потенциала 6–12, зарядов на атомах кислоро-

да qO и водорода qH, расстояния кислород – водород dOH и внутримолекулярного угла водород-кислород-водород

αHOH потенциалов SPC/Emod -SHW, SPC/Emod -HW [15], SPC/Emod [16] и SPC/E [17], а также массы изотопов

водорода

SPC/Emod -SHW SPC/Emod -HW SPC/Emod SPC/E

ε, кДж/мол 0.65063 0.65063 0.65063 0.650

σ, Å 3.178325 3.1781 3.1556 3.166

qO, |e| −0.87224 −0.87 −0.8476 −0.8476

qH, |e| +0.43612 +0.435 +0.4238 +0.4238

dOH, Å 1 1 1 1

αHOH 109.47◦ 109.47◦ 109.47◦ 109.47◦

mH, Да 3.016 2.014 1.008 1.008

ны имеющие минимальный дипольный момент. Слу-
чайная замена молекул обычной воды на молекулы
сверхтяжёлой воды позволила получить структуры
льда с различным составом.

При помощи метода решёточной динамики были
рассчитаны зависимости свободной энергии от объ-
ёма путём варьирования объёма модельной ячей-
ки (квазигармоническое приближение) с последу-
ющей минимизацией потенциальной энергии си-
стем [22]. Преимуществом данного метода являет-
ся учёт энергии нулевых колебаний, дающих зна-
чительный вклад в общую энергию [23]. Расчёт соб-
ственных векторов колебаний из динамической мат-
рицы, определяемой в рамках метода решёточной
динамики, позволил в том числе применить крите-
рий Линдемана [24, 25] для определения темпера-
туры плавления льдов, учитывая приведённые вы-
ше особенности изменения колебательного спектра,
вызванные изотопическим эффектом, и структуры
льда.

3. РЕЗУЛЬТАТЫ И ОБСУЖДЕНИЕ

На рис. 1 приведены плотности колебательных
состояний льдов, образованных чистыми H2O, D2O,
T2O, а также различными смесями H2O+T2O, и по-
казано, что все структуры имеют почти идентич-
ную плотность в области трансляционных колеба-
ний. Все основные различия спектров содержатся
в области вращательных колебаний, что связано с
различием моментов инерции молекул H2O, D2O и
T2O: увеличение значения момента приводит к сме-
щению и одновременному сужению области спек-
тра, связанному с вращательными колебаниями бо-

лее тяжёлых молекул. При этом области либрацион-
ных колебаний молекул H2O во льдах смешанного
состава остаются прежними, но их относительный
вклад в плотность колебательных состояний снижа-
ется. Верхняя граница области либрационных ко-
лебаний льда T2O сдвигается примерно с 1000 до
650 см−1, одновременно с этим ширина щели меж-
ду трансляционными и вращательными колебания-
ми уменьшается примерно с 230 до 40 см−1, в отли-
чие от более лёгкого льда D2O, щель которого сни-
жается приблизительно до 80 см−1, а область либра-
ционных колебаний которого остаётся немного более
широкой. Более того, при смешанном изотопном со-
ставе (например, 87.5% H2O + 12.5% T2O) можно
наблюдать появление изолированных пиков в обла-
сти щели. Увеличение концентрации T2O приводит
к уширению данных пиков с последующим их слия-
нием с основной частью вращательной области спек-
тра.

Имея зависимость свободной энергии от темпе-
ратуры и объёма модельной системы, можно вос-
становить уравнение состояния данной системы, а
значит, и плотности системы. Нами была постро-
ена зависимость плотности льдов от температу-
ры в сравнении с данными других исследований
(рис. 2) [26–28]. Можно видеть, что отличия расчёт-
ных значений плотности льдов H2O и D2O от из-
вестных экспериментальных значений не превышает
+0.005 г/см3 при низкой температуре и −0.01 г/см3

при высокой температуре. В то же время, расхож-
дение с расчётами, проведёнными методами PIMD
(path-integral molecular dynamics) с помощью более
сложного гибкого поляризуемого четырёхточечного
потенциала q-TIP4P/F, несколько выше, но остаёт-
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Рис. 1. Расчётная плотность колебательных состояний σ (сплошные линии) льда Ih, состоящего только из молекул H2O

(чёрная линия), только из молекул D2O (синяя линия), только из молекул T2O (зелёная линия), а также нескольких

структур для смесей с различным распределением молекул: 87.5% H2O + 12.5% T2O (жёлтые линии) и 50% H2O +

50% T2O (оранжевые линии). Данные приведены для температуры 270 К и давления 1 бар

Рис. 2. Температурная зависимость плотности ρ льда Ih
при атмосферном давлении. Чёрная линия соответствует

расчётным данным для H2O, синяя — для D2O, зелёная —

для T2O. Круглыми маркерами показаны результаты экс-

периментальных исследований теплового расширения [26]

и [27]. Плюсами показаны результаты моделирования ме-

тодом молекулярной динамики [28]

ся в пределах погрешности описания эксперимен-
тальных значений. Положения максимумов плотно-
сти льдов H2O, D2O [15] и T2O, определённых нами
с помощью метода решёточной динамики, лежат в
области 60–65 K, в то время как результаты моде-
лирования этих же льдов методом PIMD показыва-
ют положения максимумов при 100–115 K [28], что в
случае H2O и D2O значительно выше эксперимен-
тальных значений около 60 K [26, 27]. Совпадение
максимумов рассчитанных нами кривых с экспери-
ментальными значениями для H2O и D2O позволяет
предположить, что и для T2O значение температу-
ры, при котором достигается максимум плотности,

Рис. 3. Зависимость температуры плавления TM льда Ih
от процентной доли молекул T2O в его структуре при ат-

мосферном давлении. Чёрная линия аппроксимирует ре-

зультаты расчёта (плюсы). Круг показывает температуру

плавления H2O-льда Ih, звезда показывает температуру

плавления T2O-льда Ih

предсказано верно, и можно говорить о достаточной
точности потенциалов SPC/Emod -SHW, SPC/Emod -
HW и SPC/Emod для описания термодинамических
свойств льда на основе сверхтяжёлой, тяжёлой и
обычной воды, а также льдов со сложным изотоп-
ным составом.

Используя подход для определения темпера-
туры плавления на основе критерия Линдеман-
на, мы получили зависимость температуры плав-
ления в зависимости от доли молекул T2O в си-
стеме (H2O+T2O)-льда (рис. 3). Можно видеть, что
зависимость температуры от концентрации хоро-
шо описывается линейной зависимостью, однако
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присутствует достаточно большой статистический
разброс. Основным источником статистического от-
клонения является погрешность определения ми-
нимального расстояния между молекулами воды,
используемого в критерии Линдеманна, связан-
ная с конечностью модельной системы. Результаты
расчётов температуры плавления для потенциалов
TIP4PQ/2005 (T2O), TIP4PQ_T2O и q-TIP4P/F со-
ставляют соответственно 271.8 [12], 263.5 [12] и око-
ло 259.2 K [29], что сильно отличается от экспери-
ментального значения 277.6 K. Природа изменения
температуры плавления льдов как T2O, так и D2O,
связана с изменением колебательного спектра за
счёт изотопического эффекта.

4. ВЫВОДЫ

В работе показан изотопический эффект, ко-
торый вызван повышением концентрации T2O в
структуре льда Ih:

1. Показано, что при варьировании изотопиче-
ского состава льда в области трансляционных коле-
баний положение пиков и верхней границы изменя-
ется не более, чем на 10–15 см−1. Область либраци-
онных колебаний подвергается сдвигу нижней гра-
ницы на величину до 200 см−1 при повышении кон-
центрации молекул T2O. Ширина области либраци-
онных колебаний также зависит от изотопного со-
става (наличия значительного количества молекул
H2O).

2. Показано, что температура, при которой до-
стигается максимум плотности льда, повышается
незначительно, на 1–2 K по сравнению H2O-льдом
при изменении изотопного состава, в отличие от
жидкой фазы, где изменение выше 10 K. Предска-
зано положение максимума плотности T2O-льда Ih
при температуре около 60 K. Зависимости плотности
льда от температуры показали близкое к линейному
изменение плотности льда в зависимости от концен-
трации более тяжёлых изотопов при фиксированной
температуре.

3. Рассчитана температура плавления
(H2O+T2O)-льда Ih в зависимости от концентра-
ции T2O и показана линейность этой зависимости.

Представленный в данной работе простой трёх-
точечный модифицированный нами потенциал
SPC/Emod -SHW может быть использован для опи-
сания и других твёрдых фаз льда и гидратов на
основе сверхтяжёлой воды в рамках метода решё-
точной динамики, так как он точнее описывает свой-
ства T2O-льда Ih в рамках учитывающего нулевые
колебания и другие квантовые эффекты метода ре-

шёточной динамики, чем это позволяют сделать
любые другие потенциалы.
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Методом молекулярной динамики проведено исследование влияния ориентации межфазной границы на

интенсивность растворения титана в кристаллическом и аморфном алюминии. Рассматривались четыре

ориентации границы раздела Ti –Al относительно решеток Ti (ГПУ) и Al (ГЦК): 1) (0001):(111), 2)

(0001):(001), 3) (101̄0):(111), 4) (101̄1):(001). Выяснено, что ориентация межфазной границы оказывает

влияние на интенсивность растворения титана в алюминии и увеличивается для принятых обозначений в

порядке 1–2–3–4. Важным явлением в данном случае оказалось образование на начальном этапе тонкого

(толщиной в 2–3 атомные плоскости) кристаллического слоя в алюминии, повторяющего кристалличе-

скую решетку титана, за которым при температуре ниже температуры плавления алюминия формирова-

лась граница зерен, параллельная межфазной границе. При температурах выше температуры плавления

алюминия данный кристаллический слой сохранялся, но его толщина постепенно уменьшалась по мере

увеличения температуры. При рассмотрении алюминия в аморфном состоянии при температурах ниже

температуры его плавления растворение титана происходило почти с той же интенсивностью, что и при

кристаллическом состоянии алюминия. Это было связано с образованием во всех случаях на межфазной

границе аналогичного кристаллического слоя в алюминии.

DOI: 10.31857/S0044451023040107
EDN:

1. ВВЕДЕНИЕ

Интерметаллические соединения системы Ti –Al
и сплавы на их основе обладают сочетанием та-
ких свойств, как высокий предел текучести при
повышенных температурах и хорошая стойкость к
окислению и коррозии одновременно с относитель-
но низкой плотностью, что делает их перспектив-
ными для использования в качестве высокотемпе-
ратурных конструкционных материалов, в частно-
сти, для аэрокосмической и автомобильной отрас-
лей [1–5]. В основе технологии получения интерме-

* E-mail: gmpoletaev@mail.ru

таллидов лежит диффузионный процесс, которой
в подобных системах имеет сложный и многофак-
торный характер. В диффузионной зоне на границе
Ti и Al, например, в процессе высокотемпературно-
го синтеза могут присутствовать одновременно как
твердые упорядоченные и разупорядоченные фазы,
так и жидкие смеси с различным содержанием ком-
понентов [6–9]. Знание диффузионной кинетики, ха-
рактеристик и механизмов диффузии в металличе-
ских системах, в частности в системе Ti –Al, необ-
ходимо для более детального понимания процессов,
происходящих при высокотемпературном синтезе, а
также имеет большое значение для всей области ис-
следования и создания интерметаллидов и бинар-
ных сплавов.

Ранее в работе [10] с помощью метода молекуляр-
ной динамики нами было проведено исследование
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самодиффузии отдельно атомов Ti и Al в жидких и
твердых сплавах системы Ti –Al, а в работе [11] —
влияния ориентации межфазной границы Ti –Al на
интенсивность взаимной диффузии при твердом и
жидком состояниях алюминия. В [11] для различ-
ных ориентаций были построены кривые распреде-
ления концентрации титана в области межфазной
границы, с помощью которых был сделан вывод о
более интенсивном проникновении атомов алюми-
ния в кристаллическую решетку титана при ориен-
тации границы вдоль плоскости (0001) относитель-
но ГПУ-решетки титана по сравнению с ориентаци-
ями (101̄0) и (101̄1). В [11] было также отмечено,
что диффузия атомов титана в жидком алюминии
ожидаемо не зависела от ориентации границы. Вме-
сте с тем, в работе [11] нами был упущен третий
важный аспект процесса растворения титана в алю-
минии помимо указанных выше двух — интенсив-
ность отрыва атомов титана на самой границе и их
увлечение в фазу алюминия. Кроме того, в преды-
дущей работе [11] при исследовании взаимной диф-
фузии ниже температуры плавления алюминия на-
ми был рассмотрен алюминий только в кристалли-
ческом состоянии, тогда как новые эксперименталь-
ные данные свидетельствуют о возможном сниже-
нии температуры воспламенения при высокотемпе-
ратурном синтезе за счет наличия в исходной сме-
си алюминия в сильно деформированном или даже
аморфном состоянии [12–14]. Например, в результа-
те предварительной механоактивационной обработ-
ки, которая в настоящее время является одним из
перспективных методов подготовки смеси до основ-
ной реакции синтеза [12–14], формируются так на-
зываемые механокомпозиты, представляющие собой
матрицу из более пластичного компонента (алюми-
ния), в объеме которой находятся наноразмерные
частицы более хрупкого компонента смеси (напри-
мер, титана) [13, 14]. Такая система характеризует-
ся высокой степенью неравновесности из-за высо-
кой концентрации дефектов, поверхностей раздела,
внутренних напряжений, а также наличия аморф-
ной фазы. Отмечается, что начало реакции горения
в такой неравновесной системе начинается при тем-
пературах, существенно ниже температуры плавле-
ния алюминия [13, 14].

Настоящая работа посвящена исследованию с по-
мощью молекулярно-динамического моделирования
влияния ориентации межфазной границы на интен-
сивность растворения титана в кристаллическом и
аморфном алюминии. В последнем случае рассмат-
ривались температуры ниже и выше температуры
плавления алюминия.

2. ОПИСАНИЕ МОДЕЛИ

Для описания межатомных взаимодействий в си-
стеме Ti –Al использовались EAM-потенциалы Зо-
упа и Мишина [15]. При их создании авторы [15]
опирались на экспериментальные данные и резуль-
таты ab initio-расчетов относительно различных
свойств и структуры металлов Ti, Al и интерме-
таллидов Ti3Al и TiAl. Данные потенциалы хоро-
шо зарекомендовали себя при проведении различ-
ных исследований и прошли успешную апробацию
по широкому спектру механических и структурно-
энергетических свойств интерметаллидов и спла-
вов системы Ti –Al [10–17]. В частности, использу-
емые нами потенциалы показывают хорошее согла-
сие с экспериментальными данными по температуре
плавления Ti и Al: в нашей модели они получились
равными соответственно 1995 и 990 К (справочные
значения: 1943 и 933 К) [11].

Расчетные ячейки в молекулярно-динамической
модели в настоящей работе содержали около 120 ты-
сяч атомов и имели вид прямоугольных параллеле-
пипедов (рис. 1). Межфазная граница создавалась в
центре расчетной ячейки вдоль плоскости yz. Вдоль
осей y и z имитировалось бесконечное повторение
ячейки, т. е. были наложены периодические гранич-
ные условия. Размеры вдоль данных осей подбира-
лись таким образом, чтобы они были кратны с мини-
мально возможным отклонением периодам повторя-
емости одновременно кристаллических решеток Ti и
Al. При этом учитывалось также неодинаковое теп-
ловое расширение металлов для каждой конкретной
температуры, при которой проводилось моделирова-
ние.

В предыдущей работе [11] при использовании
аналогичной модели на торцы ячейки вдоль оси
x были наложены жесткие граничные условия,
т. е. структура на данных границах была зафикси-
рованной. Это было сделано для фиксации ориента-
ции кристаллических решеток титана и алюминия в
процессе всего моделирования. Однако это же при-
водило к фиксированному объему всей расчетной
ячейки. Расширение ячейки, связанное как с нагре-
вом металлов, так и с плавлением алюминия, учи-
тывалось при изначальном задании размеров рас-
четной ячейки, однако оно не могло изменяться в
процессе моделирования, что вносило некоторую по-
грешность в результаты.

В настоящей работе мы оставили жесткие гра-
ничные условия только со стороны титана для удер-
жания заданной ориентации его кристаллической
структуры в течение моделирования, но со сторо-
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Рис. 1. Расчетная ячейка с ориентацией межфазной грани-

цы (0001):(001) до релаксации и задания температуры (се-

рые атомы на левом торце ячейки оставались неподвиж-

ными в процессе моделирования)

Рис. 2. Рассматриваемые в работе ориентации межфаз-

ной границы относительно кристаллической ГПУ-решетки

Ti (а) и ГЦК-решетки Al (б)

ны алюминия использовали свободные (открытые)
условия, которые позволяли расчетной ячейке сво-
бодно изменять объем (рис. 1). Похожие граничные
условия использовались нами при моделировании
скольжения дислокаций в [18, 19].

Рассматривались четыре ориентации границы
раздела Ti –Al относительно кристаллических ре-
шеток Ti (ГПУ) и Al (ГЦК): 1) (0001):(111), 2)
(0001):(001), 3) (101̄0):(111), 4) (101̄1):(001) (рис. 2).
При исследовании диффузии в условиях аморфно-
го состояния алюминия рассматривались, соответ-
ственно, три ориентации границы относительно ре-
шетки титана: (0001), (101̄0), (101̄1).

Аморфный алюминий создавался путем нагре-
вания до температуры, значительно превышающей
температуру плавления. После разрушения кри-
сталлической структуры проводилось резкое охла-
ждение, в течение которого не успевала произойти
кристаллизация. Положение атомов Ti в расчетной
ячейке при проведении этой процедуры оставалось
зафиксированным.

После создания расчетной ячейки с заданной
ориентацией проводилась релаксация структуры
при начальной температуре 0 К до достижения ста-
бильного положения атомов на межфазной границе.
В течение релаксации происходило небольшое по-
вышение температуры. На заключительной стадии
подготовки расчетной ячейки она вновь охлажда-
лась до минимальной температуры, близкой к 0 К.

Температура в компьютерных экспериментах за-
давалась через начальные скорости атомов соглас-
но распределению Максвелла. Моделирование вза-
имной диффузии проводилось при постоянной тем-
пературе, значение которой варьировалось от 500
до 1700 К. Для сохранения температуры постоянной
использовался термостат Нозе – Гувера. Шаг инте-
грирования по времени в методе молекулярной ди-
намики был равен 2 фс.

3. РЕЗУЛЬТАТЫ И ОБСУЖДЕНИЕ

При проведении релаксации после создания рас-
четных ячеек была замечена важная особенность
формирования структуры вблизи межфазной гра-
ницы Ti –Al. Из-за несовпадения кристаллических
структур Ti и Al несовершенства решетки, обуслов-
ленные этим несовпадением, формировались не на
самой границе раздела фаз, а на небольшом рассто-
янии от нее (как правило, в несколько межатомных
расстояний) в виде границы зерен в алюминии, па-
раллельной межфазной границе (рис. 3а). Сама же
межфазная граница дефектов, как правило, не со-
держала и «выталкивала» их в границу зерен в алю-
минии. Очевидно, что данное поведение обусловлено
более крепкими связями атомов Ti и Al по сравне-
нию со связями Al –Al. Введение дополнительных
дефектов в межфазную границу, например, вакан-
сий в связи с описанным выше явлением не приводи-
ло к существенному влиянию на процесс взаимной
диффузии. Они еще в начале моделирования поки-
дали межфазную границу и мигрировали в сторону
границы зерен в алюминии.

В некоторых случаях граница зерен в алюминии
могла мигрировать за пределы расчетной ячейки с
выходом на свободную поверхность (правый край
ячейки на рис. 1). В этом случае ориентация кри-
сталлической решетки алюминия изменялась и уже
не соответствовала заданной вначале.

С повышением температуры дефектная область,
представляющая собой границу зерен, расширялась,
кристаллическая структура в этой области разру-
шалась еще до температуры плавления алюминия,
что приводило к формированию аморфного слоя,
параллельного межфазной границе (рис. 3б). Дан-
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Рис. 3. Особенности структуры межфазной границы при

различных температурах: a — формирование в Al гра-

ницы зерен, параллельной межфазной границе (ориента-

ция (101̄1):(100), температура 500 К); б — формирование

аморфного слоя на месте границы зерен при повышении

температуры (та же ориентация (101̄1):(100), температура

800 К); в — формирование кристаллической структуры в

Al вблизи межфазной границы при температуре выше тем-

пературы плавления алюминия (ориентация (0001):(100),

температура 1050 К)

ное явление было неодинаковым для разных ориен-
таций: формирование и границы зерен, и аморфно-
го слоя при температурах, близких к температуре
плавления алюминия, в большей степени проявля-
лось и влияло на процесс взаимной диффузии при
ориентациях (101̄0):(111) и (101̄1):(001) и почти не
наблюдалось для ориентации (0001):(111).

Вблизи самой межфазной границы структура
алюминия, напротив, оставалась в кристаллическом
состоянии даже после температуры плавления, по-
вторяя в точности решетку титана (рис. 3в). Таким
образом, граница раздела твердой и жидкой фаз
оказывалась смещена (по крайней мере, на началь-

ном этапе взаимной диффузии) на две-три атом-
ные плоскости в глубь алюминия. Как уже говори-
лось выше, это объясняется тем, что энергия свя-
зи Ti –Al больше энергии связи Al –Al, вследствие
чего, в частности, температуры плавления интер-
металлидов системы Ti –Al превышают температу-
ру плавления алюминия. Поэтому атомы Al вбли-
зи границы раздела фаз находятся в более глубо-
ких потенциальных ямах, чем в объеме алюминия.
В связи с этим для разрушения кристаллического
слоя в алюминии возле межфазной границы необ-
ходимы большие температуры, чем для плавления
алюминия. Из-за этого отрыв атомов Ti и увлече-
ние их в жидкий алюминий, очевидно, усложняется
и происходит не так быстро, как это было бы при
непосредственном контакте титана с жидкой фазой.

Несмотря на описанный выше феномен, вза-
имная диффузия на границе Ti –Al при твердо-
жидкофазном контакте происходила значительно
интенсивнее, чем при твердофазном контакте. В
данном случае наблюдалось более существенное
преобладание диффузии атомов Ti в глубь жидкого
Al по сравнению с диффузией атомов Al в кристал-
лический Ti, что объясняется, в первую очередь, от-
личием агрегатных состояний Ti и Al.

При моделировании аморфного алюминия при
температурах ниже температуры плавления атом-
ная структура вблизи межфазной границы была
аналогична той, что изображена на рис. 3в, т. е. в
этом случае также наблюдалось формирование кри-
сталлического слоя вблизи межфазной границы со
стороны алюминия, который играл важную роль в
процессе растворения титана. В некоторых случа-
ях при температурах ниже температуры плавления
алюминия наблюдалась гетерогенная кристаллиза-
ция изначально аморфного алюминия. Фронт кри-
сталлизации в этом случае начинался, как правило,
от межфазной границы.

На рис. 4 изображены графики концентрации ти-
тана в расчетных ячейках после проведения модели-
рования при температурах ниже и выше темпера-
туры плавления алюминия. Кривые распределения
концентрации атомов Ti в расчетной ячейке стро-
ились путем анализа концентрации в слое толщи-
ной 3 Å при перемещении этого слоя на 1 Å вдоль
оси x. Для сравнительного анализа кривых они бы-
ли наложены друг на друга таким образом, чтобы
пересекаться в точке концентрации 50%, которая со-
ответствует условному среднему положению меж-
фазной границы. Левая часть на графиках — это
область, соответствующая диффузии в титане, пра-
вая — диффузии в алюминии. Наклон кривой ха-
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Рис. 4. Распределение концентрации атомов Ti в расчет-

ных ячейках после моделирования в течение: а) 3000 пс

при температуре 900 К; б) 2000 пс при температуре 1200 К.

Цифрами на рисунке обозначены рассматриваемые ори-

ентации межфазной границы: 1 — (0001):(111), 2 —

(0001):(001), 3 — (101̄0):(111), 4 — (101̄1):(001). Цифрами

со штрихами обозначены межфазные границы с аморф-

ным алюминием

рактеризует интенсивность диффузии: чем положе
кривая, тем диффузия протекает более интенсивно.

На рис. 4а изображены концентрационные кри-
вые, полученные для всех рассматриваемых ориен-
таций межфазной границы после моделирования в
течение 3000 пс при температуре 900 К. В первую
очередь, следует заметить, что интенсивность вза-
имной диффузии зависит от ориентации межфазной
границы: для ориентации 1 она минимальна, а для
ориентаций 3 и особенно для 4 — наибольшая. Это
же относится и к вариантам с аморфным алюмини-
ем (1’, 3’, 4’ ). В данном случае, т. е. до температуры
плавления алюминия, наиболее важным явлением,
влияющим на интенсивность диффузии, оказалась
степень сопряженности атомных структур титана и
алюминия на межфазной границе. Действительно,
для ориентации (0001):(111), на что обращали вни-
мание также авторы работы [20], характерна наи-
большая степень сопряженности, что обуславлива-

ется высокой схожестью атомных плоскостей (0001)
в Ti и (111) в Al (расстояния между ближайшими
атомами в этих плоскостях очень близки для обо-
их металлов: соответственно 2.951 и 2.864 Å при аб-
солютном нуле, при нагреве эта разница еще более
сокращается).

Интенсивнее диффузия протекала в области Al

(правая часть на рис. 4а) — атомы Ti проникали
глубже в Al по сравнению с проникновением ато-
мов Al в решетку Ti (левая часть). Наличие грани-
цы зерен в Al, параллельной межфазной границе,
о которой говорилось выше, значительно облегчало
процесс диффузии до температуры плавления алю-
миния. Диффузия в области границы зерен проис-
ходила интенсивнее, чем в кристаллической решет-
ке — это видно по подъему кривых (особенно для
ориентаций 3 и 4) в месте, где находилась граница.

Граница зерен играла также важную роль и в
диффузии атомов Al в решетку Ti (левая часть), яв-
ляясь своего рода «поставщиком» вакансий в эту об-
ласть. Таким образом, на этапе твердофазного кон-
такта Ti –Al на интенсивность взаимной диффузии
в первую очередь влияет наличие границы зерен в
Al, которая образуется в результате несоответствия
решеток Ti и Al.

При рассмотрении алюминия в аморфном состо-
янии при температуре 900 К существенного отличия
от соответствующих ориентаций при его кристал-
лическом состоянии замечено не было. Все дело в
том, что вблизи межфазной границы, независимо от
начальной структуры Al, формируется своя атом-
ная структура: тонкий кристаллический слой в 2–3
атомные плоскости в Al, повторяющий решетку Ti,
затем следует дефектный слой, представляющий со-
бой либо границу зерен (рис. 3а), либо аморфную
фазу (рис. 3б,в). Следует подчеркнуть, что этот ре-
зультат получен в условиях использования термо-
стата.

Таким образом, снижение температуры воспла-
менения реакции высокотемпературного синтеза в
случае наличия аморфной фазы алюминия, по всей
видимости, связано не с более высокой диффузией в
этом случае, а с дополнительным высвобождением
энергии в результате кристаллизации алюминия.

При температуре 1200 К растворение титана за-
метно быстрее происходило при ориентациях 3 и
4 (рис. 4б). Начальная ориентация решетки Al по-
сле плавления алюминия не имела значение, поэто-
му, как видно на рисунке, кривые для ориентаций
1 и 2 практически совпадают. Полученные концен-
трационные кривые качественно похожи на те, ко-
торые получают для данной системы эксперимен-
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тально [8]. В области жидкого алюминия, очевидно,
интенсивность диффузии не зависит от ориентации
межфазной границы (при условии примерно равной
концентрации атомов Ti в фазе Al) — в правой части
в связи с этим наклон кривых на рис. 4б одинаков.
Однако ближе к межфазной границе их наклон и
положение различаются: для ориентации 4 кривая
находится выше остальных, что связано с более ин-
тенсивным растворением титана в данном случае.
Далее по интенсивности растворения идет ориента-
ция 3, и затем вместе ориентации 1 и 2.

Изменение характера кривой с пологого на более
крутой в середине графика соответствует границе
жидкой и кристаллической фаз. Диффузия в этой
области протекает заметно медленнее, что отража-
ется на угле наклона кривой. Следует заметить, что
эта область начинается заметно раньше концентра-
ции 50%, что связано с описанным выше феноме-
ном образования кристаллического слоя в алюми-
нии вблизи межфазной границы.

В левой части, характеризующей проникновение
атомов Al в кристаллический Ti и интенсивность
протекания взаимной диффузии в нем, для рассмат-
риваемых ориентаций результат отличается от по-
лученного при температуре 900 К (рис. 4а). Быстрее
всего при температуре 1200 К диффузия атомов Al

в глубь Ti протекала при ориентации межфазной
границы (0001) (1 и 2 на рис. 4б). Но одновременно
с этим отрыв атомов Ti и увлечение их в фазу Al

интенсивнее происходил при ориентациях (101̄0) и
(101̄1) (3 и 4 на рис. 4б ).

Похожая анизотропия отмечается, например,
для скорости движения фронта гетерогенной
кристаллизации в металлах [21–24]: фронт кри-
сталлизации с относительно более «рыхлой»
ориентацией (100) ГЦК-решетки движется в 1.3–1.5
раза быстрее, чем фронт, имеющей ориентацию,
соответствующую наиболее плотной упаковке
(111). Данная анизотропия обусловлена тем, что
вблизи границы раздела разных металлов при
твердо-жидкофазном контакте, как и на границе
кристалл – жидкость одного металла, определяю-
щую роль играет разность свободных энергий атома
вблизи границы в жидкой фазе и «встроенного» в
границу кристаллической фазы.

В дополнение к концентрационным кривым для
анализа влияния ориентации межфазной границы
на интенсивность растворения титана в алюми-
нии использовалась специальная характеристика —
удельное количество растворенных атомов Ti. Ис-
пользование коэффициента диффузии атомов Ti,
рассчитанного с помощью классического уравнения

Эйнштейна, в данном случае имеет ряд недостатков,
связанных преимущественно с выделением диффу-
зии Ti в области межфазной границы, определени-
ем эффективной ширины границы и отбрасыванием
таких факторов, как миграция атомов Ti в фазе Al

(которая в случае жидкого Al гораздо интенсивнее,
чем на границе), смещения атомов Ti, вызванные не
диффузией, а искажением кристаллической решет-
ки вследствие диффузии или наличия дополнитель-
ных дефектов.

Удельное количество растворенных атомов Ti

рассчитывалось как отношение разности числа рас-
творенных атомов Ti в начале и конце компьютерно-
го эксперимента ∆N к площади межфазной грани-
цы S. Растворенным атом Ti считался в том случае,
если количество атомов Al в его ближайшем окру-
жении, в пределах радиуса 3.7 Å, превышало 50%.
Величина ∆N/S относительная, однако более пока-
зательная, чем коэффициент диффузии, и по срав-
нению с ним в нашем случае включает меньше по-
сторонних факторов.

На рис. 5 изображены температурные зависи-
мости удельного количества растворенных атомов
Ti для всех рассмотренных ориентаций межфазной
границы. Для каждой температуры, которая удер-
живалась с помощью термостата Нозе – Гувера по-
стоянной в течение моделирования, измерение вели-
чины ∆N/S проводилось после компьютерного экс-
перимента в течение 500 пс. На рис. 5 хорошо видно
различие скорости растворения при разных ориен-
тациях межфазной границы, которое для принятых
обозначений располагается при всех температурах
в порядке 1–2–3–4, что согласуется с приведенными
выше концентрационными кривыми (рис. 4). После
температуры плавления алюминия (990 К в данной
модели) скорость растворения с ростом температу-
ры резко изменяется для всех ориентаций. При этом
после плавления алюминия для ориентаций 1 и 2

(с одной и той же ориентацией межфазной грани-
цы относительно кристаллической решетки титана)
графики объединяются в один, но не сразу, а толь-
ко при температуре примерно выше 1150 К. По всей
видимости, в данном случае на формирование кри-
сталлического слоя в алюминии (как, например, на
рис. 3в) оказывает влияние начальная ориентация
его кристаллической решетки.

В случаях, когда до температуры плавления
алюминий находился в аморфном состоянии, как
и отмечалось ранее, значительных отличий от ва-
риантов с кристаллическим состоянием не наблю-
далось — кривые 1’, 3’, 4’ на рис. 5 располагаются
немногим выше кривых, соответствующих тем же
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Рис. 5. Температурные зависимости удельного количе-

ства растворенных атомов Ti для всех рассмотренных

ориентаций межфазной границы: 1 — (0001):(111), 2 —

(0001):(001), 3 — (101̄0):(111), 4 — (101̄1):(001). Цифрами

со штрихами обозначены межфазные границы с аморф-

ным алюминием (штриховые линии)

ориентациям относительно титана, но при кристал-
лическом состоянии алюминия (1, 3 и 4 на рис. 5).
Ранее уже говорилось, этот, на первый взгляд,
необычный результат объясняется образованием во
всех случаях, независимо от начальной структуры
алюминия, тонкого (толщиной в 2–3 атомные плос-
кости) кристаллического слоя в алюминии, повторя-
ющего кристаллическую структуру решетки титана.
Дефекты, в том числе дислокации несоответствия,
располагаются преимущественно не на самой гра-
нице раздела фаз, а в алюминии, после этого слоя,
где либо располагается граница зерен, параллель-
ная межфазной границе, либо аморфная фаза. Гра-
ницы зерен или границы раздела кристаллического
слоя и аморфной фазы, в свою очередь, служат ис-
точниками вакансий, за счет миграции которых пре-
имущественно осуществляется взаимная диффузия
в области межфазной границы на начальном этапе
растворения.

4. ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Методом молекулярной динамики проведено ис-
следование влияния ориентации межфазной гра-
ницы Ti –Al на интенсивность растворения ти-
тана в кристаллическом и аморфном алюминии,
в последнем случае — при температурах ниже
и выше температуры плавления алюминия. Рас-
сматривались четыре ориентации границы раздела
Ti –Al относительно решеток Ti (ГПУ) и Al (ГЦК):
1) (0001):(111), 2) (0001):(001), 3) (101̄0):(111), 4)
(101̄1):(001). При исследовании диффузии в усло-
виях аморфного состояния алюминия рассматрива-

лись, соответственно, три ориентации границы от-
носительно решетки титана: (0001), (101̄0), (101̄1).
Температура в процессе одного компьютерного экс-
перимента оставалась постоянной.

Выяснено, что ориентация межфазной границы
оказывает влияние на интенсивность растворения
титана в алюминии и для принятых обозначений
увеличивается в порядке 1–2–3–4. Важным явлени-
ем в данном случае оказалось образование на на-
чальном этапе растворения тонкого (толщиной в
2–3 атомные плоскости) кристаллического слоя в
алюминии, повторяющего кристаллическую решет-
ку титана, за которым при температуре ниже тем-
пературы плавления алюминия формировалась гра-
ница зерен, параллельная межфазной границе. Де-
фекты с межфазной границы, в том числе дисло-
кации несоответствия, «выталкивались» на данную
границу зерен. При температурах выше температу-
ры плавления алюминия кристаллический слой в
нем вблизи межфазной границы сохранялся, но его
толщина постепенно уменьшалась с ростом темпе-
ратуры. Границы зерен или границы раздела кри-
сталлического слоя и аморфной фазы служили ис-
точниками вакансий, за счет миграции которых пре-
имущественно осуществлялась взаимная диффузия
в области межфазной границы на начальном этапе
растворения.

При рассмотрении алюминия в аморфном состо-
янии до температуры ниже его температуры плав-
ления растворение титана при одной и той же по-
стоянной температуре происходило почти с той же
интенсивностью, что и при кристаллическом состо-
янии алюминия. Это было связано с образованием
во всех случаях на межфазной границе независи-
мо от начальной структуры алюминия аналогично-
го кристаллического слоя в алюминии. Таким об-
разом, снижение температуры воспламенения реак-
ции высокотемпературного синтеза в случае нали-
чия аморфной фазы алюминия, по всей видимости,
связано не с более высокой диффузией в этом слу-
чае из-за повышенного свободного объема в ней, а с
дополнительным высвобождением энергии в резуль-
тате кристаллизации алюминия.
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Возникновение термогравитационного конвективного течения в объеме слоя нормального жидкого ге-

лия He-I глубиной h ≈ (1 – 3) см в широкой цилиндрической ячейке, который подогревают сверху в поле

силы тяжести в интервале температур Tλ ≤ T ≤ Tm, сопровождается возбуждением вихревого тече-

ния на свободной поверхности жидкости. Здесь Tλ =2.1768 К — температура перехода жидкого 4He из

сверхтекучего He-II в нормальное He-I состояние при давлении насыщенных паров, Tm ≈ 2.183 К — тем-

пература, при которой плотность He-I проходит через максимум. Конвекция в объеме служит источником

энергии, накачиваемой в вихревую систему на поверхности He-I. Нелинейное взаимодействие вихрей на

поверхности между собой и с конвективными вихревыми течениями в объеме слоя приводит к фор-

мированию на поверхности He-I двух крупномасштабных вихрей (вихревого диполя), размеры которых

ограничиваются диаметром рабочей ячейки и в несколько раз превосходят глубину слоя. Это соответ-

ствует переходу со временем от режима вихревого течения на «глубокой воде» (вихри на поверхности

трехмерного слоя жидкости) к вихрям на поверхности «мелкой воды» (вихри на поверхности двумерного

слоя). При дальнейшем подогреве слоя выше Tm конвективные потоки в объеме быстро затухают, однако

вихревое движение на поверхности двумерного слоя He-I сохраняется. В отсутствие накачки энергии из

объема полная энергия вихревой системы на поверхности слоя «мелкой воды» со временем затухает

по закону, близкому к степенному, вследствие нелинейного взаимодействия крупномасштабных вихрей

между собой и трения о стенки ячейки. В результате, при длительных наблюдениях, на поверхности He-I

вновь начинают преобладать мелкомасштабные вихри, размеры которых сравнимы или меньше глубины

слоя, что соответствует переходу от двумерного к трехмерному слою жидкости. Энергия вихревого те-

чения на поверхности слоя «глубокой воды» затухает по закону, близкому к экспоненциальному. Таким

образом, длительные наблюдения за динамическими явлениями на свободной поверхности слоя He-I глу-

биной порядка нескольких сантиметров в широком интервале температур выше Tλ позволили впервые в

одном эксперименте изучать возбуждение, эволюцию и затухание вихревых течений на поверхности слоя

«глубокой» и «мелкой воды».
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1. ВВЕДЕНИЕ

В экспериментах [1–4] было обнаружено, что
возникновение термогравитационного конвективно-
го течения Рэлея–Бенара (RBC) в объеме подогре-
ваемого сверху слоя нормального гелия He-I глу-
биной h = (3.4 – 1.2) см в широкой цилиндрической
ячейке диаметром D = 12.4 см (аспектное отно-
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Рис. 1. Зависимости плотности ρ и температурного коэф-

фициента расширения β жидкого 4He при давлении насы-

щенных паров от температуры вблизи λ-точки. Графики

построены по данным работы [5]

шение D/h ≈ 4 – 10) в узком интервале темпера-
тур Tλ ≤ T ≤ Tm вблизи точки фазового пере-
хода из сверхтекучего He-II в нормальное состо-
яние He-I сопровождается возбуждением вихрево-
го течения на свободной поверхности жидкости.
Здесь Tλ = 2.1768К — температура перехода жид-
кого 4He из сверхтекучего в нормальное состояние,
Tm = Tλ + 6мК ≈ 2.183К [5] — температура, при
которой плотность ρ жидкого 4He при давлении на-
сыщенных паров проходит через максимум (рис. 1).
Соответственно, температурный коэффициент рас-
ширения жидкости

β = −1

ρ

δρ

δT

меняет знак вблизи Tm: β < 0 при T < Tm, β > 0

при T > Tm.
Графики на рис. 1 построены по данным, при-

веденным в обзоре [5]. Очевидно, что при плав-
ном повышении температуры подогреваемого свер-
ху слоя жидкого гелия глубиной h порядка несколь-
ких см в широком цилиндрическом сосуде диамет-

ром D ≫ h в поле силы тяжести в интервале темпе-
ратур Tλ ≤ Т≤ Tm в объеме неоднородно нагретого
слоя He-I должны возникать конвективные термо-
гравитационные течения Рэлея–Бенара (RBC) [6,7].

Систематическому описанию динамики течений
и структур, возникающих в объеме при термогра-
витационной конвекции в плоском слое жидкости
в поле силы тяжести, посвящена, например, моно-
графия [7]. Монография снабжена достаточно пол-
ным обзором литературы, опубликованной вплоть
до 1998 г. Результатам современных теоретических и
экспериментальных исследований конвективных те-
чений в жидкостях и газах посвящены обзоры [8–12].
В обзоре [12], например, можно найти введение в со-
временное состояние теории RBC и список публика-
ций разных авторов, посвященных изучению турбу-
лентной RBC в жидкостях и газах вплоть до 2020 г.

Для дальнейшего важно заметить, что в боль-
шинстве исследований RBC авторы полагают, что
неоднородно нагретый слой жидкости или плотного
газа располагается между двумя твердыми пласти-
нами, изготовленными из материала с высокой теп-
лопроводностью, и в расчетах используют прибли-
жение Обербека–Буссинеска (OB). В рамках этого
приближения считается, что тепловое расширение
жидкости или плотного газа мало, а физические ха-
рактеристики среды (теплопроводность, кинемати-
ческая вязкость, поверхностное натяжение) посто-
янны. При этом зависимостью плотности от темпе-
ратуры (она считается линейной) пренебрегают всю-
ду, кроме слагаемого с силой плавучести в уравне-
ниях движения. Во многих случаях использование
OB-приближения оправдано в силу малости пара-
метра температурной неоднородности плотности и
большой величины силы тяжести. В нашем случае
(рис. 1), в интервале температур Tλ≤T ≤Tm темпе-
ратурный коэффициент расширения He-I отрицате-
лен, |β| = 0.02K, и нелинейно зависит от темпера-
туры, теплопроводность и вязкость жидкости так-
же сильно зависят от температуры [5, 13]. Поэто-
му точнее говорить, что рис. 1 иллюстрирует про-
цесс установления термогравитационной конвекции
Рэлея–Бенара в объеме неоднородно нагретого слоя
He-I со свободной поверхностью в условиях невы-
полнения приближения Обербека–Буссинеска (RBC
NOB). Небуссинесковская модель описания конвек-
ции в слое со свободной границей раздела сред по-
дробно обсуждается, например, в монографии [14].
Особенности конвективных течений в условиях RBC
NOB обсуждаются в серии современных публикаций
различных авторов [15–18].
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Воспользовавшись данными, приводимыми в об-
зоре [5], можно оценить значения безразмерных
параметров — числа Рэлея Ra = g∆Th3β/(νχ)

и числа Прандтля P = ν/χ, которые опреде-
ляют характер конвективных течений в объеме
слоя He-I на рис. 1. При температуре жидкости
в середине слоя T ≈ 2.179К плотность жидко-
го гелия ρ = 0.14 г/см3, кинематическая вязкость
He-I ν ≈ 1.4 · 10−4 см2/с, температуропроводность
χ = κ/ρCp ≈ 2.5·10−4 см2/с (здесь κ — коэффициент
теплопроводности,Cp — теплоемкость), температур-
ный коэффициент расширения β ≈ 0.02К−1. Пола-
гая, что глубина слоя h = 2.5 см, а разность темпера-
тур на поверхности слоя жидкости, Ts, и вблизи дна
ячейки, Tb, ∆T = Ts−Tb ≈ 5мК, получим P ≈ 0.56,
Ra ≥ 107.

По оценкам, приводимым, например, в моногра-
фиях [6, 7] критическое значение числа Рэлея Rac,
выше которого в объеме неоднородно нагретого слоя
жидкости со свободной поверхностью со временем
должна установиться турбулентная конвекция, со-
ставляет Rac ≈ 1.1 · 103. В наших экспериментах
глубину слоя жидкости h мы варьировали в диапа-
зоне h=(1.2 – 3.4) см, т. е. во всех измерениях значе-
ния Ra ≥ 107 >> Raс, и со временем в объеме слоя
He-I при Ts ≤ Tm должна установиться турбулент-
ная конвекция. В соответствии с [6, 7] число Рэлея
можно записать следующим образом:

Ra = (τντχ)/(τB)
2, (1)

где
τB = (h/gβ∆T )−1/2

— характерное время всплывания (buoyancy) более
легкого участка слоя жидкости со дна контейнера за
счет сил Архимеда, τχ = h2/χ — характерное вре-
мя диффузионного переноса потока тепла (diffusion)
через слой, а τv = h2/ν — характерное время вяз-
ких потерь (dissipation) в объеме. Воспользовавшись
данными, приводимыми в обзоре [5], можно оценить,
что при Ts ≤ Tm и h ≈ 2.5 см время всплывания
более легкого участка слоя жидкости со дна ячей-
ки τB ≈ 5 с много меньше времени диффузионного
переноса потока тепла через слой τχ ≈ 3.5 · 104 с и
времени вязких потерь в объеме τv ≈ 6.3 · 104 с, так
что за времена порядка (2 – 3)τB (т. е. (10 – 15) с) по-
сле перехода температуры нагреваемого сверху слоя
жидкого гелия через λ-точку в объеме слоя начина-
ют формироваться вертикальные вихревые струк-
туры. Как указано в [7], при наличии асимметрич-
ных граничных условий (нижняя граница твердая, а
верхняя свободная) в объеме слоя преимущественно

возникают валиковые структуры. Наблюдать уста-
новление валиковых структур в объеме слоя жидко-
го прозрачного гелия в металлической ячейке нам не
удалось, однако во всех экспериментах мы наблюда-
ли, что через (10 – 15) с после перехода через Tλ на
поверхности слоя He-I глубиной h = (1 – 3) см воз-
никают вихревые течения. Известно [6, 19, 20], что
возбуждаемые на свободной поверхности жидкости
вихри проникают в объем слоя. В стационарном со-
стоянии завихренность Ω уменьшается с ростом глу-
бины z по экспоненциальному закону:

Ω ∼ exp(−2z/zo) + exp(−
√
2z/zo), (2)

где z0/2 — характерная глубина проникновения.
Первый член обусловлен стоксовым увлечением, а
второй — эйлеровым течением жидкости [6, 19–22].
Естественно полагать, что наблюдаемые на поверх-
ности He-I вихри проникают в объем слоя и взаимо-
действуют с вихрями, порождаемыми конвективны-
ми течениями в объеме, т. е. RBC NOB конвекция в
объеме подогреваемого сверху слоя He-I служит ис-
точником накачки энергии в вихревую систему на
поверхности жидкости. И, как показали наши на-
блюдения, в этих условиях нелинейное взаимодей-
ствие вихрей на поверхности между собой приводит
в свою очередь к формированию на поверхности He-
I двух крупномасштабных вихрей — вихревого ди-
поля, размеры которого ограничиваются диаметром
рабочей ячейки и многократно превосходят глубину
слоя жидкости.

При обсуждении динамики волн и вихрей на по-
верхности слоя жидкости обычно рассматривают по
отдельности вихревые течения на поверхности трех-
мерного слоя жидкости (вихри на глубокой воде), и
вихревые течения на поверхности двумерного слоя
(крупномасштабные вихри на поверхности мелкой
воды). Поэтому в нашем случае есть все основания
говорить, что формирование на поверхности вихре-
вого диполя, характерные размеры которого мно-
го больше глубины слоя, соответствует переходу от
вихревого течения на поверхности глубокой воды
к вихревому течению на поверхности двумерного
слоя. Нелинейное взаимодействие между порожден-
ными конвекцией вихрями на поверхности в присут-
ствии накачки энергии из объема приводит к фор-
мированию обратного энергетического каскада на
поверхности двумерного слоя.

Теоретически особенности нелинейного взаимо-
действия вихрей на свободной поверхности жид-
кости между собой и с вихрями, порождаемыми
встречным движением холодных и теплых струй в
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объеме слоя при больших числах Рэлея, ранее не
изучались. Этот вопрос заслуживает отдельного об-
суждения, которое не входит в задачи данной рабо-
ты.

При последующем возрастании температуры
слоя He-I в целом выше Tm, где коэффициент β

меняет знак, см. рис. 1, возникшие ранее верти-
кальные струи в объеме подогреваемого сверху
неподвижного слоя вязкой жидкости должны
быстро затухнуть. Очевидно, что в отсутствие на-
качки энергии из объема полная энергия вихревой
системы на поверхности слоя со временем будет
также уменьшаться, и при достаточно длительных
наблюдениях вихревые течения на поверхности
слоя He-I в неподвижном сосуде должны затухнуть.
Поэтому при обсуждении дальнейшей эволюции
и затухания вихревого течения на поверхности
подогреваемого сверху слоя He-I при температурах
Ts > Tb > Tm можно выделить два этапа. На
первом этапе на поверхности He-I преобладают
крупномасштабные вихри, взаимодействие которых
между собой и со стенками и дном сосуда, приводит
к затуханию и распаду крупномасштабных вихрей.
По аналогии с результатами измерений затухания
вихрей на поверхности двумерного слоя обычной
воды в адиабатических условиях [19–22] следовало
бы ожидать, что закон затухания полной энергии
системы крупномасштабных вихрей на поверхности
должен быть близок к степенному E(t) ∝ (1/t)n.
При достаточно длительных наблюдениях, когда
на поверхности слоя He-I вновь начинают преобла-
дать вихри малых размеров (второй этап), закон
затухания энергии вихревого течения на поверхно-
сти трехмерного слоя He-I, как и на поверхности
обычной вязкой жидкости, должен измениться —
от степенного к экспоненциальному, характерному
для вязкого затухания вихрей в объеме слоя.

Выше мы отмечали, что обычно исследования
процессов затухания вихрей на свободной поверх-
ности вязкой жидкости, например, воды, проводят
в двух различных экспериментах: отдельно изуча-
ют затухание вихрей на «мелкой воде», где глубина
слоя жидкости h много меньше характерных разме-
ров вихрей h≪ 2π/κ (здесь κ — характерный волно-
вой вектор вихря), и отдельно — на «глубокой», где
h≫ 2π/κ — глубина трехмерного слоя вязкой жид-
кости много больше характерных размеров вихрей.

Как показали результаты измерений [17–22], в
случае «мелкой воды» полная энергия системы
крупномасштабных вихрей на поверхности затухает
по закону, близкому к степенному. Крупномасштаб-
ные вихри взаимодействуют не только между собой,

но и со стенками и дном сосуда, что увеличивает
отток энергии из вихревой системы на поверхности
квазидвумерного слоя жидкости.

На «глубокой воде» основной канал диссипации
энергии вихревой системы — вязкие потери в объе-
ме, а также трение мелкомасштабных вихрей о стен-
ки ванны. В этом случае полная энергия вихревой
системы на поверхности затухает со временем по
закону близкому к экспоненциальному. Используе-
мая нами методика — генерация вихрей на свобод-
ной поверхности He-I в условиях накачки энергии
из объема, которая в отсутствие накачки сменяется
затуханием вихревых течений на поверхности, поз-
воляет в одном и том же эксперименте, при неизмен-
ной глубине слоя жидкости, наблюдать как появле-
ние и эволюцию вихрей на поверхности слоя «глу-
бокой воды», так и затухание вихрей на поверхно-
сти слоя «мелкой воды». Поэтому представлялось
интересным изучить затухания вихревого течения
на поверхности нормального гелия Не-1 [1] для по-
следующего сравнения результатов, полученных на
обычной вязкой жидкости (вода выше 10 ◦ C), коэф-
фициенты кинематической вязкости которых разли-
чаются почти на два порядка.

Статья построена следующим образом. Во вто-
ром разделе приведена конструкция вставки в крио-
стат, которая предназначена для изучения явлений
на поверхности жидкого гелия. Там же кратко опи-
сана методика проведения измерений и обработки
экспериментальных данных и приведены некоторые
из результатов наблюдений за динамикой развития
конвективного теплообмена в слое нормального ге-
лия He-I вблизи Tλ в различных экспериментальных
ячейках. В третьем разделе приведены и обсужда-
ются результаты длительных (до 2500 с) наблюде-
ний за эволюцией и затуханием вихрей на поверх-
ности He-I в дюралевой ячейке при температурах
T ≫ Tm. Итоги наших исследований подведены в
Заключении.

2. КОНСТРУКЦИЯ УСТАНОВКИ,
МЕТОДИКА ИЗМЕРЕНИЙ,

КОНВЕКТИВНЫЕ ТЕЧЕНИЯ В ОБЪЕМЕ
ПОДОГРЕВАЕМОГО СВЕРХУ СЛОЯ

НОРМАЛЬНОГО ГЕЛИЯ

2.1. Схема установки

Конструкция вставки в широкогорлый металли-
ческий криостат, которая была предназначена для
изучения явлений на поверхности жидкого гелия,
подробно описана в работе [23]. Схема вставки, кото-
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рую использовали в данных экспериментах, приве-
дена на рис. 2. Герметичная металлическая рабочая
ячейка 1 подвешена на верхней крышке криостата
на трех длинных стержнях из нержавеющей стали
(на рисунке не показаны) внутри гелиевой полости
криостата и охлаждается снизу жидким гелием в до-
полнительной ванне 5. Для герметичного уплотне-
ния прижимного соединения прозрачного верхнего
фланца из листового плексигласа толщиной 8 мм с
ячейкой 1 используют индиевое колечко. Охлажда-
емый парами жидкого гелия плексигласовый фла-
нец практически полностью поглощает радиацион-
ный поток тепла в инфракрасном диапазоне, кото-
рый излучается в объем криостата окнами и капкой
криостата, которые находятся при комнатной тем-
пературе. В некоторых экспериментах при подборе
оптимальных условий для наблюдения за эволюци-
ей вихрей на поверхности жидкого гелия в ячей-
ке на внешней поверхности плексигласового фланца
мы устанавливали кольцевой резистивный нагрева-
тель, как показано на рис. 2. Металлический капил-
ляр 4 служит для соединения рабочей ячейки с на-
ружной системой заполнения чистым газообразным
4He. Датчик давления М используется для измере-
ния давления насыщенных паров над слоем жид-
кого гелия в ячейке Pcell при перекрытом венти-
ле в системе набора газа. Температуру жидкого ге-
лия вблизи дна рабочей ячейки и в дополнительной
ванне 5 измеряют резистивными термометрами 2 и
3. Внутренний диаметр различных эксперименталь-
ных ячеек составлял D ≈(10 – 12) см, высота ≈ 5 см,
глубина слоя жидкого гелия в разных эксперимен-
тах составляла h ≈(1.2 – 3.4) см.

Для удобства регистрации динамических явле-
ний на поверхности слоя прозрачной жидкости на
дно рабочей ячейки заранее насыпали порошок из
легких полых стеклянных микросфер характерным
диаметром около 50мкм. При наборе жидкого ге-
лия в ячейку 1 стеклянные микросферы всплывали
и локализовались в тонком слое под поверхностью
жидкого 4He. Стеклянные частицы на поверхно-
сти подсвечивались светодиодами, расположенны-
ми над плексигласовым фланцем (на рис.2 не по-
казаны). В объеме жидкого гелия стеклянные мик-
росферы объединялись в агрегаты (трассеры) ха-
рактерными диаметрами порядка (0.1 – 0.3) мм [24].
Плотность микросфер близка к плотности жидко-
го гелия, поэтому трассеры полностью увлекались
как капиллярными волнами, так и вихревыми по-
токами, возбуждаемыми в вязком подслое вблизи
поверхности жидкого гелия [24, 25]. Для регистра-
ции движения трассеров на поверхности жидкости

Рис. 2. Схема конструкции вставки в металлический гели-

евый криостат. 1 — герметичная цилиндрическая рабочая

ячейка с кольцевым резистивным нагревателем на верхнем

прозрачном фланце из плексигласа; 2, 3 — резистивные

термометры на дне рабочей ячейки и в дополнительной

ванне 5; 4 — капилляр системы заполнения ячейки 1 газо-

образным 4He; М — датчик давления газа на линии запол-

нения; 6 — термомеханический насос для подлива сверх-

текучего He-II в дополнительную ванну 5 из гелиевой по-

лости криостата; 7 — кольцевой резистивный нагреватель

в рабочей ячейке использовали видеокамеру Canon
EOS 6D с телескопическим объективом Sigma APO
(50 – 500) нм F4.5–6.3. Частота кадров при видео-
съемке составляла 24 кадра/c, разрешение матрицы
1920×1080, что обеспечивало геометрическое разре-
шение около 0.072 мм/пиксель. Камера соединена с
наружной компьютеризированной системой записи
и обработки экспериментальных данных. Для вы-
явления треков движения трассеров на поверхности
жидкости отдельные кадры съемки затем суммиро-
вались [26]. К методике обработки результатов из-
мерений вихревого течения на поверхности мы вер-
немся ниже.
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2.2. Методика эксперимента. Конвекция в
объеме неоднородно нагретого слоя He-I

вблизи Tλ

Перед началом измерений газообразный 4He из
наружной системы заполнения конденсировали в
рабочую ячейку, которая охлаждалась до 4.2 К жид-
ким гелием в объеме гелиевой полости криостата.
После набора необходимого количества жидкости в
ячейку температуру жидкости в объеме гелиевой
полости криостата плавно понижали до (1.6 – 1.8) К
откачкой паров жидкого 4He. В процессе откачки
паров уровень He-II в гелиевой полости опускал-
ся ниже дна рабочей ячейки 1 на рис. 2, так что
для дальнейшего охлаждения рабочей ячейки мы
использовали дополнительную ванну 5. По достиже-
нии теплового равновесия в объеме криостата откач-
ку паров гелия прекращали, и температура сверх-
текучего He-II начинала плавно повышаться. Тем-
пература сверхтекучего гелия в экспериментальной
ячейке 1 выше температуры жидкости в дополни-
тельной ванне. Перегрев He-II в ячейке относитель-
но жидкости во вспомогательной ванне 5 связан с
тем, что значительная часть потока тепла Qrad, ко-
торый излучает капка криостата, находящаяся при
комнатной температуре,

Qrad ≈ σT 4 ≈ 4 · 10−2 Вт/см2,

практически полностью (более 95%) поглощается
толстой плексигласовой крышкой ячейки, охлажда-
емой снаружи гелиевыми парами. Тем не менее, тем-
пература плексигласовой крышки выше температу-
ры слоя жидкого гелия в ячейке, и внутри ячейки
даже в стационарных условиях возникает поток теп-
ла, который направлен сверху вниз, от плексигласо-
вой крышки по гелиевому пару и стенкам ячейки к
поверхности слоя жидкого гелия. Далее через дно и
стенки ячейки тепло передается He-II во вспомога-
тельной ванне.

Условия переноса потока тепла через стенки ра-
бочей ячейки в окружающую среду существенно
влияют на результаты измерений конвективных яв-
лений в жидкостях и газах [27–29], поэтому при
выборе оптимальной конструкции рабочей ячейки
мы испытали несколько металлических ячеек близ-
ких размеров, которые были изготовлены из ме-
ди, нержавеющей стали и из дюралюминия. Внут-
ренний диаметр показанной на рис. 2 медной ячей-
ки составлял 11.5 см, высота равнялась 5.4 см. Из-
готовленная из прозрачного листового плексигласа
толщиной 0.8 см прижимная верхняя крышка гер-
метично крепилась на верхнем фланце ячейки. На

крышке медной ячейки был установлен круговой ре-
зистивный нагреватель. Это позволяло проследить
за особенностями процесса установления конвектив-
ного теплообмена в слое He-I при изменении теп-
лоподвода к крышке ячейки. Экспериментальным
исследованиям особенностей переноса тепла в подо-
греваемом сверху слое жидкого 4He вблизи Tλ была
посвящена работа [30]. О возникновении RBC NOB
конвекции в объеме слоя нормального гелия при пе-
реходе через Tλ авторы судили по результатам изме-
рений давления насыщенных паров P (t) и распреде-
ления температуры T (t) вблизи свободной поверх-
ности и в объеме вертикального столба жидкости
в стеклянном сосуде Дюара внутренним диаметром
2 см и глубиной h = 15см. Теплопроводность He-
II на порядки выше теплопроводности нормально-
го He-I, поэтому при плавном повышении темпера-
туры He-II при переходе через λ-точку на кривых
P (t) и T (t) наблюдался излом. Возникновение кон-
вективного теплообмена в слое нагреваемого свер-
ху He-I приводило к появлению плато на кривых
T (t) в интервале температур Tλ ≤ Т ≤ Tm, которое
сменялось затем быстрым возрастанием температу-
ры и давления паров над поверхностью с дальней-
шим повышением температуры жидкости выше Tm .
Во избежание недоразумений следует отметить, что
численные значения Tλ и Tm в работе [30] и в обзо-
ре [5] различаются на ∼ 5мК, так как при опреде-
лении температуры жидкого гелия по давлению на-
сыщенных паров в работе [30] использовали шкалу
МПТШ-58, а в обзоре [5] используют общепринятую
ныне шкалу МПТШ-68.

В отличие от экспериментов авторов работы [30],
в наших исследованиях мы наблюдали за возник-
новением конвекции в подогреваемом сверху слое
гелия глубиной h ≈ (1 – 3) см в широких метал-
лических ячейках. Паразитный радиационный по-
ток тепла от капки криостата, который поглощался
плексигласовой крышка ячейки, приводил к тому,
что даже при выключенном нагревателе на крышке
ячейки температура Tb сверхтекучего He-II вблизи
дна рабочей ячейки была на ∼ 0.015К выше тем-
пературы Tadd He-II в дополнительной ванне. Что-
бы оценить, как влияет подвод тепла к крышке на
динамику роста температуры в жидкости и давле-
ние паров внутри герметичной ячейки 1 и в гелие-
вой полости криостата, на плексигласовой крышке
медной ячейки был установлен резистивный нагре-
ватель (см. рис. 2).

На рис. 3a для глубины слоя гелия h = 2.5 см
показано, как изменялось со временем давление па-
ров над жидким гелием в объеме медной ячейки
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Рис. 3. a — Изменение давления насыщенных паров над

жидким гелием в медной ячейке Pcell (красная кривая 1,

в условных единицах) и в объеме криостата Pcryo = Padd

(синяя кривая 2, в Торрах), глубина слоя h = 2.5 см, мощ-

ность, рассеиваемая нагревателем, W = 2Вт. b — Измене-

ние температуры жидкого гелия на дне ячейки Tb (красная

кривая 1) и в дополнительной ванне Tadd (синяя кривая 2).

c — Изменение температуры жидкости вблизи дна ячейки

Tb (красная кривая 1), давления паров жидкого гелия в

ячейке Pcell (зеленая кривая 2, в условных единицах) и

давления паров в объеме криостата Pcryo = Padd (черная

кривая 3, в Торрах), глубина слоя h = 3.4 см

Pcell (красная кривая 1, шкала в условных едини-
цах) и в объеме криостата Pcryo (синяя кривая 2,
шкала в Торрах) при включении нагревателя в мо-
мент t = 0 (очевидно, что Pcryo = Padd). Откачка па-
ров гелия из объема криостата заранее была отклю-
чена. Мощность, выделяемая на резистивном нагре-
вателе, W = 2Вт, сравнима с мощностью радиаци-
онного потока тепла от верхней части криостата. На
рис. 3b показано, как изменялась со временем темпе-
ратура жидкого гелия вблизи дна медной ячейки Tb
(красная кривая 1) и в дополнительной ванне Tadd
(синяя кривая 2). На рис. 3c для глубины слоя ге-
лия h = 3.4 см показано, как изменялись темпера-
тура жидкости вблизи дна ячейки Tb (красная кри-
вая 1), давление паров над жидким гелием в ячейке
Pcell (зеленая кривая 2, шкала в условных единицах)
и давление паров в объеме криостата Pcryo = Padd
(черная кривая 3, шкала в Торрах).

Точно оценить плотность потока тепла, попада-
ющего на поверхность слоя жидкости в ячейки до-
вольно трудно, так как значительная часть излуча-
емого нагревателем потока тепла расходуется на по-
догрев холодного гелиевого пара, окружающего ра-
бочую ячейку. Вид кривых Pcell(t) и Tb(t)указывает
на то, что в объеме медной ячейки жидкий гелий
переходил из сверхтекучего состояния в нормальное
приблизительно на 100-й секунде после включения
нагревателя. При этом температура He-II в допол-
нительной ванне Tadd была близка к 2.13 К. Судя по
положению перегибов на кривой Pcell(t) (кривая 1),
во всем объеме слоя жидкости в ячейке конвектив-
ное течение существует только в течение примерно
первых 20 с (плато на кривой 1 между 100-й и 120-
й секундами). Далее, положение излома на кривой
Pcell(t) и последующее быстрое повышение давле-
ния насыщенных паров в ячейке указывают на то,
что температура на поверхности слоя жидкости в
ячейке Ts превосходит Tm, так что положение мак-
симума плотности жидкости (и соответственно тем-
пература Tm) смещается к середине слоя. Плотность
неоднородно нагретого слоя He-I вблизи поверхно-
сти ниже, чем в середине. Это указывает на пере-
ход в режим проникающей конвекции в объеме слоя
жидкости в ячейке [15]. Таким образом, в интервале
t=(120 – 170) с следует говорить о режиме проника-
ющей конвекции: Ts > Tm > Tb ≥ Tλ (см. рис. 3b).
Наконец при t> 180 с температура слоя в целом пре-
восходит Tm (Ts > Tb > Tm), давление паров в рабо-
чей ячейке начинает быстро возрастать, коэффици-
ент теплового расширения жидкости β > 0, поэтому
вертикальные струи в объеме подогреваемого свер-
ху слоя He-I должны быстро затухнуть.
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Рис. 4. Изменение температуры и давления паров жид-

кого гелия в дюралевой ячейке и в гелиевой ванне крио-

стата после выключения откачки паров гелия из криоста-

та: a — h=2.5 см, 1 — красная кривая, температура жид-

кости на дне сосуда Tb; 2 — синяя кривая, температура

жидкости в дополнительной ванне Tadd ; 3 — давление

паров гелия в объеме криостата Pcryo = Padd (Торр). b

— h = 1.2 см; 1— красная кривая, температура слоя Tb;

2 —синяя кривая, температура гелия в дополнительной

ванне Tadd; 3 — черная кривая, давление паров в крио-

стате Pcryo = Padd (Торр)

Аналогичные зависимости от времени темпера-
туры и давления паров жидкого гелия в медной
ячейке мы наблюдали при изменении выделяемой
на резистивном нагревателе мощности в интервале
W ≈ 0.5− 2 Вт.

В режиме проникающей конвекции нам удалось
наблюдать возбуждение вихрей не только на поверх-
ности, но и в объеме слоя гелия. Зависимости от вре-
мени температуры и давления паров жидкого гелия
в медной ячейке в этом эксперименте приведены на
рис. 3c. На 180 с слой в целом прогрелся выше Tm,
конвективные вихри в объеме быстро затухли, в то
время как вихревой диполь на поверхности продол-

жал существовать.
К сожалению, нам не удалось провести долговре-

менные наблюдения за эволюцией вихревого дипо-
ля и затуханием вихревого течения на поверхности
He-1, так как при установке медной ячейки в объем
криостата скорость испарения жидкости из гелие-
вой ванны криостата заметно возрастала, в резуль-
тате температура жидкости в объеме рабочей ячей-
ки слишком быстро возрастала выше точки испаре-
ния жидкого 4He при атмосферном давлении, что
сильно затрудняло цифровую обработку видеозапи-
сей. Поэтому в экспериментах, результаты которых
приведены ниже, мы использовали рабочую ячейку,
изготовленную из дюралюминия. Внутренний диа-
метр ячейки D = 12.4 см, высота 4 см, толщина сте-
нок δ = 0.02 см. Графики, описывающие изменение
со временем температуры и давления паров жидко-
го гелия в объеме дюралевой рабочей ячейки и в ге-
лиевой ванне криостата при глубине слоя жидкости
в ячейке h = 2.5 и 1.2 см приведены на рис. 4.

Как следует из рис. 4, в дюралевой ячейке в
отличие от медной возникновение конвективного
механизма переноса тепла через слой нормально-
го He-I при переходе через λ-точку (четко выра-
женное плато на кривых Tb(t)) можно было на-
блюдать и без дополнительного подогрева плек-
сигласовой крышки ячейки. Радиационный поток
тепла Qrad, излучаемый теплой капкой криостата,
Qrad ≈ σT 4 ≈ 4 · 10−2 Вт/см2 практически полно-
стью поглощался плексигласовой крышкой ячейки,
которая охлаждалась гелиевыми парами в объеме
гелиевой полости криостата. Плотность теплового
потока Qc, попадающего на поверхность слоя He-II
в ячейке при температурах вблизи Tλ, можно оце-
нить по порядку величины из следующих сообра-
жений. Как видно из рис. 3b и рис. 4 b, вблизи Tλ
температура He-II на дне ячейки Tb на ∼ 15мК вы-
ше температуры жидкости в дополнительной ванне:
∆T = Tb − Tadd ≈ 15мК. В стационарных условиях
величина ∆T определяется суммой

∆T = 2(QcRk) +Qcδ/χw =

= Qc(2Rr + δ/χw)≈15Qc, (3)

Подставляя сюда из литературы значения со-
противления Капицы на границе металл–жидкий
гелий Rk ≈ 20/T 3 K·см2/Вт [31], теплопроводно-
сти дюралюминия при гелиевых температурах
χw ≈ 2 · 10−2 Вт/см·K при T ≈ 2K [32], и полагая
толщину стенок дюралевой ячейки δ = 0.02 см
получим, что плотность потока тепла, прихо-
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дящего на поверхность слоя He-II, близка к
Qc ≈ 1 · 10−3 Вт/см2.

В первом приближении можно считать, что
плотность теплового потока Qc, который проходит
через слой гелия в ячейке и далее передается сверх-
текучему He-II в дополнительной ванне (рис. 2), су-
щественно не изменяется при нагреве жидкости в
ячейке выше Tλ. Это позволяет оценить число Нус-
сельта Nu, которое определяется отношением кон-
вективного потока тепла Qc, проходящего через
слой жидкости, к кондуктивному потоку тепла при
заданной разности температур Qdiff = κHe(∆Tc/h):

Nu = Qc/Qd = Qch/κHe∆Tc, (4)

Полагая, что разность температур на по-
верхности слоя и вблизи дна ячейки
∆Tc = Ts − Tb ≈ 5мК, а теплопроводность He-
I вблизи дна κHe ≈ 4мВт/см·К, можно оценить,
что значение числа Нуссельта близко к Nu ≈ 102.
Эта оценка разумно согласуется с оценкой числа
Нуссельта по приводимым в литературе [7, 10]
значениям соотношения между числами Рэлея
и Нуссельта: при Ra ≈ 106 − 108 отношение
Nu/(Ra)1/3 ≈ 0.08, т. е. при Ra ≈ 5 · 107 число
Нуссельта Nu ≈ 30. Заметим, что, согласно [7, 10],
значениям Nu в диапазоне от 1 до 10 соответствуют
ламинарные конвективные течения в объеме слоя,
а в случае возникновения турбулентного течения в
объеме неоднородно нагретого слоя значения Nu

возрастают до 100 – 1000.

3. ВИХРИ НА ПОВЕРХНОСТИ СЛОЯ He-I

3.1. Методы регистрации и обработки
экспериментальных данных

Ниже мы ограничимся демонстрацией и об-
суждением результатов длительных наблюдений
вихревых течений на поверхности He-I в широкой
дюралюминиевой ячейке внутренним диаметром
D = 12.4 см. Высота ячейки составляла 4.0 см,
толщина стенок δ = 0.02 см, глубина слоя жид-
кости h в разных экспериментах составляла
h=(1.2 – 3.4) см, т. е во всех случаях аспектное
отношение G = D/h ≥ 4. Рабочая ячейка снизу
погружена в дополнительную ванну с жидким
гелием. Поток тепла, направленный сверху вниз,
от плексигласовой крышки по гелиевому пару и
стенкам ячейки к поверхности слоя жидкого гелия
по нашим оценкам составляет Qc ≈ 1 · 10−3 Вт/см2.
Возникновение конвективного течения в объеме

Рис. 5. Движение фронта стеклянных трассеров, локали-

зованных под поверхностью подогреваемого сверху слоя

жидкого гелия глубиной h = 2.5 см, при переходе через

Tλ. Стрелки указывают положение фронта, который дви-

жется от стенок к центру ячейки, через 3 с после момента

перехода через λ-точку. В центре кадра виден резистивный

нагреватель, лежащий на дне ячейки, а справа вверху —

крепление капилляра системы заполнения (4 на рис.1).

нагреваемого сверху слоя He-I при переходе через
λ-точку сопровождается появлением вихревого те-
чения на свободной поверхности жидкости. Вихре-
вое течение на поверхности жидкости сохранялось
при повышении температуры жидкости заметно
выше Tm. Это позволило исследовать эволюцию
вихревой системы на поверхности нормального
гелия в отсутствие накачки энергии из объема слоя
(в квазиадиабатических условиях) при длительных
наблюдениях в течение ∼ 2500 с после перехода
через λ-точку. Обработка полученных изображений
программой PIVLab [26, 33] позволяла вычислять
скорости движения трассеров на поверхности ге-
лия Vx и Vy и траектории движения трассеров.
Далее рассчитывали завихренность на поверхности
жидкого гелия и распределение энергии по поверх-
ности, а также суммарную кинетическую энергию
на поверхности E. Вертикальная завихренность на
поверхности жидкости Ω определялась как

Ω = dVx/dy − dVy/dx. (5)
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Рис. 6. Линии тока (желтые кривые) на поверхности He-I (верхние кадры) и распределение энергии вихрей по волновым

векторам E(k) (нижние графики) через 110 (a) и 200 (b) с после прохождения температуры жидкости через Tλ. Глубина

слоя h=2.5 см. Прямая линия на графике E(k) соответствует степенной зависимости E(k) ∝ k−5/3

Распределение энергии по поверхности вычисляли
по формуле

E(x, y) =
ρ

2
(V 2
x + V 2

y ). (6)

Распределение энергии по волновому вектору E(k) в
k-пространстве вычисляли усреднением по кольцу:

E(k) =
1

2S∆k

∫
d2q

(2π)2
|Vk|2, (7)

где интегрирование проводится по кольцу
k < q < k + ∆k. Полученное значение норми-
ровалось на площадь поверхности жидкости S.
Здесь Vk — фурье-компонента скорости трассера.

3.2. Динамические явления на поверхности
нагреваемого сверху слоя He-I в

цилиндрической дюралюминиевой ячейке

Стеклянные трассеры, локализованные под по-
верхностью жидкости позволили зарегистрировать
возникновение интенсивного движения на поверх-
ности жидкости сразу после прохождения темпера-
туры жидкости через Tλ. На рис. 5 приведен один
из кадров видеозаписи — движение фронта трас-
серов на поверхности слоя жидкого гелия глуби-
ной h=2.5 см при переходе через Tλ. Фронт пото-
ка трассеров движется от стенок к центру сосуда.
При наклонном освещении поверхности слоя жидко-
сти светодиодами, расположенными над плексигла-
совой крышкой ячейки (на рис. 2 не показаны), мож-
но было зарегистрировать даже движение тени это-
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Рис. 7. Затухание энергии крупномасштабных вихрей E(t)

на поверхности квазидвумерного слоя He-I со временем в

отсутствие накачки энергии из объема. Прямая линия со-

ответствует степенной зависимости E ∝ t−1

го фронта трассеров, локализованных под поверх-
ностью жидкости, по дну ячейки. Скорость центро-
стремительного движения фронта составляла око-
ло Vf ∼ 2 см/с, поэтому число Рейнольдса достига-
ло Re ∼ (VfL)/ν ∼ 4 · 104, что указывало на воз-
можность возникновения вихревого течения на по-
верхности жидкости (здесь ν — кинематическая вяз-
кость нормального гелия, Vf — скорость движения
фронта). Аналогичные картины наблюдались при
глубине слоя жидкости в ячейке 1.2 и 3.4 см.

Фронт движущихся трассеров на рис. 5 схлопы-
вается вблизи центра ячейки, после чего на поверх-
ности жидкости появляются несколько мелкомас-
штабных вихрей характерными размерами порядка
(1 – 2) см, которые вращаются в противоположных
направлениях, как показано на рис. 6 a. Суммарная
завихренность на поверхности равна нулю.

Через несколько десятков секунд после прохож-
дения через λ-точку характер вихревого течения на
поверхности жидкости существенно изменяется —
на поверхности слоя формируется крупномасштаб-
ный вихревой диполь, размеры которого ограничи-
ваются шириной (диаметром) рабочей ячейки. Сле-
дует отметить, что, несмотря на большую разницу
в глубине слоя жидкости (h = 3.4, 2.5 и 1.2 см)
в разных экспериментах, а значит, и в числах Рэ-
лея (Ra ∼ h3), во всех случаях мы наблюдали, что
со временем на поверхности слоя He-I формируется
вихревой диполь. Однако, с уменьшением глубины
жидкости от 2.5 до 1.2 см скорость вращения круп-
номасштабных вихрей падала почти на порядок, что
сильно усложняло обработку видеозаписей, особен-

но при наблюдениях на больших временах. Поэтому
ниже мы ограничимся демонстрацией результатов
исследования эволюции и распада вихревой систе-
мы на поверхности слоя He-I глубиной h=2.5 см.

Абсолютное значение завихренности
Ω = dVx/dy − dVy/dx в одном из показанных
на рис. 6 a одиночных мелкомасштабных вихрей
достигает Ω ∼ 3 с−1. По известным значениям
характерных размеров этого вихря L ∼ 1 см, за-
вихренности и кинематической вязкости жидкого
гелия можно оценить, что соответствующее число
Рейнольдса Re ∼ (ΩL2/ν) достигает Re ∼ 104. Это
указывает на то, что вихревое движение на по-
верхности жидкости, возбуждаемое конвективным
движением в объеме, сильно нелинейно. И в ре-
зультате нелинейного взаимодействия между этими
вихрями к 200-й секунде конфигурация вихрей на
поверхности слоя гелия меняется: формируются два
больших вихря (вихревой диполь, на верхнем кадре
рис. 6b), которые вращаются в противоположных
направлениях и занимают практически всю поверх-
ность жидкости в ячейке. Видно, что максимум
в спектре кинетической энергии E(k) смещается
со временем от k ∼ 1.6 см−1 в сторону меньших
k ∼ 0.76 см−1, что связано с образованием двух
крупномасштабных вихрей (вихревого диполя). Это
соответствует переходу от 3D-слоя к 2D-слою в вих-
ревой системе (отношение h/L ≪ 1) и образованию
обратного энергетического каскада E(k) ∝ k−5/3 в
вихревой системе на поверхности квазидвумерного
слоя «мелкой воды». Нелинейно взаимодейству-
ющие между собой мелкомасштабные вихри на
поверхности взаимодействуют также с вихрями,
порождаемыми конвективным движением струй
в объеме неоднородно нагретого слоя He-I, что
способствует перекачке кинетической энергии из
объема жидкости в систему вихрей на поверхности
(рис. 6b).

Абсолютная величина завихренности крупно-
масштабного вихря составляла Ω ∼ 0.033 с−1. Учи-
тывая характерный размер вихря L ∼ 6 см, можно
оценить, что число Рейнольдса достигает Re ∼ 7000.
Это указывает на сильное нелинейное взаимодей-
ствие между вихрями. В соответствии с предска-
заниями теории [19] и результатами экспериментов
по изучению затухания крупномасштабных вихрей
на поверхности воды [20–22] следовало ожидать, что
взаимодействие этих вихрей между собой и со стен-
ками и дном ячейки в отсутствие накачки энергии из
объема должно приводить к степенной зависимости
полной энергии вихрей от времени E(t) ∝ (1/t)n.

7 ЖЭТФ, вып. 4
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Рис. 8. Эволюцией вихревой системы на поверхности при длительных наблюдениях. Верхние кадры — линии тока жидко-

сти на поверхности He-I (желтые кривые); нижние графики — распределение кинетической энергии E(k) в k-пространстве:

через t =1300 (a), 1390 (b), 1900 (c) с после перехода через Tλ. Глубина слоя h =2.5 см

Типичная зависимость полной энергии движе-
ния вихрей на поверхности жидкости E(t) от време-
ни, которую наблюдали в одном из экспериментов,
показана на рис. 7 (в логарифмическом масштабе).
На шкале времени за точку отсчета принят момент
перехода жидкости из сверхтекучего в нормальное
состояние. По оси ординат отложены значения E в
условных единицах, рассчитанные по результатам
измерений. Каждая точка рассчитывалась в опре-

деленный момент времени по всему полю скорости,
полученному усреднением движения трассеров за
4.2 с (на временном интервале до ∼ 140 с) и 8.4 с
(на интервале после ∼ 140 с). Стрелками на рис. 7
отмечены значения температуры жидкого гелия на
дне ячейки Tb в определенные моменты времени. В
интервале времени t = (100 – 800) с затухание пол-
ной энергии крупномасштабных вихрей E(t) в от-
сутствие накачки энергии из объема хорошо описы-
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вается степенным законом E(t) ∝ (1/t)n с показате-
лем n ≈ 1 (красная прямая линия). В разных сериях
измерений, где могли различаться глубина жидко-
го гелия в гелиевой полости криостата, температура
жидкости в момент отключения откачки паров, на-
чальная глубина слоя жидкости во вспомогательной
ячейке, скорость повышения температуры в объеме
криостата и в объеме рабочей ячейки, значения по-
казателя степени варьировались в пределах n =1 – 2.

При последующих длительных наблюдениях (от
1300 до 2500 с) было обнаружено, что затухание
крупномасштабных вихрей сопровождается генера-
цией на поверхности мелкомасштабных вихрей, ко-
торые со временем, при t ≥ 1300 с, начинают преоб-
ладать на поверхности, как показано на рис. 8.

Соответствующие результаты расчетов измене-
ния со временем полной энергии вихревой системы
E на поверхности He-I при длительных наблюдени-
ях в этом эксперименте (до 2500 с с момента пересе-
чения λ-точки) показаны на рис. 9 в логарифмиче-
ском (a) и в полулогарифмическом (b) масштабах.
Стрелками указаны значения температуры жидко-
сти Tb на дне ячейки.

В различных экспериментах, где начальные
условия могли различаться, значение характерного
времени в выражении E(t) ∝ exp(−t/τ) составляло
τ=(200 – 320) с.

4. ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Жидкий и плотный газообразный гелий — удоб-
ный модельный объект для изучения конвективных
и вихревых течений на поверхности и в объеме кон-
денсированных сред в лабораторных условиях [34].
Длительные наблюдения за вихревыми течениями
на поверхности слоя He-I глубиной порядка (1–3) см
в широком интервале температур выше λ — точ-
ки позволили впервые в одном эксперименте за-
регистрировать возбуждение, эволюцию и затуха-
ние вихрей на свободной поверхности слоя жидко-
сти в широкой цилиндрической ячейке в условиях
как «глубокой» так и «мелкой воды». По результа-
там выполненных измерений можно выделить пять
этапов эволюции вихревой системы на поверхности
нормального гелия He-I.

На первом этапе (Tb < Ts ≤ Tm) конвективное
течение, которое развивается в объеме подогревае-
мого сверху слоя жидкого гелия при переходе через
λ-точку (конвекция Рэлея–Бенара в небуссинеском
приближении, RBC NOB), сопровождается возник-
новением вихревого течения на свободной поверх-

Рис. 9. Изменение со временем полной энергии вихревой

системы на поверхности слоя He-I глубиной h =2.5 cm при

длительных наблюдениях t ≥ 2500 с. Точками показаны

результаты измерений: a — зависимость E(t) в логариф-

мическом масштабе, прямая линия соответствует степен-

ному закону затухания E(t) ∝ (1/t)n в диапазоне t=(200 –

800) с; b — зависимость E(t) в интервале t=(1500 – 2500) с

в полулогарифмическом масштабе, прямая линия соответ-

ствует lgE ∝ exp(−t/τ )

ности слоя He-I. Число Рейнольдса для возникаю-
щих на поверхности мелкомасштабных вихрей ве-
лико (Re ∼ 104), что указывает на сильное нели-
нейное взаимодействие между этими вихрями. Вза-
имодействие вихрей на поверхности между собой и
с турбулентными конвективными течениями, разви-
вающимися в объеме неоднородно нагретого слоя
He-I при Ra ≥ 107, приводит к формированию на
поверхности жидкости вихревого диполя, размеры
которого много больше глубины слоя и ограничива-
ются диаметром рабочей ячейки. Это соответствует
переходу от вихревого течения на поверхности слоя
«глубокой воды» (трехмерный слой), к вихревому
течению на поверхности «мелкой воды» (крупно-
масштабные вихри на поверхности двумерного слоя
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Рис. 10. Изменение со временем полной энергии вихревой

системы на свободной поверхности подогреваемого сверху

слоя нормального гелия He-I в широкой цилиндрической

ячейке при плавном повышении температуры слоя выше

Tλ. Этапы 1, 2 — температура слоя жидкости вблизи дна

ячейки Tb ≤ Tm; 3–5 — температура слоя Ts > Tb > Tm

жидкости). На этом этапе полная энергия вихревой
системы на поверхности неоднородно нагретого слоя
жидкости со временем возрастает, а максимальные
значения кинетической энергии вихревой системы
E(k) в пространстве волновых векторов смещают-
ся со временем в сторону меньших волновых векто-
ров k (рис. 6). Это позволяет утверждать, что нам
удалось наблюдать формирование обратного каска-
да энергии в вихревой системе на свободной поверх-
ности двумерного слоя жидкости в условиях накач-
ки энергии из объема.

На втором, переходном этапе (Tb < Tm < Ts )
температура жидкости вблизи дна рабочей ячейки
Tb ниже Tm, но температура на поверхности слоя
жидкости Ts превосходит Tm, так что плотность
жидкости достигает максимума где-то посередине
слоя. Это соответствует случаю проникающей кон-
векции. Поток энергии к поверхности из объема
слоя со временем быстро уменьшается, однако пол-
ная энергия вихрей на поверхности He-I практиче-
ски не меняется в течение десятков секунд.

На третьем этапе (Tm < Tb < Ts) температу-
ра слоя в целом выше Tm. Течения, которые суще-
ствовали ранее в объеме подогреваемого сверху слоя
He-I, быстро затухают. На поверхности слоя преоб-
ладают крупномасштабные вихри. Значение харак-
терного числа Рейнольдса этих крупномасштабных
вихрей достаточно велико Re ∼ 7 · 103, так что они
нелинейно взаимодействуют между собой, и, есте-
ственно, взаимодействуют со стенками и дном сосу-
да. В отсутствие накачки энергии из объема круп-

номасштабные вихри на поверхности начинают за-
тухать. Полная энергия вихревой системы на по-
верхности двумерного слоя He-I затухает по зако-
ну, близкому к степенному E ∝ t−n, в согласии с
результатами измерений на воде [19–22]. В разных
экспериментах значения показателя степени лежат
в пределах n =1 – 2. В конце третьего этапа в ре-
зультате диссипации энергии значение числа Рей-
нольдса крупномасштабных вихрей уменьшается до
Re ≥ 3 · 103.

На четвертом — переходном — этапе затухание и
распад крупномасштабных вихрей приводят к то-
му, что на поверхности вновь начинают преобла-
дать мелкомасштабные вихри. Это соответствует пе-
реходу от вихревого течения на поверхности дву-
мерного слоя к вихревому течению на поверхности
трехмерного слоя (от «мелкой» к «глубокой» во-
де). Полная энергия вихревой системы на этом эта-
пе изменяется слабо. Максимальные значения ки-
нетической энергии вихревой системы E(k) в про-
странстве волновых векторов смещаются со вре-
менем в сторону больших волновых векторов (от
k ∼ 0.7 см−1 к k ∼ 1.6 см−1 на рис. 8). И, нако-
нец, на пятом этапе, когда на поверхности жидко-
сти вновь преобладают мелкомасштабные вихри, за-
тухание полной энергии вихревой системы на по-
верхности слоя глубокой воды можно описать экс-
поненциальным законом, характерным для вязко-
го затухания мелкомасштабных вихрей в трехмер-
ном слое: E ∝ exp(−t/τ). Характерное время зату-
хания варьировалось в разных измерениях в пре-
делах ≈(200 – 320) с. Итак, на первом этапе накачка
энергии из объема неоднородно нагреваемого слоя в
систему нелинейно взаимодействующих между со-
бой вихрей на поверхности приводит к формирова-
нию крупномасштабного вихревого диполя на по-
верхности He-I и возникновению обратного энерге-
тического каскада на поверхности квазидвумерно-
го слоя жидкости (рис. 6). На заключительном пя-
том этапе вихри на поверхности трехмерного слоя
He-I в отсутствие накачки энергии из объема быст-
ро затухают из-за вязких потерь в объеме нормаль-
ного гелия (рис. 9). Это позволяет утверждать, что
на заключительном этапе в вихревой системе на по-
верхности слоя «глубокой воды» в отсутствие накач-
ки энергии из объема формируeтся прямой энерге-
тический каскад (поток энергии направлен от ма-
лых волновых векторов к большим), причем ши-
рина инерционного интервала в каскаде Е(k) огра-
ничена затуханием вихрей в объеме вязкой жидко-
сти на больших k. Заметим, что в опубликованной
недавно работе [35] было показано, что интенсив-
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ное турбулентное течение на поверхности 2D-слоя
жидкости порождает вихревые течения в объе-
ме благодаря возникновению спорадических верти-
кальных струй, которые служат источником пере-
носа импульса в объем. Изучению формирования и
затухания вихревого движения на поверхности воды
нелинейными волнами, которые возбуждали на по-
верхности колеблющимся волнопродукторами, бы-
ли посвящены работы [22,36]. Из наших исследова-
ний следует, что процесс установления конвектив-
ного турбулентного течения в объеме слоя вязкой
жидкости также сопровождается возбуждением ин-
тенсивного вихревого течения на свободной поверх-
ности. В этом случае источником переноса импульса
на свободную поверхность жидкости служат верти-
кальные конвективные струи в объеме.

Благодарности. Авторы благодарны А.В. Ло-
хову за техническую помощь в эксперименте.
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Рассматривается система из частиц (бактерий) в среде, в которой скорости размножения и гибели слу-

чайно распределены в пространстве. В этой системе изучается рост средней численности частиц, который

зависит от разности между скоростью деления и скоростью гибели, называемой случайным потенциалом.

Показано, что если потенциал достаточно медленно убывает на бесконечности, то происходит взрывной

рост числа бактерий и их средняя численность формально обращается в бесконечность сразу после нача-

ла эволюции системы. Кроме того, показано, что конечность средней численности бактерий для каждой

конкретной реализации среды не гарантирует конечность средней численности бактерий при усреднении

по всем реализациям среды. Наконец, описано поведение усредненной по среде средней численности

бактерий для широкого класса потенциалов при больших временах.

DOI: 10.31857/S0044451023040120
EDN:

1. ВВЕДЕНИЕ

При развитии различных неустойчивостей в слу-
чайных средах возникают явления, существенно от-
личающиеся от того, с чем обычно приходится
встречаться в статистической физике. В частности,
оказывается, что, скажем, средняя энергия рассмат-
риваемой величины растет медленнее, чем корень из
среднего квадрата этой величины, а обе эти скоро-
сти роста, в свою очередь, больше, чем скорость ро-
ста типичной реализации изучаемой величины. По-
добное явление получило название перемежаемости
(см., например, [1]).

Более того, оказывается, что в стационарной в
статистическом смысле случайной среде возбужда-
емая величина может расти суперэкспоненциально,

* E-mail: vlakutsenko@yandex.ru
** E-mail: sokoloff.dd@gmail.com

*** E-mail: yarovaya@mech.math.msu.su

например, как exp(t ln t). Пример такого поведения
исследован, в частности, в работе [2], где рассмотре-
на модельная популяция бактерий. Интенсивность
деления бактерий полагалась стационарной во вре-
мени и случайной по пространственным перемен-
ным, причем ее среднее значение было равно нулю.
Кроме того, в модель включена диффузия бакте-
рий. Подобный суперэкспоненциальный рост более
известен для нелинейных уравнений, так что можно
сказать, что случайность воспроизводит некоторые
эффекты, обычно связанные с нелинейностью.

Цель настоящей работы — сделать еще один шаг
в этом направлении и показать, что случайность мо-
жет воспроизводить и более тонкие явления, обыч-
но связываемые с нелинейностью, а именно, изучае-
мая величина может за конечное время обратиться
в бесконечность. Подобное явление хорошо извест-
но для нелинейных уравнений теплопроводности с
энерговыделением, растущем при росте температу-
ры. Подобные режимы принято называть режима-
ми с обострением (см., например, [3]), а в контексте
близкой авторам физической тематики, см. [4].
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В настоящей работе мы покажем, что режи-
мы с обострением могут возникать и при развитии
неустойчивостей в случайных средах. Для этого до-
статочно, чтобы случайное поле, от которого зави-
сит развитие неустойчивости, достаточно часто при-
нимало достаточно больши́е значения.

Конечно, развитие неустойчивости в случайной
среде зависит от того, какая неустойчивость кон-
кретно рассматривается, хотя явление перемежае-
мости носит общий характер. Для конкретности мы
ограничимся рассмотрением простой модели из ра-
боты [2]. При построении наших примеров мы будем
опираться на работы [5, 6], развивших идеи работы
[2].

Конкретизация и обобщения результатов, полу-
ченных в рамках изучения рассматриваемой про-
стой модели, проводились в различных направлени-
ях, в частности, рассматривались неустойчивости в
нестационарных случайных средах и другие сход-
ные задачи (см., например, [7]). Непосредственно
используемая нами модель востребована скорее не
непосредственно в физике, а в различных естествен-
ных и гуманитарных науках, например, демогра-
фии, где ее, несмотря на очевидную упрощенность,
часто рассматривают как реалистическую модель
для распространения людей, и в биологии в анало-
гичных задачах (см., например, краткий обзор по-
добных работ в [8]). Отметим также очень раннюю
работу Я.Б. Зельдовича по развитию неустойчиво-
сти в случайных средах, в которой во многом заро-
дились подходы к этой проблеме [9].

2. МОДЕЛЬ СЛУЧАЙНОЙ СРЕДЫ

Следуя работе [2], мы будем описывать нашу за-
дачу в дискретном приближении, не фиксируя вни-
мания на тонких деталях строения распределения
плотности популяции бактерий.

Предположим, что частицы (бактерии) передви-
гаются по целочисленной решетке Z

d, d ∈ N. Вре-
мя полагается непрерывным. Пусть в начальный мо-
мент времени в некоторой точке x ∈ Z

d находилась
одна частица. За малое время эта частица может
остаться на месте, переместиться в соседний узел ре-
шетки, разделиться надвое или погибнуть. Эволю-
ция ее потомков происходит по тому же закону, неза-
висимо друга от друга и от всей предыстории. Этот
процесс объединяет ветвление и блуждание частиц,
потому его называют ветвящимся случайным блуж-
данием (ВСБ) [10, 11]. Опишем конкретно механиз-
мы ветвления и блуждания.

В нашей модели интенсивности деления и гибе-
ли частиц являются случайными величинами и не
зависят от времени. Формально мы будем обозна-
чать через V +(x) := V +(x, ω) интенсивность де-
ления частиц надвое, а через V −(x) := V −(x, ω)

— интенсивность их гибели. Переменная ω под-
черкивает случайность величин. Мы считаем, что
пары интенсивностей в различных точках решет-
ки независимы и одинаково распределены. Величи-
ну V (x) := V (x, ω) = V +(x) − V −(x) будем на-
зывать случайным потенциалом. Математическое
ожидание, вычисленное по распределению этой слу-
чайной величины или, говоря более формально,
по соответствующему вероятностному пространству
(ΩV ,FV ,PV ), будем обозначать угловыми скобками
〈·〉, детали см. в работе [10].

Введенный потенциал можно понимать как слу-
чайную среду на Z

d, которая управляет процессом
ветвления. Еще раз подчеркнем, что случайная сре-
да стационарна, т.е. не зависит от времени, и поведе-
ние процесса определяется конкретной реализацией
среды. Подобную реализацию V (x, ω) при некото-
ром фиксированном ω будем называть «заморожен-
ной средой» [10]. В дальнейшем, чтобы упростить
выкладки, переменную ω будем писать, только ес-
ли хотим подчеркнуть зависимость от конкретной
реализации среды.

Перемещение частиц по решетке в нашей моде-
ли управляется простым симметричным случайным
блужданием, как в [5,6,10]. Частица, находящаяся в
любой точке решетки, ждет время, распределенное
по экспоненциальному закону с параметром κ > 0, а
затем равновероятно перемещается в одну из сосед-
них точек решетки. Подобное случайное блуждание
будем описывать дискретным лапласианом

(κ∆f) (x) = κ
1

2d

∑

|x′−x|=1

(f(x′)− f(x)),

где κ > 0 — коэффициент диффузии.
Соединим описанные механизмы ветвления в

случайной среде и блуждания, описав эволюцию
частицы в ВСБ в случайной среде. Для удобства
введем среднее время ожидания в произвольной
точке x ∈ Z

d как

τ(x) :=
(
κ + V +(x) + V −(x)

)−1
.

Эволюция частицы, находящейся в точке x, выгля-
дит следующим образом. Частица ждет экспоненци-
ально распределенное время с параметром τ(x)−1, а
затем мгновенно умирает, делится надвое или пе-
ремещается равновероятно в одну из соседних то-
чек решетки. Выбор одного из этих трех событий
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производится с соответствующими вероятностями
V −(x)τ(x) , V +(x)τ(x) и κτ(x) .

ВСБ в случайной среде в момент времени t есть
система частиц на Z

d, а, значит, полностью описы-
вается набором численностей частиц µt(y) в точках
y ∈ Z

d в момент времени t. В наших предположе-
ниях µ0(y) = δ(x, y), где x — начальное положение
первой частицы.

В замороженной среде V (x, ω), т.е. при фикси-
рованном ω, эволюция частиц представляет собой
стохастический процесс, а потому численность час-
тиц в каждой точке µt(y) = µt(y, ω) есть случайная
величина. Численность частиц является сложным
объектом, потому в этой работе мы остановимся на
изучении первого момента, т.е. средней численности
частиц, как в [5]. Для замороженной среды сред-
ние численности частиц в точке y ∈ Z

d при условии
старта процесса в точке x называются «заморожен-
ными» (quenched moments, см., например, [5]) и вы-
числяются усреднением по реализациям ВСБ в этой
среде:

m1(t, x, y) := m1(t, x, y, ω) = Exµt (y, ω) .

Заметим, что из локальных средних численностей
частиц в точке y в момент времени t можно полу-
чить средние численности частиц в произвольной
области A ⊆ Z

d при помощи суммирования:

m1(t, x, A) :=
∑

y∈A

m1(t, x, y).

В том числе, можно исследовать численность час-
тиц на всей решетке:

m1(t, x,Z
d) :=

∑

y∈Zd

m1(t, x, y).

Каждой замороженной среде соответствует свой
набор замороженных средних m1(t, x, y). В нашей
модели среда случайна, поэтому замороженные мо-
менты — тоже случайные величины. Вновь, случай-
ные величины сложно изучать напрямую, и мы бу-
дем усреднять их, но в этот раз — по реализаци-
ям среды. Усредненные по среде моменты по усто-
явшейся терминологии называются «отожжеными»
(annealed moments, см., например, [5]) и обознача-
ются следующим образом: 〈m1(t, x, y)〉.

3. ПРЕДСТАВЛЕНИЕ ТИПА
ФЕЙНМАНА–КАЦА

Можно показать (см., например, [10]), что замо-
роженные средние численности частиц m1(t, x, y) в

ВСБ удовлетворяют следующим уравнениям:

∂m1(t, x, y)

∂t
= κ∆m1(t, x, y) + V (x, ω)m1(t, x, y),

m1(0, x, y) = δ(x, y).
(1)

Рассмотренное уравнение есть дискретный аналог
уравнения теплопроводности со случайным энерго-
выделением.

Как показано в работе [2], эволюция поля замо-
роженных средних m1(t, x, y) в рамках задачи (1)
может быть изучена с помощью интеграла по слу-
чайным траекториям, т.е. с помощью формулы типа
Фейнмана–Каца:

m1(t, x, y, ω) = Ex


exp






t∫

0

V (xs, ω) ds




 δ(xs, y)


 ,

(2)
где xs — случайное блуждание с генератором κ∆, а
математическое ожидание Ex вычисляется для тра-
екторий случайного блуждания при условии старта
в точке x.

Представление (2) можно интерпретировать сле-
дующим образом. Фиксируем замороженную сре-
ду, соответствующую некоторому ω. Блуждание xs
начинается в точке x и имеет единичную «мас-
су». Далее, в каждой точке z, в которую попада-
ет случайное блуждание, «масса» увеличивается в
exp (V (z) τ(z)) раз, где τ(z) — время пребывания в
этой точке. Блуждание останавливается в момент
времени t. Если оно оказалось не в точке y, то его
масса зануляется. Решение m1(t, x, y) представляет
собой усреднение полученных «масс» по всем траек-
ториям блуждания xs. Эта интерпретация позволя-
ет говорить о представлении (2) и, соответственно,
о задаче (1), как о «случайном блуждании в случай-
ном потенциале», см., например, [12].

Важный результат, доказанный в [5], гласит, что
представление (2) задает решение задачи (1) тогда
и только тогда, когда оно конечно. Если представле-
ние (2) для m1(t, x, y) обращается в бесконечность,
то мы не можем говорить о конечности средней чис-
ленности частиц в ВСБ. То есть численность частиц
в ВСБ настолько неоднородна, что не может быть
описана средним.

Напомним, что в некотором эксперименте «вы-
полнение утверждения почти наверное» значит,
что вероятность исходов эксперимента, для кото-
рых утверждение выполнено, равна единице. Конеч-
ность замороженных моментов m1(t, x, y) для по-
чти наверное каждой замороженной среды не га-
рантирует конечность усреднения по всем средам
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〈m1(t, x, y)〉. Например, распределение заморожен-
ных моментов может иметь в каком-то смысле «тя-
желые хвосты» и, соответственно, не иметь мате-
матического ожидания. «Хвостом» мы по умолча-
нию будем называть участок плотности потенциа-
ла, уходящий в плюс бесконечность. В разд. 6 будет
показано, что уже экспоненциально распределенный
потенциал порождает распределение замороженных
моментов, не имеющее конечного среднего. Отсут-
ствие отожженного среднего при наличии заморо-
женных показывает, что, хотя в каждой конкрет-
ной среде описание средними численностями имеет
смысл, поведение модели «в целом» не описывается
средними характеристиками.

Задача следующих разделов — выяснить усло-
вия, при которых отожженые и замороженные сред-
ние обращаются в бесконечность, а также описать
поведение отожженного среднего, если оно конеч-
но. В этих разделах мы будем опираться на методы,
развитые в работах [5, 10].

4. УСЛОВИЯ СУЩЕСТВОВАНИЯ СРЕДНИХ
ЧИСЛЕННОСТЕЙ ДЛЯ НЕСЛУЧАЙНОГО

ПОТЕНЦИАЛА

Для начала рассмотрим более простой случай
неслучайного потенциала, который ограничен сни-
зу. То есть будем предполагать, что интенсивности
размножения и гибели частиц не являются случай-
ными величинами. Потенциал вновь есть разность
между интенсивностью деления и интенсивностью
смерти частиц каждой точке решетки.

Если потенциал V (x) ограничен сверху некото-
рой константой C ∈ R, то представление Фейнмана–
Каца (2) для любого t > 0 ограничено:

m1(t, x, y) = Ex


exp






t∫

0

V (xs) ds




 δ(xs, y)


 6

6 Ex


exp






t∫

0

Cds







 = exp{Ct}.

Таким образом, решение конечно для любого t > 0,
каким бы ни был ограниченный потенциал V .

Теперь рассмотрим случай неограниченного
сверху потенциала и объясним, как представление
(2) может оказаться бесконечным. Главное свойство
неограниченного потенциала — возможность прини-
мать все бо́льшие и бо́льшие значения при удалении
от стартовой точки x. Зафиксируем бесконечную

последовательность {x, x1, x2, ...}, такую что на ней
потенциал неограниченно возрастает:

lim
i→∞

V (xi) = ∞.

Заметим, что этот предел берется по решетке и ни-
как не зависит от времени t.

Зафиксируем произвольно момент времени
t0 > 0. Случайное блуждание за время t0 может
«убежать» сколь угодно далеко от стартовой точки
x. Потому существует некоторое семейство тра-
екторий блуждания T (xi), стартовавших в точке
x и находящихся в точке xi все время с t0/2 до
t0. Каждая отдельная траектория из T (xi), стоя в
точке xi время t0/2, набирает массу, зависящую от
V (xi). Таким образом, чем больше i, тем больше
«масса» каждой траектории, причем предел этой
«массы» при i→ ∞ бесконечен. Так что рост «мас-
сы» семейства T (xi) потенциально неограничен и
может «взорвать» представление Фейнмана–Каца.

Однако заметим, что траектории из семейства
T (xi) — это редкие траектории и вероятность вы-
брать их среди всех возможных траекторий стре-
мится к нулю при удалении от стартовой точки, т.е.
при i → ∞. Соревнование между падением «веро-
ятности» семейства T (xi) и ростом «массы» T (xi) и
определяет, сможет ли блуждание в представлении
(2) набрать бесконечную «массу» в момент времени
t0, т.е. будет ли само представление конечно.

Это соревнование можно описать количественно
с помощью оценок, см. лемму 2.4 в работе [5]. Оказы-
вается, что вероятность того, что случайное блуж-
дание κ∆ за время t уйдет от стартовой точки на
расстояние, большее r, убывает быстрее экспонен-
ты:

Px( max
s∈[0,t]

|xs| > r) 6 exp{−r ln r +O(r)}. (3)

Заметим, что главный член асимптотики в правой
части не зависит от t, κ и размерности d.

Естественно ожидать, что, если V (x) растет
быстрее, чем x lnx, то рост exp{V (x)} «обгонит»
спад блуждания и интересующее нас решение об-
ратится в бесконечность. Более точно, ожидается,
что конечность или бесконечность представления
Фейнмана–Каца определяется конечностью или бес-
конечностью предела

lim
|x|→∞

sup
V (x)

|x| ln |x| , (4)

где | · | — L1-метрика на Z
d, равная сумме модулей

координат x.
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Формальные оценки (см. лемму 1 в Приложе-
нии) отчасти подтверждают это ожидание. А ммен-
но, если предел (4) неотрицателен, то представле-
ние (2) конечно; если предел (4) не существует, то
представление (2) бесконечно. Если же рассматри-
ваемый предел конечный и положительный, то в об-
щем случае ничего сказать нельзя. Отдельно заме-
тим, что конечность и бесконечность утверждаются
сразу для всех t > 0.

Например, в случае одномерной решетки для
неслучайного потенциала V (x) = |x| предел (4) ра-
вен нулю, а, значит, неотрицательное решение за-
дачи (1) существует, единственно и задается соот-
ветствующим представлением Фейнмана–Каца. Для
неслучайного потенциала V (x) = |x|2 предел (4)
обращается в бесконечность, соответственно, инте-
грал Фейнмана–Каца обращается в бесконечность и
неотрицательных решений уже нет. С точки зрения
ВСБ, этот случай означает, что численность частиц
столь неоднородна, что не имеет среднего.

5. УСЛОВИЯ СУЩЕСТВОВАНИЯ
ЗАМОРОЖЕННЫХ СРЕДНИХ

ЧИСЛЕННОСТЕЙ ДЛЯ СЛУЧАЙНОГО
ПОТЕНЦИАЛА

В данном разделе мы покажем, как перейти от
результатов для неслучайного потенциала к резуль-
татам для случайного потенциала. Для удобства мы
будем формулировать результаты для абсолютно
непрерывных случайных потенциалов с плотностью
fV . Для случая дискретных потенциалов все утвер-
ждения аналогичны.

Рассмотрим случайный потенциал, ограничен-
ный снизу. Заметим, что для замороженный потен-
циал V (x, ω) можно рассматривать как неслучай-
ный потенциал. В таком случае, если для некоторо-
го случайного потенциала почти все его реализации
имеют неположительный предел (4), то для них бу-
дет существовать единственное решение задачи (1).

При подобной постановке вопроса кажется воз-
можным существование случайных потенциалов, та-
ких что для некоторых их реализаций предел выше
существует, а для некоторых — нет. Однако в работе
[5] показано, что если

∞∫

2

xd

(ln x)d
fV (x) <∞, (5)

то предел (4) почти наверное неположителен, в про-
тивном случае — почти наверное предел бесконечен.

Таким образом, ответ прост: если правый хвост
потенциала достаточно легок в смысле (5), то за-
дача (1) почти наверное имеет единственное неот-
рицательное решение. Мало того, если условие (5)
нарушено, то задача (1) почти наверное не имеет
единственных неотрицательных решений.

Семейство распределений со степенными хвоста-
ми часто используется на практике. Например, в ма-
тематической статистике используется распределе-
ние Стьюдента, в экономике — распределение Па-
рето, а в лингвистике — закон Ципфа. Простейший
пример возникновения степенного закона в физике
— распределение Коши, появляющееся в экспери-
менте с отражением луча света от зеркала, повер-
нутого на случайный угол. Краткий обзор зависи-
мостей в различных областях физики, которые опи-
сываются семейством распределений со степенными
хвостами можно найти, например, в работе [13].

Распределения со степенным хвостом имеют «тя-
желый» правый хвост и способны порождать высо-
кие «пики», что может привести к «взрыву» пред-
ставления Фейнмана–Каца [5]. Например, одномер-
ный потенциал с плотностью

fV (x) =

{
2/x2, x > 2,

0, x 6 2,

не удовлетворяет условию (5):
∞∫

2

x

lnx

2

x2
=

∞∫

2

2

x lnx
= ∞.

Таким образом, задача Коши (1) в этом случае не
имеет неотрицательных решений, а соответствую-
щее ВСБ не допускает описания при помощи замо-
роженных средних m1(t, x, y).

До этого момента утверждения данного раздела
сформулированы только для ограниченного снизу
потенциала. Ограниченность снизу позволяла счи-
тать, что у потенциала нет точек с нехарактерно
низким потенциалом, так называемых «ям». Если
же потенциал неограничен снизу, то по мере удале-
ния от стартовой точки могут появляться все более
глубокие «ямы». Потенциально они могут уничто-
жить бо́льшую часть частиц и, тем самым, уберечь
представление типа Фейнмана–Каца от набора бес-
конечной «массы» за конечное время.

Оказывается, что такой эффект возможен толь-
ко на решетке Z

1, так как в этом случае при дви-
жении на бесконечность блуждание обязано пройти
по всем образовавшимся ямам, без возможности их
обойти. На решетке размерности 2 и выше блужда-
ние может обойти отрицательные ямы, тем самым
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взорвав представление (2), подробнее см. замечание
на стр. 629 в работе [5].

Таким образом, для произвольного потенциала
в любых размерностях выполнение условия (5) по-
прежнему гарантирует существование единственно-
го решения. В размерностях 2 и выше это условие
является необходимым и достаточным.

Как установлено в работе [5], в случае размер-
ности 1 при невыполнении условия (5) необходи-
мо проверить существование достаточно глубоких
«ям» потенциала при помощи следующего условия:

−2∫

−∞

ln |x|fV (x) <∞. (6)

Если условие (6) выполнено, то «ям» нет, соответ-
ственно, представление (2) бесконечно и неотрица-
тельных решений нет. Однако, если левый хвост по-
тенциала достаточно тяжел и интеграл (6) расходит-
ся, то общего ответа нет.

В первом примере этого раздела потенциал имел
тяжелый правый хвост, что приводило к «взры-
ву» представления Фейнмана–Каца. Добавим этому
потенциалу тяжелый левый хвост, чтобы породить
«ямы», которые уменьшат рост средних численно-
стей частиц. Рассмотрим размерность 1 и следую-
щую плотность потенциала:

fV (x) =






1
x2 , x > 2,

0, x ∈ [−2, 2],
log 2
2

1
|x| ln2 |x|

, x 6 −2.

Проверим условие (6):

−2∫

−∞

ln(|x|) log 2/2

|x| ln2 |x|
=

∞∫

2

lnx
log 2/2

x ln2 x
= ∞.

То есть условие нарушено, и, потенциально, для та-
кого V (x) может существовать единственное реше-
ние задачи (1). Чтобы в этом убедиться, необхо-
димо сделать прямую оценку представления типа
Фейнмана–Каца. Подобная оценка проведена в ра-
боте [5], где показано, что представление Фейнмана–
Каца будет конечным для любых (x, t).

Подведем итог разд. 5. Задача (1) имеет смысл
не для всех потенциалов. В частности, если потен-
циал имеет степенной хвост вида 1/xk, k > 3, то в
размерности (k − 1) задача (1) не имеет неотрица-
тельных решений для t > 0, а соответствующее ВСБ
не допускает описание при помощи замороженных
средних численностей частиц для t > 0.

6. УСЛОВИЯ СУЩЕСТВОВАНИЯ
ОТОЖЖЕННЫХ СРЕДНИХ

ЧИСЛЕННОСТЕЙ ДЛЯ СЛУЧАЙНОГО
ПОТЕНЦИАЛА

В предыдущих разделах мы описали условия на
потенциал V (x, ω), при которых существует решение
задачи (1) для почти наверное каждой реализации
случайного потенциала. Однако даже если заморо-
женные моменты m1(t, x, y, ω) конечны для каждой
реализации среды ω, m1(t, x, y, ω) как случайная ве-
личина может не иметь математического ожидания.

Рассмотрим этот случай более подробно.
Заметим, что каждое замороженное среднее
m1(t, x, y, ω)〉 включает в себя траектории из
представления Фейнмана–Каца, которые стоят в
стартовой точке x все время [0, t]. Вероятность
«выбрать» такую траекторию равна exp{−κt} в
силу экспоненциальности времени между скачками.
Тогда верна оценка

〈m1(t, x, y, ω)〉 >
〈
e−κt

Ex exp






t∫

0

V (xs, ω)ds






〉
,

причем последний интеграл берется по траекто-
риям, остающимся в нуле время [0, t]. Поэтому
V (xs) = V (0) и случайности внутри Ex(·) нет. Для
удобства обозначим V = V (0) и продолжим:

〈m1(t, x, y, ω)〉 >
〈
e−κteV t

〉
= e−κt

〈
eV t
〉
.

Из этой оценки вытекает, что 〈m1(t, x, y, ω)〉 ко-
нечен, только если конечно

〈
eV t
〉
. Оказывается,

что для потенциала V , имеющего экспоненциальное
распределение, математическое ожидание по сре-
де
〈
eV t
〉

конечно только конечное время t0. Ины-
ми словами, экспоненциально распределенный по-
тенциал порождает настолько неоднородные реали-
зации сред, что описывать поведение системы усред-
нением по средам можно только лишь конечное вре-
мя [0, t0).

Экспоненциальное распределение является в
некотором смысле пограничным для величины〈
eV t
〉
. А именно, для распределений V с хвостами,

которые легче, чем хвосты у экспоненциального
распределения, верно

〈
eV t
〉
<∞. (7)

В то же время для распределений V с хвостами тя-
желее, чем у экспоненциального,

〈
eV t
〉

обращается
в бесконечность для всех t > 0. Наконец, для экспо-
ненциального распределения величина

〈
eV t
〉

конеч-
на некоторое конечное время, а затем обращается в
бесконечность.
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Разумеется, интересно узнать оценку сверху
для 〈m1(t, x, y, ω)〉, поскольку одной оценки сни-
зу недостаточно, чтобы утверждать конечность
〈m1(t, x, y, ω)〉. Для этого необходимо отдельно рас-
смотреть два вида моментов: локальный 〈m1(t, x, y)〉
и глобальный 〈m1(t, x,Z

d〉.
Для глобального момента и произвольного рас-

пределения потенциала V точные оценки получены
еще в работе [5] и выглядят следующим образом:

e−κt
〈
eV t
〉
6
〈
m1(t, x,Z

d)
〉
6
〈
eV t
〉
. (8)

То есть
〈
eV t
〉

является ограничением и сверху, и сни-
зу с точностью до неслучайного множителя.

С помощью оценки (8) мы получаем поведение
первого отожженного момента при больших време-
нах:

lim
t→∞

ln
〈
m1(t, x,Z

d)
〉

ln〈exp{V t}〉 = 1. (9)

Эта форма записи удобна: она окончательно связы-
вает конечность отожженного момента с конечно-
стью

〈
eV t
〉
.

Выражение (9) позволяет грубо оценить ско-
рость роста отожженных моментов. Например,
если V имеет стандартное нормальное распре-
деление, то ln〈exp{V t}〉 = t2/2. Следовательно〈
m1(t, x,Z

d)
〉

растет с суперэкспоненциальной
скоростью exp{t2/2}.

В случае локальных моментов условие конечно-
сти отожженных моментов не меняется — конеч-
ность 〈m1(t, x, y)〉 вновь равносильна условию (7).
Однако вывод выражения типа (9) более сложен. В
частности, нет результатов для случая потенциала с
произвольным распределением. Однако можно вы-
делить два достаточно общих семейства потенциа-
лов, которые покрывают практически все случаи,
используемые в прикладных задачах.

Первое семейство потенциалов, «граница» кото-
рого представляет собой экспоненциальное распре-
деление, рассмотрено в работе [10]. Это потенциа-
лы с асимптотически экспоненциальным, так назы-
ваемым «вейбулловским» хвостом: для их функции
распределения F (z) верно

lim
z→∞

− ln (1− F (z))

czα
= 1, c > 0, α > 1.

В случае потенциала из этого семейства соотноше-
ние (9) принимает следующий вид:

lim
t→∞

ln 〈m1(t, x, y)〉
tα/(α−1)

= 1. (10)

Нормальное распределение входит в семейство по-
тенциалов с вейбулловским хвостом. В частно-

сти, для потенциала, подчиняющегося стандартно-
му нормальному распределению? константы равны
α = 2, c = −1/2. Потому порядок роста 〈m1(t, x, y)〉
будет равен exp{t2/2}, что совпадает с ранее вычис-
ленной скоростью роста

〈
m1(t, x,Z

d)
〉
. Получается,

что скорость роста средней численности частиц на
всей решетке совпадает с ранее вычисленной скоро-
стью роста средней численности частиц в отдельной
точке.

Второе семейство потенциалов получается взя-
тием логарифма от первого семейства и содержит
потенциалы с очень легкими, так называемыми
«гумбелевскими» хвостами [14], которые встречают-
ся в теории экстремумов. Для их функции распре-
деления F (z) верно

lim
z→∞

− ln (1− F (z))

c exp{zα} = 1, c > 0, α > 1.

Доказательство результатов для этого семейства
приведено в леммах 2 – 4 раздела Приложение. Для
потенциалов из этого семейства соотношение (9)
принимает следующий вид:

lim
t→∞

ln 〈m1(t, x, y)〉
α−1t ln t

= 1. (11)

Из выражений (10) и (11) можно заметить, что
чем легче хвосты потенциала, тем скорость роста
ближе к экспоненциальной. Возникает вопрос: суще-
ствует ли потенциал, такой что скорость роста ото-
жженого среднего была порядка eCt? Оказывается,
любой потенциал, ограниченный сверху константой
C, обладает следующим свойством:

lim
t→∞

ln〈exp{V t}〉/t = C.

Поэтому для ограниченного потенциала из резуль-
тата (9) следует, что скорость роста отожженного
момента равна eCt.

7. ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Сформулируем еще раз полученные результаты.
Для того чтобы не перегружать статью математи-
ческими выкладками, мы не стремились воспроиз-
вести начальные этапы развития популяции час-
тиц (бактерий). Асимптотический рост средней чис-
ленности частиц в описанной нами системе зависит
только от асимптотического поведения правого хво-
ста потенциала. В частности, если потенциал доста-
точно медленно убывает на бесконечности, то про-
исходит взрывной рост числа бактерий и их сред-
няя численность формально обращается в бесконеч-
ность. Кроме того, мы показали, что конечность
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средней численности бактерий для каждой конкрет-
ной реализации среды не гарантирует конечность
средней численности бактерий при усреднении по
самой среде. В частности, для потенциала с экспо-
ненциальным правым хвостом усреднение средней
численности существует только конечное время, а
затем обращается в бесконечность. Новым резуль-
татом в этой области стала предельная теорема 1
для потенциала с гумбелевским правым хвостом.

Мы полагаем, что «взрыв» средних численно-
стей можно устранить за счет нестационарности сре-
ды. Однако строгие исследования подобной системы
с нестационарной случайной средой на конец 2022
года нам неизвестны. Первые результаты в этой об-
ласти получены в диссертационной работе [15], кото-
рая, однако, пока не опубликована в рецензируемом
журнале.

Построенные нами примеры формально связа-
ны с задачей о поведении популяции бактерий, но
представляется, что подобные же явления могут
развиваться при подходящих условиях и при раз-
витии других неустойчивостей в случайной среде.
Как и в других случаях, формальное обращение ре-
шения в бесконечность свидетельствует об ограни-
ченной применимости модели. Проще всего считать,
что в реальных приложениях взрывной рост попу-
ляции ограничивается конечностью ресурсов среды.
А именно, рост числа бактерий ограничивается то-
гда, когда они съедают практически всю пищу. Как
и в других задачах о развитии неустойчивости в
случайных средах, полученные результаты вызыва-
ют определенные жизненные аллюзии, к которым
хочется относиться с осторожностью при непосред-
ственном проектировании результатов на окружаю-
щую реальность.

Финансирование. Работа В.К. и Е.Я. поддер-
жана Российским фондом фундаментальных иссле-
дований (грант № 20-01-00487).

ПРИЛОЖЕНИЕ

Рассмотрим задачу Коши для неслучайного
ограниченного снизу потенциала f(x):

∂m1(t, x, y)

∂t
= κ∆m1(t, x, y) + f(x)m1(t, x, y),

m1(0, x, y) = δ(x, y).

(12)

Представление типа Фейнмана–Каца для решения
задачи (12) выглядит так:

m1(t, x, y) = Ex


exp






t∫

0

f (xs) ds




 δ(xs, y)


 , (13)

где xs — случайное блуждание с генератором κ∆, а
математическое ожидание Ex вычисляется для тра-
екторий случайного блуждания при условии старта
из точки x ∈ Z

d.
Напомним, что единственное неотрицательное

решение задачи (12) существует тогда и только то-
гда, когда представление (13) конечно, см. разд. 3.
Сформулируем лемму, которая связывает конеч-
ность представления (13) со скоростью возрастания
функции f(x) на Z

d. Эта лемма была доказана в
работе [5] сразу для случая случайного потенциа-
ла. Мы пользуемся схемой доказательства из [5], но
рассматриваем неслучайный потенциал.

Лемма 1. Для представления типа Фейнмана–
Каца (13) решения задачи Коши (12) верно следую-
щее:

a) если

lim
x→∞

f(x)

x lnx
6 0,

то (13) конечно для всех (x, t);

b) если

lim
x→∞

f(x)

x lnx
= ∞,

то (13) бесконечно для всех (x, t).

Доказательство пункта а). В силу оценки
сверху

m1(t, x, y) = Ex


exp






t∫

0

f (xs) ds




 δ(xs, y)


 6

6 Ex


exp






t∫

0

f (xs) ds









достаточно доказать конечность последнего инте-
грала.

Зафиксируем произвольно момент времени t.
Рассмотрим семейство траекторий xs, которые не
успели убежать за время t дальше, чем на расстоя-
ние n от старта, т.е. maxs∈[0,t] |xs| = n, где | · | — L1

норма. Вклад каждой такой траектории в представ-
ление Фейнмана–Каца не больше вклада траекто-
рии, которая сразу прыгнула в точку из куба |x| 6 n

с самым большим потенциалом и оставалась там все
время (0, t]. Этот вклад равен exp{tmax|x|6n f(x)}.
Таким образом, получаем

Ex


exp





t∫

0

f (xs) ds






 6

6

∞∑

n=0

Px( max
s∈[0,t]

|xs| = n) exp{t max
|x|6n

f(x)}.
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В лемме 2.4 работы [5] выражение
Px(maxs∈[0,t] |xs| > n) было оценено сверху как
exp{−n lnn + O(n)} при n → ∞. Пользуясь этой
оценкой, рассмотрим некоторое n0, начиная с
которого

Px( max
s∈[0,t]

|xs| = n) 6 exp{−n lnn+ Cn}

для некоторой константы C.

Пользуясь условием

limx→∞ f(x)

x lnx
6 0,

выберем n1, так что для n > n1 выражение
max|x|6n f(x)/n lnn лежит в отрезке (−∞; ε] для
некоторого ε > 0. Заметим, что можно взять сколь
угодно близкое к нулю ε.

Пользуясь двумя предыдущими рассуждениям,
рассмотрим n2 := max(n0, n1). Для n2 верно

∞∑

n=0

Px( max
s∈[0,t]

|xs| = n) exp{t max
|x|6n

f(x)} 6

6 С1 +

∞∑

n=n2

exp{−n lnn+ Cn} exp{t max
|x|6n

f(x)} =

=С1+

∞∑

n=n2

exp



−nlnn



1− C

lnn
− t

max
|x|6n

f(x)

n lnn







 6

6 С1 +

∞∑

n=n2

exp

{
−n lnn

(
1− C

lnn
− tε

)}
,

где C1 — константа, отвечающая конечной сумме от
0 до n2.

Для каждого фиксированного t мы можем вы-
брать такое n1, чтобы C3 := 1 − C/ lnn1 − tε бы-
ло бы строго больше нуля. Тогда исследуемый ряд
ограничивается сверху сходящимся рядом:

С1 +

∞∑

n=n2

exp

{
−n lnn

(
1− C

lnn
− tε

)}
<

< С1 +

∞∑

n=n2

exp {−C3n lnn} <∞.

Из представленной цепочки неравенств слудет,
что исходное представление типа Фейнмана–Каца
m1(t, x, y) ограничено сходящимся рядом для любо-
го фиксированного t > 0 и x ∈ Z

d и пункт а) дока-
зан.

Доказательство пункта b). Если супремум
средних по траекториям, стартующих из нуля бес-
конечен,

sup
y∈Zd

E0



exp





t∫

0

f (xs) ds



 δ(xt, y)



 = ∞, (14)

то общее представление типа Фейнмана–Каца также
расходится:

Ex



exp






t∫

0

f (xs) ds




 δ(xt, y)



 = ∞. (15)

Доказательство этого факта технически громозд-
кое, в точности повторяет рассуждение на стр. 628
работы [5] и, в связи с этим, здесь не приводится.

Напомним, что f ограничена снизу, и пусть
f(x) > α, α < 0. В силу условия пункта b), мы мо-
жем выбрать путь, состоящий из n + 1 шагов, из
нуля в yn, такой что

lim
n→∞

f(yn)

|yn| ln |yn|
= ∞. (16)

Рассмотрим семейство траекторий блуждания,
которые проходят в точности путь {0, y1, . . . , yn}, до-
стигают точки yn за время t/2 и оставшееся время
стоят в yn. Оценим минимальный вклад этого семей-
ства в математическое ожидание из формулы (14):

E0


exp






t∫

0

f (xs) ds




 δyn(xt)


 (17)

Вначале оценим приросты «массы» траекторий из
рассматриваемого семейства. В силу ограниченно-
сти потенциала снизу, прирост «массы» за [0, t/2],
в каждой точке больше exp {αt/2}. Прирост «мас-
сы» в последней точке равен exp {f(yn)t/2}. Итого-
вая оценка снизу прироста «массы» составит

exp {αt/2 + f(yn)t/2} . (18)

Теперь оценим вероятность «выбрать» тра-
екторию семейства. Вероятность выбора пути
{0, y1, . . . , yn} в пространстве равна (1/2d)

n. Коли-
чество прыжков за время t имеет пуассоновское
распределение с параметром κt, потому веро-
ятность получить ровно n скачков за время t/2

равна

P (nt/2) =
(κt)n

n!
exp{−κt}.

Пользуясь формулой Стирлинга для n!, получим

P (nt/2) > exp{−n lnn+O(n)}.
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Наконец, вероятность, того, что траектория оста-
лась стоять в точке yn все время t/2 в силу экс-
поненциальности времени между скачками равна
exp{−κt/2}. Итоговая оценка снизу вероятности се-
мейства траекторий равна

(
1

2d

)n
exp {−n lnn− κt/2} . (19)

Объединим оценки (18) и (19):

E0


exp






t∫

0

f (xs) ds




 δyn(xt)


 >

> exp{αt/2 + f(yn)t/2− n ln(2d)− n lnn− κt/2} =

= exp{f(yn)t/2− n lnn+O(n)} =

= exp

{
− n lnn

(
1− t

2

f(yn)

n lnn
+O

(
1

lnn

))}
.

Согласно предположению (16), полученное выра-
жение не ограничено при n → ∞ для любых (x, t).
Поэтому cупремум (14) равен бесконечности. Следо-
вательно, исходное представление типа Фейнмана–
Каца (17) бесконечно и лемма доказана.

Обобщение результатов работы [10] на случай
произвольного семейства случайных потенциалов
делается при помощи доказательства аналогов лемм
6.2, 6.3 и 6.4 из работы [10] . Мы докажем только ре-
зультаты, требуемые для первого отожженного мо-
мента: аналог леммы 6.2 в виде лемм 2 и 3 и аналог
леммы 6.3 в виде леммы 4.

Здесь и далее выражение f(x) ∼ g(x) означает,
что limx→∞ f(x)/g(x) = 1. Для случайной величины
V (x) с функцией распределения F (x) будем назы-
вать хвостовой функцией S(x) дополнение к функ-
ции распределения: S(x) := 1 − F (x). Введем обо-
значения: M(t) :=

〈
eV t
〉

и G(t) := lnM(t).
Лемма 2. Пусть ξ — абсолютно непрерывная

случайная величина с хвостовой функцией

S(x) = e−ce
αx

, c > 0, α > 1.

Тогда G(t) имеет следующее асимптотическое пред-
ставление:

G(t) ∼ α−1t ln t, t→ ∞.

Доказательство. Найдем представление функ-
ции M(t) через хвостовую функцию S(x):

M(t) =
〈
eξt
〉
=

∫

R

etxdF = −
∫

R

etxd(1 − F ) =

= −
∫

R

etxdS = −Setx
∣∣∣∣
∞

−∞

+

∫

R

S(x)d
(
etx
)
.

Используя монотонное убывание S(x), получим

M(t) = t

∫

R

S(x)etxdx = t

∫

R

etx−ce
αx

dx. (20)

Рассуждение, которое мы применим далее, при-
водит к методу Лапласа, если изначально функция
S(x) более простая, например lnS(x) = xa, a > 1

[10,16]. В нашем случае использовать метод Лапла-
са напрямую не получится и придется полностью
повторить рассуждение.

Для простоты выкладок положим c = 0 и α = 1.
Разложим функцию tx− ex в ряд Тейлора в окрест-
ности ее точки максимума x∗ = ln t:

tx−ex = tx∗−ex∗ − 1

2
ex

∗

(x−x∗)2−
∞∑

k=3

ex
∗ (x− x∗)k

k!
.

Подставим в предыдущее выражение x∗ = ln t:

tx− ex = t ln t− t− 1

2
t(x− ln t)2 − t

∞∑

k=3

(x− ln t)k

k!
.

Таким образом, получим

M(t) = t

∫

R

etx−e
x

dx =

= tet ln t−t
∫

R

e
− 1

2 t(x−ln t)2−t
∞∑

k=3

(x−ln t)k

k!
dx. (21)

Исследуем правый интеграл, сделав замену
z =

√
t(x− ln t):

∫

R

exp

{
1

2
t(x− ln t)2 − t

∞∑

k=3

(x − ln t)k

k!

}
dx =

=
1√
t

∫

R

exp
{
−1

2
z2
}

exp

{
−

∞∑

k=3

zkt
k−2
2

k!

}
dx.

Последний интеграл исследован в разд. 2.5 работы
[16], где показано, что он есть 1 + O

(
1
t

)
. Учитывая

это, из выражения (21) получим

M(t) = t

∫

R

etx−e
x

dx ∼ et ln t−t
√
t

(
1 +O

(
1

t

))
,

t→ ∞.

Таким образом, для G(t) = lnM(t) имеем

G(t) ∼ t ln t, t→ ∞, (22)

что есть условие леммы для c = 0 и α = 1.
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В общем случае, при c > 0 и α > 1, вычисления
более громоздки, однако общий ход рассуждения не
меняется. Главный член асимптотики t ln t заменит-
ся на α−1t ln (t/αc), что эквивалентно α−1t ln t при
t → ∞. С учетом этого замечания можно считать
лемму доказанной.

Лемма 3. Пусть ξ — абсолютно непрерывная
случайная величина, для хвостовой функции кото-
рой верно

lnS(x) ∼ −ceαx,
c > 0, α > 1, x→ ∞.

Тогда G(t) имеет следующее асимптотическое пред-
ставление:

G(t) ∼ α−1t ln t, t→ ∞.

Доказательство. Фиксируем произвольно
ε > 0. По условию леммы, начиная с некоторого x0,
для x > x0 верно

−(1 + ε)ceαx 6 lnS(x) 6 −(1− ε)ceαx.

Для удобства введем следующие обозначения:

g(x) := −ceαx, c+ := 1 + ε, c− := 1− ε.

В этих обозначениях, начиная с некоторого x0, для
x > x0 верно

c+ce
αx 6 lnS(x) 6 с−ceαx. (23)

Воспользоваться оценками (23) можно только
начиная с x0. Поэтому разобьем функцию M(t) в
представлении (20) на два интеграла:

M(t) = t

∫

R

S(x)etxdx = t

x0∫

−∞

(. . . )+ t

∞∫

x0

(. . . ). (24)

Оценим второй интеграл с двух сторон:

t

∞∫

x0

etx+c+g(x)dx 6

6 t

∞∫

x0

etx+lnS(x)dx 6 t

∞∫

x0

etx+c−g(x)dx.

Добавим первый интеграл из (24) от −∞ до x0:

t

∞∫

x0

etx+c+g(x)dx+ t

x0∫

−∞

etx+lnS(x)dx 6

6M(t) 6

6 t

∞∫

x0

etx+c−g(x)dx+ t

x0∫

−∞

etx+lnS(x)dx. (25)

Рассмотрим оценку снизу в предыдущем выраже-
нии. Представим ее в следующем виде:

t

∞∫

−∞

etx+c+g(x)dx+

+t

x0∫

−∞

etx+lnS(x)dx− t

x0∫

−∞

etx+c+g(x)dx.

Первый интеграл обозначим за J+, сумму второго
и третьего — за B+. Таким же образом представим
правую часть выражения (25) в виде интегралов J−
и B−:

J+ +B+ 6M(t) 6 J− +B−. (26)

Оценим B+ и B−, воспользовавшись тем, что
S(x) 6 1, а g(x) 6 0:

B+ = t

x∫

−∞

etx+lnS(x)dx − t

x∫

−∞

etx+c+g(x)dx 6

6 t

x∫

−∞

etxdx+ t

x∫

−∞

etxdx 6 2etx.

Таким же образом, оценив B+ снизу и повторив рас-
суждения для B−, получим

|B+| 6 2etx; |B−| 6 2etx.

Интегралы J+ и J− представляют собой функции
M(t) для случайной величины с хвостовыми функ-
циями ec+ce

αx

и ec−ce
αx

, соответственно. В таком
случае воспользуемся леммой 2:

ln J+ ∼ α−1t ln t; ln J−α
−1t ln t.

Таким образом,

lim
t→∞

ln(J+ +B+)

ln J+
= 1 + lim

t→∞
ln

(
1 +

B+

J+

)
= 1, (27)

т.е.

ln(J+ +B+) ∼ ln(J− +B−) ∼ α−1t ln t.

Возьмем логарифм от выражения (26):

ln(J+ +B+) 6 G(t) 6 ln(J− +B−).

Левая и правая части асимптотически эквивалент-
ны α−1t ln t, а, значит, G(t) асимптотически эквива-
лентна тому же, и лемма доказана.

Лемма 4. Пусть f1(t) и f2(t) — непрерывные
функции, такие что

ln fi(t) ∼ at ln t, t→ ∞, i = 1, 2.

8 ЖЭТФ, вып. 4
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Тогда для их свертки

W (t) = f1 ∗ f2(t) =
t∫

0

f1(x)f2(t− x)dx

верно
lnW (t) ∼ at ln t, t→ ∞.

Доказательство. Запишем функции ln fi(t) в
виде

ln fi(t) = at ln t+ ϕi(t), i = 1, 2.

Согласно предположениям леммы, для любого ε > 0

существует K = K(ε) > 0, такое что

|ϕi(t)| 6 K + εt ln t, i = 1, 2. (28)

Эти оценки означают, что свертка W (t) главным об-
разом зависит от главной части асимптотики at ln t.
Обозначим за W0(t) интеграл, соответствующий
свертке главных частей асимптотик:

W0(t) =

t∫

0

eax ln x+a(t−x) ln (t−x)dx.

Тогда W (t) можно оценить следующим образом:

W0(t)e
−2K−2εt ln t 6W (t) 6W0(t)e

2K+2εt ln t.

Взяв логарифм, с обеих сторон получим

lnW0(t)− 2K − 2εt ln t 6 lnW (t) 6

6 lnW0(t) + 2K + 2εt ln t. (29)

Исследуем асимптотическое поведение W0(t) при
t → ∞. Чтобы применить метод Лапласа, необхо-
димо избавиться от переменного передела интегри-
рования, сделав замену x = tz:

W0(t) = t

1∫

0

eatz ln(tz)+a(t−tz) ln (t−tz)dz.

Упростим полученное выражение:

W0(t) = t

1∫

0

eat ln t+a(t−tz) ln (t−tz)dz =

= teat ln t
1∫

0

eat(z ln z+(1−z) ln(1−z))dz. (30)

Мы находимся в условиях применения метода
Лапласа. Он утверждает, что последний интеграл

(30) при больших t близок к значению своей по-
динтегральной функции в точке максимума функ-
ции z ln z + (1 − z) ln(1 − z), см. [16]. Функция
z ln z + (1 − z) ln(1 − z) в точках 1 и −1 достигает
максимума, который равен нулю. Поэтому при боль-
ших t интеграл из выражения (30) асимптотически
равен единице:

W0(t) ∼ teat ln t, lnW0(t) ∼ at ln t, t→ ∞.

Подставив данное выражение в неравенство (29), по-
лучаем утверждение леммы.

Комбинируя леммы 2 – 4 и подходы из работы
[10], получим основной результат:

Теорема 1.
Рассмотрим ветвящееся случайное блуждание в

случайной среде с потенциалом V (x). Пусть для хво-
стовой функции S(x) потенциала верно

lnS(x) ∼ −ceαx, c > 0, α > 1, x→ ∞.

Тогда

lim
t→∞

ln 〈m1(t, x, y)〉
α−1t ln t

= 1.
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Изучена инжекция чисто спинового тока в проводящий гелимагнетик. Найдены характерные длины зату-

хания инжектированного в гелимагнетик спинового тока и описан их физический смысл. Показано, что в

гелимагнетиках вместо длины спиновой диффузии возникает характерная длина затухания, которая все-

гда меньше длины спиновой диффузии, причём уменьшение определяется отношением периода спирали

гелимагнетика к длине спиновой диффузии. Предсказано существование «эффекта киральной поляри-
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1. ВВЕДЕНИЕ

После открытия эффекта гигантского маг-
нитосопротивления в магнитных сверхрешетках
Fe/Cr [1] началось интенсивное развитие осо-
бой ветви электроники — спиновой электроники.
Предмет многочисленных исследований в области
спинтроники составляют сегодня явления переноса
спинового момента. Здесь мы сошлемся лишь на
монографию [2] с ёмким названием «Спиновый
ток». Двадцать пять глав этой книги дают полное
представление о сегодняшнем состоянии дел в изу-
чении эффектов, связанных с переносом спинового
момента спиновыми токами.

Перенос спинового момента в магнитных метал-
лах и полупроводниках может осуществляться спин-
поляризованными электронами. В магнитных ди-
электриках за перенос магнитного момента ответ-
ственны спиновые волны — магноны. Соответству-
ющее направление спинтроники и спин-волновой
электроники получило название «магноника» [3].

* E-mail: yasyulevich@imp.uran.ru
** E-mail: ustinov@imp.uran.ru

Спиновый ток в проводящих магнетиках мо-
жет быть следствием протекания электрического
тока, если перенос заряда осуществляется спин-
поляризованными электронами. Возможна, однако,
и ситуация, когда в проводящем материале пере-
нос спинового момента электронами проводимости
в некотором заданном направлении происходит в
отсутствие электрического тока, текущего в этом
же направлении. Примером этому служит спиновый
эффект Холла [4–6]. Спиновый ток, не сопровожда-
емый электрическим током (переносом электриче-
ского заряда), получил название «чисто спинового
тока».

Основными материалами спинтроники сегодня
являются металлы и полупроводники, причем не
только ферромагнитные. За последние годы откры-
то большое число интересных спиновых эффектов
в антиферромагнетиках и наноструктурах на их ос-
нове, см., например, обзоры [7, 8]. Было показано,
что новые спиновые эффекты могут реализоваться
в антиферромагнетиках с неколлинеарными подре-
шетками, см., например, [9, 10].

Особый класс антиферромагнетиков составляют
кристаллы с модулированными магнитными струк-
турами, многие из них указаны в обзоре [11]. Од-
на из структур такого рода — простая спираль —
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была открыта еще в середине прошлого века; этот
тип магнитного упорядочения реализуется в неко-
торых редкоземельных металлах (Eu,Dy,Ho,Tb), а
также в большом числе соединений с различным ти-
пом проводимости. Такую структуру часто называ-
ют геликоидальной.

Исследование электрических свойств материа-
лов с геликоидальной магнитной структурой нача-
лось почти сразу после их открытия и продолжает-
ся по сей день [12–20]. Спиновый ток в металлах
с геликоидальным магнитным порядком изучался
в [21–26]. К настоящему времени опубликован ряд
экспериментальных данных по инжекции чисто спи-
нового тока в гелимагнетик, см., например, [27–29],
однако, насколько известно авторам настоящей ра-
боты, теоретический анализ такой инжекции не про-
водился.

Целью настоящей работы является построение
теории инжекции чисто спинового тока в гелимагне-
тик. В рамках простого феноменологического под-
хода будет показано, каким образом спиральная
магнитная структура влияет на глубину проникно-
вения неравновесной электронной намагниченности
в глубь гелимагнетика и каким образом поляриза-
ция спинового тока в материале с простой спираль-
ной магнитной структурой зависит от поляризации
спинового тока на границе.

2. ОСНОВНЫЕ УРАВНЕНИЯ

Свойства проводящих магнетиков будем рас-
сматривать в рамках s – d(f)-обменной модели [30].
Ограничимся рассмотрением гелимагнетика, зани-
мающего полупространство z > 0, в котором в
отсутствие внешнего магнитного поля реализуется
магнитная структура типа «простая спираль». Бу-
дем полагать, что ось магнитной спирали совпадает
с осью Z, направление которой задается единичным
вектором ez. В такой магнитной структуре отлична
от нуля только поперечная относительно оси спи-
рали Z компонента намагниченности локализован-
ных электронов. Длину M вектора намагниченно-
сти локализованных электронов M будем считать
не зависящей от координаты z величиной. Направ-
ление вектора M будем задавать единичным векто-
ром h = M/M , который меняется с ростом z как

h = ex cosKqz + ey sinKqz,

где q — волновое число геликоида, K = ±1 — ки-
ральность спирали намагниченности, ex и ey — еди-
ничные векторы соответственно вдоль осей X и Y .
В гелимагнетике с волновым числом q направление

намагниченности меняется в пространстве с перио-
дом LH = 2π/q.

Для простоты используем приближение среднего
поля. В этом приближении наличие обменного вза-
имодействия между локализованными электронами
и электронами проводимости описывается как дей-
ствие на спин электрона проводимости неоднород-
ного обменного поля ΛM, создаваемого магнитны-
ми моментами локализованных электронов, где Λ —
безразмерный параметр, характеризующий величи-
ну s – d(f)-обменного взаимодействия.

Координатная и временная зависимость намаг-
ниченности электронов проводимости m может
быть описана с помощью уравнения Блоха – Тор-
ри [31]:

∂m/∂t+ γ [m× ΛM ] +∇ ·
↔

Jm + δm/τS = 0. (1)

Здесь δm = m − m0 — отклонение элек-
тронной намагниченности m от своего локально-
равновесного значения m0, γ — гиромагнитное от-
ношение, τS — время спин-решеточной релаксации,
↔

Jm — тензор (второго ранга) потока намагничен-
ности. Поток намагниченности, описываемый тензо-

ром
↔

Jm, возникает, во-первых, из-за спиновой диф-
фузии и, во-вторых, благодаря упорядоченному дви-
жению электронов с дрейфовой скоростью w, так
что

↔

Jm = −D∇⊗ δm+w ⊗m.

Здесь D — коэффициент электронной диффузии,
знак ⊗ используется для обозначения операции тен-
зорного произведения векторов. В настоящей работе
нас будут интересовать только чисто спиновые токи,
поэтому будем полагать w = 0.

Далее мы будем рассматривать уравнение (1) в
предположении, что его решения δm зависят только
от координаты z. Тогда

↔

Jm = −Dez ⊗ ∂δm/∂z,

откуда следует, что из девяти компонент тензора
↔

Jm

отличны от нуля только три компоненты с индекса-
ми zj, где j = x, y, z.

Следуя работе [25], введем в рассмотрение век-
тор P поляризации спинового тока, текущего в на-
правлении z:

P = ez ·
↔

Jm.

В рамках настоящей работы нас будут интересовать
только стационарные решения уравнения (1), так
что производная по времени в (1) может быть опу-
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щена. С учётом сказанного уравнение (1) можно пе-
реписать в виде

∂P/∂z + γ [ δm× ΛM ] + δm/τS = 0. (2)

Уравнение (2) необходимо дополнить граничным
условием. Будем считать, что на границе z = 0 за-
дан вектор поляризации инжектируемого спинового
тока P0. Тогда граничное условие к уравнению (2)
можно записать в виде

P (z = 0) = P0. (3)

Векторное уравнение (2) эквивалентно системе
уравнений

−L2
S

∂2

∂z2
δmx + δmx − τSΩH δmz sinKqz = 0,

−L2
S

∂2

∂z2
δmy + δmy + τSΩH δmz cosKqz = 0,

−L2
S

∂2

∂z2
δmz + δmz −

− τSΩH [ δmx sinKqz − δmy cosKqz ] = 0.

(4)

Здесь LS =
√
DτS — длина спиновой диффузии,

ΩH = γΛM — частота прецессии в обменном поле
ΛM . Переходя к циркулярным компонентам, пола-
гая

δm± = δmx ± iδmy = µ±e
±Kiηζ ,

M± =Mx ± iMy =Me±Kiηζ ,

для величин µ± (z) и δmz получаем систему уравне-
ний:

∂2

∂ζ2
µ+ + 2iKη

∂

∂ζ
µ+ −

(
1 + η2

)
µ+ − iλδmz = 0,

∂2

∂ζ2
µ− − 2iKη

∂

∂ζ
µ− −

(
1 + η2

)
µ− + iλδmz = 0,

∂2

∂ζ2
δmz − δmz − i

λ

2
(µ+ − µ−) = 0. (5)

Здесь ζ = z/LS, η = qLS , λ = τSΩH . Подстав-
ляя µ± = C±e

−κζ , δmz = Cze
−κζ, получаем систему

уравнений для констант C±, Cz . Приравнивая де-
терминант этой системы к нулю, получаем характе-
ристическое уравнение для определения κ:

(
κ2 − 1

) [(
κ2 − 1− η2

)2
+ 4η2κ2

]
+

+ λ2
(
κ2 − 1− η2

)
= 0. (6)

Из шести корней характеристического уравнения (6)
необходимо использовать только те, которые описы-
вают решения, затухающие при стремлении ζ к +∞.
Подставляя найденные κ в систему уравнений для
констант C±, Cz , найдем соотношения между эти-
ми константами. Для того чтобы найти величину

независимых констант, используем граничное усло-
вие (3).

3. ХАРАКТЕРНЫЕ ДЛИНЫ ЗАТУХАНИЯ
ЭЛЕКТРОННОЙ НАМАГНИЧЕННОСТИ В

ГЕЛИМАГНЕТИКЕ

Уравнение (6) имеет шесть корней, из которых
три корня, удовлетворяющие условию Reκ > 0, опи-
сывают решения, затухающие при ζ → +∞. Можно
показать, что из этих трёх корней один корень κ1 —
действительный, а два других, κ2 и κ3, являются
комплексно-сопряжёнными. Эти корни определяют
значения двух характерных длин затухания спино-
вых возмущений в гелимагнетике, которые мы опре-
делим как LD = LS/κ1 и LP = LS/Reκ2.

Решение характеристического уравнения (6)
можно найти в явном виде, использовав формулы
Кардано. Однако получающиеся при этом вы-
ражения (см. Приложение А) трудно обозримы,
поэтому ниже приводятся простые приближенные
формулы, которые могут дать удовлетворительное
качественное, а в некоторых случаях и количе-
ственное, описание пространственной зависимости
неравновесной электронной намагниченности при
спиновой инжекции в гелимагнетик.

Рассмотрим сначала предельный случай q = 0

(η = 0). Фактически это случай однородного фер-
ромагнетика, в котором локализованные магнитные
моменты направлены вдоль оси X . Этот случай реа-
лизуется, например, в диспрозии при T < 87K. Три
нужных нам корня уравнения (6) таковы: κ1 = 1,
κ2 =

√
1 + iλ, κ3 = κ∗2. При вычислении κ2 знак

квадратного корня выбирается из условия Reκ2 > 0.
Знак λ для определенности выбираем положитель-
ным; если λ ≫ 1, то κ2 = (1 + i)

√
λ/2. Первый ко-

рень κ1 описывает затухание x-компоненты намаг-
ниченности на длине LD = LS/κ1, которая в силу
выполнения равенства κ1 = 1 в точности совпада-
ет с длиной спиновой диффузии: LD = LS. Корни
κ2 и κ3 описывают прецессию спиновой намагничен-
ности электронов вокруг направления намагничен-
ности локализованных спинов, амплитуда которой
затухает на длине

LP = LS/Re
√
1 + iλ.

Поиск решения уравнения (6) в гелимагнетике
существенно упрощается, когда λ ≫ 1 + η2. В этом
случае, используя метод последовательных прибли-
жений (см. Приложение В), получаем

κ1 =
√
1 + η2, κ2 = (1 + i)

√
λ/2, κ3 = κ∗2.
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Соответствующие корням κ1 и κ2,3 характерные
длины затухания электронной намагниченности в
гелимагнетике могут быть записаны в виде

LD = LS/
√
1 + η2, (7)

LP = LS/
√
λ/2. (8)

Очевидно, что характерная длина LD в гелимаг-
нетике является аналогом длины спиновой диффу-
зии LS в ферромагнетике. В случае гелимагнетика
эта характерная длина тем меньше, чем меньше пе-
риод спиральной структуры. Если выполнено нера-
венство η = qLS ≫ 1, то из (7) следует LD = LH/2π.
Это значит, что если длина спиновой диффузии LS
существенно превышает период магнитной спирали
LH , то затухание неравновесной намагниченности
в гелимагнетике целиком обусловлено неоднородно-
стью эффективного поля, действующего на намаг-
ниченность электронов, и происходит на масштабе
одного периода магнитной спирали. Поэтому корот-
копериодные гелимагнетики, у которых LH ≪ LS ,
могут выступать как эффективные экраны спино-
вых токов, если выполняется условие λ≫ η2.

Длина LP в гелимагнетике описывает масштаб
затухания прецессии спиновой намагниченно-
сти электронов проводимости вокруг локального
направления намагниченности локализованных
спинов. Длина затухания LP в рассматриваемом
случае много меньше длины LD.

На рис. 1 показаны характерные длины затуха-
ния LD и LP , полученные из приближённых (синяя
поверхность) и с помощью формул Приложения А
(красная поверхность) корней характеристического
уравнения (6), в зависимости от соотношения пара-
метров η и λ.

Видно, что при выполнении условия λ ≫ 1 + η2

характерные длины, полученные из точного и при-
ближенного решений, практически совпадают.

Если условие λ ≫ 1 + η2 не выполняется, ха-
рактерные длины затухания могут быть найдены
с использованием формул Приложения А. Если
λ ≪ 1 + η2, то, как показано в Приложении В, обе
характерные длины затухания LD и LP оказывают-
ся близки по величине к длине спиновой диффузии
LS : LD = LP = LS . Параметр λ может иметь малые
значения в силу малости параметра Λ , характеризу-
ющего величину s – d(f)-обменного взаимодействия,
и/или параметра τS , характеризующего интенсив-
ность спин-решеточной релаксации электронов про-
водимости.

a)

b)

Рис. 1. Характерные длины затухания неравновесной на-

магниченности в гелимагнетиках, полученные из точно-

го (красная поверхность) и приближенного (синяя поверх-

ность) решений характеристического уравнения (6), в за-

висимости от соотношения параметров η и λ: a — LD/LS ;

b — LP /LS

4. НЕРАВНОВЕСНАЯ НАМАГНИЧЕННОСТЬ
ЭЛЕКТРОНОВ ПРОВОДИМОСТИ В

ГЕЛИМАГНЕТИКЕ ПРИ ИНЖЕКЦИИ
ЧИСТО СПИНОВОГО ТОКА

Перейдем к анализу неравновесной намагничен-
ности электронов проводимости δm(z), возникаю-
щей в гелимагнетике при инжекции чисто спинового
тока на границе z = 0. Пусть M0 — вектор намагни-
ченности M(z) на границе z = 0. Направление век-
тора M(z) в произвольной точке z задается единич-
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ным вектором h = M/M , на границе z = 0 имеем
h0 = M0/M . Рассмотрим случай, когда на границе
z = 0 вектор поляризации инжектируемого спиново-
го тока P0 направлен вдоль намагниченности лока-
лизованных электронов M0. Тогда P0 = P0h0, где
P0 — длина вектора поляризации инжектируемого
чисто спинового тока на границе.

Представим δm в виде суммы продольной δmℓ

и поперечной δmt (по отношению к оси спирали)
компонент: δm = δmt + δmℓ. Считая выполненным
неравенство λ≫ 1 + η2, получаем

δmt = δm‖e
−z/LDh+

+Kδm⊥ sin

(
z

LP
− π

4

)
e−z/LP [h× ez ] ,

δmℓ = Kδm⊥ sin

(
z

LP
+
π

4

)
e−z/LP ez,

(9)

где

δm‖ =
(τS/LS)√
1 + η2

P0,

δm⊥ =
η√
λ
δm‖.

(10)

Из выражения (9) становится ясным физический
смысл длин LD и LP . Длина затухания LD явля-
ется характерным масштабом убывания векторной
компоненты неравновесной намагниченности элек-
тронов проводимости, сонаправленной с вектором
намагниченности локализованных электронов гели-
магнетика. Длина затухания LP является харак-
терным масштабом убывания компоненты нерав-
новесной намагниченности электронов, направлен-
ной перпендикулярно намагниченности локализо-
ванных электронов гелимагнетика. Следует отме-
тить, что направление этой компоненты неравно-
весной намагниченности электронов непосредствен-
но определяется киральностью K спирали намагни-
ченности гелимагнетика.

Из (7), (8) и (10) следует, что при выполне-
нии условия λ ≫ 1 + η2 выполняются неравен-
ства LD ≫ LP и δm‖ ≫ δm⊥. Это означает,
во-первых, что инжектированная в гелимагнетик
неравновесная намагниченность, направленная пер-
пендикулярно h, уменьшается по амплитуде по мере
удаления от границы в глубь гелимагнетика намно-
го быстрее, чем неравновесная намагниченность, со-
направленная с h, и, во-вторых, что амплитуда δm⊥

много меньше амплитуды δm‖. Таким образом, при
λ ≫ 1 + η2 имеет место эффект спиновой фильтра-
ции — эффект, выражающийся в переориентации
неравновесной намагниченности электронов прово-
димости в сторону намагниченности локализован-

ных электронов. Ранее эффект спиновой фильтра-
ции был обнаружен в магнитных многослойных си-
стемах (смотрите работу [32] и ссылки в ней).

Обсудим описываемый формулой (9) эффект
возникновения продольной компоненты δmℓ нерав-
новесной намагниченности электронов проводимо-
сти при инжекции чисто спинового тока с попереч-
ной поляризацией P0 = P0h0. Как следует из (9),
величина продольной намагниченности δmℓ про-
порциональна амплитуде P0 инжектированного спи-
нового тока, тогда как ее направление непосред-
ственно определяется киральностью гелимагнети-
ка. В работе [19] было показано, что в гелимагне-
тиках благодаря взаимодействию спинов электро-
нов проводимости с пространственно-неоднородным
эффективным магнитным полем возникает кине-
тический магнитоэлектрический эффект, предска-
занный ранее в работе [33]. Этот эффект прояв-
ляется в том, что при протекании вдоль оси ге-
лимагнетика постоянного электрического тока воз-
никает неравновесная намагниченность электронов,
направленная вдоль оси спирали, зависящая от
киральности последней и величины протекающего
электрического тока. В настоящей работе мы по-
лучили аналог этого эффекта, который реализует-
ся при инжекции в гелимагнетик не электрическо-
го, а чисто спинового поперечно-поляризованного
тока. Поскольку возникновение продольной намаг-
ниченности электронов сопровождается протекани-
ем продольно-поляризованного спинового тока, то
описываемый эффект проявляется как возникно-
вение продольно-поляризованного спинового тока
при инжекции поперечно-поляризованного спиново-
го тока. Этот предсказываемый нами эффект мо-
жет быть назван эффектом киральной поляризации
чисто спинового тока. Для обнаружения этого эф-
фекта могут применяться экспериментальные мето-
дики, аналогичные тем, которые были разработаны
для обнаружения кинетического магнитоэлектриче-
ского эффекта в работах [34–39].

5. СПИНОВЫЙ ТОК В ГЕЛИМАГНЕТИКЕ
ПРИ ИНЖЕКЦИИ

Перейдем к рассмотрению закономерностей эф-
фекта киральной поляризации чисто спинового то-
ка. Представим вектор поляризации спинового тока
P в виде суммы продольной Pℓ и поперечной Pt (по
отношению к оси спирали) компонент: P = Pt+Pℓ.
Для нахождения координатных зависимостей Pt и
Pℓ рассмотрим сначала случай, когда на границе
спиновый ток поперечно-поляризован, причем век-
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тор поляризации инжектируемого спинового тока
P0 сонаправлен с намагниченностью локализован-
ных электронов: P0 = P0h0.

Если выполняется неравенство λ≫ 1 + η2, то из
(9) получаем

Pt = P0e
−z/LDh+

+KP0
η√

1 + η2

[
e−z/LD − e−z/LP cos

z

LP

]
[h× ez],

Pℓ = P0K
η√

1 + η2
sin (z/LP ) e

−z/LP ez. (11)

Из (11) следует, что Pt является суммой двух
вкладов. Первый экспоненциально затухает на рас-
стоянии LD, тогда как второй вклад — гармони-
чески осциллирующий и одновременно экспоненци-
ально затухающий с характерной длиной LP , при-
чем LP ≪ LD. На расстояниях, превышающих LP ,
вектор Pt становится практически параллельным
вектору h. Такую «подстройку» поляризации ин-
жектированного спинового тока под направление
намагниченности локализованных спинов на рассто-
яниях z > LP можно трактовать как вращение плос-
кости поляризации спинового тока. Таким образом,
в гелимагнетиках в рассматриваемых условиях име-
ет место спиновый аналог эффекта естественной оп-
тической активности.

Величина Pℓ, описывающая эффект киральной
поляризации чисто спинового тока, принимает нуле-
вое значение при z = 0, затем растёт при движении
от границы в глубь гелимагнетика, достигая свое-
го максимума при z/LP = π/4, после чего происхо-
дит её убывание до нуля. Максимальная величина
продольной поляризации, равная P0e

−π/4/
√
2, до-

стигается в короткопериодных гелимагнетиках при
η ≫ 1. Важным моментом является то, что направ-
ление поляризации Pℓ непосредственно определяет-
ся киральностью K гелимагнетика.

Чтобы оценить реалистичность сделанных выше
приближений, оценим порядок величины парамет-
ров λ и η. Длина спиновой диффузии в ферромаг-
нетиках LS ∼ 10–102 Å [40], период магнитной спи-
рали в редких землях LH ∼ 10–102 Å, а в некоторых
случаях может быть порядка 103 Å. Отсюда следу-
ет, что величина η может быть как меньше, так и
больше единицы, но не превышает 102. Величина
s – d(f)-обменного интеграла в редких землях поряд-
ка 10−2–10−1 эВ [30], так что ΩH ∼ 1013–1014 с−1. О
времени электронной спиновой релаксации в гели-
магнетиках данных, по-видимому, нет, но есть дан-
ные для немагнитных металлов с сильным спин-
орбитальным взаимодействием: τS ∼ 5–7 пс в случае
платины и τS ∼ 10 пс в тантале [41]. Если исходить
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Рис. 2. Поляризация спинового тока в гелимагнетике для

случая P0 = P0h0 при η = 1, λ = 102. Сплошные кри-

вые построены по формулам точного решения, приведен-

ным в Приложении С. Кружками и крестиками представ-

лены результаты приближенного метода расчета по фор-

мулам (11)

из того, что τS не может превышать время релакса-
ции импульса, которое в ферромагнитных металлах
порядка 10−14 с, получаем, что λ лежит в диапазоне
от 10−1 до 103.

Сделанные оценки показывают, что использо-
ванное выше неравенство λ≫ 1+ η2 может и не вы-
полняться, в этом случае необходим расчет на осно-
ве точных формул, приведенных в Приложениях А
и C.

На рис. 2 для случая P0 = P0h0 представлена
поляризация спинового тока в гелимагнетике, в ко-
тором η = 1, λ = 102. Сплошные цветные кривые
соответствуют поляризации, полученной с помощью
расчета по точным формулам. Результаты расчета,
обозначенные крестиками и кружками черного цве-
та, соответствуют поляризации, полученной с помо-
щью приближенного метода решения (11). На ри-
сунке представлены кривые как для правозакручен-
ной (K = +1), так и для левозакрученной (K = −1)
магнитных спиралей.

Для рассматриваемых численных значений па-
раметров λ и η неравенство λ≫ 1+ η2 заведомо вы-
полняется. На рис. 2 видно, что в этом случае кри-
вые, полученные с помощью приближенного реше-
ния, практически совпадают с точным решением.

Заметим, что при заданных значениях парамет-
ров существует иерархия длин LH > LS > LD > LP .
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Рис. 3. Поляризация спинового тока в гелимагнетике при

η = 10, λ = 1; 10; 102, K = +1 для случая инжекции спи-

нового тока, имеющего поляризацию P0 = P0h0

Наличие такой иерархии приводит к тому, что сна-
чала затухает компонента поляризация, направлен-
ная перпендикулярно h, затем затухает компонен-
та, направленная коллинеарно h. Затухание компо-
ненты, направленной коллинеарно h, происходит на
длине меньшей, чем длина спиновой диффузии, ко-
торая, в свою очередь, меньше периода магнитной
спирали.

Если неравенство λ ≫ 1 + η2 не выполняется,
зависимость поляризации спинового тока от коор-
динаты становится более сложной. На рис. 3 пред-
ставлена координатная зависимость компонент Px,
Py и Pz для следующих значений параметров: η = 10

(LH ≈ 0.63LS), λ = 1, 10 и 102, K = +1. Сравнивая
кривые на рисунках 2 и 3, мы видим, что наибо-
лее заметное различие в форме кривых имеет ме-
сто, когда η ∼ λ ≫ 1. При таких значениях пара-
метров наблюдается выраженный осциллирующий
характер затухания всех компонент Px (z), Py (z) и
Pz (z), причем период осцилляций совпадает с пери-
одом спирали. Амплитуда осцилляций эффекта ки-
ральной поляризации чисто спинового тока может
иметь значительную величину, сравнимую с P0.

Рассмотрим теперь зависимости Px (z), Py (z), и
Pz (z) для других поляризаций инжектируемого в
гелимагнетик спинового тока.

На рис. 4 показана координатная зависимость
поляризации спинового тока в гелимагнетике
для случая, когда в гелимагнетик инжектируется
поперечно-поляризованный спиновый ток, у кото-
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Рис. 4. Поляризация спинового тока в гелимагнетике при

η = 10, λ = 1; 10; 102, K = +1 для случая инжекции

поперечно-поляризованного спинового тока с поляризаци-

ей на границе Px = Pz = 0, Py = P0

рого на границе Px = Pz = 0, Py = P0. Приведены
результаты расчета для η = 10 (LH ≈ 0.63LS),
λ = 1, 10 и 102, K = +1. Как и в предыдущем
случае, когда η ∼ λ ≫ 1, наблюдается выраженный
осциллирующий характер изменения компоненты
Pℓ с периодом LH . Амплитуда осцилляций эффекта
киральной поляризации чисто спинового тока имеет
при этом значительную величину, сравнимую с P0.

Результаты расчета для случая, когда инжекти-
рованный ток на границе продольно-поляризован,
P0 = P0ez, представлены на рис. 5. При η ∼ λ ≫ 1

имеет место, как и в предыдущих случаях, вы-
раженное осциллирующее поведение Pℓ как
функции z с затуханием осцилляций на глубине
спиновой диффузии LS. Инжекция продольно-
поляризованного спинового тока приводит к
появлению поперечно-поляризованного тока, ве-
личина которого осциллирует с периодом LH и
затухает на масштабах LS .

6. ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Развитая в настоящей работе теория показыва-
ет, что инжекция чисто спинового тока в проводя-
щий гелимагнетик имеет ряд существенных особен-
ностей, отсутствующих при инжекции в немагнит-
ный металл или полупроводник. В отличие от немаг-
нитных материалов, в которых затухание инжек-
тированного спинового тока характеризуется одним
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Рис. 5. Поляризация спинового тока в гелимагнетике при

η = 10, λ = 1; 10; 102, K = +1 для случая инжекции

продольно-поляризованного спинового тока, имеющего по-

ляризацию P0 = P0ez

параметром — длиной спиновой диффузии LS, в ге-
лимагнетиках затухание спинового тока, инжекти-
рованного вдоль оси магнитной спирали, имеющей
период LH , описывается двумя характерными дли-
нами.

Вместо длины спиновой диффузии возникает
длина LD, которая является характерным мас-
штабом убывания неравновесной намагниченности
электронов проводимости, сонаправленной с намаг-
ниченностью гелимагнетика. В гелимагнетиках, в
которых период магнитной спирали LH велик по
сравнению с LS , длина LD совпадает с LS. В гели-
магнетиках, в которых период магнитной спирали
LH мал по сравнению с LS , длина LD не превышает
периода спирали LH .

Вторая характерная длина, LP , определяет мас-
штаб убывания векторной компоненты неравновес-
ной намагниченности электронов проводимости, на-
правленной перпендикулярно намагниченности ге-
лимагнетика. Если на намагниченность электронов
проводимости действует сильное обменное поле со
стороны локализованных электронов, а время спи-
новой релаксации электронов проводимости доста-
точно велико, основное влияние на спиновую ин-
жекцию на масштабах длины порядка LP оказыва-
ет прецессия намагниченности электронов в неодно-
родном обменном поле. В этой ситуации в коротко-
периодных гелимагнетиках с LH ≪ LS существен-
ные изменения поляризации спинового тока проис-

ходят на расстояниях LP , много меньших периода
спирали LH .

При инжекции вдоль оси магнитной спирали
поперечно-поляризованного (относительно оси) чи-
сто спинового тока в гелимагнетике возникает ком-
понента неравновесной намагниченности и чисто
спиновый ток, векторы поляризации которых сона-
правлены оси магнитной спирали; при этом направ-
ление этих векторов непосредственно определяется
киральностью гелимагнетика, а их длина пропор-
циональна величине инжектируемого спинового то-
ка. Справедливо и обратное утверждение: инжекция
продольно-поляризованного чисто спинового тока
приводит к появлению в гелимагнетике зависящего
от киральности спирали спинового тока поперечной
поляризации. Предсказанный эффект назван «эф-
фектом киральной поляризации чисто спинового то-
ка».

Финансирование. Работа выполнена при фи-
нансовой поддержке Российского научного фонда в
рамках проекта №22-22-00220.

ПРИЛОЖЕНИЕ А

Используя формулы Кардано, точное решение
характеристического уравнения (6) запишем в виде

κ1 =
√
1− (2/3) η2 + U +W,

κ2 =
(
1/

√
2
)
×

×
(√

(1− (2/3)η2 +ReV )
2
+ (ImV )

2
+

+ 1− (2/3)η2 +ReV

)1/2
+

+ i sgn (ImV )
(
1/

√
2
)
×

×
(√

(1− (2/3)η2 +ReV )
2
+ (ImV )

2 −

− 1 + (2/3)η2 − ReV

)1/2
,

κ3 = κ∗2,

(12)

где
V = − (U +W ) /2 + i

√
3 (U −W ) /2,

U = 3

√
η2

6

(
2

9
η4 + 8η2 + 5λ2

)
+

√
G,

W = 3

√
η2

6

(
2

9
η4 + 8η2 + 5λ2

)
−

√
G,

G =
1

27

(
−1

3
η4 + 4η2 + λ2

)3
+

+
η4

36

(
2

9
η4 + 8η2 + 5λ2

)2
.

(13)
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ПРИЛОЖЕНИЕ В

Для нахождения приближенных решений харак-
теристического уравнения (6) может быть использо-
вана следующая схема.

1. Случай λ≫ 1 + η2. Выполняя тождественные
преобразования, запишем характеристическое урав-
нение (6) в виде

κ2 = 1 + η2 −

−
(
κ2 − 1

)[(
κ2 − 1− η2

)2
+ 4η2κ2

]/
λ2.

(14)

В силу малости параметра (1 + η2)/λ это урав-
нение может быть решено методом последова-
тельных приближений. В основном приближе-
нии по малому параметру (1 + η2)/λ получаем
κ = κ1 =

√
1 + η2. Отсюда для длины затухания

LD получаем LD = LS

/√
1 + η2 .

Чтобы получить корень κ2, запишем характери-
стическое уравнение (6) в тождественном виде

κ4 =
−λ2(

1− 1
κ2

)[(
1− (1+η2)

κ2

)
+ 4η2/κ2

1−(1+η2)/κ2

] (15)

и опять используем метод итераций. В нулевом
приближении по (1 + η2)/λ из (15) следует, что
κ = κ2 = (1 + i)

√
λ/2. Отсюда для длины затуха-

ния LP получаем LP = LS

/√
λ/2 .

2. Случай λ ≪ 1 + η2. Для нахождения реше-
ний уравнения (6) в нулевом по малому параметру
λ
/(

1 + η2
)

приближении достаточно решить урав-
нение

(
κ2 − 1

)[(
κ2 − 1− η2

)2
+ 4η2κ2

]
= 0, (16)

которое формально получено из (6) при
λ = 0. Действительное решение этого уравнения
κ = κ1 = 1. Два других корня уравнения (16) суть
κ = κ2,3 = 1± iη. Отсюда следует, что в рассматри-
ваемом предельном случае длины затухания LD и
LP равны между собой и совпадают по величине с
длиной спиновой диффузии LS : LD = LP = LS.

ПРИЛОЖЕНИЕ С

Координатная зависимость неравновесной на-
магниченности электронов проводимости в гели-
магнетике, полученная с использованием точных

корней (12) характеристического уравнения, может
быть записана в виде

δmx = C1e
−κ1ζ Re

(
Ψ1e

iKηζ
)
+

+Re
(
Ψ2C2e

−κ2ζeiKηζ
)
+

+Re
(
Ψ3C

∗
2e

−κ∗
2ζeiKηζ

)
,

δmy = C1e
−κ1ζ Im

(
Ψ1e

iKηζ
)
+

+ Im
(
Ψ2C2e

−κ2ζeiKηζ
)
+

+ Im
(
Ψ3C

∗
2e

−κ∗
2ζeiKηζ

)
,

δmz = C1e
−κ1ζ + 2Re

(
C2e

−κ2ζ
)
,

(17)

где

Ψn =
iλ

κ2n − 1− η2 − 2iKηκn
,

C1 = ∆C1/∆,

C2 = (∆ReC2 + i∆ImC2) /∆,

∆C1 = −2 (Φ5 Imκ2 +Φ6 Reκ2) P̃x +

+ 2 (Φ2 Imκ2 +Φ3 Reκ2) P̃y +

+ (Φ2Φ6 − Φ3Φ5) P̃z ,

∆ReC2 = (2Φ4 Imκ2 + κ1Φ6) P̃x −
− (2Φ1 Imκ2 + κ1Φ3) P̃y +

+ (Φ3Φ4 − Φ1Φ6) P̃z ,

∆ImC2 = − (κ1Φ5 − 2Φ4 Reκ2) P̃x −
− (2Φ1Reκ2 − κ1Φ2) P̃y +

+ (Φ1Φ5 − Φ2Φ4) P̃z ,

∆ = −2Φ1 (Φ5 Imκ2 +Φ6 Reκ2) +

+ Φ2 (2Φ4 Imκ2 + κ1Φ6)−
− Φ3 (κ1Φ5 − 2Φ4Reκ2) ,

P̃x = (τS/LS) (P0 · ex) ,
P̃y = (τS/LS) (P0 · ey) ,
P̃z = (τS/LS) (P0 · ez) ,

Φ1 = κ1 ReΨ1 +Kη ImΨ1,

Φ2 = Kη ImΨ2 +Kη ImΨ3 +

+Re (Ψ2)Re (κ2)− Im (Ψ2) Im (κ2) +

+ Re (Ψ3)Re (κ2) + Im (Ψ3) Im (κ2) ,

Φ3 = KηReΨ2 −KηReΨ3 −
− Re (Ψ2) Im (κ2)− Im (Ψ2)Re (κ2)−
− Re (Ψ3) Im (κ2) + Im (Ψ3)Re (κ2) ,

Φ4 = κ1 ImΨ1 −KηReΨ1,

Φ5 = −KηReΨ2 −KηReΨ3 +

+Re (Ψ2) Im (κ2) + Im (Ψ2)Re (κ2)−
− Re (Ψ3) Im (κ2) + Im (Ψ3)Re (κ2) ,
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Φ6 = Kη ImΨ2 −Kη ImΨ3 +

+Re (Ψ2) Re (κ2)− Im (Ψ2) Im (κ2)−
− Re (Ψ3) Re (κ2)− Im (Ψ3) Im (κ2) .
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НЕСТЕХИОМЕТРИЧЕСКОГО СОСТАВА g- As3Te2 ПРИ
ВЫСОКИХ ГИДРОСТАТИЧЕСКИХ ДАВЛЕНИЯХ: СРАВНЕНИЕ С

«КЛАССИЧЕСКИМ» СТЕКЛОМ g- As2 Te3
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Выполнены прецизионные исследования объема и электросопротивления стекла нестехиометрического

состава g-As3Te2 при высоких гидростатических давлениях до 8.5 ГПа и проведено сравнение с ранее

полученными результатами для стехиометрического стекла g-As2Te3. Структурные и рамановские иссле-

дования стекла g-As3Te2 показывают более существенную роль корреляций пар As–As в области проме-

жуточного порядка по сравнению с «классическим» стеклом g-As2Te3. Высокий химический беспорядок

приводит к тому, что даже при таком переизбытке атомов мышьяка наблюдается большая концентрация

«неправильных» соседей Te–Te. Стекло g-As3Te2 имеет несколько большую величину термической щели

(0.43–0.48 эВ) и большее значение сопротивления при нормальных условиях (> 104 Ом·см) по сравне-

нию с g-As2Te3. Как и для g-As2Te3, упругое поведение стекла g-As3Te2 при сжатии наблюдается при

давлениях до 1 ГПа, причем начальные величины модуля объемного сжатия для этих стекол практиче-

ски совпадают. Полиаморфное превращение со смягчением релаксирующего модуля сжатия в g-As3Te2
более размыто и затянуто в область более высоких давлений (от 1.5 до 4 ГПа). Процесс металлизации

для g-As3Te2 также более размыт, металлический уровень проводимости достигается при давлениях

5.5–6.0 ГПа. Как и для стехиометрического стекла, на барических зависимостях модуля сжатия наблю-

дается излом при давлениях 4–5 ГПа. Для объема и для электросопротивления вплоть до максимальных

давлений наблюдается логарифмическая по времени релаксация примерно той же интенсивности, что и

для g-As2Te3. Остаточное уплотнение в стекле g-As3Te2 после сброса давления превышает таковое для

g-As2Te3 почти в два раза и составляет 3.5%, а проводимость уплотненного стекла почти на три порядка

величины выше чем у исходного. При нормальных условиях наблюдается существенная релаксация объ-

ема и электросопротивления. Как и для уплотненного стекла g-GeS2, логарифмическую кинетику этой

релаксации удается описать в рамках ранее предложенной нами модели, основанной на представлениях

о «самоорганизованной критичности» процесса релаксации, причем сама энергия активации (1.3 эВ)

остается постоянной во всем исследованном диапазоне времен до 5 · 106 с.

DOI: 10.31857/S0044451023040144
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** E-mail: brazhkin@hppi.troitsk.ru

1. ВВЕДЕНИЕ

Халькогенидные стекла на основе теллура яв-
ляются важными технологическими материалами и
активно используются для элементов оперативной
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памяти и в инфракрасной фотонике [1–3]. Двойные
стекла в системе As–Te служат в определенной сте-
пени модельными объектами. Вместе с тем даже для
этих бинарных стекол структура ближнего и проме-
жуточного порядка остается до конца не прояснен-
ной, что затрудняет анализ их характеристик на ос-
нове корреляций структура–свойство [4–17]. Стекла
в системе As–Te являются промежуточными меж-
ду обычными легко стеклующимися халькогенид-
ными стеклами и металлическими стеклами, для по-
лучения которых требуется сверхбыстрое охлажде-
ние. Наиболее изученным в этой системе являет-
ся стехиометрическое стекло g-As2Te3. Ранее нами
были детально изучены структура этого стекла и
его поведение под давлением, включая металлиза-
цию, полиаморфизм и процессы релаксации [18,19].
Установлена очень высокая степень химического
беспорядка, которая контринтуитивно уменьшается
при высоких давлениях. Была предложена модель
структурных изменений при полиаморфном превра-
щении. Обратимый переход полупроводник–металл
был изучен количественно в условиях «чистой» гид-
ростатики.

Стекла другого состава в системе As–Te при
нормальном давлении изучены гораздо меньше, а
под давлением практически не исследовались. Пред-
ставляет большой интерес исследовать стекла с
сильным отклонением от стехиометрии. Изучение
поведения сжимаемости и электросопротивления
стекол нестехиометрического состава при высоких
давлениях поможет установить, какие черты по-
лиаморфизма и металлизации при сжатии являются
общими для стекол в системе As–Te, а какие прису-
щи лишь «правильному» стеклу g-As2Te3. Для ис-
следований нами был выбран «симметричный» со-
став g-As3Te2 с очень большим превышением доли
атомов мышьяка относительно стехиометрии. Ранее
структура и динамика стекол такого состава была
изучена лишь в нескольких работах [10,20–22], а при
высоких давлениях такие стекла вообще не иссле-
довались. При нормальном давлении переход полу-
проводник — металл в расплаве As3Te2 происходит
при существенно более высоких температурах чем
для жидкого As2Te3, соответственно расплав As3Te2
при сравнимых температурах имеет более высокую
вязкость.

Таким образом, целью настоящей работы явля-
лось прецизионное исследование сжимаемости, ре-
лаксационных процессов и электрического сопро-
тивления стекла g-As3Te2 при давлениях до 8.5 ГПа

при комнатной температуре в условиях идеальной
гидростатики и сравнение полученных результатов
с данными, полученными нами ранее для стехиомет-
рического стекла g-As2Te3. Кроме того, представля-
ло интерес детально исследовать при нормальном
давлении кинетику релаксации образцов уплотнен-
ного стекла, полученных после обработки давлени-
ем в рамках подхода, недавно успешно реализован-
ного в нашей группе для уплотненного стекла g-
GeS2 [23].

2. ЭКСПЕРИМЕНТАЛЬНАЯ МЕТОДИКА И
ПОДГОТОВКА ОБРАЗЦОВ

Исследованное в работе стекло g-As3Te2 бы-
ло синтезировано из элементарных веществ As
(99.9999%); Te (99.997%) (Aldrich Chemical Ltd.).
Вещества помещались в предварительно очищен-
ные кварцевые трубки с внутренним диаметром
8 мм, которые затем откачивались и герметизиро-
вались. Расплав выдерживался и перемешивался
в течение 6 часов при температуре 600◦C (выше
купола ликвации), после чего происходила закал-
ка в воду. После закалки стекло отжигалось в
вакууме в течение суток при температуре 110◦C
для снятия механических напряжений. Плотность
стекла g-As3Te2 составляла 5.33 г/см3. Предва-
рительные измерения (ДТА, R(T ), порошковая
дифрактометрия) при атмосферном давлении были
обусловлены необходимостью выяснения области
температур, не приводящей к необратимым измене-
ниям в стекле, поскольку стандартная технология
приклейки тензодатчика предполагает длительный
нагрев образца до температуры 150◦C, а нестан-
дартная, эпоксидным клеем, ведет к заметной
потере точности методики. На этом этапе работы
был обнаружен интересный эффект. В первом
цикле нагрева сопротивление вело себя обратимо
с точностью до 3%, однако, при температурах
150◦C и выше наблюдалась необратимость уже на
порядки величины (см. рис. 1). Такие необратимые
изменения не могут быть приписаны каким-либо
процессам отжига или релаксации в стекле. При
максимальной температуре четвертого цикла нагре-
ва (195◦C) образец сильно размягчался, что было
использовано в дальнейшем при выборе режима
термобарической обработки стекла. На дифракто-
грамме была заметна небольшая (< 10%) примесь
кристаллической фазы. Другой образец, приготов-
ленный по режиму приклейки тензодатчика (155◦C,
7 часов, одноосная нагрузка), не размягчался, и
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Рис. 1. Температурная зависимость электросопротивления

стекла g-As3Te2 при нагреве на воздухе. Использовался че-

тырехзондовый метод на прижимных контактах из тонкой

золотой проволоки. Правая ось ординат — сопротивление

образца без пересчета на удельное значение — и верхняя

ось температуры показаны для удобства оценки масштаба

изменений сопротивления. Цифры 1–4 — номера после-

довательных циклов нагрева–охлаждения. Выдержка при

максимальной температуре составляла 1000 с в первом

цикле и около 4000 с в последующих; 480 мэВ — величи-

на термической щели в первом цикле нагрева. На вставке

представлены результаты ДТА-эксперимента при скорости

нагрева 1◦C/мин. Максимум пика кристаллизации состав-

ляет 279◦C

примесь кристаллической фазы в нем не обнаружи-
валась, но его электросопротивление после такой
обработки падало почти на три порядка величины.
В процессе дальнейшей работы было установлено,
что и высокая электропроводность, и кристалли-
ческие пики на дифрактограммах связаны лишь
с тонким, менее 100мкм, слоем на поверхности
образца, после сошлифовки которого электросо-
противление образцов возвращалось к исходным
величинам и следы пиков на дифрактограммах
исчезали. Обнаруженный «поверхностный эффект»
– по-видимому, поверхностная кристаллизация –
как-то связан с воздействием кислорода и/или
влаги воздуха.

Важной особенностью подготовки образцов стек-
ла к исследованиям под давлением была их термо-
барическая обработка – «горячее прессование». По-
пытки измерения сжимаемости на исходных образ-
цах успехом не увенчались. Уже при небольших дав-
лениях 0.6–0.8 ГПа в образцах возникали трещины
из-за наличия пор размером в несколько десятков

микрон. Процедура горячего прессования успешно
использовалась нами ранее при исследовании сте-
хиометрического стекла g-As2Te3 [19] и подробно
описана в этой статье. В настоящей работе из-за
достаточно высокой температуры кристаллизации
стекла g-As3Te2 отсутствовала необходимость столь
точных манипуляций с температурой, и параметры
обработки (0.2 ГПа, 195◦C) были выбраны из со-
ображений гарантированного размягчения стекла.
Описанный выше поверхностный эффект после об-
работки не наблюдался (среда – застывший ацетат-
ный силиконовый герметик), однако некоторое из-
менение свойств образца все же происходило. Ве-
личина электросопротивления при комнатной тем-
пературе на несколько процентов увеличивалась,
а термическая щель Eg уменьшалась с исходных
480 мэВ до 440 мэВ. Для устранения возможной
неоднозначности в интерпретации результатов горя-
чее прессование проводилось для всех образцов, ис-
следованных под давлением. После горячего прессо-
вания образцы, отрезанные с достаточным припус-
ком, обтачивались до окончательной формы парал-
лелепипедов со сглаженными ребрами и размерами
3×2×1.7 мм3 для тензометрии и 3×1.3×1 мм3 для
электросопротивления.

Эксперименты по высокоэнергетической рент-
геновской дифракции осуществлялись на станции
11-ID-C синхротронного фотонного источника
APS (Аргоннская национальная лаборатория,
США). Энергия используемых рентгеновских
фотонов составляла 115.1734 кэВ, длина волны
λ = 0.10765 Å, обеспечивая область доступных
векторов рассеяния Q до 30 Å−1. Для получения
дифракционных картин от исследуемых образцов
использовался полупроводниковый детектор на
основе нелегированного германия. Дифракционные
измерения проводились при комнатной температуре
в вертикальной геометрии для уменьшения поля-
ризационных эффектов. Анализ дифракционных
данных включал поправки на мертвое время герма-
ниевого диода, геометрические и поляризационные
коррекции, поправки на самопоглощение, рассеяние
воздуха и фона инструмента. Вычисления изоэлек-
тронной функции проводились с использованием
теоретических релятивистских формфакторов и
комптоновского рассеяния, позволяющие получить
полный рентгеновский структурный фактор SX(Q).

Спектры комбинационного рассеяния измеря-
лись на рамановском микроскопе-спектрометре
Senterra (Bruker) с использованием когерентного
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излучения с длиной волны 785 нм. Стекла в си-
стеме As–Te легко плавятся и кристаллизуются
под лазерным пучком, поэтому мощность твердо-
тельного лазерного диода была ограничена 1 мВт.
Выбранный участок на поверхности образца кон-
тролировался до и после рамановских измерений на
отсутствие видимых изменений. Каждый образец
измерялся в трех–четырех разных местах, чтобы
убедиться в воспроизводимости результатов.

Эксперименты при высоком давлении проводи-
лась в аппарате типа Тороид [24] с диаметром цен-
тральной лунки 15 мм. В качестве передающей дав-
ление среды использовалась смесь метанол–этанол
4 : 1, имеющая предел гидростатичности около
10 ГПа. Давление измерялось манганиновым датчи-
ком, калиброванным по переходам в висмуте (2.54
и 7.7 ГПа). Воспроизводимость шкалы давлений во
всех экспериментах (возможность сравнивать дан-
ные разных экспериментов при одном и том же дав-
лении) была на уровне 3 МПа.

Измерения объема образцов при гидростатиче-
ском давлении проводилось с использованием тен-
зометрической методики [25]. Абсолютная точность
измерения объема для данной методики составля-
ет 0.2%, чувствительность измерений — 10−3%. Во
избежание влияния «поверхностного эффекта» дат-
чики приклеивались эпоксидным клеем при комнат-
ной температуре. Большим достоинством метода яв-
ляется возможность исследования сжимаемости сте-
кол с точностью, характерной для лучших рентге-
новских данных для кристаллических образцов и с
подробностью данных на уровне «непрерывной ли-
нии». В других известных методах точность хуже
как минимум на порядок, и трудоемкость измере-
ний такова, что в работах приводится менее 10-и
точек измерения во всем диапазоне давлений. Кро-
ме того, высокая чувствительность метода позво-
ляет исследовать кинетику изменения объема под
давлением в широком диапазоне времен, 10–107 с.
Важным достоинством метода является то, что ба-
рические зависимости объема могут быть получе-
ны как при увеличении, так и при сбросе давления,
причем в условиях чистой гидростатики. Эта мето-
дика успешно применялась ранее для исследования
оксидных и халькогенидных стекол под давлением
(см., например, [26, 27]).

Электросопротивление стекла под давлением из-
мерялось четырехзондовым методом на постоянном
токе. Для пайки контактов применялся низкотем-
пературный припой In–Bi–Sn 3 : 1 : 1 по атомным

долям [19]. Припой близкого состава известен как
сплав Филдса (“Field’s alloy”). Жало паяльника де-
лалось из сплава Ag–Cu (72 вес. % Ag). Нагрев об-
разца при пайке не превышал 70◦C. Удельное элек-
тросопротивление получалось пересчетом сопротив-
ления к начальным размерам образца. Возможная
ошибка данных по удельному электросопротивле-
нию определяется неточностями определения гео-
метрического фактора образца и оценивается как
±10%.

Релаксационные измерения объема и сопротив-
ления под давлением в настоящей работе проводи-
лись только вблизи максимального давления, так
как их релаксирующее поведение хорошо заметно
и без специальных измерений по вариациям кажу-
щегося объемного модуля, коррелирующим с вариа-
циями скорости изменения давления. Специальных
мер по поддержанию постоянной величины давле-
ния не предпринималось, а данные, полученные при
медленно дрейфующей величине давления, пересчи-
тывались к средней величине давления выдержки
(см., например, [28]).

В связи с новыми интересными результатами, по-
лученными в статье [23], большое внимание в на-
стоящей работе было уделено исследованию релак-
сации объема и электросопротивления в уплотнен-
ном стекле после снятия давления. Акцент был сде-
лан на построении подробной и точной «темпера-
турной истории» образцов. Температура измерялась
как термопарой, закрепленной на камере высокого
давления, так и цифровым термометром с датчи-
ком, закрепленным на массивной крышке корпуса
пресса, где и находились экспериментальные сбор-
ки в течение всего времени измерений. Заметим, что
при резких изменениях погоды температура крыш-
ки пресса могла существенно отличаться от темпе-
ратуры значительно более массивного ярма пресса,
хотя и не так сильно, как от температуры возду-
ха в лаборатории. На релаксационных зависимостях
это сказывалось только в первый день измерений,
когда камера, извлеченная из пресса, приходила в
тепловое равновесие с крышкой пресса. Кроме то-
го, для точной синхронизации показаний термопары
и цифрового термометра вводилась также неболь-
шая (≈ 0.3◦C) поправка, компенсирующая сдвиг их
градуировок. В большом промежутке времени, где
измерения в двух или трех экспериментах проводи-
лись параллельно, их температурные истории пол-
ностью совпадают с точностью до сдвига на время
начала эксперимента.
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3. РЕЗУЛЬТАТЫ

3.1. Структура и динамика стекол

Результаты высокоэнергетической рентгенов-
ской дифракции стеклообразного g-As3Te2 в прямом
и обратном пространстве приведены на рис. 2 в
сравнении с полуторным теллуридом мышьяка g-
As2Te3. Структурные факторы SX(Q) обоих стекол
похожи и характеризуется небольшим первым ост-
рым дифракционным максимумом (FSDP, first sharp
diffraction peak) при Q0 ≈ 1.25 Å−1, интенсивными
первым и вторым принципиальными пиками SX(Q)

при 2.1 и 3.5 Å−1, и последующими отчетливыми
осцилляциями вплоть до Qmax = 30 Å−1, обеспе-
чивающими хорошее разрешение в r-пространстве
после фурье-преобразования. Принципиальные
пики и осцилляции для стеклообразного g-As3Te2
сдвинуты в сторону больших значений векторов
рассеяния, означая уменьшение средних меж-
атомных расстояний. FSDP, напротив, сдвинут в
меньшие углы, а его амплитуда увеличилась вдвое
по сравнению с g-As2Te3. Эта тенденция связана
с увеличением концентрации мышьяка и бо́льшей
роли корреляций As–As на уровне промежуточного
порядка (5–8 Å) [20]. Полученные данные согласу-
ются с известными опубликованными результата-
ми [21, 22]. Рентгеновская полная корреляционная
функция TX(r) двух стекол, рис. 2 г, показывает
ожидаемое уменьшение межатомных расстояний и
дальних корреляций в стеклообразном g-As3Te2.
Пик ближайших соседей находится в районе 2.63 Å,
сильно асимметричный пик вторых соседей в районе
4 Å, корреляции центр–центр между полиэдрами
As–Te примерно при 6 Å. Асимметричный пик
ближайших соседей также состоит из трех атомных
пар: (1) As–As при 2.48 Å, (2) As–Te при 2.63 Å и
(3) Te–Te при 2.76 Å. Стехиометрия As3Te2 предпо-
лагает, что 55.6% мышьяка должны образовывать
гомополярные пары As–As, a остальные 44.4% —
гетерополярные связи As–Te. Тем не менее оказы-
вается, что, как и стехиометрический, полуторный
теллурид As2Te3, обогащенный мышьяком As3Te2,
обладает сильным химическим беспорядком и об-
наруживает гомополярные пары Te–Te, которые не
должны существовать в упорядоченном материале.
Найденные межатомные расстояния и парциальные
координационные числа приведены в таблице. Они
согласуются с литературными данными [21,22].

Спектроскопия комбинационного рассеяния под-
тверждает результаты рентгеновской дифракции

(рис. 3). Спектр валентных колебаний стеклообраз-
ного g-As3Te2 состоит из трех типов мод: (1) As–As
при 223 см−1, (2) As–Te при 186 см−1, и (3) Te–Te
при 158 см−1, которые соответствуют известным ли-
тературным данным [10]. Стехиометрическое стек-
ло g-As2Te3 показывает аналогичные моды, но дру-
гой амплитуды. Относительная интенсивность As–
As почти в пять раз меньше, а парциальная до-
ля Te–Te колебаний в три раза больше по сравне-
нию с g-As3Te2. Таким образом, стеклообразный g-
As3Te2 отличается от g-As2Te3 только количествен-
но, большей концентрацией As–As и меньшей фрак-
цией атомных пар Te–Te.

3.2. Исследования под давлением

Измерения объема проводились при непре-
рывном изменении давления со скоростью 0.07–
0.12 ГПа/мин при увеличении и 0.03–0.05 ГПа/мин
при уменьшении давления. Барические зависи-
мости объема для двух разных образцов стекла
g-As3Te2 в сравнении с данными для g-As2Te3
представлены на рис. 4. Кривые сжатия–разгрузки
для обоих образцов совпадают с высокой точностью
(порядка 0.1%). Кривая сжатия не аппроксими-
руются единым простым уравнением состояния,
упругое поведение, как и для стехиометрического
стекла g-As2Te3, наблюдается лишь до давления
1 ГПа. В диапазоне давлений 2–4 ГПа наблюдается
аномальное уменьшение объема, более растянутое
по сравнению со стеклом g-As2Te3. Гистерезис по
давлению между кривыми сжатия и разгрузки и
остаточное уплотнение для g-As3Te2 существенно
(почти в два раза) выше чем для g-As2Te3. На
каждом из образцов проводились релаксационные
измерения при максимальном давлении. Изменение
объема на больших временах пропорционально
логарифму времени, интенсивность релаксации
близка к таковой для стехиометрического стекла
(см. врезку на рис. 4).

Высокая чувствительность тензометрического
метода позволяет получить эффективные объемные
модули сжатия стекол прямым дифференцирова-
нием по точкам без дополнительной обработки. На
рис. 5 представлены модули сжатия для стекла
g-As3Te2 в зависимости от давления в сравнении
с данными для g-As2Te3. Почти линейный рост
объемного модуля сжатия с давлением наблюдается
до 1 ГПа. На начальном участке модуль сжатия
практически такой же, как и для стехиометрическо-
го стекла B = 15.8± 0.15 ГПа, а его производная по
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Рис. 2. Высокоэнергетическая рентгеновская дифракция стеклообразных g-As3Te2 и g-As2Te3. а) Структурный фактор

SX(Q) в низких векторах рассеяния Q ≤ 5 Å−1; вставка показывает первый острый дифракционный максимум (FSDP)

при Q0 ≈ 1.25 Å−1. б) Приведенный структурный фактор Q[SX(Q) − 1] в расширенном диапазоне Q. в) Типичная

обработка пика ближайших соседей полной корреляционной функции TX(r) для g-As3Te2 в районе 2.6 Å; корреляции

As–As, As–Te и Te–Te выделены соответственно светло-синим, светло-зеленым и светло-красным цветом. г) Полная

корреляционная функция TX(r) для g-As3Te2 и g-As2Te3

Таблица 1. Межатомные расстояния rij и парциальные координационные числа Nij для g-As3Te2

As–As As–Te Te–Te

rAsAs, Å NAs–As rAsTe, Å NAs–Te rTeTe, Å NTe–Te

NAs–X NTe–X

2.48(1) 1.92(5) 2.63(1) 1.08(5) 2.76(1) 0.58(5) 3.00(8) 2.20(8)

давлению несколько выше, dB/dP = 7±0.2 (среднее
значение в диапазоне 0–1 ГПа). При дальнейшем
увеличении давления наблюдается уменьшение
производной dB/dP и переход к отрицательной
производной (смягчение модуля), затянутое до бо-
лее высоких давлений по сравнению с аналогичным
поведением для g-As2Te3. Максимальное смягчение

релаксирующего модуля наблюдается при 3.5 ГПа
(для g-As2Te3–соответственно при 2.5 ГПа). Неболь-
шие нерегулярности в значениях релаксирующего
модуля воспроизводят вариации скорости измене-
ния давления в той области, где есть релаксация.
Как и для стехиометрического стекла, при давлении
выше 4.5 ГПа при сжатии наблюдается уменьшение
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Рис. 3. а) Спектры комбинационного рассеяния стекло-

образных g-As3Te2 и g-As2Te3. б) Типичная обработка

спектра g-As3Te2 тремя гауссианами, соответствующими

валентным колебаниям As–As, As–Te и Te–Te, которые

выделены соответственно светло-синим, светло-зеленым и

светло-красным цветом

наклона барической зависимости эффективного мо-
дуля сжатия (дополнительное смягчение модуля),
связанное с «включением» новых релаксационных
процессов. При сбросе давления стекло g-As3Te2
ведет себя упруго вплоть до 1.5 ГПа, модуль сжа-
тия при этом соответствует отрелаксированным
значениям. При более низких давлениях наблюда-
ется нарастающее смягчение модуля, связанное с
интенсивной релаксацией, которая продолжается и
при нормальном давлении (см. ниже). Барическая
зависимость отрелаксированного модуля сжатия
при снижении давления, так же как и для g-As2Te3,
претерпевает отчетливый излом в районе 4 ГПа,
при этом значения dB/dP уменьшаются от 7.2

до 5.2.

На рис. 6 представлены барические зависимо-
сти электросопротивления стекла g-As3Te2 в срав-
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Рис. 4. Барические зависимости объема g-As3Te2 стек-

ла при увеличении (сплошные символы) и уменьшении

(открытые символы) давления. Показаны результаты двух

экспериментов. Стрелки указывают направление измене-

ния давления. На вставке показана релаксация объема

стекла во время выдержки при максимальном давлении.

Сплошная линия (и на основном рисунке и на вставке) обо-

значает соответствующие данные для стехиометрического

стекла g-As2Te3, полученные в работе [19]

нении с данными для g-As2Te3. Сопротивление па-
дает почти на восемь порядков величины, металли-
ческий уровень проводимости достигается при дав-
лении 6 ГПа, что заметно выше, чем для стехио-
метрического стекла. Исходное сопротивление стек-
ла g-As3Te2 более чем на порядок выше, чем для
g-As2Te3, в целом металлизация под давлением бо-
лее размыта и затянута. Сопротивление при мак-
симальном давлении также в два раза выше, чем
для стехиометрического стекла. Из абсолютно глад-
ких барических зависимостей электросопротивле-
ния и объема можно сделать вывод, что металли-
зация происходит плавно без кристаллизации. Та-
ким образом, g-As3Te2 является вторым после g-
As2Te3 примером объемного стекла, где изучена об-
ратимая металлизация при сжатии. Как и для объ-
ема, для сопротивления при максимальных давле-
ниях наблюдается логарифмическая по времени ре-
лаксация примерно с той же интенсивностью, что
и для g-As2Te3 (см. врезку на рис. 6). Обратный
переход металл–диэлектрик при сбросе наблюдает-
ся примерно при 4 ГПа. Как и в случае бариче-
ских зависимостей объема, гистерезис по сопротив-
лению между прямым и обратным ходом для несте-
хиометрического стекла существенно выше чем для
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Рис. 5. Кажущиеся объемные модули стекла g-As3Te2, по-

лученные из исходных V (P ) данных как B = −V · dP/dV ,

при увеличении (сплошные символы) и уменьшении (от-

крытые символы) давления. Тонкие прямые линии под-

черкивают изломы на барических зависимостях объемного

модуля при увеличении и уменьшении давления. Стрелки

указывают направление хода по давлению. Сплошная ли-

ния обозначает сильно сглаженные данные для стехиомет-

рического стекла g-As2Te3, полученные в работе [19]. Цве-

та и символы, которыми представлены результаты различ-

ных экспериментов, соответствуют обозначениям на гра-

фиках V (P )

g-As2Te3. После сброса давления образец имел элек-
тросопротивление почти на три порядка ниже ис-
ходного.

3.3. Релаксация уплотненных стекол

Как уже говорилось, остаточное уплотнение
стекла g-As3Te2 после сброса давления почти в 2
раза превышает таковое для g-As2Te3 и составляет
3.5%. Представляло интерес детально исследовать
процессы релаксации плотности и электросопро-
тивления уплотненных стекол в зависимости от
времени при нормальном давлении. Для стехиомет-
рического стекла g-As2Te3 такие исследования не
проводились. Методика изучения релаксационных
процессов в стеклах с одновременной записью
«температурной истории» и введения шкалы «эф-
фективного времени» до сих была апробирована
лишь на уплотненном стекле g-GeS2 [23]. Получен-
ные в настоящей работе экспериментальные данные
по релаксации объема и электросопротивления
для трех образцов стекла g-As3Te2 представлены
соответственно на рис. 7 и рис. 8.
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Рис. 6. Барические зависимости удельного электросопро-

тивления стекла g-As3Te2 при увеличении (сплошные сим-

волы) и уменьшении (открытые символы) гидростатиче-

ского давления. Длинные стрелки указывают направление

хода по давлению; 1 — линия, полученная пересчетом дан-

ных в предположении постоянства величины шунтирующе-

го сопротивления среды (≈ 100 кОм), 2 — точки кратко-

временных остановок для оценки скорости релаксации со-

противления, 3 — овалы — области, соответствующие по-

ложениям изломов на барических зависимостях объемно-

го модуля. На вставке показана релаксация электросопро-

тивления при максимальном давлении. Сплошная линия

(и на основном рисунке и на вставке) представляет дан-

ные для стехиометрического стекла g-As2Te3 [19]. Левая

и правая оси на вставке даны соответственно для g-As3Te2
и g-As2Te3 (принадлежность поясняется стрелками)

За времена порядка 107 с объем уплотненных об-
разцов возрастает почти на 2%, а электросопротив-
ление — на полтора порядка величины. Во всем диа-
пазоне времен наблюдается логарифмический ха-
рактер релаксационных процессов. Отклонения от
логарифмического закона в начале выдержки (мно-
гократно обсужденное в наших работах) связано
с предысторией («не-мгновенностью» возбуждения
системы).

Из-за наличия двух шкал времени t и t∗ рис. 7
и рис. 8 сложны для восприятия и требуют до-
полнительных пояснений. Вначале предположим,
что «правильные» релаксационные зависимости при
строго постоянной температуре T0, скажем, при
25◦C, имели бы в точности линейный вид. В реаль-
ном эксперименте при отличающейся от 25◦C тем-
пературе на малом интервале времени dt скорость
релаксации будет отличаться от «правильной», при-
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Рис. 7. Релаксация объема уплотненного стекла после сня-

тия высокого давления. Цвета и символы, обозначающие

различные эксперименты, соответствуют графикам сжи-

маемости и объемного модуля. Крупные открытые симво-

лы обозначают реальные экспериментальные зависимости,

полученные при «комнатной» температуре. Маленькие от-

крытые символы и правая шкала ординат — значения тем-

ператур экспериментальных сборок в процессе измерения

релаксации. Показана область заморозки (−12◦C) одного

из экспериментов. В обоих случаях нижняя шкала — ре-

альное физическое время t; 1 — положение точек объема и

2 — температуры при вычитании времени заморозки сбор-

ки. Они даны для удобства восприятия и в расчетах не ис-

пользовались. Сплошные символы и шкала «эффективно-

го времени» t∗ — результаты пересчета исходных данных к

температуре 25◦C с энергией активации Ea = 1.3 эВ. Пря-

мые линии подчеркивают качество выпрямления исходных

зависимостей

чем это отличие будет определяться и реальной тем-
пературой, и энергией активации процесса релакса-
ции. Суть «эффективного времени» t∗ такова, что
если на каком-то интервале физического времени dt
скорость релаксации в два раза больше «правиль-
ной», то и интервал времени dt* будет в два ра-
за больше интервала физического времени dt. По
этому принципу строится вычислительная схема,
включающая всю релаксационную зависимость, всю
«температурную историю» и одно число — предпо-
лагаемую энергию активации процесса релаксации
Ea (подробности см. в [23]). Далее идет подбор вели-
чины Ea. Для каждого нового значения Ea пересчи-
тывается весь эксперимент, строится новая шкала t∗

(как последовательная сумма всех интервалов dt*)
и новая релаксационная зависимость как функция
от t∗. При некотором значении Ea релаксационная
зависимость (как функция от t∗) «выпрямляется»
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Рис. 8. Релаксация электросопротивления уплотненного

стекла после снятия высокого давления. Крупные откры-

тые символы обозначают экспериментальные значения

удельного электросопротивления, приведенные к темпера-

туре 25◦C с помощью термической щели Eg, определяв-

шейся в каждый день измерений (в первый день — экстра-

поляция). Маленькие открытые символы и правая шка-

ла ординат — значение температуры экспериментальной

сборки в процессе измерения релаксации. Показана об-

ласть заморозки (−12◦C) эксперимента. В обоих случаях,

нижняя шкала — реальное физическое время t; 1 — ход

по температуре для определения термической щели Eg,

показан только один ход второго дня измерений для со-

хранения разборчивости графика температурной истории

релаксации, 2 — положение точек сопротивления и 3 —

температуры при вычитании времени заморозки сборки.

Они даны для удобства восприятия и в расчетах не ис-

пользовались. Сплошные символы и шкала «эффективно-

го времени» t∗ — результаты пересчета исходных данных

к температуре 25◦C с энергией активации Ea = 1.3 эВ.

Прямая линия подчеркивают точность выпрямления. На

вставке показана зависимость термической щели Eg как

функции логарифма «эффективного времени» t∗

в линию. Это значение Ea и считается окончатель-
ным ответом задачи. Разумеется, при наличии трех
экспериментов все три релаксационные зависимости
должны «выпрямляться» при этом значении Ea , хо-
тя для каждого эксперимента шкала t∗ будет своя,
так как «температурные истории» всех эксперимен-
тов различны. На этом этапе уже понятно, что пер-
воначальное предположение было излишним. Если
бы истинный релаксационный закон был бы каким-
то другим, то просто отсутствовало бы единственное
число Ea, решающее задачу. Заметим, что выбор T0,
вообще говоря, произволен, при другом его значении
у всех интервалов dt* появится одинаковый множи-
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тель и получившаяся релаксационная зависимость
просто сдвинется, сохраняя и линейность, и наклон.

Как и для g-GeS2 установлено, что релаксаци-
онным процессам в g-As3Te2 соответствует посто-
янная энергия активации 1.3 эВ (с точностью 3–
5%), при которой происходит «выпрямление» ре-
лаксационных зависимостей с тем лишь различием,
что для g-GeS2 Ea в начале процесса релаксации
(1.6 эВ) значительно сильнее отличалась от равно-
весной энергии связи атомов (2.46 эВ для связи Ge–
S). Последнее также легко объяснимо тем, что оста-
точное уплотнение стекла g-GeS2 было почти втрое
больше чем у g-As3Te2.

4. ОБСУЖДЕНИЕ И ВЫВОДЫ

Таким образом, основной результат настоящей
работы состоит в том, что поведение под давлени-
ем стеклообразного теллурида мышьяка с составом,
сильно отличающимся от стехиометрии, g-As3Te2,
качественно похоже на поведение «классического»
стекла стехиометрического состава g-As2Te3. В g-
As3Te2 при сжатии наблюдается полиамрфное пре-
вращение со смягчением релаксирующего модуля
сжатия и последующей металлизацией. Как и для
стехиометрического стекла, в g-As3Te2 наблюдают-
ся изломы на барической зависимости объемного
модуля сжатия в области металлизации как на пря-
мом, так и на обратном ходу. Можно предположить,
что металлизация может ускорять процессы струк-
турной релаксации за счет снижения потенциаль-
ных барьеров для перескоков атомов между раз-
личными локальными конфигурациями. Излом на
обратном ходу может быть связан со вкладом в мо-
дуль электронов проводимости при давлениях вы-
ше 4 ГПа. В случае стекла g-As2Te3 эта релакса-
ция приводит к частичному «залечиванию» хими-
ческого беспорядка [19]. Как и для g-As2Te3, ме-
таллизация стекла нестехиометрического состава g-
As3Te2 происходит без кристаллизации и обратима:
после сброса давления стекло является полупровод-
ником, хотя и с меньшей величиной энергии акти-
вации. Основные отличия в поведении g-As3Te2 от
стехиометрического стекла — это затянутость по-
лиаморфного превращения в область более высоких
давлений; более высокое давление прямого и обрат-
ного перехода полупроводник–металл; более широ-
кий гистерезис между прямым и обратным ходом
как по объему, так и по сопротивлению; существенно
более высокое остаточное уплотнение стекла после

сброса давления. На первый взгляд, схожесть в по-
ведении стехиометрического и нестехиометрическо-
го стекол представляется странной. Однако следу-
ет учесть большую степень химического беспорядка,
характерную для обоих.

Ранее нами была предложена модель структу-
ры стекла g-As2Te3 [19], основанная на предполо-
жении, что основными элементами структуры яв-
ляются пирамидки AsTe3/2, попеременно связанны-
ми ребрами или вершинами, а также кольца As3Te3
и As6Te6. Полиаморфизм стехиометрического стек-
ла, очевидно, связан с изменением промежуточного
порядка (типа связности части пирамидок) и изме-
нением степени химического беспорядка. В стекле
g-As3Te2, по-видимому, химический и структурный
беспорядки еще больше: помимо тех же пирамидок
и колец в структуре, очевидно, присутствуют эле-
менты сетки из атомов мышьяка. Эта более высо-
кая степень беспорядка и существенно более высо-
кая концентрация «неправильных» пар As–As при-
водит к наблюдаемым различиям в поведении этого
стекла под давлением и существенно более высоко-
му остаточному уплотнению.

Детально исследована релаксация уплотненно-
го теллуридного стекла при нормальном давлении.
Оказалось, что модель, основанная на представле-
ниях о «самоорганизованной критичности» [29] про-
цесса релаксации, предложенная нами ранее для
описания релаксации уплотненного стекла g-GeS2,
прекрасно описывает и поведение стекла g-As3Te2.
В рамках данной модели логарифмическая по вре-
мени релаксация связана не с изначально имеющим-
ся очень широким распределением энергий акти-
вации, а с сильным понижением энергии актива-
ции для ряда атомов после первого прыжка части-
цы. В результате первый акт активации (с энерги-
ей 1.3 эВ) приводит к лавине очень большого чис-
ла прыжков (∼ 1010 в начале релаксации). Энергия
активации 1.3 эВ несколько меньше энергии разры-
ва связи (As–As — 1.51 эВ, As–Te — 1.41 эВ), что
логично, так как разрываются сильно растянутые
связи, удерживающие стекло в уплотненном состо-
янии. Это, в свою очередь, приводит к появлению в
ближайшем окружении дополнительных «слабых»
мест с низкой энергией активации прыжков. Успеш-
ное применение данной модели к стеклу g-As3Te2,
сильно отличающемуся по структуре и свойствам
от стекла g-GeS2 является сильным аргументом в
пользу универсальности данного подхода. Интерес-
но, что за все время релаксационного эксперимента
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отклонения от логарифмической зависимости не на-
блюдалось как для объема, так и для электросо-
противления. При этом уплотнение объема отрелак-
сировало на 60–70% а электросопротивление — бо-
лее чем на порядок величины. Экстраполяция со-
противления к начальному значению дает оценку
порядка (3–4) · 1011 с. Величина термической ще-
ли Eg (при том наклоне, что показан на врезке к
рис. 8) на таких временах будет около 427 мэВ, что
несколько меньше исходного значения. Заметим, что
релаксация сопротивления только на 90% опреде-
ляется релаксацией Eg, существуют, видимо, и дру-
гие процессы. Оценка «времени возврата» по релак-
сационным зависимостям объема дает существен-
но меньшие времена в районе 109–1010 с, хотя точ-
ность такой оценки значительно хуже. Кроме того,
структура стекла, отрелаксировавшего после дей-
ствия давления, не обязана совпадать со структу-
рой закаленного и отожженного стекла. Это могут
быть «немного разные» стекла. На последних ста-
диях релаксации энергия Ea должна немного увели-
чиваться, приближаясь к усредненной равновесной
энергии связи, что также осложняет оценки, делая
их скорее умозрительными.

Таким образом, прецизионные измерения объема
и электросопротивления под давлением в гидроста-
тических условиях позволили установить основные
черты превращений в стекле сильно нестехиометри-
ческого состава g-As3Te2. Имеются достаточно чет-
ко выраженные интервалы давлений: до 1 ГПа —
нормальное упругое поведение; от 1 до 2 ГПа —
начало неупругого поведения; от 2 до 4 ГПа —
полиаморфное превращение, сопровождаемое силь-
ным смягчением эффективного модуля сжатия; 4–
8 ГПа — неупругое поведение с умеренной релакса-
цией и плавной металлизацией при 6 ГПа. Размытое
превращение в данном стекле обратимо лишь ча-
стично. Обратный переход металл–полупроводник
происходит при давлении около 4 ГПа. Остаточное
уплотнение после сброса давления составляет 3.5%,
электросопротивление этого уплотненного стекла
почти на 3 порядка величины ниже чем у исходного.
Качественно поведение стекла g-As3Te2 под давле-
нием похоже на поведение «классического» стехио-
метрического стекла g-As2Te3, однако имеются су-
щественные количественные различия. Логарифми-
ческая релаксация объема и электросопротивления
уплотненного стекла g-As3Te2 при нормальном дав-
лении наблюдается в широком интервале времен (до
5 · 106 с) и хорошо описывается моделью «лавины»
прыжков после первого акта активации с постоян-
ной энергией 1.3 эВ.
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Известные методы измерения параметров спинового транспорта в спин-вентильных структурах основы-

ваются на эффекте Ханле — прецессии спинов электронов во внешнем магнитном поле и уменьшении

магниторезистивного сигнала. Они позволяют определить время спиновой релаксации в парамагнитном

слое и константу относительной поляризации тока. Мы описываем альтернативный метод измерения

без приложения внешнего магнитного поля, основанный на резонансном увеличении магнитной вос-

приимчивости парамагнитного слоя в результате парамагнитного резонанса, вызванного неравновесной

намагниченностью в результате эффекта спиновой аккумуляции. Предложенный метод позволяет опре-

делить абсолютное значение спиновой аккумуляции в парамагнетике, которое может использоваться как

параметр для численного решения трехмерных диффузионных уравнений спинового транспорта.

DOI: 10.31857/S0044451023040156
EDN:

1. ВВЕДЕНИЕ

Спин-вентильные структуры (рис. 1) явля-
ются элементарным элементом современных
спин-транспортных устройств и состоят из двух
ферромагнитных электродов, L1 и L3, разделенных
слоем парамагнитного металла L2. Устройства,
построенные на базе таких структур, могут выпол-
нять функции элементов магнитной памяти [1, 2]
и датчиков магнитного поля [3] благодаря эффек-
ту гигантского магнитосопротивления (ГМС) [4].
Задачи оптимизации и управления спиновым
транспортом в спин-вентильных структурах произ-
вольной геометрии сводятся к численным расчетам
диффузных уравнений [5] методом конечных
элементов [6].

Спин-транспортные параметры для численных
расчетов, такие как относительная спиновая поля-
ризация тока P и спин-диффузионная длина lsf из-
меряются методами, в основе которых лежит эф-
фект Ханле [7]. Данный эффект заключается в пре-
цессии спинов электронов во внешнем магнитном
полеH и, как следствие, уменьшении магнитосопро-

* E-mail: nik@magn.phys.msu.ru

тивления R системы. Измеряя зависимость сопро-
тивления спин-вентильной структуры от H , можно
построить кривую Ханле R(H). Спин-транспортные
параметры подбираются так, чтобы точнее аппрок-
симировать построенную кривую с помощью ана-
литической модели [8]. Этот метод легко реализо-
вать технически, так как в нем применяются только
электрические измерения. Однако внешнее магнит-
ное поле отклоняет намагниченности ферромагнит-

L3L1 L2

M3M1

Je Je

V
x

y

Рис. 1. Модель рассматриваемой спин-вентильной струк-

туры. Слои L1 и L3 — ферромагнитные, а L2 — металличе-

ский парамагнитный. Намагничености M1 и M3 зафикси-

рованы в противоположных направлениях, чтобы обеспе-

чить постоянство знака спиновой аккумуляции вдоль слоя

L2. Ток Je протекает вдоль оси x. Напяжение V измеря-

ется на электродах L1 и L3
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ных электродов, что приводит к неточностям при
аппроксимации аналитической функцией.

В данной работе мы описываем альтернативный
метод измерения спин-транспортных параметров,
основанный на эффекте парамагнитного резонанса
в слое L2, вызванного неравновесной намагничен-
ностью в результате эффекта спиновой аккумуля-
ции. Измерение восприимчивости необходимо про-
водить с помощью высокочастотных методов, на-
пример, с использованием векторного анализатора
цепей (ВАЦ) [9].

Для возбуждения неравновесной намагни-
ченности в парамагнитном слое L2 через спин-
вентильную структуру пропускается электрический
ток Je. Намагниченность ферромагнитных электро-
дов зафиксирована в противоположных направле-
ниях, чтобы знак спиновой аккумуляции оставался
постоянным. Если длина спиновой диффузии lsf в
слое L2 больше, чем длина этого слоя, то спиновая
аккумуляция в нем может рассматриваться как
однородная. Неравновесное обменное расщепление,
возникающее из-за этого в слое L2, будет создавать
условия для парамагнитного резонанса. Наличие
резонанса, в свою очередь, приведет к увеличению
магнитной восприимчивости.

В следующих разделах мы вычислим парамаг-
нитную восприимчивость с учетом примесей и на-
личия неравновесного обменного расщепления. Да-
лее, мы численно рассчитаем величину спиновой ак-
кумуляции и связанную с ней величину обменно-
го расщепления в парамагнитном слое предложен-
ной спин-вентильной структуры. Для полученного
значения мы построим резонансные кривые пара-
магнитной восприимчивости, которые определяют-
ся спин-транспортными параметрами системы.

2. ВОСПРИИМЧИВОСТЬ

В электронном газе различают две компоненты
магнитной восприимчивости: продольную χ⊥ и по-
перечную χ‖. Инвариантность по отношению к вра-
щению устанавливает связь между ними: χ‖ = 2χ⊥,
поэтому мы рассмотрим только поперечную компо-
ненту.

Восприимчивость χ⊥ невзаимодействующего
электронного газа с учетом рассеяния на при-
месях с малой концентрацией была рассмотрена
ранее в равновесном случае [10, 11]. Мы расши-
рили эту теорию и учли вклад от неравновесной
намагниченности, вызванный эффектом спино-
вой аккумуляции. Гамильтониан системы в этом
случае будет записываться как H = H0 + V (r),

Рис. 2. Поляризационный пропагатор Πsc , усредненный по

примесям и определяющий восприимчивость электронно-

го газа с рассеянием на случайном потенциале примесей

V0. Вершинная часть Γsc — диффузионный полюс («диф-

фузон»), рассчитанный из уравнения Бете –Солпитера в

лестничном приближении

где H0 = εσ(k)a
†
kσakσ — гамильтониан свободных

электронов, a†
kσ и akσ — операторы рождения

и уничтожения электрона со спином σ и волно-
вым вектором k, V (r) — случайный потенциал
примесей. Энергию электронов можно выразить
как εσ(k) = εk − µσ, где µσ — неравновесный
спин-зависящий химический потенциал [12].

Для расчета восприимчивости необходимо вы-
числить вершинную часть Γsc (или «диффузон»).
Величина Γsc может быть получена из уравнения
Бете – Солпитера, которое упрощается в лестничном
приближении суммированием диаграмм на рис. 2
с использованием примесной диаграммной техни-
ки [13]. Его можно записать в виде [11]

Γsc(q, ω) =
nV 2

0

~− nV 2
0 Πsc(q, ω)

=

=
nV 2

0 ~
−1

−i(ω −∆µ/~)τ +D0q2τ + τ/τsf
, (1)

где q и ω — волновой вектор и частота внеш-
ней электромагнитной волны соответствен-
но, nV 2

0 = n(
∫
V (r) dr)2, n — концентрация

примесей, V (r) — потенциал одной приме-
си, τ — время релаксации упругого рассеяния,
∆µ = µ↑ − µ↓ — неравновесное расщепление по
спину, τ−1

sf = (4/3)(τ−1
s + τ−1

so ) — время релаксации с
переворотом спина, τs и τso — спин-спиновая и спин-
орбитальная части соответственно, D0 = v2F τ/3 —
константа диффузии Друде и vF — скорость
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электронов на уровне Ферми. Невозмущенный
поляризационный пропагатор Πsc может быть
вычислен как интеграл в трехмерном пространстве,
учитывая золотое правило Ферми τ−1 = πNFnV

2
0 :

Πsc(q, ω) =
∑

k

GR↑ (k+ q, ε+ ~ω)GA↓ (q, ε) =

=

∫
d3k

(2π)3
GR↑ (k+ q, ε+ ~ω)GA↓ (q, ε) ≈

≈ ~

nV 2
0

(
1 + i

(
ω − ∆µ

~

)
τ −D0τq

2 − τ

τsf

)
. (2)

В результате можно записать поперечную вос-
приимчивость χsc

⊥ в виде

χsc
⊥ (q, ω) = NF +

1

iπ

∫
[n(ε+ ~ω)− n(ε)] 〈Πsc〉 dε,

(3)
гдеNF — плотность состояний электронов на уровне
Ферми на один атом, n(ε+~ω)−n(ε) = −~ωδ(ε−EF ),
а 〈Πsc〉 — поляризационный пропагатор (см. рис. 2),
усредненный по примесям в лестничном приближе-
нии. С учетом того, что ωτ ≪ 1, τ−1

sf ≪ τ−1 и
|q|l ≪ 1, он принимает следующую форму:

〈Πsc(q, ω)〉 = 〈GR↑ (k+ q, ε+ ~ω)GA↓ (q, ε)〉 =
= Πsc(q, ω) + Π2

sc(q, ω)Γsc(q, ω) =

=
NFπ

−i(ω −∆µ/~) +D0q2 + τ−1
sf

. (4)

Подставляя (4) в (3), получим окончательное выра-
жение для поперечной восприимчивости, учитывая,
что ~ω ≪ EF и |q| ≪ kF [14]:

χsc
⊥ (q, ω) = −NF

∆µ/~− i(D0q
2 + τ−1

sf )

(ω −∆µ/~) + i(D0q2 + τ−1
sf )

. (5)

Как можно увидеть из выражения (5) для вос-
приимчивости, она имеет резонансный вид из-за
наведенного обменного расщепления ∆µ, вызван-
ного эффектом спиновой аккумуляции. В отсут-
ствие примесей (τ−1

sf + D0q
2 = 0) восприимчи-

вость (5) принимает вид лоренциана с резонансной
частотой ωR = ∆µ/~. В статическом случае, при
ω = 0, восприимчивость равна восприимчивости
невзаимодействующего газа свободных электронов,
χsc
⊥ (0, 0) = NF .

Можно легко показать, что резонансная частота
мнимой части восприимчивости (5), которая ответ-
ственна за поглощение, имеет вид

ωR =
√
(∆µ/~)2 + (τ−1

sf +D0q2)2. (6)

Действительная часть выражения (5) при частоте
резонанса (6) постоянна и равна половине воспри-
имчивости невзаимодействующего газа свободных
электронов, max (Reχsc

⊥ ) = NF/2, тогда как мнимая
часть имеет более сложный вид:

max (Imχsc
⊥ ) =

NF
2

∆µ/~

τ−1
sf +D0q2

×

×


1 +

√√√√1 +

(
τ−1
sf +D0q2

∆µ/~

)2

. (7)

Для оценки энергии обменного расщепления ∆µ,
вызванной эффектом спиновой аккумуляции в пара-
магнитном слое L2 необходимо решить диффузные
спин-зависящие транспортные уравнения в спин-
вентильной структуре, как это сделано в следующем
разделе.

3. СПИНОВАЯ АККУМУЛЯЦИЯ

Теория спинового транспорта в геометрии, ко-
гда ток перпендикулярен интерфейсу между сло-
ями, была предложена в работе Вале и Ферта [5].
Уравнения диффузии в спин-вентильной структуре
в случае коллинеарной ориентации намагниченно-
сти в ферромагнитных слоях записываются в виде

∑

i

∂

∂ξi
jie = 0,

∑

i

∂

∂ξi
jijm = − mj

a30τsf
,

(8)

где mj — j-я компонента вектора спиновой аккуму-
ляции на один атом, ξi = x, y. Вектор зарядового
тока Je с компонентами jie и тензор спинового тока
jijm выражаются следующим образом:

jie = −σ ∂

∂ξi
ϕ− βσ

|ec|NF
∑

j

Mj
∂

∂ξi
mj ,

jijm = − σβ

|ec|
Mj

∂

∂ξi
ϕ− σ

e2cNF

∂

∂ξi
mj ,

(9)

где ϕ — электрический потенциал, σ — проводи-
мость, которая связана с константой диффузии че-
рез соотношение Эйнштейна: σ = e2cNFD0/a

3
0 [15],

Mj — j-я компонента единичного вектора вдоль на-
магниченности ферромагнитного слоя, a0 — пара-
метр решетки, β — параметр спиновой ассиметрии
проводимости и ec — заряд электрона.

Система диффузных уравнений (8) с выражени-
ями для токов (9) описывает спин-зависящий транс-
порт в спин-вентильной структуре. Эта система
уравнений может быть решена численно с использо-
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Рис. 3. (В цвете онлайн) Численный расчет спино-

вого транспорта в спин-вентильной структуре. Цветом

обозначена величина x-компоненты спиновой аккумуля-

ции. Напряжение 0.83 В, приложенное между электрода-

ми L1 и L3, создает зарядовую плотность тока 108 А/см2.

Проводимость парамагнитных и ферромагнитных слоев

σ2,4 = 10−2 (Ом · нм)−1 и σ1,3,5 = 10−3 (Ом · нм)−1

соответственно. Время релаксации с переворотом спина

τsf 2,4 = 2.4 · 10−12 с (соответствует диффузионной длине

lsf = 200 нм) и τsf 1,3,5 = 6 · 10−14 с (lsf = 10 нм), спиновая

асимметрия проводимости β1,3,5 = 0.7 и NF = 0.1 эВ−1

ванием метода конечных элементов для любой гео-
метрии, например так, как это показано в работе [6].

Численные вычисления x-компоненты вектора
спиновой аккумуляции представлены на рис. 3. Ее
значение в парамагнитном слое L2 практически по-
стоянно и равно в среднем 9.5 ·10−4. При этом плот-
ность тока через спин-вентильную структуру со-
ставляет 108 А/см2. Диффузионная длина lsf свя-
зана со временем релаксации электрона с перево-
ротом спина, τsf , в уравнении (8) и определяется
выражением lsf =

√
D0τsf . Используя соотноше-

ние Эйнштейна и полагая параметр решетки рав-
ным a0 = 0.3 нм, легко показать, что lsf для пара-
и ферромагнитного слоев равны 200 нм и 10 нм со-
ответственно. Можно теперь оценить величину об-
менного расщепления ∆µ = mx/NF в парамагнит-
ном слое L2 и рассчитать частотную зависимость
поперечной восприимчивости. Заметим, что относи-
тельная поляризация тока выражается через ∆µ как
P = ∆µ/EF .

На рис. 4 показана зависимость поперечной вос-
приимчивости χsc

⊥ (5) в парамагнитном слое L2 с
параметрами спин-вентильной структуры, перечис-
ленными в подписи к рис. 3, как функция частоты
f = ω/2π и волнового вектора q падающей вол-
ны. На вставке изображена зависимость резонанс-
ной частоты (6) от волнового вектора q. Значение
мнимой части поперечной восприимчивости опре-
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Рис. 4. Мнимая часть поперечной восприимчивости

χsc
⊥ (5), деленая на NF , в парамагнитном слое L2 как

функция частоты f = ω/2π падающей волны для различ-

ных значений волнового вектора q. На вставке показана

зависимость резонансной чатоты (6) от волнового векто-

ра q. Параметры расчета: NF = 0.1 эВ−1, vF = 108 см/с,

τ = 5.5 · 10−14 с (соответствует σ = 10−2 (Ом · нм)−1),

τsf = 2.4 ·10−12 с (соответствует lsf = 200 нм), a0 = 0.3 нм,

mx = 9.5 · 10−4 (соответствует ∆µ = 9.5 · 10−3 эВ)

деляется выражением (7). Уменьшение величины
плотности тока в спин-вентильной структуре при-
ведет к уменьшению величины спиновой аккумуля-
ции, а следовательно, и падению резонансной час-
тоты.

Аппроксимируя экспериментальную кривую
мнимой части магнитной восприимчивости функ-
цией Лоренца, можно найти величину ∆µ, которая
будет определяться положением резонанса, и ве-
личину τsf , которая будет определяться шириной
резонансной кривой. Здесь мы учли, что волновой
вектор q электромагнитной волны мал, порядка
ω/c, где c — скорость света, а частота спиновой
релаксации пренебрежимо мала по сравнению с
частотой резонанса, τ−1

sf ≪ ∆µ/~.

4. ВЫВОДЫ

В заключение сформулируем основные резуль-
таты работы. Нами была рассчитана поперечная
магнитная восприимчивость парамагнитного слоя
спин-вентильной структуры с учетом упругого и
спин-зависящего рассеяния под действием эффек-
та неравновесной спиновой аккумуляции. Было по-
казано, что парамагнитная восприимчивость име-
ет резонансный характер, который зависит от ве-
личины спиновой аккумуляции, создаваемой то-
ком, протекающим через спин-вентильную струк-
туру. Аппроксимируя экспериментальную частот-
ную зависимость мнимой части восприимчивости
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полученными аналитическими зависимостями,
можно вычислить такие параметры спинового
транспорта, как спин-диффузная длина lsf , вели-
чина спиновой аккумуляции ∆µ и соответствующие
им величины: время спиновой релаксации τsf и от-
носительная спиновая поляризация тока P . Дан-
ный метод позволит избежать отклонения намагни-
ченности ферромагнитных электродов, так как не
подразумевает использования внешнего магнитного
поля в отличие от метода, основанного на эффекте
Ханле.

Ограничением данного экспериментального ме-
тода является требование к толщине парамагнит-
ного слоя, которая должна быть заведомо мень-
ше, чем спин-диффузионная длина lsf для обеспе-
чения однородности спиновой аккумуляции вдоль
парамагнетика. Плотность тока, протекающего че-
рез спин-вентильную структуру, должна быть как
можно больше, чтобы резонанс магнитной воспри-
имчивости хорошо выделялся на уровне термоэлек-
трических флуктуаций.
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Рассмотрена задача о возбуждении стационарных циркуляционных течений в канале, заполненном немаг-

нитной жидкостью с внедренным облаком феррожидкости под действием однородного вращающегося

магнитного поля. Исследование проводится с целью развития метода интенсификации транспорта ле-

карств в кровеносных сосудах. Показано, что при реалистических значениях параметров системы, в кана-

ле шириной несколько миллиметров могут развиться течения со скоростью порядка нескольких милли-

метров в секунду, что может обеспечить существенную интенсификацию транспорта в тромбированных

сосудах с остановившимся кровотоком.

DOI: 10.31857/S0044451023040168
EDN:

1. ВВЕДЕНИЕ

Проблема интенсификации и адресного транс-
порта лекарств в организме при помощи внешних
электрических и магнитных полей является пер-
спективным направлением развития современной
медицины (см., например, обзор в [1]). Одной из ос-
новных сложностей терапии тромбозов кровеносных
сосудов, и, в частности, провоцируемых ими инсуль-
тов, является слишком медленный диффузионный
транспорт тромболитиков при остановке кровотока
в сосуде. Перспективный метод решения задачи ин-
тенсификации транспорта лекарств в таких услови-
ях был предложен и запатентован в [2,3]. Ключевая
идея этого метода состоит во введении (инжектиро-
вании) в тромбированный сосуд капли нанодисперс-
ной феррожидкости на основе воды или других био-
совместимых растворимых жидкостей. Далее к это-
му сосуду прикладывается осциллирующее магнит-
ное поле, вовлекающее магнитные наночастицы во
вращательное и поступательное движение. Эти дви-
жения частиц передаются содержащей жидкости и

* E-mail: antoniusmagna@yandex.ru

генерируют в ней циркуляционные течения, интен-
сифицирующие распространение лекарства в сосуде
и, за счет этого, его доставку к тромбу. Несмотря на
то, что исследованию этих течений и интенсифика-
ции ими транспорта лекарств посвящено несколько
исследований [3–6], ясного физического понимания
природы этих течений и их оптимальной, с практи-
ческой точки зрения, организации не достигнуто.

Теоретический анализ таких течений в систе-
мах со сферическими частицами под действием вра-
щающегося сильно неоднородного поля был нами
выполнен в недавней работе [6]. В частности, бы-
ло показано, что эти течения возникают в систе-
мах с пространственно неоднородным распределе-
нием частиц, если градиент напряженности поля до-
статочно велик. Однако на практике создать поле с
необходимым градиентом напряженности не просто.
Поэтому представляет интерес исследование ситуа-
ций, когда желаемые течения в несущей жидкости
генерируются в слабо-градиентном или вообще в од-
нородном поле. Отметим, что проблема генерирова-
ния макроскопических течений в однородной ферро-
жидкости, под действием однородного вращающего-
ся поля, обсуждается довольно давно (см., напри-
мер, [7, 8] и ссылки в этих работах). Теория вра-
щательного движения феррожидкости с простран-
ственно однородным распределением частиц, поме-
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щенной в цилиндрический сосуд под действием од-
нородного поля, вращающегося в плоскости, перпен-
дикулярной оси цилиндра, была предложена в [7].
В [8] показано, что эта теория приводит к расхож-
дению с экспериментами, примерно, на четыре де-
сятичных порядков величины.

В этой работе мы предлагаем теоретическую
модель циркуляционного течения, генерируемого в
несущей немагнитной жидкости пространственно
неоднородным облаком феррожидкости под дей-
ствием однородного вращающегося поля в тон-
ком канале, моделирующем кровеносный сосуд. Для
максимального упрощения вычислений и чтобы по-
лучить физически ясные результаты в обозримой
математической форме, мы рассматриваем модель-
ную задачу, в которой канал представляет собой
плоскую щель с бесконечными размерами в ее
плоскости. Полученные результаты показывают, что
пространственно неоднородное распределение час-
тиц в канале может приводить к достаточно интен-
сивным макроскопическим течениям среды, способ-
ным, в частности, существенно интенсифицировать
транспорт лекарств в сосудах.

2. МАТЕМАТИЧЕСКАЯ МОДЕЛЬ И
ОСНОВНЫЕ ПРИБЛИЖЕНИЯ

Рассмотрим бесконечную плоскую щель тол-
щины l, заполненную немагнитной жидкостью. В
эту жидкость внедрена капля феррожидкости, со-
стоящей из одинаковых эллипсоидальных магнит-
ных наночастиц. К каналу приложено вращающе-
еся однородное магнитное поле с компонентами
Hx = H0 sinωt; Hz = H0 cosωt. Эта модельная си-
туация с выбранной системой координат показана
на рис. 1.

Необходимо отметить, что в кровеносный сосуд
должна инжектироваться феррожидкость на осно-
ве среды, растворимой в плазме крови — иначе са-

Рис. 1. Иллюстрация рассматриваемой модели и выбран-

ной системы координат. Эллипсоиды — магнитные нано-

частицы. Масштаб не соблюден

ма инжектированная капля может тромбировать со-
суд. При введении в сосуд растворимой феррожид-
кости эта капля, за счет диффузии, должна доволь-
но быстро «расползтись» в подобие «облака» с бо-
лее или менее плавным пространственным распре-
делением частиц. Поэтому в дальнейшем мы будем
вместо термина «капля» использовать термин «об-
лако».

Обозначим локальную объемную концентрацию
частиц Φ(x, z, t) и, для максимального упрощения
анализа, рассмотрим двумерное приближение, пред-
полагая, что все физические события происходят
в плоскости (x, z), показанной на рис. 1. Другими
словами, мы пренебрегаем зависимостью всех вели-
чин от третьей координаты y. Мы будем предпола-
гать, что концентрация Φ(x, z, t) мала, не превос-
ходит нескольких процентов. Поэтому можно пре-
небречь ее влиянием на локальную эффективную
вязкость η феррожидкости и изменением локально-
го магнитного поля H за счет размагничивающих
эффектов. Соответственно, будем пренебрегать вы-
званным этим эффектом слабым деформированием
капли в направлении поля. Отметим, что приближе-
ние малых концентраций Φ соответствует ограни-
чениям, диктуемым биологической безопасностью
применения магнитных наночастиц в медицинских
технологиях.

Уравнения течения намагничивающейся жидко-
сти в пространственно однородном магнитном поле
при малых числах Рейнольдса могут быть представ-
лены в виде [8, 9]

ρ
∂ vx
∂ t

= − ∂ p

∂ x
+ η∆vx +

1

2

∂

∂ z
(ΦΓ),

ρ
∂ vz
∂ t

= −∂ p
∂ z

+ η∆vz −
1

2

∂

∂ x
(ΦΓ),

∂

∂ x
vx +

∂

∂ z
vz = 0.

(1)

Здесь ∆ = ∂2

∂ x2+
∂2

∂ z2 — оператор Лапласа, Γ — стати-
стически среднее значение магнитного момента сил,
действующих на единицу объема частицы, т. е. ве-
личина момента сил, действующих на частицу, от-
несенная к ее объему. Величина 1

2ΦΓ является анти-
симметричным напряжением, действующим в жид-
кости, благодаря моменту сил Γ [8, 9]. Условие при-
менимости приближения малых чисел Рейнольдса к
рассматриваемой ситуации мы обсудим в конце ра-
боты.

Явный вид момента сил Γ определяется маг-
нитными свойствами частиц феррожидкости. Здесь
рассмотрим случай одинаковых однодоменных
наночастиц с постоянным магнитным моментом

10 ЖЭТФ, вып. 4
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m = MV каждая, где M — намагниченность
насыщения частицы, V — ее объем. Считаем, что
магнитный момент частицы направлен вдоль оси
симметрии частицы, что типично для вытянутых
феррочастиц. Пренебрегая межчастичными вза-
имодействиями, что оправдано, если объемная
концентрация Φ находится в пределах нескольких
процентов, имеем [9, 10]

Γ = µ0HM (〈ex〉hz − 〈ez〉hx) .

Здесь 〈ex〉 и 〈ez〉 — статистически средние компо-
ненты единичного вектора e, направленного вдоль
магнитного момента частиц, т. е. вдоль ее оси сим-
метрии, hz = cosωt, hx = sinωt — компоненты еди-
ничного вектора h = H/H , где H — магнитное поле
внутри щели с жидкостью.

Обозначим w(e) функцию распределения (плот-
ность вероятности) по ориентациям единичного век-
тора e, и выбираем условие ее нормировки в стан-
дартном виде: ∫

w de = 1.

Функция w может быть найдена как решение соот-
ветствующего уравнения Фоккера—Планка, которое
удобно записать в системе координат, вращающейся
вместе с полем H. В этой системе координат поле
неподвижно, несущая жидкость вращается с угло-
вой скоростью – ω, а стационарное уравнение Фок-
кера—Планка имеет вид [9]

ωex′ez′
∂ w

∂ ex′

−Drκ

[
(eiez′ − hi)

∂ w

∂ ei
+ 2wez′

]
=

= Dr

(
∂2

∂ e2i
− 2ei

∂

∂ ei
− eiej

∂

∂ ei∂ ej

)
w, (2)

κ = µ0
mH

kT
, Dr =

kT

6ηV δ(r)
,

δ(r) =
2

3

r2 + 1

1 + 2Nr2 −N
.

Здесь i, j = x′, y′, z′ – вращающиеся с полем H

декартовы координаты; ось z′ направлена вдоль по-
ля; ось x′ находится в плоскости (x, z) (см. рис. 2),
hz′ = 1, hx′ = hy′ = 0; Dr — коэффициент враща-
тельной диффузии частицы; η — вязкость несущей
жидкости; kT — абсолютная температура в энер-
гетических единицах; r — аспектное отношение эл-
липсоида (отношение его оси симметрии к диамет-
ру); N(r) — размагничивающий фактор эллипсои-
да вдоль его главой оси. Явный вид функции N(r)

Рис. 2. Иллюстрация вращающейся системы координат x′,

y′, z′. Ось y′ не показана

можно найти, например, в [10]. В случае вытянутого
эллипсоида с аспектным отношением r

N =
1

r2 − 1

[
r√

r2 − 1
ln
(
r +

√
r2 − 1

)
− 1

]
.

Отметим, что в (2) и далее используются обозначе-
ния Эйнштейна суммирования по повторяющимся
индексам i, j.

В общем случае точное аналитическое решение
уравнения (2) не известно. К хорошим приближени-
ям приводит математически простой метод эффек-
тивного поля, предложенный в работе [11]; его об-
суждение можно найти в книгах [9, 12]. Следуя ос-
новной идее этого метода, умножим обе части урав-
нения (2) на компоненты ez′ и ex′ и проинтегриру-
ем результат по всем направления вектора e. После
вычислений приходим к соотношениям (детали см.
в [9])

−1

2
〈ez′〉+ ω〈ex′〉+ κ

(
1− 〈e2z′〉

)
hz′ = 0, (3)

−1

2
〈ex′〉 − ω〈ez′〉 − κ〈ex′ez′〉hz′ = 0,

〈. . .〉 =
∫
. . . w de.

Для того чтобы определить вторые статистиче-
ские моменты 〈e2z′〉 и 〈ex′ez′〉, следуя [11], мы пред-
ставим неизвестную неравновесную функцию w в
виде равновесной функции, но не в истинном поле
H, а в некотором эффективном поле Hef , компонен-
ты которого предстоит найти:

w =
κef

shκef
exp (κκκef · e)κκκef = µ0

mHef

kT
. (4)

Простые оценки показывают, что для типичных
феррожидкостей на водной основе, состоящих из
частиц диаметром 10–20 нм, коэффициент враща-
тельной диффузии Dr по порядку величины ра-
вен 105–106 с−1. Это намного больше, чем угловая
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скорость ω поля в типичных экспериментах. Сле-
довательно, можно рассматривать функцию w как
почти равновесную в поле H. Математически это
означает, что эффективное поле Hef должно быть
очень близко к истинному полю H. Поэтому поло-
жим Hef = H+ δH или κκκef = κκκ+ δκκκ и примем, что
выполняется сильное неравенство δH ≪ H .

Используя форму (4) в уравнении (3), вычисляя
статистические моменты 〈. . .〉 в линейном прибли-
жении по параметру δκκκ и отношению ω/Dr, мы при-
ходим к линейному алгебраическому уравнению от-
носительно компонент δκκκ и, как следствие, к урав-
нениям относительно статистических моментов 〈ex′〉
и 〈ez′〉. Опуская подробности, которые могут быть
найдены в работах [9, 11, 12], приведем результат:

〈ez′〉 = L(κ), 〈ex′〉 = − ω

Dr

L(κ)

κ− L(κ)
,

L(κ) = cthκ− 1

κ
.

Отметим, что функция L(κ) называется функцией
Ланжевена. Используя вращающуюся систему ко-
ординат x′, y′, z′, можно найти величину момента
сил Γ:

Γ = µ0HM〈ex′〉 = −µ0HM
ω

Dr

L(κ)

κ− L(κ)
. (5)

Используя соотношение (5) в уравнениях (1), полу-
чаем

ρ
∂ vx
∂ t

= − ∂ p

∂ x
+ η∆vx−

− 1

2
µ0HM

ω

Dr

L(κ)

κ− L(κ)

∂

∂ z
Φ, (6)

ρ
∂ vz
∂ t

= −∂ p
∂ z

+ η∆vz+

+
1

2
µ0HM

ω

Dr

L(κ)

κ− L(κ)

∂

∂ x
Φ,

∂

∂ x
vx +

∂

∂ z
vz = 0.

По порядку величины характерное время инер-
ционной релаксации жидкости в щели шириной l

может быть оценено как l2ρ/η. Для феррожидко-
стей на основе воды, заполняющих щели шириной l
∼ 1 мм, это время порядка 1 с. Поэтому здесь мы
пренебрежем коротким периодом инерционного пе-
рехода от состояния покоя жидкости к ее течению,
пренебрегая в (1) производной ∂ vi

∂ t .

Введем функцию потока Ψ по стандартному со-
отношению,

vx =
∂Ψ

∂ z
, vz = −∂Ψ

∂ x
, (7)

автоматически обеспечивающему выполнение усло-
вия несжимаемости жидкости. Подставляя (7) в
уравнения (6), пренебрегая производной ∂ vi

∂ t , после
простых преобразований приходим к уравнению

∆2Ψ =
1

2

µ0HM

η

ω

Dr

L(κ)

κ− L(κ)
∆Φ. (8)

Граничные условия (8) соответствуют непроницае-
мости границ щели и отсутствию скольжения жид-
кости на них. Учитывая, что на бесконечном рассто-
янии вдоль оси х от облака феррожидкости несущая
жидкость должна быть неподвижной, эти условия
могут быть записаны в виде

Ψ = 0,
∂Ψ

∂ z
= 0 при z = 0; z = l, (9)

Ψ → 0 при x→ ∞.

Отметим, что координата z = 0 расположена на
нижней пластине щели на рис. 1, 2.

В пространственно однородном магнитном по-
ле уравнение для объемной концентрации частиц Φ

имеет вид

∂

∂ t
Φ + (v · ∇)Φ = D∆Φ.

Здесь D — коэффициент трансляционной диффу-
зии частиц. Граничные условия к этому уравнению
имеют вид

∂ Φ

∂ z
= 0, при z = 0, l; Φ → 0 при x→ ∞, (10)

Φ = Φ0(x, z), при t = 0,

где Φ0 — начальный профиль концентрации.
В общем случае задача (8)–(10) может быть ре-

шена только численно. Здесь мы рассмотрим на-
чальную стадию генерации течения, предполагая,
что концентрация Φ совпадает со своим начальным
профилем Φ0(x, z). Для определенности мы выбира-
ем гауссово распределение концентрации:

Φ0 = Φ0 exp

(
−
(
(z − Z)2

σ2
z

+
x2

σ2
x

))
. (11)

Здесь точки x = 0, z = Z соответствуют центру
«облака» феррочастиц, σx,z — дисперсии распреде-
ления концентрации частиц в соответствующих на-
правлениях; они задают характерный размер обла-
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ка. Отметим, что распределение (11) вполне соот-
ветствует ситуации инжектирования в канал фер-
рожидкости, растворимой в несущей среде, с неко-
торым ее диффузионным размыванием к моменту
включения вращающегося поля.

Даже при использование приближения с началь-
ной концентрацией Φ ≡ Φ0(x, z) общее решение
уравнения (8) очень сложно, так как оно содер-
жит производные четвертой степени функции Ψ по
координатам. Приведенный ниже анализ показыва-
ет, что наиболее интенсивное генерирование тече-
ния, следовательно, наиболее интересный, с точки
зрения практического применения, случай соответ-
ствует сильному неравенству σx ≫ σz , означающе-
му, что размер облака в направлении продольной
оси x намного больше размера вдоль поперечной
оси z. Физически добиться этого можно, например,
использованием, при инжектировании феррожидко-
сти, стационарного магнитного поля соответствую-
щей конфигурации, которое может быть выключено
при включении вращающего поля, чтобы не затруд-
нять движение частиц. В этом случае сильные нера-
венства ∂

∂ z ≫ ∂
∂ x , ∂2

∂ z2 ≫ ∂2

∂ x2 , ∂4

∂ z4 ≫ ∂4

∂ x4 должны
выполняться для всех физических величин задачи.
В рамках этого приближения уравнение (8) может
быть переписано как

∂4

∂ z4
Ψ =

1

2
µ0HM

ω

Dr

L(κ)

κ− L(κ)

∂2

∂ z2
Φ0.

Решение этого уравнения имеет вид

Ψ = C0 + C1z + C2z
2 + C3z

3+

+
1

2
µ0HM

ω

Dr

L(κ)

κ− L(κ)

z∫

0

ξ∫

0

Φ0(x, ς) dς dξ

Здесь Ci — постоянные интегрирования, которые
определяются из граничных условий (9):

C0 = 0; C1 = 0; C2 = 3
G

l2
− G′

l
; C3 =

G′

l2
− 2

G

l3
,

G = −1

2
µ0HM

ω

Dr

L(κ)

κ− L(κ)

l∫

0

ξ∫

0

Φ0(x, ς) dς dξ,

G′ = −1

2
µ0HM

ω

Dr

L(κ)

κ− L(κ)

l∫

0

Φ0(x, ς) dς dξ.

Отметим, что функция потока Ψ, и следовательно,
компоненты скорости течения v, не зависят от вре-
мени. Это означает, что однородное вращающееся

Рис. 3. Продольная vx компонента скорости генерируемо-

го течения для суспензии сферических частиц (r = 1).

Параметры системы: намагниченность насыщения мате-

риала частиц M = 450 кА/м (магнетит); ширина щели

l = 2 мм; напряженность поля H = 50 кА/м; диаметр

частиц d = 15 нм; объемная концентрация в центре об-

лака Φ0 = 0.05; характерный размер облака в продоль-

ном направлении σx = 1 см; в поперечном направлении

σz = l/5 (a) и σz = l/2 (б). Центр капли находится на

уровне Z = l/2 (середина щели). Символы у кривых —

продольные координаты, для которых определяется ско-

рость течения x1 = σx/4; x2 = σx; x3 = 2σx. Расчеты вы-

полнены при комнатной температуре (kT ≈ 4 · 10−21 Дж);

угловая частота вращения поля ω = 10 с−1, что соответ-

ствует экспериментам [2,3]

Рис. 4. То же, что на рис. 3 при Z = σz/2 (σz = l/2)

поле порождает стационарные потоки в рассматри-
ваемом канале. Подчеркнем, что для генерирования
этих потоков необходимо, чтобы концентрация час-
тиц Φ зависела от пространственных координат.

3. РЕЗУЛЬТАТЫ И ВЫВОДЫ

Некоторые результаты расчетов продольной
компоненты скорости vx, представляющей наиболь-
ший интерес с точки зрения транспорта лекарства
или другой нейтральной примеси вдоль оси х кана-
ла, приведены на рис. 3–5. Отметим, что ширина
канала l выбиралась так, чтобы она соответство-
вала характерному диаметру кровеносного сосуда,
тромбирование которого может вызывать опасность
для здоровья и жизни человека.
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Рис. 5. То же, что на рис. 3 для вытянутых эллипсоидов с

аспектным отношением r = 20

Эти результаты показывают, что при вполне ре-
алистических параметрах системы можно генериро-
вать течения с продольной скоростью выше несколь-
ких миллиметров в секунду. Отметим, что в рабо-
те [3] темп диффузионного транспорта тромболи-
тиков в тромбированных сосудах был оценен как
0.8 мкм/с. Следовательно, конвективные течения с
характерной скоростью порядка миллиметра в се-
кунду, действительно, могут существенно интенси-
фицировать транспорт лекарства в таких сосудах.

Уменьшение поперечного размера капли σz по
сравнению с продольным σx, при прочих равных
условиях, приводит к заметному увеличению ско-
рости генерируемого течения. Изменение централь-
ного уровня поперечного размера Z капли слабо
влияет на величину скорости течения. Эффект же
формы частиц весьма силен — вытянутые эллип-
соидальные частицы генерируют существенно более
сильные течения, чем сферические. По мере удале-
ния, вдоль оси х, от внедренного облака феррожид-
кости, скорость генерируемых течений быстро зату-
хает. Это значит, что феррожидкость нужно инжек-
тировать по возможности близко к тромбу.

Оценим правомерность применения приближе-
ния малого числа Рейнольдса Re для рассматрива-
емой ситуации. Пусть плотность и вязкость жид-
кости равны таковым для воды (ρ ∼ 103 кг/м3 и
η ∼ 10−3 Па·с), а ширина щели соответствует диа-
метру кровеносного сосуда, тромбирование которо-
го опасно для здоровья человека (l ∼ 10−3 м). Тогда
Re ∼ 1 при vx ∼ 10−3 м/с. Это значит, что резуль-
таты, представленные на рис. 3 и 4 соответствуют
верхней границе, когда линейные уравнения (1) мо-
гут быть использованы, результаты же, представ-
ленные на рис. 5 — вне области применимости этих
уравнений. Однако результаты, представленные на
рис. 5 качественно указывают на то, что при ис-
пользовании длинных стержнеобразных частиц вме-
сто сферических вращающее поле может генериро-

вать течения с гораздо большой скоростью. Количе-
ственный же расчет требует численного исследова-
ния уравнения Навье—Стокса с учетом нелинейного
инерционного члена.

Оценим характерное время периода, при кото-
ром можно пренебречь изменением концентрации Φ

за счет конвективного переноса частиц генериру-
емыми течениями. По порядку величину это вре-
мя может быть оценено как σx/vx. Если выбрать
σx ∼ 10−2 м и vx ∼ 10−3 м/с, то, по порядку ве-
личины, это время около 10 с, что вполне доста-
точно для экспериментального наблюдения описан-
ной здесь начальной стадии генерации течений, со-
ответствующей рис. 3 и 4. После этого существен-
ным становится изменение концентрации Φ за счет
конвективных явлений. Учет этого обстоятельства
делает задачу (1) существенно нелинейной, допус-
кающей только численные решения. Мы планируем
в ближайшее время провести исследование полной
нелинейной задачи, включающей в себя уравнение
Навье—Стокса с квадратичным по скорости членом
и учет изменения концентрации Φ со временем. По-
лученные здесь результаты свидетельствуют о пер-
спективности таких исследований и будут служить
основой для них.

4. ЗАКЛЮЧЕНИЕ

В настоящей работе исследована модельная за-
дача о генерации циркуляционных течений в ка-
нале с немагнитной жидкостью и инжектирован-
ной в нее каплей (облаком) нанодисперсной ферро-
жидкости под действием однородного вращающего-
ся магнитного поля. Расчеты показывают, что, при
вполне реалистических параметрах системы, часто-
ты и напряженности магнитного поля, в канале мо-
гут быть генерированы течения со скоростью с ам-
плитудой порядка 1 мм/c. Эти течения могут суще-
ственно интенсифицировать транспорт нейтральной
молекулярной примеси (лекарства) в несущей жид-
кости, что подтверждает идею, высказанную в ра-
ботах [2, 3] о перспективности метода генерирова-
ния магнитоиндуцированных течений в тромбиро-
ванных кровеносных сосудах для интенсификации
в них транспорта тромболитиков. Наши результа-
ты показывают, что использование феррожидкости
с длинными стержнеобразными частицами, с точки
зрения генерирования течений, может быть гораздо
более эффективным, чем использование традицион-
ных феррожидкостей со сферическими частицами.
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Представленные аналитические результаты получе-
ны в предположении о выполнении довольно силь-
ных упрощений (малые числа Рейнольдса; сохране-
ние профиля концентрации внедренных магнитных
наночастиц в неизменном начальном виде). Выход
за рамки этих приближений требует численного ис-
следования нелинейных уравнений феррогидроди-
намики и переноса примеси, что должно быть пред-
метом отдельной работы.

Представленные результаты могут быть основой
для таких исследований. Необходимо отметить, что
в этой работе мы не учитывали влияние тромба на
генерируемые течения. Такая задача, в силу суще-
ственного изменения граничных условий, требует
отдельного исследования.

Следует также отметить, что, в принципе, дви-
жение магнитных частиц во вращающемся поле мо-
жет вызывать нагрев содержащей их жидкости.
Этот эффект (магнитная гипертермия) активно ис-
следуется в литературе в связи с перспективами его
применения для лечения онкологических заболева-
ний (см., например, [13, 14]). Из многочисленных
теоретических и экспериментальных работ извест-
но, что заметный нагрев жидкости с вязкостью воды
происходит при частотах поля порядка десятков и
сотен килогерц. Поэтому при рассмотренных часто-
тах порядка 10 Гц сколько-нибудь ощутимых терми-
ческих эффектов не будет.
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держке РФФИ (грант 21-52-12013) и Министерства
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На основе уравнения состояния «физической» модели плазмы, в которой рассматривается взаимодей-

ствующая смесь электронов и ядер (протонов), выведены путем тождественных преобразований две

химические модели плазмы, описывающие смесь свободных электронов, ионов и атомов. Полученные

химические модели удовлетворяют правилу «книжной закладки» Онзагера — уравнение состояния не

зависит от положения закладки — границы, разделяющей свободные и связанные состояния. Выпол-

нено исследование влияния возбужденных состояний атома на уравнение состояния и ионизационного

равновесия. Сделан вывод о завышенном вкладе дебаевского притяжения в традиционных «химиче-

ских» моделях. Полученные соотношения для снижения потенциала ионизации и уравнения состояния

существенно отличаются от общепринятых выражений и качественно объясняют наблюдаемый в экспе-

риментах эффект «идеальности» неидеальной плазмы.

DOI: 10.31857/S004445102304017X
EDN:

1. ВВЕДЕНИЕ

Исследованию уравнения состояния плотной
плазмы в условиях, когда заметную роль играют
межчастичные, особенно кулоновское, взаимодей-
ствия, в последнее время было уделено большое
внимание [1]. Были исследованы плазма инертных
газов и плазма щелочных металлов, в основном
цезия. Уравнение состояния плазмы инертных
газов исследовалось ударно-волновыми метода-
ми [2], уравнение состояния плазмы цезия — на
подогреваемой ударной трубе [3, 4], на установке
адиабатического сжатия [5], а также с исполь-
зованием электровзрыва цезиевой проволочки в
плотном инертном газе [6, 7].

Вместо ожидаемого плазменного фазового пере-
хода [8] или каких-либо следов его существования
был обнаружен неожиданный эффект — «идеаль-
ность» поведения «неидеальной» плазмы. Этот эф-
фект был замечен и в плазме инертных газов [2], но
особенно в плазме паров цезия [3–7]. При обработ-
ке результатов экспериментов [3–7] отмечалось, что

* E-mail: shum−ac@mail.ru

расчеты уравнения состояния по «химической» мо-
дели идеальной плазмы весьма удовлетворительно
описывают данные эксперимента в условиях разви-
той кулоновской неидеальности по сравнению с рас-
четами в рамках традиционных «химических» мо-
делей, в которых использовалась дебаевская модель
для энергии заряда, помещенного в плазму. По ре-
зультатам работы [6] была даже высказана рекомен-
дация использовать «химическую» модель идеаль-
ной смеси для практических расчетов уравнения со-
стояния плотных паров цезия, включая область дву-
кратной ионизации.

В то время мало кто решался посягнуть на ав-
торитет Дебая и его модель, использованную к то-
му же для предсказания плазменного фазового пе-
рехода. В такой ситуации, применительно к плаз-
ме инертных газов, были предложены подходы, ко-
торые не затрагивали результатов дебаевской мо-
дели, но вносили дополнительное отталкивание в
расчеты и тем самым компенсировали влияние по-
правки Дебая, носящей характер притяжения. Сре-
ди таких моделей отметим модель «ограниченного
атома», предложенную в работе [9]. В этой моде-
ли для нахождения спектра связанных состояний
атома вместо традиционного граничного условия —
обращения волновой функции в нуль на бесконеч-
ности, предлагалось использовать иное — обраще-
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ние волновой функции в нуль на некотором конеч-
ном расстоянии. Такое граничное условие, по мне-
нию авторов работы [9], качественно моделировало
влияние среды на атом. Действительно, взаимодей-
ствие электронов с атомами инертных газов носит
характер отталкивания, поэтому «эффект твердой
стенки» в принципе возможен, но все зависит от то-
го, как эта стенка возникает и где она находится.
А вот применительно к парам щелочных металлов,
где взаимодействие электронов с атомами носит ха-
рактер притяжения и приводит к образованию от-
рицательных ионов, модель «ограниченного атома»
совершенно не применима, хотя эффект «идеаль-
ности» там был зафиксирован [3–7] даже с боль-
шей определенностью, чем в плазме инертных газов.
В итоге модель «ограниченного атома» в большин-
стве «химических» моделей не закрепилась, а об-
наруженный эффект «идеальности» в плазме паров
цезия, да и в плазме инертных газов так и остал-
ся без объяснения. Неплохое согласие давала деба-
евская модель в большом каноническом ансамбле.
Ниже мы ее рассмотрим более подробно.

Главный эффект «неидеальности» в плазме воз-
никает при внесении в нее пробного заряда, кото-
рый поляризует ее, отталкивая одноименные заряды
и притягивая разноименные. В результате возника-
ет эффект притяжения пробного заряда к плазме.
Энергию, которую приобретает заряд, помещенный
в классическую плазму за счет ее поляризации, бу-
дем называть дебаевской. Впервые эта энергия была
рассчитана Дебаем и Хюккелем [10] применительно
к растворам электролитов. Вклад дебаевской энер-
гии в уравнение состояния плазмы и снижение по-
тенциала ионизации атома традиционно считались
главными проявлениями взаимодействия между за-
рядами; иногда говорят об эффектах неидеальности
в плазме [11].

Параллельно с поляризацией кулоновское взаи-
модействие ведет к образованию связанных состо-
яний — атомов. Это чисто квантовый эффект, по
крайней мере для низколежащих уровней. Для изо-
лированного атома число связанных состояний бес-
конечно велико, и формально вычисленная стати-
стическая сумма атома расходится. Необходимо об-
резание статистической суммы на том или ином
уровне, что приводит к зависимости результатов
расчета от положения границы обрезания. Наличие
такой зависимости противоречит правилу «книж-
ной закладки» Онзагера, сформулированному им
устно на конференции [12] (в дальнейшем правило
Онзагера): как итоговый результат бухгалтерской
книги не зависит от положения закладки, так и рас-

чет уравнения состояния плазмы не должен зави-
сеть от места расположения границы, разделяющей
связанные и свободные состояния. Правилу Онза-
гера полностью соответствуют результаты расчета
уравнения состояния атомарной плазмы в большом
каноническом ансамбле для ее «физической» моде-
ли — модели, в которой рассматривается взаимодей-
ствующая смесь электронов и ядер (протонов). В
работах [13–16] строго получены первые члены раз-
ложения большого термодинамического потенциала
(давления) по степеням активности. Учтены коллек-
тивные эффекты поляризации и парные эффекты
во взаимодействии зарядов обоих знаков, в том чис-
ле приводящие к образованию атомов. Понятие «за-
кладки» в физической модели просто отсутствует, и
в этом смысле ее результаты полностью удовлетво-
ряют правилу Онзагера. Именно такую реализацию
правила Онзагера мы и используем в данной работе.
К сожалению, область применимости «физической»
модели ограничена только атомарной плазмой и не
допускает строгого учета молекулярных ионов, мо-
лекул и так далее.

В практических расчетах доминируют «химиче-
ские» модели плазмы, в которых для атомарной
плазмы рассматривается смесь свободных электро-
нов, ионов и атомов (возможно рассмотрение и бо-
лее сложной номенклатуры частиц). Для конкрет-
ных расчетов, учитывающих кулоновское взаимо-
действие, необходимо задать две величины: стати-
стическую сумму Σa атома и поправку к свободной
энергии Гельмгольца ∆f идеальной смеси, описыва-
ющую эффект взаимодействия между свободными
электронами и ионами. Выбором этих величин и от-
личаются «химические» модели. В работе [17] рас-
смотрены более десятка вариантов «химических»
моделей, используемых для расчета термодинамиче-
ских функций и состава плазмы паров цезия. Вопрос
о соблюдении правила Онзагера в то время вообще
не ставился. И статистическая сумма, и поправка на
взаимодействие свободных зарядов выбирались до-
статочно произвольно, исходя из вариантов, предло-
женных в литературе и пристрастий авторов. Есте-
ственно, результаты расчетов различались довольно
существенно, а ведь ответ, в соответствии с прави-
лом Онзагера, должен быть единственным.

В серии работ Эбелинга с сотрудниками [18,
19] впервые проанализированы некоторые «химиче-
ские» модели плазмы и электролитов с использова-
нием правила Онзагера, который рассматривается в
виде принципа «стационарности». Решения для ва-
рьируемых параметров выбираются в области мини-
мума свободной энергии Гельмгольца.
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В настоящей работе сделана попытка объяснить
эффект «идеальности» в «неидеальной» плазме с
использованием результатов разложения уравнения
состояния по степеням активностей в большом ка-
ноническом ансамбле — «физической» модели плаз-
мы [13–16]. «Химические» модели плазмы строго
выводятся из этих разложений и, следовательно,
удовлетворяют правилу Онзагера, т. е. приводят к
уравнению состояния, не зависящему от положения
«закладки». Задавая то или иное выражение для
статистической суммы атома (положение «заклад-
ки»), мы получаем «химические» модели, которые,
хотя и различаются поправками к давлению, сни-
жению потенциала ионизации, приводят к единому
уравнению состояния (например, зависимости дав-
ления от плотности ядер), от положения «закладки»
не зависящего. Статистическая сумма атома от по-
ложения «закладки» зависит. Передвигаясь по шка-
ле энергий, она («закладка») меняет число связан-
ных и свободных частиц в плазме, не меняя сум-
марного количества ядер. Меняются статистическая
сумма атома (незначительно) и идеальный вклад в
давление (существенно): если электрон-ионная па-
ра связанная, то ее вклад в давление соответствует
вкладу одной частицы, а если это пара не связанных
частиц, то этот вклад соответствует вкладу двух
частиц. Доля таких частиц невелика, но разность
вклада в давление — это температура, умноженная
на их концентрацию. Показано, что эти новые по-
правки в давление оказываются порядка дебаевской
поправки, но с обратным знаком. На возможность
такого эффекта было обращено внимание в рабо-
тах [20,21]. При этом зависимость давления от пол-
ной плотности не меняется, меняется соответству-
ющая модель смеси — «химическая» модель. Если
коротко, то цель работы состоит в том, чтобы про-
демонстрировать, что максимально «идеальная хи-
мическая» модель, удовлетворяющая правилу Онза-
гера, может быть выведена из точных разложений
«физической» модели неидеальной плазмы.

2. ТРАДИЦИОННАЯ «ХИМИЧЕСКАЯ»
МОДЕЛЬ АТОМАРНОЙ ПЛАЗМЫ.

КАНОНИЧЕСКИЙ АНСАМБЛЬ

Рассмотрим в каноническом ансамбле реагирую-
щую смесь, состоящую из Ne электронов, Ni ионов
и Na атомов (в дальнейшем атомарная плазма), на-
ходящуюся в объеме V при температуре kBT ≡ 1/β.
Свободная энергия Гельмгольца F в предположе-
нии, что газ атомов является идеальным, а свобод-

ные заряды слабо взаимодействуют друг с другом,
имеет следующий вид [22]:

βF = −Ne ln
( 2eV

Neλ3e

)
−Ni ln

( eV

Niλ3i

)
−

−Na ln
(eVΣa
Naλ3a

)
− (Ne +Ni)∆f, (1)

где λl = (2π~2β/ml)
1/2 и ml — тепловая длина вол-

ны и масса частицы сорта l = e, i, a; Σa — внут-
ренняя статистическая сумма атома; e — основание
натурального логарифма; ∆f — поправка к свобод-
ной энергии идеальногазовой смеси в температур-
ных единицах на одну частицу, обусловленная взаи-
модействием свободных электронов и ионов между
собой. Соотношение (1) описывает систему зарядов
в достаточно широкой области давлений и темпера-
тур от идеального газа атомов до полностью иони-
зованной слабонеидеальной плазмы.

Для поправки ∆f , учитывающей взаимодей-
ствие свободных зарядов, воспользуемся результа-
том дебаевской теории для энергии заряда в плазме:

ED =
q2

2RD
, (2)

где RD = 1/
√
4πβq2(ne + ni) — дебаевский радиус,

через который определяется плазменный параметр

Γ =
βq2

RD
. (3)

Используя соотношение, связывающее ∆f и ED, по-
лучим

∆f =

∞∫

T

Γ/2

T
dT =

Γ

3
. (4)

В результате из определения P = −∂F/∂V имеем

βP = (ne + ni)
(
1− Γ

6

)
+ na. (5)

Концентрации электронов ne, ионов ni и атомов na
связаны между собой формулой Саха, учитываю-
щей снижение потенциала ионизации β∆I = −Γ:

na = nine
λ3e
2
Σae

−Γ. (6)

Соотношения (5), (6) соответствуют широко рас-
пространенной в литературе и учебниках [11] про-
стейшей модели неидеальной плазмы. Мы назовем
ее традиционной химической моделью (TХM).

Проблему расходимости статистической суммы
атома мы обсудим ниже.
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3. ОБРАЗОВАНИЕ АТОМОВ В БОЛЬШОМ
КАНОНИЧЕСКОМ АНСАМБЛЕ.

«ФИЗИЧЕСКАЯ» МОДЕЛЬ ПЛАЗМЫ

В большом каноническом ансамбле рассматрива-
ется система электронов и ядер (протонов), для ко-
торых заданы химические потенциалы µe, µi или ак-
тивности ze = exp(βµe)/λ

3
e, zi = exp(βµi)/λ

3
i . Ино-

гда говорят о «физической» модели плазмы, в ко-
торой предположение о наличии атомов не делает-
ся. Атомы и поправки на взаимодействие в непре-
рывном спектре возникают из квантовых групповых
разложений для большого термодинамического по-
тенциала (давления) в большом каноническом ан-
самбле. Разложение идет по степеням активностей
ze,i — эффективных плотностей, которые затем на-
ходятся из уравнений материального баланса.

Усилиями многих авторов [13–16] были получены
первые члены разложения по степеням активностей
электронов ze и ионов zi для давления P и полной
концентрации частиц n. Для классической в непре-
рывном спектре плазмы с точностью до членов z2

для P и n имеем

βP = (ze + zi)
(
1 +

α

3

)
+ zezi

λ3e
2
ΣPL, (7)

n = ze

(
1 +

α

2

)
+ zezi

λ3e
2
ΣPL, (8)

где α = βq2
√
4πβq2(ze + zi) — плазменный пара-

метр, выраженный через активности ze,i (это важ-
но), а

ΣPL =
∞∑

k=1

2k2
(
exp
(βRy
k2

)
− 1− βRy

k2

)
, (9)

где k — главное квантовое число. Возникающая
в разложениях сходящаяся величина ΣPL хорошо
известна и носит название (не совсем корректное)
статистической суммы Планка – Ларкина (PL). Она
отличается от действительной статистической сум-
мы атома наличием двух последних слагаемых в
скобках. Эти слагаемые нарушают требование о
больцмановском характере заселенностей связан-
ных уровней в атомах. Такая структура ΣPL воз-
никла как результат взаимной компенсации вкладов
от электрон-электронных, электрон-ионных и ион-
ионных взаимодействий во второй групповой коэф-
фициент. Как будет показано ниже, наличие именно
этих двух слагаемых в конечных результатах (7), (8)
и приводит к необычным, даже парадоксальным ре-
зультатам для атомарной плазмы.

Соотношения (7), (8) носят название «физиче-
ская» модель плазмы и описывают состояния плаз-

мы от полностью ионизованной неидеальной плаз-
мы до атомарного газа, т. е. фактически те же со-
стояния, что и «химическая» модель (1). В «физи-
ческой» модели при расчете уравнения состояния не
требуется решать вопросы об ограничении статисти-
ческой суммы и о снижении потенциала ионизации,
поскольку не требуется решать задачу о расчете со-
става. Это обстоятельство и позволяет утверждать,
что «физическая» модель (7), (8) полностью удовле-
творяет правилу Онзагера.

4. «ХИМИЧЕСКАЯ» МОДЕЛЬ
ЭБЕЛИНГА– ЛИКАЛЬТЕРА (EL)

Выполним простейший переход к «химической»
модели плазмы, исходя из соотношений (7), (8) и
действуя аналогично работам [23–25].

Начнем с определения концентрации связанных
состояний атомов na:

na = zezi
λ3e
2
ΣPL. (10)

Из выражения (8) находим концентрацию свобод-
ных зарядов ne и ni:

ne,i = n− na = ze,i

(
1 +

α

2

)
. (11)

Подставляя ze,i = ne,i/(1 + α/2) в (7), (8), получим

βP = (ne + ni)
1 + α/3

1 + α/2
+ na =

= (ne + ni)(1 −∆pPL) + na, (12)

na = neni
λ3e

2 (1 + α/2)
2ΣPL =

= neni
λ3e
2
ΣPL exp(−β∆IPL), (13)

где

∆pPL =
α/6

1 + α/2
, (14)

β∆IPL = 2 ln (1 + α/2) . (15)

Полученная нами связь давления с полной кон-
центрацией (уравнение состояния) является пара-
метрическим. Чтобы завершить переход к «хи-
мической» модели, необходимо дополнить уравне-
ния (12)–(15) соотношением, связывающим концен-
трации свободных частиц ne, ni с активностями ze,
zi. Эту связь можно определить из уравнения (11).
Сложим эти уравнения для электронных и ионных
концентраций и умножим полученную сумму на ве-
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личину 4π
(
βq2
)3

. В результате получим уравнение,
предложенное Ликальтером [26]:

Γ2 = α2
(
1 +

α

2

)
. (16)

Будучи дополнена уравнениями электроней-
тральности ne = ni и баланса n = ne + na,
«химическая» модель EL, определяемая соот-
ношениями (12)–(16), полностью соответствует
результатам «физической» модели (7), (8) и тем
самым удовлетворяет правилу Онзагера.

5. «ХИМИЧЕСКАЯ» МОДЕЛЬ
ВОРОБЬЕВА – ХОМКИНА– ШУМИХИНА

(VKS). РОЛЬ ВОЗБУЖДЕННЫХ
СОСТОЯНИЙ АТОМА В ПЛАЗМЕ

В литературе [1] обсуждаются десятки вариан-
тов расчета статистической суммы атома, связан-
ных с различными моделями реализации последнего
уровня. Отметим характерные: последний уровень в
дебаевском потенциале; штарковское слияние уров-
ней; оценки предельных размеров орбиты связанно-
го электрона (от длины Ландау до радиуса ячейки
Вигнера – Зейтца) и т. д. Мы не будем обсуждать до-
стоинства и недостатки этих моделей, а ограничим-
ся в своих выкладках рассмотрением двух из них:
статистической суммой Планка – Ларкина, в кото-
рой эффективно учитывается минимальное количе-
ство связанных состояний, и статистической суммой
в приближении ближайшего соседа (nearest neighbor
approximation, NNA), в которой их число предельно
возможное:

Σa = ΣNNA =
∞∑

k=1

2k2 exp

(
βRy

k2

)
ωk(ze,i). (17)

В литературе, особенно астрофизической, это выра-
жение для ΣNNA весьма популярно [27]. Предпола-
гается, что связанные состояния атома реализуются
с вероятностью ωk(ze,i), т. е. до тех пор, пока размер
их орбиты не превосходит размера ячейки Вигне-
ра – Зейтца для зарядов Ri = (3/4π(ze + zi))

1/3.
Формально нет никаких запретов повторить вы-

кладки (12)–(16), но при этом использовать иное вы-
ражение для определения концентрации атомов:

na = zezi
λ3e
2
ΣNNA. (18)

Заметим, что при таком подходе можно использо-
вать и иные приближения для статистической сум-
мы атома, меняя выражение для ωk(ze,i).

Из (8) однозначно следует выражение для
ne = n− na, так что соотношение (8) выполняется:

ne = ni = ze

(
1 +

α

2
+ zi

λ3e
2
ΣPL − zi

λ3e
2
ΣNNA

)
. (19)

Необходимо вычислить разность двух величин: ста-
тистических сумм в приближениях PL и NNA.

Способ расчета этой разности предложен в рабо-
те [28]. Рассмотрим статистическую сумму атома в
приближении ближайшего соседа:

ΣNNA =
∞∑

k=1

2k2 exp

(
βRy

k2

)
ωk, (20)

где

ωk = exp

(
−4π

3
r3k(ze + zi)

)
. (21)

В (21) rk = δa0k
2 — радиус орбиты связанного элек-

трона с главным квантовым числом k. Величина
δ = 1, 2 соответствует квантовому и классическому
определению размера орбиты. Нам представляется
разумным использовать для возбужденных состоя-
ний классическое определение радиуса орбиты (по
Ликальтеру [29]). Экспонента в (21) описывает пуас-
соновскую вероятность отсутствия свободных заря-
дов с концентрациями ze, zi внутри сферы радиуса
rk. Мы не акцентируем внимание на некоторых раз-
личиях концентраций свободных зарядов и актив-
ностей, поскольку, как будет видно из дальнейшего,
для слабонеидеальной плазмы они практически сов-
падают. Выполним тождественное преобразование:

ΣNNA =

∞∑

k=1

2k2
[(

exp

(
βRy

k2

)
− 1− βRy

k2

)
ωk +

+

(
1 +

βRy

k2

)
ωk

]
. (22)

В первом слагаемом в квадратных скобках действу-
ют два обрезающих фактора. В круглых скобках
первый соответствует радиусу орбиты r ∼ βq2 —
длине Ландау, а второй определяется величиной ωk
и соответствует радиусу орбиты r ∼ (ze + zi)

−1/3.
Поскольку длина Ландау в слабонеидеальной плаз-
ме всегда меньше среднего межчастичного расстоя-
ния, то первый фактор (r ∼ βq2) «сработает» рань-
ше, и мы можем положить ωk = 1. Таким образом,
первое слагаемое в (22) превращается в статистиче-
скую сумму PL (9). Во втором слагаемом в (22) мы
можем выполнить суммирование непосредственно, а
можем перейти от суммирования к интегрированию
по k, поскольку главный вклад в эту сумму дают вы-
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соковозбужденные уровни с большими квантовыми
числами k (dk ∼ 1 ≪ k):

ΣNNA = ΣPL +

∞∫

0

dk 2k2
(
1 +

βRy

k2

)
ωk = ΣPL +∆Σa.

(23)
Второе слагаемое в (23) рассчитывается аналитиче-
ски [22, 28]:

∆Σa =
1√
3δ3

(
1

4π(ze + zi)a30

)1/2
Γ

(
1

2

)
+

+
βRy

3
√
δ

(
3

4π(ze + zi)a30

)1/6
Γ

(
1

6

)
, (24)

где Γ(x) — гамма-функция.

6. УРАВНЕНИЕ СОСТОЯНИЯ И
ИОНИЗАЦИОННОГО РАВНОВЕСИЯ В

МОДЕЛИ VKS. ФОРМУЛА САХА

Возвращаясь к (19), из (7), (8) получим соотно-
шения для концентрации свободных электронов и
атомов, а также для уравнения состояния:

ne = ze

(
1 +

α

2
− zi

λ3e
2
∆Σa

)
, (25)

na = zezi
λ3e
2
ΣNNA, (26)

βP = (ze + zi)

(
1 +

α

3
− zezi
ze + zi

λ3e
2
∆Σa

)
+

+ zezi
λ3e
2
ΣNNA. (27)

Заметим, что формулы (25)–(27) можно использо-
вать и для других вариантов расчета статистиче-
ской суммы. При этом точные асимптотические со-
отношения (7), (8) выполняются, следовательно, вы-
полняется и правило Онзагера. Вводя обозначение
K(α) = zi(λ

3
e/2)∆Σa и учитывая, что ze = zi, полу-

чим

na = neni
λ3e
2
ΣNNAe

−∆I , (28)

где ∆I = 2 ln (1 + α/2−K(α)),

βP = (ne + ni)(1−∆p) + na, (29)

где
∆p =

α/6−K(α)/2

1 + α/2−K(α)
. (30)

Величина K(α) вычислена в работе [22] и равна

K(α) = α
π
√
6

24
√
δ3

+ α5/3

√
2π31/6

48
√
δ

Γ

(
1

6

)
. (31)

Рис. 1. Решение уравнения Ликальтера α(Γ) для δ = 2:

1 — Γ; 2 — EL-модель, уравнение (16); 3 — VKS-модель,

уравнение (32)

Рис. 2. Снижение потенциала ионизации β∆I в зависи-

мости от Γ для δ = 2: 1 — модель ТХМ, уравнение (6);

2 — модель EL, уравнение (15); 3 — модель VKS, уравне-

ние (28).

Уравнение Ликальтера (16) немного модифицирует-
ся:

Γ2 = α2
(
1 +

α

2
−K(α)

)
. (32)

«Химическая» модель VKS определяется соотноше-
ниями (28)–(32).

На рис. 1 сравниваются решения уравнения Ли-
кальтера для EL- и VKS-моделей атомарной плазмы
с величиной Γ. Близость решений α(Γ) к величине Γ

означает близость концентраций свободных зарядов
и активностей. Сразу заметим, что максимальную
близость демонстрирует модель VKS.

На рис. 2, 3 показаны снижение потенциала иони-
зации и поправки к давлению как функции плазмен-
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Рис. 3. Безразмерная поправка к давлению ∆p в зависи-

мости от Γ для δ = 2: 1 — модель ТХМ, уравнение (6);

2 — модель EL, уравнение (14); 3 — модель VKS, уравне-

ние (30)

ного параметра Γ.
В пределе α→ 0 и для δ = 2 получаем

α→ Γ, (33)

K(α) → α
π
√
6

24 · 2
√
2
→ Γ

π
√
6

48
√
2
, (34)

∆I → α− 2K(α) = Γ

(
1− π

√
6

12 · 2
√
2

)
=

= 0.773 (0.359)Γ, (35)

∆p =
α

6
− K(α)

2
=

Γ

6

(
1− π

√
6

8 · 2
√
2

)
=

= 0.66 (0.038)
Γ

6
. (36)

Величина K(α) описывает влияние возбужденных
атомов. Сравнивая выражения (35), (36) c (5), (6),
видим, что возбужденные атомы играют существен-
ную роль при переходе от «физической» к «химиче-
ской» модели, меняя численный коэффициент при
параметре неидеальности. В скобках в (35) и (36)
указаны величины поправок для δ = 1.

«Химическая» модель VKS, определяемая соот-
ношениями (28)–(32), полностью соответствует ре-
зультатам «физической» модели (7), (8) и тем са-
мым удовлетворяет правилу Онзагера, как и «хими-
ческая» модель EL (12)–(16). Уравнения состояния
для моделей EL и VKS будут совпадать, но составы
будут разные.

7. ОБСУЖДЕНИЕ РЕЗУЛЬТАТОВ

Формулы (35), (36) описывают необычный ре-
зультат «химической» модели VKS: дебаевское сни-
жение потенциала ионизации ∆ID = Γ и поправка к
давлению ∆pD = Γ/6 существенно уменьшаются.

Какую же «химическую» модель выбрать. Если
речь идет о расчете уравнения состояния, то моде-
ли EL и VKS идентичны и дают одинаковые ре-
зультаты. При обработке экспериментов использо-
валась традиционная «химическая» модель (ТХМ)
идеальной плазмы (δf = 0) Эксперименты, особенно
для плазмы паров цезия, показали явное преимуще-
ство «химической» модели идеальной плазмы. Про-
веденный нами анализ показывает, что максималь-
ную «степень идеальности» демонстрирует модель
VKS, что позволяет говорить о согласии с данны-
ми экспериментов [2–7] и о найденном объяснении
эффекта «идеальности» неидеальной плазмы.

Рассмотрим слабонеидеальную плазму, «почти»
полностью ионизованную (βRy < 1), в которой при-
сутствуют только возбужденные атомы n∗

a, их доля
невелика и описывается вторым слагаемым стати-
стической суммы (23):

n∗
a = neni

λ3e
2
∆Σa. (37)

Считая n∗
a ≪ n, ищем решение (37) в виде

ne = n(1− θ), (38)

n∗
a = n− ne = nθ, (39)

θ = (1− θ)2n
λ3e
2
∆Σa. (40)

Для θ ≪ 1 получаем

θ = n
λ3e
2
∆Σa = Γ

π
√
6

24
√
δ3

+

+ Γ5/3

√
2π 31/6

48
√
δ

Γ

(
1

6

)
= K(Γ). (41)

Запишем выражение для давления смеси свобод-
ных электронов, ионов и возбужденных атомов, ис-
пользуя соотношение (30) для поправки к давлению
β∆p = Γ/6−K(Γ)/2.

Учитывая, что α → Γ при α → 0, получим

βP = (ne + ni)

(
1− Γ

6
+
K(Γ)

2

)
+ na. (42)

Подставляя (38), (39) в (42), в линейном по Γ при-
ближении (θ ∼ Γ) получим

βP = 2n(1−θ)
(
1− Γ

6
+
θ

2

)
+nθ ∼= 2n

(
1− Γ

6

)
. (43)
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Оказывается, что уравнение состояния полно-
стью ионизованной однокомпонентной неидеальной
плазмы полностью соответствует результатам моде-
ли VKS для смеси свободных зарядов и возбужден-
ных атомов. Так что, формально, в полностью иони-
зованной неидеальной плазме присутствует вклад
возбужденных атомов и, следовательно, полностью
ионизованной ее считать не вполне корректно.

8. ЗАКЛЮЧЕНИЕ

На основе уравнения состояния «физической»
модели плазмы выполнено исследование влияния
возбужденных состояний атома на уравнение состо-
яния и ионизационного равновесия. Сделан вывод о
завышенном вкладе дебаевского притяжения в тра-
диционной «химической» модели. Для модели VKS
полученные соотношения для снижения потенциала
ионизации и уравнения состояния существенно от-
личаются от общепринятых выражений. Получен-
ные результаты качественно объясняют наблюдае-
мый в экспериментах [2–7] эффект «идеальности»
без привлечения дополнительных эффектов оттал-
кивания.
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