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Теоретически рассматриваются особенности RABBITT (Reconstruction of Attosecond Beating By

Interference of Two-photon Transitions) спектроскопии в условиях, когда существенную роль играют пе-

реходы через состояния дискретного спектра. Применяется два подхода: численное решение скоростных

уравнений с дискретизацией континуума и теория возмущений в третьем порядке по амплитуде. Оба

подхода используют матричные элементы переходов и амплитуды фотоионизации, полученные высоко-

точным методом R-матрицы. В рамках этих подходов получены фотоэлектронные спектры, амплитуда и

фаза RABBITT-осцилляций, изучено влияние интенсивности затравочного оптического поля и отстройки

от резонанса при возбуждении дискретных состояний.
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1. ВВЕДЕНИЕ

Изучение динамики малых квантовых систем в
сверхбыстром масштабе активно развивается в свя-
зи с появлением интенсивных и ультракоротких им-
пульсных источников света в вакуумном ультрафи-
олетовом (ВУФ) и рентгеновском режимах. Разви-
тие источников излучения, основанных на генера-
ции гармоник высокого порядка (HHG) [1,2], приве-
ло к возникновению аттосекундной метрологии, что
позволило исследовать динамику электронов в ато-
мах, молекулах и твердых телах в естественной вре-
менной шкале [3–7]. Прогресс в технике генерации
позволяет получать импульсы короче 100 ас [8–11].

* E-mail: mm.popova@physics.msu.ru

Методы аттосекундной интерферометрии, ос-
нованные на фотоэмиссии, можно разделить на
streaking-спектроскопию [12–15] с использованием
единичного аттосекундного импульса и RABBITT,
где используется последовательность импульсов [4,
16, 17]. Сравнительные преимущества и недостатки
RABBITT- и streaking-спектроскопии обсуждаются
в [18].

Метод RABBITT (Reconstruction of Attosecond
Beating By Interference of Two-photon Transitions) ос-
нован на использовании последовательности ВУФ-
импульсов для ионизации мишени совместно с за-
травочным ИК- или оптическим импульсом [19] и
варьировании времени его задержки относительно
ВУФ для извлечения информации об относитель-
ных фазах амплитуд переходов. Поскольку ВУФ-
компоненты ωN являются (как правило, нечетны-
ми) гармониками оптического/ИК лазера ωir , то

297



М. М. Попова, С. Н. Юдин, Е. В. Грызлова и др. ЖЭТФ, том 163, вып. 3, 2023

ωN = Nωir . Высокочастотный импульс переводит
электрон в состояние непрерывного спектра, назы-
ваемое основная линия (mainline — ML), а интен-
сивное низкочастотное поле создает боковые линии
(sidebands — SB) [20] при энергиях, соответствую-
щих дополнительному поглощению или испусканию
n низкочастотных фотонов ωN±nωir (рис. 1). В низ-
шем порядке теории возмущений можно показать,
что интерференция между переходами, вызванными
поглощением фотона с частотой ωN с последующим
поглощением фотона с частотой ωir и поглощением
фотона ωN+2 с испусканием ωir , приводит к тому,
что величина SB осциллирует на удвоенной частоте
ИК-поля ωir при изменении времени его задержки
τ относительно ВУФ:

SB(τ) = a+ b cos(2ωirτ − φmax ). (1)

Для импульсов, содержащих большое число оптиче-
ских циклов, изменение задержки импульса эквива-
лентно изменению фазы ИК-поля φir = ωirτ отно-
сительно ВУФ.

Обзор ограничений, накладываемых на
RABBITT-спектроскопию длиной импульса, фа-
зовыми флуктуациями и статистикой измерений,
представлен в [21].

Для описания и интерпретации RABBITT ис-
пользовались подходы, основанные на различных
вариациях теории возмущений [22–24], в том числе
и при учете релятивистских поправок, приближе-
нии сильного поля [25], решении нестационарного
уравнения Шредингера [26–30] и, наконец, неста-
ционарной версии R-матрицы [31]. Два последних
метода, несомненно, эффективны для моделирова-
ния, но практически не позволяют анализировать
вклады различных процессов, т. е. являются, по су-
ти, разновидностью численного эксперимента.

В настоящей работе мы предлагаем и тестируем
подход, основанный на решении скоростных урав-
нений с использованием полученных с необходимой
спектроскопической точностью дипольных матрич-
ных элементов переходов. Мы применяем метод ста-
ционарной R-матрицы [32] для описания переходов
между состояниями дискретного спектра и конти-
нуума; метод устранения расходимости [33, 34] для
описания переходов между состояниями континуу-
ма. Для проверки и анализа результатов решения
скоростных уравнений мы проводим сравнение с ре-
зультатами, полученными в рамках теории возму-
щений. Развиваемый нами метод применен к иссле-
дованию RABBITT осцилляций в примыкающей к
порогу области непрерывного спектра атома неона
(рис. 1).

Рис. 1. Схема многочастотной «ВУФ+ИК»-ионизации

атома неона при несущей длине волны λ ≈ 800 нм и ВУФ-

поле, состоящем из 13, 15 и 17 ее гармоник

Особенность этой области, привлекшей в послед-
нее время усиленное внимание как теоретиков, так
и экспериментаторов [27,35–37], — участие в форми-
ровании спектра переходов через дискретные состо-
яния. Вклад последних доминирует в припороговой
области, т. е. в нижайших основной и боковой ли-
ниях. Ранее подобное усиление некоторых перехо-
дов отмечалось в области автоионизационных, или
квазидискретных, состояний [38–42].

Везде, где не отмечено иное, используется атом-
ная система единиц.

2. ЭЛЕКТРОМАГНИТНОЕ ПОЛЕ

Поле представляет собой сумму инфракрасного
поля (обозначаемого как «ir») и нескольких гармо-
ник N -го порядка в ВУФ-диапазоне (обозначаемых
«N»):

E(t) =
∑

N

cos2(t/σN )nλg
N
λ EN cos(ωN t+ φN ) +

+ nλg
ir
λ Eir cos

2(t/σir ) cos(ωir t+ φir ). (2)

Здесь nλgλ — вектор поляризации, представленный
в виде разложения по ортам в циклическом ба-
зисе nλ [43]. Если ось z совпадает с направлени-
ем распространения гармоники, то λ = ±1, ина-
че допускается компонента λ = 0 (в частности,
для линейно поляризованного вдоль оси z поля су-
ществует только компонента λ = 0). EN,ir — на-
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пряженность соответствующей гармоники. В каче-
стве огибающей мы используем полупериод коси-
нуса, так как он обладает необходимыми услови-
ями гладкости поля и его первой производной в
начале и конце импульса. Отметим, что для гаус-
совского импульса exp(−x2/2σ2

Γ) ≈ 1 − x2/2σ2
Γ, а

для косинуса cos2(x/σ) ≈ 1 − x2/σ2, т. е., что-
бы иметь такое же поведение в максимуме, как и
при гауссовской огибающей, должно удовлетворять-
ся соотношение σ =

√
2σΓ. При генерации HHG

ширина ВУФ-импульса σΓ,N не зависит от номе-
ра гармоники и связана с шириной затравочного
импульса как σΓ,N = σΓ,ir/2. Типичная длитель-
ность HHG-импульса составляет порядка 10–20 фс,
т. е. в нем укладываются десятки или даже сот-
ни оптических циклов. ИК-импульс начинается в
момент −tir = −π/2σir , а ВУФ соответственно в
−tN = −π/2σN .

Векторный потенциал получается из напряжен-
ности (2) как

A(t) = −c
t∫

−∞

E(t′)dt′ =
∑

h

Ah(t). (3)

Векторный потенциал каждой из гармоник
(h = N, ir ) электромагнитного поля Ah(t) представ-
лен в виде разложения:

Ah(t) = c
∑

λ

nλg
h
λA

+
h (t)e

−i(ωht+φh) +

+ (−1)(1−λ)n−λg
h∗
−λA

−
h (t)e

i(ωht+φh), (4)

где A±
h (t) — коэффициент при exp(∓i(ωht + φh)),

определяемый как

A±
h (t) exp(∓iωht) =

=
1

2

t∫

−th

cos2(t′/σh)Eh exp(∓iωht
′) dt′ ≈

≈ cos2(t/σh)
Eh

∓2iωh
exp(∓iωht), (5)

т. е. в рассматриваемом случае длинного импуль-
са огибающая векторного потенциала практически
неотличима от огибающей напряженности поля.

3. РЕШЕНИЕ СКОРОСТНЫХ УРАВНЕНИЙ
(РСУ)

Представим полный гамильтониан Ĥ атома в по-
ле электромагнитного излучения как

Ĥ = Ĥat + Ĥint (t), (6)

где Ĥat и Ĥint (t) — атомный (невозмущенный) га-

мильтониан и гамильтониан взаимодействия с элек-
тромагнитным полем. Тогда многочастичная волно-
вая функция электронов в атоме подчиняется урав-
нению Шредингера:

i
∂

∂t
Ψ(r, t) =

(
Ĥat + Ĥint (t)

)
Ψ(r, t). (7)

В электрическом дипольном приближении Га-
мильтониан взаимодействия имеет вид [44]

Ĥint (t) =
1

c
A(t)p. (8)

Разложим Ψ(r, t) по собственным функциям
φn( ǫ)(r) невозмущенного гамильтониана Ĥat :

Ĥatφn,ǫ(r) = εn(ǫ)φn(ǫ)(r), (9)

Ψ(r, t) =
∑

n

an(t)φn(r)e
−iεnt +

+

∫
dεǫ aǫ(t)φǫ(r)e

−iεǫt. (10)

Здесь индекс n(ǫ) обозначает полный набор кван-
товых чисел, необходимых для описания состояний
дискретного и непрерывного спектров: угловые мо-
менты в соответствующей схеме связи, их проекции
и энергию состояния. Далее для краткости, если спе-
циально не оговорено иное, один индекс будет ис-
пользоваться для обозначения состояний как дис-
кретного, так и непрерывного спектра.

Для коэффициентов разложения a(t) можно по-
лучить систему дифференциальных уравнений пер-
вого порядка, определяющих эволюцию заселен-
ности атомных состояний (каналов непрерывного
спектра) во времени:

daf (t)

dt
= −i

∫∑

i

ei(εf−εi)t〈φf | Ĥint (t) |φi〉 ai(t). (11)

Мы используем матричные элементы перехода в
форме скорости

〈φf | Ĥint (t) |φi〉 =
1

c
〈φf |A(t)p |φi〉 =

=
∑

h,λh

(ghλA
+
h (t)e

−iωht + gh∗−λA
−
h (t)e

iωht)×

× (JiMi, 1λ | JfMf)

Ĵi
〈φn ||p ||φi〉, (12)

где 〈φf ||p ||φi〉 — приведенный матричный элемент
перехода, (JiMi, 1λ | JfMf ) — коэффициент Клеб-
ша – Гордана, Ĵ =

√
2J + 1.

Система уравнений (11) решалась численно с ис-
пользованием приведенных матричных элементов,
полученных методами, описанными в разд. 5.

Для описания состояний непрерывного спектра в
(11) применялся метод дискретизации континуума,
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в котором интегрирование заменяется суммировани-
ем, ∫

a(ǫ) dǫ→
∑

i

a(ǫi) dǫ, (13)

а возникающий при суммировании множитель dǫ

включается в коэффициенты разложения и матрич-
ные элементы:

aǫ
√
dǫ→ aǫi , (14)

〈φn | Ĥint (t) |φǫ〉
√
dǫ→ 〈φn | Ĥint (t) |φǫi〉, (15)

〈φǫ | Ĥint (t) |φǫ′〉dǫ→ 〈φǫ | Ĥint (t) |φǫ′〉. (16)

Тогда |aǫi |2 — вероятность найти электрон с энерги-
ей в окрестности dǫ точки ǫi.

Код реализован и зарегистрирован авторами ста-
тьи [45]. При расчетах диапазон энергий электро-
нов непрерывного спектра составлял (0, 0.36) ат. ед.,
что позволяло исследовать боковые линии до SB18.
Эффект от обрезания области интегрирования в
представленной части спектра составляет поряд-
ка 1%. Вычисления проводились с равномерным ша-
гом разбиения по энергии dǫ, величины этих шагов
варьировались (dǫ = 0.002 ÷ 0.004 ат. ед.) для ис-
следования сходимости. В реализованной програм-
ме изначально была заложена возможность изучать
произвольные поляризации излучения, поэтому со-
стояния континуума могли иметь любые возмож-
ные при данном моменте проекции. Размерность си-
стемы дифференциальных уравнений была поряд-
ка 10 000.

4. ТЕОРИЯ ВОЗМУЩЕНИЙ (ТВ)

Формулы, представленные в этом разделе, при-
менимы для линейно поляризованных в одном на-
правлении гармоник в системе координат, где ось z
сонаправлена с вектором поляризации.

В рамках нестационарной теории возмущений
коэффициенты ak(t) в уравнении (11) раскладыва-
ются в ряд

af (t) = a
(0)
f (t) + a

(1)
f (t) + a

(2)
f (t) + . . . , (17)

где a(0)f (t) = δfi — решение в отсутствие возмуще-
ния. В первом порядке ТВ в уравнении (11) остается
только одно слагаемое

da
(1)
f (t)

dt
= −iei(εf−εi)t〈φf | Ĥint (t) |φi〉. (18)

Дополнив ТВ приближением вращающейся волны,
т. е. оставив только близкое к резонансу первое сла-

гаемое в (12), можно записать формальное решение
уравнения (18) в виде

a
(1)
f (t) = −i 1√

3
〈φf ||p ||φi〉 ×

×
tN∫

−tN

∑

N

AN (t)e−i(ωN t+φN )ei(εf−εi)t dt. (19)

В первом порядке ТВ есть только однофотонные
переходы под действием ВУФ-излучения, поэто-
му в фотоэлектронном спектре наблюдаются толь-
ко основные линии (ML) при энергиях электронов
εf = Nωir − εi (εi — энергия атома в основном со-
стоянии), а какие-либо осцилляции отсутствуют.

Во втором порядке ТВ присутствуют двухфотон-
ные переходы через дискретные возбужденные со-
стояния и состояния непрерывного спектра, связан-
ные со взаимодействием системы с ИК-полем. Фор-
мально решение (19) является начальным условием
для (18), и для a(2)f (t) имеем

da
(2)
f (t)

dt
= −i

∫∑

n

ei(εf−εn)t〈φk | Ĥint (t) |φn〉 a(1)n (t),

(20)

a
(2)
f (t) =

(−i)2√
3Ĵ

(10, 10 |J0)〈φf ||p ||φn〉〈φn ||p ||φi〉 ×

×
tir∫

−tir

A±
ωir

(t)e±i(ωir t+φir )ei(ε−εn)t ×

×
t≤tN∫

−tN

∑

N

AN (t′)e−i(ωN t′+φN )ei(εn−εi)t
′

dt′dt.

(21)

Здесь знак ± отвечает за удержание значимого чле-
на в разложении несущей cos(ωir t + φir ) при расче-
те переходов с поглощением (−) и испусканием (+)
фотона. В дальнейшем будем обозначать первый ка-
нал как (N)+1, а второй — как (N)− 1, где число в
скобках — номер ВУФ-гармоники, а знак определяет
поглощение или испускание ИК-фотона. Амплитуда
«(N)+ 1» зависит от фазы ИК-поля как exp(−iφir ),
а амплитуда «(N+2)−1», приводящая к состояниям
той же энергии, — как exp(iφir ). Их интерференция
приводит к тому, что величина SB осциллирует на
удвоенной частоте ωir .

Так как в ТВ вероятность обнаружить фотоэлек-
трон в основной фотолинии и в боковых полосах
описывается квадратом суммы переходов с участи-
ем нечетного и четного числа фотонов n, соответ-
ственно, второй порядок теории возмущений не вли-
яет на основные линии ML.
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Таблица 1. Нижние дипольно-разрешенные возбужденные состояния атома неона, их энергия, приведенный матричный

элемент возбуждения из основного состояния (RME) и лидирующие конфигурации

Состояние E, эВ RME Лидирующие конфигурации

2p5(2P3/2)3s[
3
2 ] 16.67 −0.25 −0.92|2p53s 3P 〉 − 0.39|2p53s 1P 〉

2p5(2P1/2)3s[
1
2 ] 16.85 0.60 −0.38|2p53s 3P 〉+ 0.92|2p53s 1P 〉

2p5(2P3/2)4s[
3
2 ] 19.69 −0.19 −0.69|2p54s 3P 〉 − 0.71|2p54s 1P 〉

2p5(2P1/2)4s[
1
2 ] 19.78 −0.18 0.71|2p54s 3P 〉 − 0.69|2p54s 1P 〉

2p5(2P3/2)3d[
1
2 ] 20.03 0.10 0.89|2p53d 3P 〉 − 0.43|2p53d 1P 〉 − 0.12|2p53d 3D〉

2p5(2P3/2)3d[
3
2 ] 20.04 −0.17 0.27|2p53d 3P 〉+ 0.72|2p53d 1P 〉 − 0.64|2p53d 3D〉

2p5(2P1/2)3d[
3
2 ] 20.14 0.13 −0.36|2p53d 3P 〉 − 0.54|2p53d 1P 〉 − 0.76|2p53d 3D〉

2p5(2P3/2)5s[
3
2 ] 20.57 −0.12 −0.62|2p55s 3P 〉 − 0.78|2p55s 1P 〉

2p5(2P1/2)5s[
1
2 ] 20.66 0.08 −0.76|2p55s 3P 〉+ 0.60|2p55s 1P 〉

Второй порядок по амплитуде соответствует
четвертому порядку по сечению. Следователь-
но, для основных линий ML для достижения
того же уровня точности мы должны учесть

интерференцию амплитуд первого и третьего поряд-
ков.

Амплитуда в третьем порядке теории возмуще-
ний равна

a
(3)
f (t) =

(−i)3√
3Ĵ

∫∑

nkJn

1

Ĵn
(10, 10 | J ′

n0)(10, J
′
n0 | J ′0)〈φf ||p ||φk〉〈φk ||p ||φn〉〈φn ||p ||φi〉 ×

×
tir∫

−tir

A±
ωir

(t)e±i(ωir t+φir )ei(εf−εk)t

t∫

−tir

A±
ωir

(t′)e±i(ωir t
′+φir )ei(εk−εn)t

′ ×

×
t′′≤tN∫

−tN

∑

N

An(t
′′)e−i(ωN t′′+φN )ei(εk−εi)t

′′

dt′′ dt′ dt. (22)

Амплитуды «(N)+1−1» и «(N)−1+1», очевид-
но, как и первый порядок ТВ, не зависят от фазы
ИК-поля; амплитуды «(N+2)−2» и «(N−2)+2» ве-
дут себя как exp(±2iφir ). Вероятность обнаружить
фотоэлектрон в основной линии ML

|a(1+3)
f |2 ≈ |a(1)f |2 + 2Re

[
a
(1)
f a

(3)∗
f

]
. (23)

Слагаемые, отвечающие за интерференцию первого
«(N)» и третьего «(N±2)∓2» порядков, как и в SB,
осциллируют на удвоенной частоте ИК-поля 2ωir .

При ионизации инертного газа (Ji = 0) линей-
но поляризованными в одном направлении гармо-
никами для переходов, вызванных четным числом
фотонов, возможны только четные полные моменты
J , вызванных нечетным числом фотонов — только
нечетные J .

5. СПЕКТРОСКОПИЧЕСКАЯ МОДЕЛЬ

Дипольные матричные элементы переходов меж-
ду дискретными состояниями и между дискретными
состояниями и состояниями континуума были по-
лучены в Jκ-схеме связи методом R-матрицы [32].
Таким образом, квантовыми числами, характеризу-
ющими состояние, были полный момент Jf ионно-
го остова 2p5 2PJf

, орбитальный момент электрона
дискретной nl или непрерывной εl части спектра,
промежуточное квантовое число κ — результат их
векторного сложения, κ = Jf + l, и, наконец, пол-
ный момент системы J = κ + 1/2, где 1/2 — спин
электрона. Выбор Jκ-схемы связан с необходимо-
стью аккуратного учета переходов из состояний дис-
кретного спектра в состояния непрерывного спектра
с различным полным моментом конечного иона Jf
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(расщепленным на 0.1 эВ) в низкоэнергетической об-
ласти спектра.

В расчетах использовалась та же спек-
троскопическая модель, что и в [46]: учиты-
вались все возможные термы конфигураций
1s22s22p5ns (n = 3, 4, 5, 6), 1s22s22p5nd (n = 3, 4, 5),
1s22s22p43s3p, 3p4s, и 1s22s12p53s3d и использова-
лись экспериментальные энергии порогов [47].

Рис. 2. a) Сумма квадратов приведенных матричных эле-

ментов перехода в s-волны (синяя штриховая линия) и

d-волны (черная сплошная линия) при ионизации из ос-

новного состояния. Серые вертикальные полосы обознача-

ют положение основных линий (ML19 участвует в образо-

вании SB18, но не показана на спектрах). b) Сумма квад-

ратов матричных элементов ионизации из возбужденных

состояний в каналы с участием p-волны (штриховые ли-

нии) и f -волны (сплошные линии)

В табл. 1 приведены дискретные состояния,
включенные в расчеты, их энергии, приведенные
дипольные матричные элементы перехода из основ-
ного состояния и лидирующие конфигурации. По
коэффициентам смешивания видно, что, за исклю-
чением нижайшей конфигурации с возбуждением

3s-орбитали, остальные состояния описываются
скорее в Jκ-схеме связи. Энергии возбуждения
дискретных состояний таковы, что для нашей
цели — исследования роли дискретных состояний —
разумно выбрать область 3d-состояний, так как, в
отличие от 3s и 4s, они могут быть ионизованы од-
ним фотоном 800 нм и эффективно возбуждены его
гармоникой N = 13, и при этом неплохо отделены
по энергии от ближайших состояний 4s и 5s.

На рис. 2 представлены суммы квадратов моду-
лей матричных элементов переходов из основного
состояния в каналы с участием s- и d-волны (a) и
из состояний 2p53d в каналы с участием p- и f -вол-
ны (b). В то время как для переходов из основного
состояния оба канала сопоставимы по величине, для
переходов из возбужденных состояний каналы с f -
волной превосходят каналы с участием p-волны на
два порядка.

Вычисление матричных элементов перехода
между состояниями непрерывного спектра (конти-
нуум – континуум) проводилось в предположении,
что для этих состояний можно пренебречь любыми
корреляциями фотоэлектрона и электронов оста-
точного иона. Сначала c помощью программного
пакета MCHF [48] была найдена самосогласован-
ная волновая функция иона 2p5 2P , а затем —
волновые функции электронов в поле этого иона
Pεl. Затем методом, описанным в работах [33, 34],
вычислялись радиальные матричные элементы
континуум– континуум Rεl,ε′l′ . Необходимо отме-
тить, что матричные элементы связи состояний
непрерывного спектра Rεl,ε′l′ имеют полюс при
ε → ε′, который в подходе [33] выделяется в явном
виде как

δ(εi−εj)
√
2ε sign (li−lj) cos (σli+δli−σlj−δlj). (24)

Здесь δl и σl — кулоновская фаза и фаза рассеяния.
Связь Rεl,ε′l′ и приведенных матричных элемен-

тов в Jκ-схеме связи можно получить, используя
квантовую теорию углового момента [49]:

〈ε′, (Jf l′)k′, 12 : J ′ || D̂ || (Jf l)k, ε, 12 : J〉 =

= 〈ε′, l′ || D̂ || ε, l〉 ×

× (−1)Jf+l−J−1/2k̂k̂′Ĵ Ĵ ′

{
Jf l k

1 k′ l′

}{
1
2 J k

1 k′ J ′

}
, (25)

〈ε′, l′ || D̂ || ε, l〉 = l̂(l0, 10 | l0)Rεl,ε′l′ . (26)

Конструкция в фигурных скобках — это 6j-символ
Вигнера.
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Рис. 3. Квадраты радиальной части матричных элементов

переходов между состояниями континуума: (a) из s-волны

в p-волну; (b) из d в p; (c) из d в f . Точками отмечены

энергии основных линий, а стрелочками влево (вправо) —

боковые частоты, соответствующие переходам с испуска-

нием (поглощением) фотона

На рис. 3 приведены квадраты радиальных ча-
стей (26), точками отмечены энергии основных ли-
ний, а стрелочками — энергии боковых линий, т. е.
части, дающие максимальный вклад за счет времен-

ного интеграла (19). Переходы в p-волну с погло-
щением и испусканием фотона сопоставимы по ве-
личине и в области низких энергий (до 5 эВ) неве-
лики. Переходы из d-волны в f -волну с точностью
до двух-трех процентов совпадают с формулой Гор-
дона [50, 51] и существенно асимметричны: идут в
основном с поглощением фотона и дают определя-
ющий вклад в низкоэнергетической части спектра.

6. РЕЗУЛЬТАТЫ И ОБСУЖДЕНИЕ

Для расчетов мы выбрали параметры по-
ля в соответствии с реализуемыми сейчас на
установках HHG; поле включает в себя нечет-
ные гармоники с 11 по 19 с напряженностью
EN = 10−4 ат. ед. и длительностью ΓN = 10фс, и
инфракрасное поле с напряженностью в диапазоне
Eir = (2.5–10) ·10−3 ат. ед. и в два раза большей дли-
тельностью Γir = 20фс. Фазы гармоник являются
изменяемыми параметрами, и здесь мы положи-
ли их нулевыми. В этой работе мы исследуем
окрестность 3d-резонанса и будем изменять несу-
щую частоту ωir . Разумный диапазон перестройки
длины волны ИК-гармоники: 798, 800, 802, 804 и
806 нм, этому соответствуют частоты ωir : 1.5537,
1.5498, 1.5459, 1.5421, 1.5383 эВ, и соответственно
частоты 13-й гармоники 13ωir : 20.20, 20.15, 20.10,
20.05, 20.00 эВ. Подчеркнем, что изменение частоты
ИК-поля автоматически означает изменение часто-
ты всех гармоник, так как это поле является для
них затравочным.

На рис. 4a представлены результаты расчетов
при длине волны затравочного поля 800 нм по тео-
рии возмущений и методом решения скоростных
уравнений. Пики при 1.8 и 4.8 эВ — это основные ли-
нии, результат ионизации 15-й и 17-й гармониками
(ML15, ML17); пики при 0.2, 3.2 и 6.2 эВ — это боко-
вые частоты (SB14, SB16, SB18). Подчеркнем, что,
хотя в расчетах учитывалась 19-я гармоника, спектр
обрезан при энергии, соответствующей боковой ли-
нии SB18, так как диапазон релевантных данных на
2ωir меньше, чем диапазон энергий, учитываемых в
расчетах. Положения пиков, полученных РСУ, от-
личаются для различных интенсивностей ИК-поля
из-за динамического штарковского сдвига и прибли-
жается к положениям по ТВ для меньшей напря-
женности Eir = 2.5 ·10−3 ат. ед. Вероятности генера-
ции боковых линий SB16 и SB18 для напряженно-
стей Eir = 2.5 · 10−3, 5 · 10−3, 10−2 ат. ед. относятся
как 1 : 4 : 16, т. е. для них сохраняется пертурбатив-
ный режим. Для частоты SB14, где сильную роль
играют переходы через дискретные состояния, пер-
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Рис. 4. a) Усредненный по фазе спектр фотоэлектронов

при длине волны затравочного поля 800 нм, полученный

РСУ для напряженности ИК-поля Eir = 2.5 · 10−3 ат. ед.

(синяя линия), 5 · 10−3 ат. ед. (черная), 10−2 ат. ед. (крас-

ная). Тонкая серая линия — результат ТВ для

Eir = 5 · 10−3 ат. ед. b) Усредненный спектр (черная

линия — ТВ, черные точки — РСУ), максимальная и

минимальная величины фотоэлектронных пиков (серая

линия — ТВ, серые точки — РСУ) для напряженности

Eir = 5 · 10−3 ат. ед. Разница между максимальной и

минимальной величинами фотоэлектронных пиков в

ТВ окрашена серым цветом. Для удобства сравнения

результаты РСУ здесь и далее сдвинуты по энергии к

положениям по ТВ

турбативный режим нарушается.
На рис. 4b представлены результаты расчетов

усредненного спектра и максимальной и мини-
мальной величин фотоэлектронных пиков для
Eir = 5 · 10−3 ат. ед. Для удобства сравнения здесь
и далее результаты, полученные РСУ, сдвинуты
по энергии к положениям по ТВ. Как спектры,
так и амплитуда осцилляций, за исключением
ближайших к порогу SB14 и ML15 линий, по-
лученные обоими методами, совпадают. Разница
в первых двух является результатом эффектов
высшего порядка и будет предметом дальнейшего
исследования.
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Рис. 5. a) Усредненный по фазе ИК-поля спектр при 800 нм

и Eir = 5 · 10−3 ат. ед., полученный по теории возмуще-

ний. Жирная черная линия обозначает итоговый спектр;

серая штриховая — первый порядок ТВ; красная штрих-

пунктирная — второй порядок ТВ, происходящий с ис-

пусканием ИК-фотона; синяя штриховая — второй по-

рядок ТВ с поглощением ИК-фотона; сиреневая штрих-

пунктирная — вклад интерференции первого и третьего

порядков; голубыми точками отмечен вклад от третьего

порядка ТВ. b) Осцилляции (RABBITT traces) как функ-

ции задержки ИК-импульса и энергии фотоэлектронов. Ве-

личина осцилляций в SB14 представлена с фактором 5

На рис. 5a показаны вклады отдельных перехо-
дов в итоговый спектр. Ожидаемо, что интерферен-
ция первого и третьего порядков (сиреневая штрих-
пунктирная линия в области ML) должна иметь
тот же порядок малости, что и боковые линии SB.
Величина SB растет с ростом энергии, и переходы
между состояниями непрерывного спектра, происхо-
дящие с испусканием ИК-фотона (красная штрих-
пунктирная линия) систематически ниже, чем пе-
реходы, происходящие с поглощением ИК-фотона
(синяя штриховая линия). Роль переходов из состо-
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Рис. 6. Зависимости от фазы ИК-поля заселенности

дискретных состояний 2p5 2P3/23d[
1
2
], 2p5 2P3/23d[

3
2
] и

2p5 2P1/23d[
3
2
], обозначенных по лидирующей конфигура-

ции как 3P, 1P и 3D соответственно, и состояний непре-

рывного спектра SB14, ML15, SB16, проинтегрированных

по энергии (площадь соответствующего пика). Символами

отмечены значения фаз, при которых проводился расчет

яний непрерывного спектра в припороговую боко-
вую линию SB14 крайне мала. Для двухфотонных
переходов, идущих с поглощением ИК-фотона, до-
минируют амплитуды перехода в f -волну, для иду-
щих с испусканием — в p-волну (см. рис. 3) в со-
ответствии с обобщением тенденции Фано (Fano’s
Propensity Rule) [52].

На рис. 5b показано традиционное для
RABBITT-спектроскопии представление дан-
ных: двумерная зависимость величины осцилляций
от задержки ИК-импульса (фазовый сдвиг) и
энергии фотоэлектрона (спектр при данной вели-
чине задержки с вычетом усредненного по фазе
ИК-импульса спектра). Амплитуда осцилляций
растет с ростом энергии фотоэлектрона, а фазы
отличаются для различных линий, причем в ML
и SB практически противоположны. Поскольку
для эффективной интерференции и значительных
осцилляций необходим сопоставимый вклад от
переходов, происходящих с поглощением (N) + 1 и
испусканием (N +2)− 1 ИК-фотонов, то ожидаемо,

что осцилляции в SB14 будут незначительны (на
рис. 4b они представлены с увеличением в 5 раз).

Вероятность эмиссии электрона при каждой
энергии зависят от φir как cos(φmax − φir ), где
φmax — фаза, при которой величина боковой линии
максимальна. Для расчетов по ТВ эта зависимость
следует из (18)–(23). Для РСУ это необходимо
проверить, так как высшие порядки могут давать
вклады, осциллирующие в два, четыре и более
раз быстрее. На рис. 6 приведены зависимости
от фазы для заселенности дискретных состояний
2p5 2(P3/2)3d[

1
2 ], 2p5 2(P3/2)3d[

3
2 ], 2p5 2(P1/2)3d[

3
2 ]

и различных линий (SB14, ML15, SB16) в непре-
рывном спектре, интегрированных по энергии.
Видно, что при данной интенсивности ИК-поля
зависимость от фазы хорошо аппроксимируется
косинусом. Анализ методом наименьших квадратов
показал, что аппроксимация расчетов косинусом
осуществляется с относительной точностью вы-
ше, чем 10−2, кроме линии SB14, где точность
порядка 0.1.

Поскольку при любой фиксированной энергии
зависимость от фазы ИК-поля φir представляется
косинусом, двумерный рис. 3b сводится к одномер-
ному, т. е. зависимости амплитуды осцилляций и их
фазы от энергии. На рис. 7 эти зависимости приве-
дены для пяти разных длин волн затравочного ИК-
поля: поскольку изменение длины волны проявля-
ется только для нижних линий SB14 и ML15, весь
спектр приведен только для энергии ИК-фотона
800 нм. Некоторый намек на дублетную структуру,
особенно заметный при λ = 798 и 800 нм, является
проявлением тонкого расщепления порога иониза-
ции 2p5 2P3/2,1/2 при ионизации, идущей преимуще-
ственно через верхнюю компоненту 2p5(2P1/2)3d[

3
2 ]1;

при увеличении длины волны начинают эффектив-
но возбуждаться и компоненты 2p5(2P3/2)3d[k]1, ко-
торые преимущественно ионизуются на нижний по-
рог 2p5 2P3/2. Из-за совпадения величины расщеп-
ления компонент 3d-состояния и порога ионизации
в спектре остается одна линия. ТВ систематически
недооценивает переходы через континуум в ниж-
нюю ML15 при любой энергии затравочного ИК-
поля и в меньшей степени в нижнюю SB14. Величи-
на и форма последнего, очевидно, оказывается наи-
более чувствительной к небольшим изменениям час-
тоты и является максимальной для 802 нм. В ТВ
фаза осцилляций резко меняется для разных ком-
понент резонанса, что является одним из проявле-
ний теоремы Левинсона о связи асимптотического
поведения амплитуды с числом связанных состоя-
ний [53, 54].
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Рис. 7. Величины осцилляций (синие линии и точки) и их фазы (черные линии и точки), рассчитанные по ТВ и РСУ

для Eir = 5 · 10−3 ат. ед., для различных длин волн затравочного ИК-поля. Результаты ТВ представлены сплошными

кривыми, результаты РСУ — точками

7. ЗАКЛЮЧЕНИЕ

В работе представлены два подхода для описа-
ния ионизации атомов комбинированным многоча-
стотным полем ИК-лазера и его высших гармоник:
основанный на нестационарной теории возмущений
по третий порядок включительно и основанный на
решении системы скоростных уравнений.

Проведены демонстрационные расчеты для
ионизации атома неона при параметрах полей, ти-
пичных для современной RABBITT-спектроскопии.
Получены спектры фотоэлектронов для различ-
ных времен задержки (фазового сдвига) ИК-поля
относительно ВУФ-гармоник. Определены вели-
чины и фазы осцилляций RABBITT для энергий
электронов от порога до 7 эВ.

Показано, что при современных интенсивностях
полей теория возмущений применима для описания
фотоэлектронных спектров в области гладкого кон-
тинуума, но гораздо хуже воспроизводит поведение
примыкающих к порогу основной и боковой линий.

Показано, что возбуждение дискретных состоя-
ний с последующей ионизацией — механизм, ответ-
ственный за формирование припороговой боковой
линии — приводит к ее резкому отличию от осталь-
ных. Резонансный механизм обусловливает сильную
зависимость припороговой линии от частоты ИК-по-
ля, проявляющуюся как в формировании и измене-
нии ее структуры, так и в скачкообразном измене-
нии фазы осцилляций.
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ны при финансовой поддержке Российского фон-
да фундаментальных исследований (проект №20-
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0005) с использованием вычислительных ресурсов
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разд. 5 выполнены при финансовой поддержке Рос-
сийского научного фонда (проект №21-42-04412).
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Представлены результаты исследований пространственной структуры плазменных потоков, возникающих

при воздействии на поверхность твердой мишени лазерного импульса релятивистской интенсивности (вы-
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1. ВВЕДЕНИЕ

Исследование динамики потоков плазмы в маг-
нитных полях является актуальной, быстро разви-
вающейся областью теоретической и эксперимен-
тальной физики. Все это обусловлено большой ро-
лью магнитного поля в плазменных процессах, силь-
но различающихся по пространственным и времен-
ным масштабам.

Целью проведения лабораторных исследований
динамики плазменных процессов в магнитных по-
лях является построение удовлетворительной физи-
ческой модели этих процессов и ее применение на
основе теории подобия к решению термоядерных,
космических и астрофизических проблем.

Важным аспектом картины взаимодействия
плазменных потоков с магнитным полем является
пересоединение магнитных силовых линий (так
называемое магнитное пересоединение). Магнитное
пересоединение — это физический процесс взаимо-
действия плазмы с магнитным полем, приводящий

* E-mail: belyaev@tsniimash.ru
** E-mail: vpkrainov@mail.ru

к быстрому преобразованию магнитной энергии в
кинетическую энергию заряженных частиц плазмы.
Источником энергии для этих частиц является
магнитное поле, меняющее свою структуру и пере-
ходящее в новое равновесное состояние с меньшей
энергией [1].

Магнитное пересоединение и связанное с ним
образование токовых струй являются важнейши-
ми фундаментальными процессами в астрофизике
на масштабах от магнитосфер планет до галак-
тик. Среди всех явлений, вызванных этими про-
цессами, остановимся на формировании равновес-
ных плазменных конфигураций в потоках заряжен-
ных частиц в магнитных полях. Формирование та-
ких плазменных структур возможно на самых раз-
ных пространственных масштабах, от галактиче-
ских до лабораторных. Отметим, что в ряде спи-
ральных галактик существуют аномально долгожи-
вущие структуры с противоположно направленны-
ми магнитными потоками, время жизни которых
сравнимо со временем существования самой галак-
тики [2, 3].

Важнейшим открытием последних лет стало
прямое наблюдение вращения у струйных выбросов
молодых звезд [4]. Обнаружена круговая поляри-
метрия изображений в ближнем инфракрасном диа-
пазоне. При моделировании методом Монте-Карло
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найдено, что магнитное поле вдоль биполярного по-
тока молодого звездного объекта HH 135–136 имеет
спиральную форму [5]. Поле сохраняет эту форму
на больших расстояниях вдоль выходящего потока.
Поэтому структура поля может также обеспечивать
необходимое магнитное давление для коллимации
этого потока. Как и у струйных выбросов из мик-
роквазаров, в выбросах из молодых звезд выходя-
щий поток на больших расстояниях разбивается на
отдельные сгустки [6].

Внутренняя структура астрофизической токовой
струи изучалась в 2021 г. в радиообсерватории Karl
G. Jansky Very Large Array (штат Нью-Мексико,
США) [7]. В ней размещено 27 радиотелескопов,
каждый из которых имеет диаметр 25 м. Их общая
разрешающая способность за счет разнесения ан-
тенн и работы в режиме интерферометра составляет
от 0.2 до 0.04 дуговых секунд. Показано, что в то-
ковой струе происходит движение плазмы вдоль ка-
налов, формируемых магнитным полем. Магнитное
поле имеет винтовую структуру. Движение плазмы
происходит на расстоянии почти 3300 световых лет
от сверхмассивной черной дыры галактики. Соглас-
но авторам исследования [7], повышенная мощность
спирального магнитного поля на большом расстоя-
нии от черной дыры галактики может быть связана
с нестабильностью токовой струи, которая оказы-
вает упорядочивающее действие на магнитное по-
ле. Это хорошо согласуется с представленной на-
ми моделью токовой струи. Неустойчивость в обла-
сти диффузии токовой струи приводит к быстрому
магнитному пересоединению с изменением тополо-
гии магнитного поля и к созданию замагниченных
тороидальных структур, упорядочивающих магнит-
ное поле. Обнаруженное авторами работы [7] дви-
жение токовой струи вдоль каналов, формируемых
магнитным полем, которое имеет винтовую струк-
туру, может быть объяснено как «развертка» торо-
идальной структуры с вращающейся плазмой при ее
движении вдоль оси токовой струи. Вращение токо-
вой струи галактики М 87 экспериментально наблю-
далось в работе [8]. В этой работе описана страти-
фикация токовой струи с образованием в ее попе-
речном сечении кольцевой структуры. Лаборатор-
ное моделирование такого вращения проведено в ра-
боте [9].

Известно образование локализованных магнит-
ных конфигураций плазмы — плазмоидов в процес-
се развития так называемых «суббурь» в магнито-
сфере Земли. Механизм суббурь состоит в высво-
бождении магнитной энергии, накопленной в маг-
нитосфере, путем замыкания тока в хвосте магни-

тосферы вдоль магнитных линий через ионосферу
в ночной части полярного овала. В дальней части
хвоста в результате пересоединения магнитных си-
ловых линий вытянутые силовые линии образуют
замкнутые петли. Отделившаяся от Земли и дви-
жущаяся в хвост магнитосферы часть плазменно-
го слоя, пронизанная замкнутыми петлями магнит-
ного поля и содержащая нейтральную силовую ли-
нию, называется плазмоидом. Таким образом, маг-
нитосфера сбрасывает избыток плазмы и энергии,
которую она не может больше удерживать в геомаг-
нитном хвосте [10].

Исследования диссипативных структур привело
к обнаружению, изучению и практическому ис-
пользованию оптических диссипативных вихревых
солитонов (автосолитонов), которые являются
устойчивыми структурами, пространственно-
локализованными вследствие баланса притока и
оттока энергии в нелинейной системе [11]. В моно-
графии [12] рассмотрены двух- и трехмерные, в том
числе тороидальные, солитоны и топологические
дефекты в магнетиках.

К диссипативным структурам, представляющим
собой открытые системы вдали от термодинами-
ческого равновесия, могут быть отнесены токовые
струи и структуры, возникающие в процессах пере-
соединения магнитных силовых линий [13]. Токовые
струи являются неравновесной структурой; в них
происходит пересоединение магнитных силовых ли-
ний. При этом магнитная конфигурация переходит
в состояние с наименьшей потенциальной энергией.
Юджин Паркер назвал такой процесс топологиче-
ской диссипацией [1].

Пространственная плазменная структура в ви-
де тороидальных равновесных конфигураций изуча-
лась в связи с проблемой удержания плазмы в маг-
нитных ловушках в работе [14]. В ней приведены ре-
шения уравнений магнитной гидродинамики в виде
уединенных тороидальных вихрей. Интерес к изу-
чению тороидальных вихрей возрос в связи с разра-
боткой мощных плазмодинамических ловушек, в ко-
торых гидродинамическое движение тесно связано с
вихревым магнитным полем. Среди таких устройств
выделяется «СМОЛА» — спиральная магнитная от-
крытая ловушка, созданная в Институте ядерной
физики им. Г. И. Будкера СО РАН [15].

В работе [14] отмечалось, что уединенные маг-
нитогидродинамические вихри могут встречаться
на разных пространственных масштабах, например,
в солнечном ветре, который из-за больших разме-
ров является удобным объектом для наблюдения
альфвеновских волн. Показано, что турбулентность
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Альфвена может состоять из структур в виде торо-
идальных солитонов, бегущих вдоль магнитного по-
ля со скоростью Альфвена. Возмущения магнитного
поля и возмущения скорости параллельны друг дру-
гу, как в волне Альфвена. Поэтому такие вихри (со-
литоны) можно назвать альфвеновскими. При этом
плазма является несжимаемой [14].

В работе [16] представлены результаты измере-
ния выхода протонов и дейтронов МэВ-го диапазо-
на энергий при облучении тонких мишеней пикосе-
кундным лазерным импульсом. Пиковая интенсив-
ность лазерного импульса на мишени составила око-
ло 4 ·1018 Вт/см2. Обнаружена кольцевая структура
вылетающих ионов и малая угловая расходимость
ионного пучка (0.5◦). Показано, что кольцеобраз-
ная структура ионов формируется на тыльной сто-
роне фольги. В работе [17] на основании трехмер-
ного PIC-моделирования делается аналогичный вы-
вод. Подробное объяснение кольцеобразной струк-
туры вылетающих ионов в этих работах отсутству-
ет.

В работе [18] на лазерной установке при мощ-
ности излучения 10 ТВт и интенсивности поряд-
ка (2–5) · 1018 Вт/см2 моделировалось формирова-
ние и развитие астрофизических релятивистских то-
ковых струй. При энергиях протонов в диапазоне
0.8–1.7МэВ четко различимы кольцевые структуры
протонных пучков. Сравнение результатов лабора-
торного и численного экспериментов, проведенное в
работе [19], а также результаты работы [20] подтвер-
ждают возможность образования кольцевых струк-
тур в магнитных полях лазерной плазмы, характе-
ристики которых зависят от величины магнитного
поля.

В работе [21] представлены результаты исследо-
ваний потоков плазмы, генерируемых в установке
плазменного фокуса PF-1000U. Найдены режимы,
предполагающие образование компактных плазмен-
ных объектов, распространяющихся в фоновой сре-
де с переменной плотностью на расстояния, в десят-
ки раз превышающие начальные поперечные разме-
ры этих объектов. Показано, что поток распростра-
няется с собственным захваченным тороидальным
магнитным полем.

Кольцевая структура протонных пучков, образо-
ванных в магнитных полях лазерной плазмы, иссле-
довалась также в работах [20, 22–24]. В работе [24]
приводятся результаты численного моделирования
трехмерной пространственной структуры магнит-
ных полей, генерируемых на передней и задней по-
верхностях мишени, которая облучается высокоин-
тенсивным лазерным излучением. На задней по-

верхности мишени магнитное поле оказалось силь-
нее, чем на передней. При интенсивности лазерно-
го импульса порядка 1019 Вт/см2 величина магнит-
ного поля равна соответственно 500 МГс и 100 МГс.
Имеет место тороидальная структура таких полей
и ориентация ее по нормали к поверхности мише-
ни. Наличие такой структуры определяет характер
действия ее магнитного поля на протоны. Протоны
под действием такого магнитного поля формируют-
ся в замкнутые структуры, а тороидальный харак-
тер магнитного поля препятствует их ускорению по
нормали к мишени.

В работе [25] экспериментально наблюдался фо-
тонный тороидальный вихрь. Он подобен коль-
цам сигаретного дыма. Найдено решение уравне-
ния Максвелла, которое описывает тороидальный
вихрь.

В настоящей работе рассматриваются плазмен-
ные процессы в магнитных полях лазерной реля-
тивистской плазмы, образованной воздействием на
твердую мишень лазерного излучения релятивист-
ской (более 3 · 1018 Вт/см2) интенсивности.

Работа является продолжением недавно опубли-
кованной статьи [26], в которой представлены экс-
периментальные и теоретические результаты иссле-
дования распространения пучков протонов на ла-
зерной установке «Неодим». В этой статье исследо-
валась кольцевая структура сечения пучка, расхо-
димость и энергия протонов, возникающих с тыль-
ной стороны тонкой мишени из меди, облучаемой
лазерными импульсами с пиковой интенсивностью
порядка 5.7 · 1018 Вт/см2. При энергии протонов
2.9 МэВ зарегистрирована предельно узкая расходи-
мость протонного пучка, равная 0.05◦. Результаты
теоретического объяснения на основе модели маг-
нитного пересоединения Свита – Паркера [1] в тон-
ком токовом слое дали хорошее согласие с резуль-
татами проведенных экспериментов. Это позволило
сделать вывод о реализации в лабораторных усло-
виях процесса магнитного пересоединения.

Модель магнитного пересоединения Свита – Пар-
кера рассматривает процессы переноса массы и
энергии в нейтральном токовом слое — слое в плаз-
ме, разделяющем плазменные области с противо-
положно направленными магнитными полями. То-
ковые слои образуются на разных пространствен-
ных масштабах как результат взаимодействия пото-
ка плазмы с магнитным полем в условиях преобла-
дания магнитного давления над кинетическим [1]. В
этих условиях при большом магнитном числе Рей-
нольдса происходит «сгребание» плазмы вморожен-
ным в нее магнитным полем. Взаимодействие пото-

2 ЖЭТФ, вып. 3
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ка плазмы с магнитным полем за счет действия си-
лы Лоренца вносит свой вклад в формирование тон-
кого токового слоя. В окрестности оси токового слоя
электромагнитные силы [j, B] стремятся сжать кон-
фигурацию поля. Сжатие конфигурации поля про-
исходит при условии сохранения потока индукции
магнитного поля, роста напряженности и давления
магнитного поля. Магнитогидродинамическое рав-
новесие может установиться, когда магнитное дав-
ление будет уравновешено плазменным давлением.
Однако в случае, если в начальный момент плазмен-
ное давление мало, равновесие может установить-
ся, когда произойдет достаточное скопление плаз-
мы вблизи оси токового слоя и, как следствие этого,
повышение плазменного давления. Избыточное дав-
ление выдавливает плазму по краям токового слоя.
Основные уравнения модели Свита – Паркера, опи-
сывающие этот процесс, включают уравнение для
магнитной индукции, закон Ома для стационарного
случая и закон сохранения массы — поток поступле-
ния массы внутрь слоя должен быть равен потоку
истечения на обоих концах [1, 26]. Модель Свита –
Паркера предсказывает, что из тонкого слоя шири-
ной много меньше его длины плазма выбрасывается
с альфвеновской скоростью, определяемой внешним
магнитным полем и начальной плотностью плазмы.

Помимо знаний о пространственном сечении
пучка протонов, их энергии и расходимости, интерес
представляют такие характеристики, как простран-
ственная структура потока частиц и связанного с
ним магнитного поля.

2. РАВНОВЕСНЫЕ КОНФИГУРАЦИИ
ПОТОКОВ ЗАРЯЖЕННЫХ ЧАСТИЦ В

МАГНИТНЫХ ПОЛЯХ ЛАЗЕРНОЙ
РЕЛЯТИВИСТСКОЙ ПЛАЗМЫ

Рассмотрим появление равновесных плазменных
образований в тонкой токовой струе, возникающей
в результате магнитного пересоединения в услови-
ях эксперимента работы [26]. Скорость протонного
потока в токовой струе равна альфвеновской скоро-
сти втекания плазмы в узкий токовый (диффузи-
онный) слой, в котором и происходит процесс пере-
замыкания магнитных линий. Выберем систему ко-
ординат, движущуюся с этой скоростью. Протоны в
этой системе координат неподвижны, а уравнения
Максвелла не меняют своего вида вследствие их ло-
ренцевой инвариантности [2]. Задача сводится к на-
хождению равновесных конфигураций в неподвиж-
ной плазме. Решение такой задачи приведено в [27].
Следуя этому решению, рассмотрим процесс фор-

мирования равновесных плазменных образований в
тонкой токовой струе, возникающей в результате пе-
ресоединения в магнитных полях лазерной плазмы.
Рассмотрим пространственную, токовую и магнит-
ную структуры таких плазменных образований.

Равновесие плазмы (как идеально проводящей
жидкости) описывается тремя уравнениями. Первое
представляет собой уравнение Эйлера для покоя-
щейся плазмы:

∇P =
1

c
[ j, H] (1)

(P — давление), а два других — это уравнения Макс-
велла для магнитного поля:

j =
c

4π
rotH, (2)

divH = 0. (3)

Общее представление о пространственной структуре
равновесной плазменной конфигурации можно по-
лучить из уравнения (1), умножив его скалярно на
H и на j:

(H∇)P = 0, ( j∇)P = 0. (4)

Отсюда следует равенство нулю производных дав-
ления P вдоль магнитных силовых линий и вдоль
линий тока. Это означает, что магнитные силовые
линии, как и линии тока, лежат на поверхностях по-
стоянного давления

P (r) = const, (5)

которые называются магнитными поверхностями.
На магнитных поверхностях, определяемых (1) и
условием равновесия (5), реализуется область бес-
силового магнитного поля:

[ j, H] = 0. (6)

Справедливо и более общее утверждение — равно-
весное поле должно быть бессиловым.

Исходная рассматриваемая конфигурация — это
неограниченно длинный цилиндрический плазмен-
ный шнур, однородный вдоль своей оси. Использу-
ется цилиндрическая система координат (r, ϕ, z) с
осью z вдоль оси шнура. Все величины в нем за-
висят только от радиальной координаты r. В ци-
линдрической системе координат магнитное поле,
которое всюду перпендикулярно плоскостям, про-
ходящим через ось (меридиональным плоскостям),
называется тороидальным, а магнитное поле, сило-
вые линии которого лежат всюду в меридиональных
плоскостях, называется полоидальным.
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Уравнения (1)–(3) могут быть выражены через
компоненты в цилиндрической системе координат:

jϕHz − jzHϕ = c
∂P

∂r
,

jrHϕ − jϕHr = c
∂P

∂z
, jrHz − jzHr = 0;

(7)

jr =
c

4π

∂Hϕ

∂z
, jz =

c

4πr

∂(rHϕ)

∂r
,

jϕ =
c

4π
(
∂Hr

∂z
− ∂Hz

∂r
);

(8)

1

r

∂(rHr)

∂r
+
∂Hz

∂z
= 0. (9)

Система уравнений (7)–(9) сводится к одному урав-
нению введением магнитного потока и полного тока
через круг радиуса r, перпендикулярный оси z:

ψ(r, z) = 2π

r∫

0

Hz(r
′, z)r′dr′,

J(r, z) = 2π

r∫

0

jz(r
′, z)r′dr′.

(10)

Такой подход, предложенный Шафрановым [28],
позволяет свести задачу к решению одного уравне-
ния, содержащего только ψ. Используя эти перемен-
ные и равенства divH = 0 и div j = 0, полоидальные
компоненты поля и плотности тока можно записать
в виде

Hr = − 1

2πr

∂ψ

∂z
, Hz=

1

2πr

∂ψ

∂r
, (11)

jr = − 1

2πr

∂J

∂z
, jz =

1

2πr

∂J

∂r
. (12)

Отсюда следует, что градиенты переменных ψ(r, z) и
J(r, z) ортогональны соответственно магнитной си-
ловой линии и линии тока. Поскольку магнитные
силовые линии, так же как и линии тока, лежат на
поверхностях постоянного давления (5), ψ и J по-
стоянны на этих магнитных поверхностях. Следова-
тельно, J и P можно выразить в виде функции от ψ:

J = J(ψ), P = P (ψ). (13)

Тороидальные компоненты магнитного поля и тока
выражаются через J и ψ с учетом уравнений (8):

H =
2J

cr
, jϕ = − 1

8π2r
(
∂2ψ

∂r2
− 1

r

∂ψ

∂r
+
∂2ψ

∂z2
). (14)

Подстановка полученных полоидальных (11), (12) и
тороидальных (14) компонент магнитного поля и то-
ка в уравнение (7) приводит к уравнению Грэда –
Шафранова для переменных J и ψ:

∂2ψ

∂r2
− 1

r

∂ψ

∂r
+
∂2ψ

∂z2
= −16π3r2

dP

dψ

8π2

c2
d(J2)

dψ
. (15)

Это уравнение широко используется для опи-
сания статического равновесия в термоядерных
установках с магнитным удержанием, в которых
реализация управляемого термоядерного синтеза
(УТС) рассматривается как квазистационарный
процесс; оно применимо ко многим астрофизиче-
ским плазменным процессам [29, 30]. Уравнение
Грэда – Шафранова описывает равновесные конфи-
гурации плазмы в двухжидкостной плазмостатике;
оно является основой теории равновесия плазмы
в осесимметричных магнитных конфигураци-
ях [14, 31, 32].

Задаваясь конкретной (достаточно произвольно
выбранной) зависимостью и решая это уравнение,
получим равновесную конфигурацию, в которой
распределения магнитного поля и токов определя-
ются выражениями (11), (12) и (14), а магнитные по-
верхности даются равенствами ψ(r, z) = const. В [27]
показано, что простым решением уравнения (15)
при

16
dP

dψ
= const = −aψ0,

8π2

c2
dJ2

dψ
= const = −bR2ψ0

(16)

будет выражение, описывающее равновесную кон-
фигурацию, в которой распределения магнитного
поля и токов определяются выражениями (11), (12)
и (14), а магнитные поверхности даются равенства-
ми ψ(r, z) = const:

ψ(r, z)

ψ0
=

1

2
(bR2 + r2)z2 +

a− 1

8
(r2 −R2)2. (17)

Здесь a, b, R и ψ0 — постоянные величины. Величина
R представляет собой радиус типичных колец и со-
гласно нашей работе [26] оценивается примерно как
15 мкм. В соответствии с (16) безразмерная констан-
та b определяется полным током J , а безразмерная
константа a определяется магнитным давлением P .
Точные значения этих констант в токовой струе на
основе (16) найти затруднительно. В стандартных
тороидальных конфигурациях они порядка едини-
цы, как видно из приведенных ниже рисунков. Это
решение описывает тороидальную конфигурацию,
состоящую из вложенных друг в друга тороидаль-
ных магнитных поверхностей ψ(r, z) = const — каж-
дая из них может быть принята за границу плазмы,
т. е. P = 0. Конфигурации в торе при любом сечении
могут обладать только осевой симметрией, т. е. все
они двумерны.

Рассмотрим сечения магнитных поверхностей в
цилиндрической системе координат, описываемые
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Рис. 1. A = 0.01

уравнением (17), для типичных значений a = 2,
b = 1:

8ψ/ψ0 = 4(R2 + r2)z2 + (r2 −R2)2 = const. (18)

Заменяя z → z/r, r → r/R, упрощаем (18), приво-
дя его к однопараметрическому виду, зависящему
от одного параметра A:

8A =
8ψ

R4ψ0
= 4(1 + r2)z2 + (r2 − 1)2 = const. (19)

Параметр A характеризует магнитный поток через
площадь, перпендикулярную к оси z.

При ψ/ψ0 = 0 из (19) имеем z = 0, r = 1. Это
окружность нулевой толщины. При A ≪ 1 из (19)
получаем

2A = 2z2 + (r − 1)2. (20)

График (20) показан на рис. 1 для A = 0.01. Это
эллипс — сечение магнитной поверхности. А в про-
странстве мы получаем тонкую «баранку». Ее ось
направлена вдоль магнитного потока.

Постепенно увеличиваем магнитное поле. На
рис. 2 представлено решение уравнения (19) для
A = 0.025. При этом видно, как «бублик» становит-
ся толще.

На рис. 3 представлено решение уравнения (19)
для еще большего значения A = 0.125. В этом
случае «дырка» в «бублике» становится малой. На
рис. 4 представлено решение уравнения (19) для
A = 0.150. При этом уже нет вообще «дырки»
в «бублике». Наконец, на рис. 5 показано решение
уравнения (19) для большого значения A = 1. По-
верхность постепенно принимает форму «блина» с
осью вдоль магнитного потока.

Рис. 2. A = 0.025

Рис. 3. A = 0.125

Рис. 4. A = 0.150
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Рис. 5. A = 1

Рассмотрим структуру магнитных силовых ли-
ний и линий тока на магнитных поверхностях, опре-
деляемых уравнением (1) и условием равновесия (5),
на которых реализуется область бессилового маг-
нитного поля. Из уравнения (1) с учетом, что все
величины зависят только от радиальной координа-
ты r, получим

dP

dr
=

1

c
(jϕHz − jzHϕ). (21)

Для бессилового поля давление P = const. Из (21)
следует

jϕHz = jzHϕ. (22)

Это приводит к спиральному магнитному полю,
изображенному на рис. 6 [7].

Рассмотренная структура бессилового магнитно-
го поля относится к модели бесконечно протяженно-
го цилиндра. В работе [9] показано, что спиральный
характер магнитного поля сохраняется при стро-
гом рассмотрении тороидальных моделей магнитно-
го поля с винтовой структурой. Свойства магнитно-
го поля соответствуют аналогичным свойствам по-
ля в цилиндрической модели. Напряженность поля
максимальна на магнитной оси тора. На поверхно-
сти каждого цилиндра, как и на вложенных друг
в друга тороидальных поверхностях, располагаются
винтовые магнитные силовые линии со своим шагом
винта [9]. Устойчивость таких тороидальных плаз-
менных структур с винтовым магнитным полем изу-
чалась в связи с перспективой их использования для
удержания высокотемпературной плазмы, в частно-
сти, в системах типа стелларатор со стабилизиру-
ющими винтовыми обмотками [33]. Показано, что
плазма с достаточно малым давлением по сравне-
нию с магнитным давлением (P ≪ H2/8π) будет

Рис. 6. Структура спиральных магнитных силовых линий

и линий тока в области бессилового магнитного поля

устойчива в таком «перекрученном» магнитном по-
ле [33].

3. МОДЕЛИРОВАНИЕ АСТРОФИЗИЧЕСКИХ
ТОКОВЫХ СТРУЙ

ПОСЛЕДОВАТЕЛЬНОСТЬЮ
ТОРОИДАЛЬНЫХ СТРУКТУР

ЗАРЯЖЕННЫХ ЧАСТИЦ

На основе описанных тороидальных плазмен-
ных структур, возникающих в магнитных полях ла-
зерной плазмы, и общего характера исходных для
них уравнений (1)–(3) может быть предложена мо-
дель астрофизических токовых струй, состоящая из
дискретной последовательности тороидальных рав-
новесных плазменных структур. Схематично такая
модель показана на рис. 7, на нем изображен аккре-
ционный диск, из центра которого излучается аст-
рофизическая токовая струя.

Такая модель была предложена в работе [18]
на основе качественного рассмотрения полной иден-
тичности уравнений для магнитного поля в лазер-
ной плазме и уравнений для реальных потенциаль-
ных вихрей в механике сплошных сред, которые со-
ответствуют трем теоремам Гельмгольца [34]. Коль-
цевая структура, фиксируемая на плоскости детек-
тора заряженных частиц, отражает сечение плаз-
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Рис. 7. Модель астрофизической токовой струи, состоя-

щая из дискретной последовательности тороидальных рав-

новесных плазменных структур

менной структуры, падающей на эту плоскость, ко-
торая возникает в лазерной плазме и распространя-
ется в пространстве.

Лазерная плазма, инициируемая одиночным ла-
зерным импульсом, генерирует одиночную торои-
дальную равновесную плазменную структуру (в ра-
боте [18] она была названа альфвеновским солито-
ном). Термин «альфвеновский солитон» был впер-
вые введен в работе [35], он был использован при
описании плазменных структур в виде тороидаль-
ных солитонов, бегущих вдоль магнитного поля со
скоростью Альфвена [14].

В случае наличия мощного источника энергии
в условиях сильного магнитного поля может реа-
лизоваться автоколебательный режим, приводящий
к последовательности таких солитонов, следующих
друг за другом. Как известно, автоколебаниями на-
зываются вынужденные незатухающие колебания в
реальных системах, период и амплитуда которых не
зависят от характера внешнего воздействия, а опре-
деляются свойствами самой автоколебательной си-
стемы. Автоколебания в реальных системах могут
продолжаться сколь угодно долго, пока не израс-
ходуется энергия источника, поддерживающего эти
колебания. Подтверждением генерации релятивист-
ских токовых струй в режиме автоколебаний мо-
жет быть снятая с высоким разрешением дискрет-
ная структура токовой струи [6].

Быстрота процесса магнитного пересоединения
и его высокая эффективность на сильно отличаю-
щихся пространственных масштабах обусловливают
постоянно растущий интерес к этому направлению

физики плазмы. Естественно определить эффек-
тивность процесса как отношение разности магнит-
ных энергий до и после пересоединения к кинети-
ческой и внутренней энергии плазмы, сосредоточен-
ной в ускоренных струях. В нерелятивистском слу-
чае эффективность пересоединения примерно рав-
на 1/2, т. е. половина магнитной энергии расходу-
ется на ускорение плазмы, а вторая теряется в ви-
де возмущений в окружающем пространстве; реля-
тивистское пересоединение обладает максимальной
эффективностью, приближающейся к единице [36].
Учет релятивистских эффектов становится суще-
ственным в том случае, когда плотность магнитной
энергии сравнима с плотностью полной энергии сре-
ды, включая энергию покоя [37]:

B2/8π > ρc2. (23)

Условие (19) в системе СГС может быть записано в
виде

B > 1.5 · 1011√ρ, (24)

где B выражено в Гс, ρ — в г/см3. Выполнение это-
го условия в лазерной плазме твердотельной плот-
ности (n > 1023 см−3, ρ > 1 г/см3) требует на-
пряженности магнитного поля B > 1011 Гс и со-
ответствующей интенсивности лазерного излучения
J > 1024 Вт/см2 [38], недостижимой на современных
лазерных установках. Однако условие (24) достижи-
мо в вакуумной камере при давлении 10−3 мм рт. ст.
(плотность 10−9 г/см3) в условиях наших экспери-
ментов по магнитному пересоединению [26]. Генера-
ция магнитного поля происходит в скин-слое плот-
ной лазерной плазмы, а пересоединение — в разре-
женной среде с тыльной стороны лазерной мишени.

Достижение режима релятивистского пересо-
единения, обладающего максимальной эффектив-
ностью, равной единице, становится возможным в
магнитных полях лазерной плазмы за счет тако-
го разделения физических процессов, протекающих
в средах, которые сильно различаются по плотно-
сти. Главной особенностью «твердотельной» лазер-
ной плазмы является генерация в ней сверхсильных
магнитных полей свыше 100 МГс [39]. Сверхсильное
магнитное поле, создаваемое ускоренными электро-
нами лазерной плазмы [38], обеспечивает уникаль-
ные условия для исследования аннигиляции и эф-
фективного пересоединения магнитного поля в об-
ласти выполнения условия (23), которая не совпа-
дает с областью генерации магнитного поля. Здесь
видна аналогия с Солнцем, когда генерация магнит-
ного поля происходит в плотной среде конвективной
зоны, а пересоединение — в разреженных средах фо-
тосферы, хромосферы и даже в солнечной короне.
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Аналогичная ситуация реализуется, по-видимому, в
процессах образования космических токовых струй.
За счет разных законов изменения магнитного поля
и плотности в зависимости от расстояния существу-
ет протяженная в пространстве область выполнения
условия (23), т. е. область релятивистского пересо-
единения, которая обладает максимальной эффек-
тивностью, равной единице.

4. ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Построение модели пространственной структу-
ры космических токовых струй с объяснением их
устойчивого распространения с малой расходимо-
стью является важной актуальной задачей много-
плановой и сложной проблемы построения модели
физических процессов возникновения и трансфор-
мации космических токовых струй. Отсутствие в на-
стоящее время общепринятой точки зрения на меха-
низм формирования токовых струй обусловливает
особую актуальность их моделирования в лабора-
торной плазме. Использование сверхмощных лазе-
ров ультракороткой длительности (0.1–1 пс) с воз-
можностью получения интенсивности лазерного из-
лучения на мишени в диапазоне (1018–1022) Вт/см2

позволяет проводить эксперименты по лаборатор-
ной астрофизике в релятивистском режиме, недо-
ступном ранее для лазеров с наносекундной дли-
тельностью импульса. Это открывает новые воз-
можности для понимания релятивистских режимов
быстрой диссипации магнитного поля, особенно в
космической плазме, где энергия крупномасштабно-
го магнитного поля преобразуется в энергию заря-
женных частиц.

Сильно различающиеся пространственные мас-
штабы лазерной плазмы и космической токовой
струи (микроны и парсеки) позволяют тем не ме-
нее корректно масштабировать токовые струи плаз-
менными потоками, возникающими в магнитных по-
лях лазерной плазмы в случае, если и те, и другие
подчиняются законам идеальной магнитной гидро-
динамики. Уравнения магнитной гидродинамики не
имеют собственного масштаба, и поэтому они мо-
гут описывать как лабораторные, так и астрофизи-
ческие течения [4].

В настоящей работе теоретически исследовалась
пространственная структура плазменных потоков,
моделирующих астрофизические токовые струи в
магнитных полях лазерной плазмы. Эксперимен-
тально такая пространственная структура, расходи-
мость и энергия пучков протонов, возникающих с
тыльной стороны тонкой мишени из меди, облучае-

мой лазерными импульсами с пиковой интенсивно-
стью порядка 5 · 1018 Вт/см2, исследовались в на-
шей работе [26]. При энергии протонов 2.9 МэВ бы-
ла зарегистрирована кольцевая форма сечения и
предельно узкая расходимость протонного пучка,
равная 0.05◦. Для теоретического объяснения по-
лученных экспериментальных данных использована
модель Свита – Паркера пересоединения магнитных
силовых линий [1]. Основные результаты настоящей
работы сводятся к следующему.

• Рассмотрено образование равновесных плаз-
менных образований в тонкой токовой струе,
возникающей в результате магнитного пересо-
единения в условиях эксперимента работы [26].
В этой работе показано, что скорость протон-
ного потока в токовой струе равна альфвенов-
ской скорости втекания плазмы в узкий токо-
вый (диффузионный) слой, в котором и проис-
ходит процесс перезамыкания магнитных ли-
ний. Выбрана система координат, движущая-
ся с этой скоростью. Протоны в этой систе-
ме координат неподвижны, уравнения Макс-
велла не меняют своего вида вследствие их
лоренцевой инвариантности [2] и задача сво-
дится к нахождению равновесных конфигура-
ций в неподвижной плазме. Решение этой за-
дачи построено на результатах работы [27], на
основе которой рассмотрены пространствен-
ная, токовая, магнитная структуры равновес-
ных плазменных образований, возникающих
в магнитных полях лазерной плазмы. Пока-
зано, что полученное решение описывает то-
роидальные плазменные структуры с винто-
вым магнитным полем. Решение задачи сведе-
но к решению уравнения Грэда – Шафранова,
описывающего равновесие плазмы в токама-
ке, как метод исследования магнитосфер ком-
пактных астрофизических объектов. Уравне-
ние Грэда – Шафранова описывает осесиммет-
ричные стационарные течения, которые явля-
ются очень распространенным явлением при-
роды. К ним относятся струйные выбросы из
молодых звездных объектов и релятивистские
токовые струи из центров активных галакти-
ческих ядер и других астрономических объек-
тов [30].

• Показано, что наблюдаемая в сечении плаз-
менного потока кольцевая структура является
аналогом тороидальной равновесной плазмен-
ной конфигурации, возникающей в сильных
магнитных полях лазерной плазмы. До насто-
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ящего времени не существует общепризнан-
ной теории образования кольцевых структур
потоков протонов, генерируемых при взаимо-
действии мощного лазерного излучения с ве-
ществом. Полученные результаты могут быть
рассмотрены как вклад в развитие теории об-
разования кольцевых структур потоков прото-
нов, образованных в магнитных полях лазер-
ной плазмы.

• Рассмотрены условия и возможность в маг-
нитных полях лазерной плазмы режима реля-
тивистского пересоединения с максимальной
эффективностью, когда отношение разности
магнитных энергий до и после пересоедине-
ния к кинетической энергии плазмы, сосредо-
точенной в ускоренных струях, равно едини-
це. Реализация этого режима связана с учетом
релятивистских эффектов, которые становят-
ся существенными в том случае, когда плот-
ность магнитной энергии сравнима с плотно-
стью полной энергии среды, включая энергию
покоя. Выполнение этого условия в лазерной
плазме твердотельной плотности требует на-
пряженности магнитного поля, которая может
теоретически быть реализована при интенсив-
ности лазерного излучения, недоступной на со-
временных лазерных установках. Однако это
условие достижимо в вакуумной камере вбли-
зи мишени в области существования достаточ-
но сильного магнитного поля. Достижение ре-
жима релятивистского пересоединения, обла-
дающего максимальной эффективностью, рав-
ной единице, становится возможным в магнит-
ных полях лазерной плазмы за счет такого
разделения физических процессов, протекаю-
щих в средах, сильно различающихся по плот-
ности. Аналогичная ситуация реализуется на
Солнце, когда генерация магнитного поля про-
исходит в плотной среде конвективной зоны,
а пересоединение имеет место в разреженных
средах фотосферы, хромосферы и даже в сол-
нечной короне. Аналогичный режим реляти-
вистского пересоединения может реализовать-
ся в процессах образования космических то-
ковых струй. За счет разных законов измене-
ния магнитного поля и плотности в зависимо-
сти от расстояния должна существовать про-
тяженная в пространстве область выполнения
условия режима релятивистского пересоедине-
ния, обладающего максимальной эффективно-
стью трансформации энергии магнитного поля
в кинетическую энергию заряженных частиц.

• Построена модель астрофизических токовых
струй, состоящая из дискретной последова-
тельности тороидальных равновесных плаз-
менных структур, подобных возникающим в
магнитных полях лазерной плазмы. Кольце-
вая структура, фиксируемая на плоскости де-
тектора заряженных частиц, отражает сече-
ние плазменной структуры, падающей на эту
плоскость, которая возникает в лазерной плаз-
ме и распространяется в пространстве. Лазер-
ная плазма, инициируемая одиночным лазер-
ным импульсом, генерирует одиночную торои-
дальную равновесную плазменную структуру,
которая может быть рассмотрена как альфве-
новский солитон. В случае наличия мощного
источника энергии в условиях сильного маг-
нитного поля может реализоваться автоколе-
бательный режим, приводящий к последова-
тельности таких солитонов, следующих друг
за другом. Образования солитонного типа в
структуре космических токовых струй объяс-
няют их устойчивость и распространение на
большие расстояния с малой расходимостью.

Необходимо отметить интенсивность и плодо-
творность работ по моделированию космических то-
ковых струй, проводимых в последнее время на
установках плазменного фокуса. Полученные здесь
результаты экспериментов стимулировали развитие
теоретических моделей. В работе [40] найден но-
вый класс решений уравнения Грэда – Шафранова,
описывающий замкнутые стационарные течения, в
частности, тороидальный замагниченный плазмен-
ный выброс, движущийся в покоящейся среде. На
этой основе определена внутренняя структура плаз-
менного выброса, наблюдаемого при лабораторном
моделировании нерелятивистских токовых струй на
установке плазменного фокуса НИЦ «Курчатовский
институт». Показано, что в структуре плазменного
выброса возникает вращение плазмы [9, 40]. Найде-
ны и исследованы режимы с генерацией компакт-
ных устойчивых плазменных образований, распро-
страняющихся на большие расстояния [41, 42]. По-
казано, что магнитное поле играет существенную
роль в коллимации плазменного потока. Измерения
магнитных полей с пространственным разрешением
вдоль оси пролетной камеры позволили определить
протяженность области с захваченным магнитным
потоком и показать, что плазменный поток распро-
страняется с собственным захваченным магнитным
полем [43].

Развитие физических методов и средств фор-
мирования природоподобных плазменных потоков
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в условиях сильных магнитных полей, предостави-
ло принципиально новые возможности в моделиро-
вании космических токовых струй. Эти возможно-
сти хорошо реализуются на современных установках
плазменного фокуса и на лазерных установках высо-
коинтенсивного излучения. Результаты, полученные
на этих установках, хорошо дополняют друг друга,
вносят свой вклад в построение модели сложного
уникального явления космических токовых струй.
Результаты этих исследований носят общий фунда-
ментальный характер, их применение перспективно
не только в космической и астрофизической плазме,
но и при создании инновационных природоподобных
технологий в области магнитоплазмодинамических
двигателей космических аппаратов, а также в обла-
сти термоядерной плазмы [44].

Финансирование. Работа поддержана Россий-
ским фондом фундаментальных исследований (про-
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Рассмотрена задача о взаимодействии трех заряженных частиц, размером одной из которых можно пре-

небречь. Методом разложения по шаровым гармоникам найдены уравнения для коэффициентов разложе-

ния потенциала электрического поля. Получены выражения для декартовых компонент силы и момента

силы взаимодействия. Показано, что несмотря на нарушение аксиальной симметрии при добавлении тре-

тьей частицы, при равномерной зарядке частицы сферической формы все компоненты вектора момента

силы, действующей на нее, равны нулю. Путем выделения вкладов зарядов-изображений в явном виде

получены формулы для поверхностной плотности заряда и силы взаимодействия частиц. Исследованы

условия возникновения притяжения между одноименно заряженными сферическими частицами в зави-

симости от положения точечной.
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1. ВВЕДЕНИЕ

В природе и технике существует множество при-
меров, когда в механизме взаимодействия заряжен-
ных макроскопических объектов электростатиче-
ская сила играет главенствующую роль. К таким
системам относятся заряженные пылевые частицы в
космосе [1], заряженные аэрозоли в атмосферах пла-
нет и спутников [2–4], частицы конденсированной
дисперсной фазы в плазме и электролитах [5], части-
цы порошковых красок [6] и ряд других. В качестве
модели чаще всего рассматриваются пары проводя-
щих [7,8] или диэлектрических шаров [9–11], части-
цы сфероидальной формы [12, 13], системы, вклю-
чающие в себя точечные частицы [14] или неогра-
ниченные плоскости [15]. Для выбранной геометрии
рассчитываются сила и потенциал взаимодействия

* E-mail: fav@triniti.ru

заряженных тел, а также распределение связанных
зарядов на поверхностях диэлектриков. Это позво-
ляет, в частности, определить условия возникнове-
ния притяжения между одноименно заряженными
объектами [16], что является существенным для опи-
сания эволюции таких систем и объяснения наблю-
даемых в эксперименте эффектов [17].

Во многих работах, посвященных теоретическо-
му исследованию взаимодействия двух диэлектри-
ческих частиц, поставленная задача решалась в
бисферической системе координат (см., например,
[7, 9, 16, 18–20]). Известны также результаты рас-
четов в сферической системе координат методом
переразложения [11, 18, 19, 21], методом изображе-
ний [18,19] и численные решения методом конечных
элементов Галеркина [6]. В последние годы начаты
исследования электростатического взаимодействия
многих сферических частиц методом интегральных
уравнений [22–25].

В настоящей работе исследуется влияние сосед-
них частиц на взаимодействие пары заряженных ди-
электрических частиц. В сферической системе ко-
ординат рассматривается система из трех частиц,
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одна из которых для упрощения задачи полагает-
ся точечной (неполяризуемой). Это означает, что
распределение связанных зарядов на поверхностях
частиц конечного размера возмущено присутстви-
ем третьей частицы, но перераспределением заря-
да на поверхности самой этой частицы можно пре-
небречь, т. е. самосогласованное перераспределение
плотности заряда затрагивает только две частицы
из трех. Эта упрощенная модель приводит, однако,
к существенным вычислительным трудностям, свя-
занным с крайне медленной сходимостью рядов для
электростатического потенциала вблизи поверхно-
стей сферических частиц при малых межчастичных
расстояниях. В данной работе предлагается метод
преодоления этих трудностей на основе аналитиче-
ских преобразований рядов, входящих в выражение
для электростатического потенциала.

2. АНАЛИТИЧЕСКОЕ РЕШЕНИЕ ЗАДАЧИ В
СФЕРИЧЕСКОЙ СИСТЕМЕ КООРДИНАТ

2.1. Электростатический потенциал системы

Введем сферическую систему координат (r, θ, ϕ)

с началом в центре первого диэлектрического ша-
ра радиусом a1, полярную ось z направим к цен-
тру второго шара (его радиус a2, расстояние меж-
ду центрами шаров R), а плоскость xz, соответству-
ющую нулю азимутального угла ϕ, проведем через
третью точечную частицу (см. рис. 1). На рисунке
точка наблюдения P определена также через ко-
ординаты (r2, θ2, ϕ2), связанные со вторым шаром
(в дальнейшем введенные системы координат бу-
дем для краткости обозначать соответственно СК1
и СК2); отметим, что СК2 получена из СК1 сдвигом
вдоль оси z без изменения ориентации осей, поэто-
му ϕ = ϕ2. Полные заряды частиц обозначим q1,
q2 и q0; последняя, точечная, частица имеет коорди-
наты (r01, θ0, ϕ = 0) в СК1 и (r02, θ02, ϕ = 0) в СК2.
Положение точки наблюдения P относительно то-
чечной частицы определяется вектором r0, который
из центра первого шара виден под углом γ.

Для определения электростатического потенци-
ала системы воспользуемся методом разложения
потенциалов сферических частиц по шаровым
функциям в собственных системах координат
с последующим переразложением для удобства
подстановки в граничные условия. Данный ме-
тод использовался, например, в работах [11, 16],
в которых решалась аксиально-симметричная
задача. В рассматриваемой нами геометрии име-
ет место симметрия относительно плоскости xz,

поэтому для разложения достаточно использо-
вать четные по азимутальному углу функции
r−n−1Pm

n (cos θ) cosmϕ и rnPm
n (cos θ) cosmϕ. Обо-

значив µ = cos θ и µ2 = cos θ2, запишем представ-
ление потенциала внутри диэлектрических частиц:

φI(r, µ, ϕ) =

∞∑

n=0

n∑

m=0

αm
1,nr

nPm
n (µ) cosmϕ,

φII(r2, µ2, ϕ) =

∞∑

n=0

n∑

m=0

αm
2,nr

n
2P

m
n (µ2) cosmϕ,

(1)

где αm
1,n, αm

2,n — коэффициенты разложения. Здесь
учтено, что в центрах сферических частиц потен-
циал должен быть конечным. Аналогично, в силу
обращения в нуль на бесконечности, разложение по-
тенциала каждой из частиц во внешнем простран-
стве имеет вид

φ1(r, µ, ϕ) =

∞∑

n=0

n∑

m=0

Am
n,1

Pm
n (µ)

rn+1
cosmϕ, (2)

φ2(r2,µ2,ϕ) =

∞∑

n=0

n∑

m=0

Bm
n,2

Pm
n (µ2)

rn+1
2

cosmϕ. (3)

Второй нижний индекс коэффициентов указывает
на систему координат, в которой проведено разло-
жение.

Переразложение потенциалов φ1, φ2 во взаимных
системах координат реализуется с помощью взаим-
ного представления шаровых функций, отнесенных
к соответствующей системе координат. При r < R

справедлива формула [26]

Pm
n (µ2)

rn+1
2

=
(−1)n−m

Rn+1
×

×
∞∑

k=m

(n+k)!

(n−m)! (k +m)!

( r
R

)k
Pm
k (µ) , (4)

следовательно, потенциал второй сферической час-
тицы в системе координат, связанной с первой, мож-
но представить в виде

φ2(r, µ, ϕ) =

∞∑

n=0

n∑

m=0

Bm
n,1r

nPm
n (µ) cosmϕ, (5)

где

Bm
n,1 =

1

Rn

∞∑

k=m

(−1)
k−m

(k + n)!

(k −m)! (n+m)!

Bm
k,2

Rk+1
. (6)

Аналогично, при r2 < R

φ1(r2, µ2, ϕ) =

∞∑

n=0

n∑

m=0

Am
n,2r

n
2P

m
n (µ2) cosmϕ, (7)
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Рис. 1. Геометрия задачи о взаимодействии двух сферических шаров с точечным зарядом q0; O — центр первой мак-

рочастицы с радиусом a1 и зарядом q1, O2 — центр второй макрочастицы с радиусом a2 и зарядом q2; r, θ и r01, θ0 —

радиус-вектор, полярный угол точки наблюдения P и координаты точечного заряда в сферической системе координат с

полюсом в точке O и с осью, направленной к O2; r2, θ2 и r02, θ02 — радиус-вектор, полярный угол точки наблюдения

P и координаты точечного заряда в сферической системе координат с полюсом в центре второй макрочастицы; R —

расстояние между центрами макрочастиц, r0 — расстояние между точечным зарядом и точкой наблюдения

где

Am
n,2 =

(−1)n−m

Rn

∞∑

k=m

(k + n)!

(k −m)! (n+m)!

Am
k,1

Rk+1
. (8)

Наконец, найдем выражение для потенциала
третьей частицы в системах координат, связанных
с первыми двумя. При r < r01 имеем

φ0 ≡ q0
εr0

=
q0
εr01

∞∑

n=0

(
r

r01

)n

Pn(ν) . (9)

Здесь мы воспользовались производящей функци-
ей многочленов Лежандра; ν = cos γ, ε — диэлек-
трическая проницаемость среды. Согласно теореме
сложения [27],

Pn(ν) =

n∑

m=0

2

1 + δm0
×

× (n−m)!

(n+m)!
Pm
n (µ0)P

m
n (µ) cosmϕ, (10)

где δm0 — символ Кронекера. Следовательно, в СК1

φ0(r, µ, ϕ) =

∞∑

n=0

n∑

m=0

Cm
n,1r

nPm
n (µ) cosmϕ, (11)

где

Cm
n,1 =

2

1 + δm0

(n−m)!

(n+m)!

q0

εrn+1
01

Pm
n (µ0) . (12)

Выражение для φ0(r2, µ2, ϕ) будет отличаться толь-
ко индексами.

Суммарный потенциал φ, полученный как супер-
позиция (2), (5) и (11),

φ = φ0 + φ1 + φ2, (13)

и потенциал φI из (1) должны удовлетворять гра-
ничным условиям, которые на границе однородных
диэлектриков имеют вид

φI|r=a1
= φ|r=a1

,

ε1
∂φI
∂r

∣∣∣∣
r=a1

− ε
∂φ

∂r

∣∣∣∣
r=a1

= 4πσ1,f .
(14)

Здесь ε1 — диэлектрическая проницаемость мате-
риала первого шара, σ1,f — плотность свободного
заряда на его поверхности. Считая, что свободный
заряд на сферических частицах распределен равно-
мерно, из уравнений (14), дополненных аналогичны-
ми для второй частицы, получаем систему уравне-
ний (n = 0, 1, . . ., m = 0, 1, . . . , n):

Am
n,1

a2n+1
1

+ β1,nB
m
n,1 = 4πσ1,fa1δn0 − β1,nC

m
n,1,

Bm
n,2

a2n+1
2

+ β2,nA
m
n,2 = 4πσ2,fa2δn0 − β2,nC

m
n,2,

(15)

где Cm
n,2 — коэффициенты разложения φ0 в СК2,

аналогичные (12); β1,n, β2,n — коэффициенты, опре-
деленные соотношениями

βi,n =
n (εi − ε)

nεi + (n+ 1) ε
, i = 1, 2; (16)

εi — проницаемость i-го диэлектрического шара.

323



М. М. Родин, А. В. Филиппов ЖЭТФ, том 163, вып. 3, 2023

Из системы (15) с учетом (6), (8) можно найти
коэффициенты разложения Am

n,1, B
m
n,2 потенциалов

шаров в собственных системах координат. При этом
для монопольных членов из (15) следуют явные ре-
шения:

A0,1 =
4πσ1,fa

2
1

ε
≡ q1

ε
,

B0,2 =
4πσ2,fa

2
2

ε
≡ q2

ε
.

(17)

2.2. Плотность поверхностного заряда

В ряде работ [11, 16] было показано, что одно-
именно заряженные тела на близких расстояниях
могут испытывать притяжение вследствие перерас-
пределения заряда на их поверхностях. При этом
вклад в отталкивание всегда дает свободный заряд,
распределение которого σi,f (i = 1, 2) мы считаем
равномерным. Получим выражение для плотности
связанных зарядов σi,b = σi−σi,f , возмущение кото-
рой может вызвать притяжение. Плотность полного
заряда σ1 на поверхности диэлектрика определяется
скачком напряженности электрического поля:

∂φI
∂r

∣∣∣∣
r=a1

− ∂φ

∂r

∣∣∣∣
r=a1

=
4πσ1
ε

. (18)

В итоге из выражений (14) и (18) имеем

σ1,b =
ε

4π

∞∑

n=1

n∑

m=0

(2n+ 1)
Am

n,1

an+2
1

Pm
n (µ) cosmϕ. (19)

Отметим, что, подставив в эту формулу Am
n,1 из

первого уравнения системы (15), можно разделить
вклады второй сферической и точечной частиц в
плотность заряда на первой (они будут выражаться
рядами с общим членом, пропорциональным соот-
ветственно Bm

n,1 и Cm
n,1). Для второго шара справед-

ливы аналогичные соображения.

2.3. Сила взаимодействия

Найдем теперь составляющие силы, действую-
щей на первый диэлектрический шар. На элемент
поверхности частицы действует сила, определяемая
максвелловским тензором натяжений [28], проекции
которой в декартовой системе координат имеют вид

f1x =
ε

4π

[
1

2
sin θ cosϕ

(
E2

r − E2
θ − E2

ϕ

)
+

+ cos θ cosϕErEθ − sinϕErEϕ

]∣∣∣∣
r=a1

, (20)

f1y =
ε

4π

[
1

2
sin θ sinϕ

(
E2

r − E2
θ − E2

ϕ

)
+

+ cos θ sinϕErEθ + cosϕErEϕ

]∣∣∣∣
r=a1

, (21)

f1z =
ε

4π

[
1

2
cos θ

(
E2

r − E2
θ − E2

ϕ

)
−

− sin θErEθ

]∣∣∣∣
r=a1

. (22)

Здесь Er, Eθ, Eϕ — компоненты электрического по-
ля E = −∇φ вдоль ортов СК1.

Полную силу получим интегрированием выра-
жений (20)–(22) по поверхности первой сферы. Ис-
пользуя известные интегралы от выражений, содер-
жащих присоединенные функции Лежандра, прихо-
дим к следующим формулам для компонент силы:

F1x = −ε
4

∞∑

n=0

n∑

m=0

(1 + δm0)
(n+m+ 2)!

(n−m)!
×

×
[
Am

n,1

(
Bm+1

n+1,1 + Cm+1
n+1,1

)
−

−Am+1
n+1,1

(
Bm

n+2,1 + Cm
n+2,1

)]
,

F1y = 0,

F1z = −ε
∞∑

n=0

n∑

m=0

1 + δm0

2

(n+m+ 1)!

(n−m)!
×

×Am
n,1

(
Bm

n+1,1 + Cm
n+1,1

)
.

(23)

Полученные выражения позволяют рассмотреть
вклады второго шара и точечной частицы независи-
мо. Последний мы бы могли найти, взяв с обратным
знаком величину проекции силы, с которой первая
сферическая частица действует на точечную:

F
(1)
0 = −q0 ∇φ1|r=r01

. (24)

2.4. Момент силы взаимодействия

В ряде работ (см., например, [29–37]) было экспе-
риментально обнаружено собственное вращение пы-
левых частиц в пылевой плазме. В работе [14] бы-
ло показано, что к этому может приводить неодно-
родное распределение свободного заряда на поверх-
ности пылевой частицы. Поэтому получим выраже-
ние для момента силы электростатического взаимо-
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действия, действующей на первую частицу, который
определяется выражением [28]

M1 =
εa21
4π

2π∫

0

π∫

0

{
[r×E] (n · E)−

− 1

2
E2 [r× n]

}∣∣∣∣
r=a1

sin θ dθ dϕ, (25)

где n — вектор нормали к поверхности первой сфе-
ры. Отсюда с учетом того, что n = er, находим

M1 =
εa31
4π

2π∫

0

π∫

0

Er [Eθeϕ − Eϕeθ]
∣∣
r=a1

×

× sin θ dθ dϕ. (26)

Интегрируя (26) (интегралы от произведений
шаровых функций см. в [38]), для рассматриваемой
здесь задачи, симметричной относительно плоско-
сти xz, находим

M1,x = 0, M1,z = 0, (27)

M1y =
ε

4

∞∑

n=1

n−1∑

m=0

(n+m+ 1)!

(n−m− 1)!

[
Am+1

n,1

(
Bm

n,1 +

+ Cm
n,1

)
−Am

n,1

(
Bm+1

n,1 + Cm+1
n,1

)]
. (28)

Обращение в нуль x- и z-составляющих момента си-
лы в нашей задаче вызвано тем, что плоскость xz

является плоскостью симметрии и ось вращения мо-
жет быть только перпендикулярной этой плоскости.

В случае равномерной зарядки первой частицы
из первого уравнения системы (15) следует равен-
ство

Bm
n,1 + Cm

n,1 = − 1

a2n+1
1 β1,n

Am
n,1,

n > 1, 0 6 m 6 n,

подстановка которого в выражение (28) приводит
к обнулению и y-составляющей момента: M1,y = 0.
Следовательно, при равномерной зарядке рассмат-
риваемой частицы присутствие третьей точечной
частицы, нарушающей аксиальную симметрию за-
дачи, не может приводить к возникновению ее соб-
ственного вращения.

В заключение данного раздела отметим, что
непосредственное использование формул (19), (23),
как показали расчеты, в области малых межча-
стичных расстояний приводит к сильному сниже-
нию точности. Особенно это заметно при визуали-
зации распределения заряда по поверхности сфери-
ческой частицы, где из-за близости точечного заря-
да и вызванного им дельтообразного пика плотности

на сферической поверхности возникают чередующи-
еся области противоположных знаков, тем более яв-
ные, чем меньше число учитываемых членов в ря-
дах и чем мельче сетка, в точках которой вычисля-
ется плотность заряда. Для решения этой пробле-
мы ряды, содержащие коэффициенты разложения
потенциала точечной частицы Cm

n,1, преобразуем та-
ким образом, чтобы под знаком суммы не оставалось
медленно сходящихся членов.

3. ВЗАИМОДЕЙСТВИЕ
ДИЭЛЕКТРИЧЕСКОГО ШАРА И

ТОЧЕЧНОГО ЗАРЯДА: ПРОЦЕДУРА
УСКОРЕНИЯ СХОДИМОСТИ

Как подчеркивалось выше, выражения (19)
и (23) позволяют выделить вклад точечной части-
цы, вызывающий ухудшение сходимости входящих
в них рядов. Покажем, как можно преобразовать
исходные формулы, для чего рассмотрим систему
из двух частиц: сферической и точечной.

Будем придерживаться обозначений, принятых в
разд. 2. Исключим из рассмотрения вторую сферу и
положим µ0 = 1. Известно [18,19], что электростати-
ческий потенциал первой диэлектрической частицы
равен

φ1 =
q1
εr

− q0
εr

∞∑

n=1

β1,n
a2n+1
1

rn+1
01 rn

Pn(µ) . (29)

Входящий в это выражение ряд преобразуем следу-
ющим образом:

∞∑

n=1

β1,n
a2n+1
1

rn+1
01 rn

Pn(µ) = −ε1 − ε

ε1 + ε

a1
r01

×

×
[ ∞∑

n=1

ε

nε1 + (n+ 1) ε

(
r′01
rn

)n

Pn(µ) +

+ 1−
∞∑

n=0

(
r′01
rn

)n

Pn(µ)

]
, (30)

где r′01 — расстояние, определяющее инверсный об-
раз точки, в которой находится заряд q0, относи-
тельно поверхности сферы: r′01 = a21/r01. Тогда, по
определению производящей функции, ряд в послед-
нем слагаемом при r > r′01 равен 1/r′0, где r′0 — рас-
стояние от образа до точки наблюдения (см. рис. 2):

r′0 =
√
r2 + r′201 − 2rr′01µ.

Обозначив
q′0 =

ε1 − ε

ε1 + ε

a1
r01

q0, (31)
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Рис. 2. Положение зарядов-изображений, возникающих

при взаимодействии сферической и точечной частиц

из (29), (30) получим

φ1 =
q1
εr

+
q′0
εr

− q′0
εr′0

+

+
q′0
εr

∞∑

n=1

ε

nε1 + (n+ 1) ε

(
r′01
r

)n
Pn(µ) . (32)

Таким образом, из ряда в (29) мы в явном виде выде-
лили вклады двух зарядов-изображений: +q′0 в цен-
тре сферы и −q′0 на расстоянии r′01 от него. Отметим,
что общий член ряда в преобразованном выражении
(32) при r01 ≃ a1 убывает на порядок быстрее по
сравнению с исходным (29).

Преимущество в скорости сходимости потенциа-
ла, рассчитанного по новой формуле, продемонстри-
ровано на рис. 3. Здесь L — расстояние между по-
верхностью диэлектрического шара и точечным за-
рядом: L = r01 − a1. На рис. 3 дана угловая зави-
симость потенциала при r = a1 + L/2. Видно, что
модифицированная формула для потенциала обес-
печивает большую устойчивость, особенно в обла-
сти, близкой к полярной оси.

Из выражения (29) можно получить известную
формулу для силы взаимодействия [18]:

F =
q0q1
εr201

−

− q20
εr201

∞∑

n=1

n (n+ 1) (ε1 − ε)

nε1 + (n+ 1) ε

(
a1
r01

)2n+1

(33)

(положительное значение силы соответствует оттал-
киванию, отрицательное — притяжению). Исполь-
зуя выражение (32), находим альтернативную фор-

Рис. 3. Потенциал шара при r = a1 + 0.5L в зависимости

от полярного угла θ, найденный по формулам (29) и (32)

(кривые 1 и 2 соответственно) при a1 = 1мкм, q1 = 102e,

ε1 = 25, q0 = 50e

мулу для силы, которая, как ожидается, будет да-
вать лучшую сходимость:

F =
q0q1
εr201

+
q0q

′
0

εr201
− q0q

′
0

ε (r01 − r′01)
2 +

+
q0q

′
0

εr201

∞∑

n=1

(n+ 1) ε

nε1 + (n+ 1) ε

(
a1
r01

)2n
. (34)

Второе и третье слагаемые в (34) соответствуют ку-
лоновскому взаимодействию точечного заряда q0 с
двумя его изображениями, причем третье слагае-
мое быстро растет по абсолютной величине по мере
сближения сферической и точечной частиц, что на
достаточно малых межчастичных расстояниях при-
водит к переходу от отталкивания одноименных за-
рядов к их притяжению.

Из табл. 1 видно, что расчеты по формуле (34)
с учетом всего нескольких первых членов ряда уже
приводят к результату, отличающемуся от оконча-
тельного только в третьей-четвертой значащей циф-
ре. Для достижения такой точности при расчетах
с использованием исходной формулы (33), если L

достаточно мало, может потребоваться вплоть до
нескольких тысяч членов.

Отметим, что задача, поставленная в данной
работе, предполагает решение системы линейных
уравнений (15) с матрицей порядка (N−m)×(N−m)

для каждого m = 0, 1, . . . ,M (в силу отсутствия
аксиальной симметрии), причем максимальное зна-
чение M 6 N определяется скоростью убывания
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Таблица 1. Сравнение расчетов по формулам (33) и (34) для силы взаимодействия сферической и точечной частиц при

q1 = 102e, a1 = 1мкм, ε1 = 25, q0 = 50e для межчастичных расстояний L1 = 1 нм, L2 = 102 нм и L3 = 104 нм

N 10 100 1000 7000

L = 1 нм Из (33) в 10−7 Н −3.26 · 10−4 −2.39 · 10−2 −0.79122 −1.33087

Из (34) в 10−8 Н −1.33099 −1.33097 −1.33090 −1.33089

N 2 5 20 100

L = 100 нм Из (33) в 10−11 Н −4.88 · 10−2 −0.32216 −1.07034 −1.18280

Из (34) в 10−11 Н −1.18865 −1.18592 −1.18297 −1.18280

N 1 2 3 5

L = 104 нм Из (33) в 10−15 Н 9.52701 9.52693 9.52693 9.52693

Из (34) в 10−15 Н 9.52693 9.52693 9.52693 9.52693

коэффициентов (12). Это накладывает определен-
ные ограничения на количество учитываемых чле-
нов разложения N ; в финальных расчетах мы по-
ложили N = 40. Как видно из полученных в этом
разделе данных, этого вполне достаточно для дости-
жения приемлемой точности при вычислении вкла-
да точечного заряда в силу взаимодействия.

Получим теперь выражение для плотности свя-
занных зарядов на поверхности сферической части-
цы, находящейся в поле точечного заряда. Выраже-
ние (19) с учетом вида потенциала (29) в данном
случае переходит в следующее:

σ1,b = − q0
4πa21

∞∑

n=1

(2n+ 1)β1,n

(
a1
r01

)n+1

Pn(µ) .

Проделав преобразования с общим членом ряда,
аналогичные выполненным при получении (30), по-
сле некоторых алгебраических преобразований фор-
мулы для производящей функции приходим к сле-
дующему выражению:

σ1,b =
q′0

4πa21

[
1− r01

(
r201 − a21

)

(a21 + r201 − 2a1r01µ)
3/2

+

+
∞∑

n=1

(2n+ 1) ε

nε1 + (n+ 1) ε

(
an1
r01

)n
Pn(µ)

]
. (35)

Здесь q′0 по-прежнему обозначает величину зарядов-
изображений (31). Выражение в знаменателе второ-
го слагаемого в квадратных скобках — это рассто-
яние от q0 до точки на сфере, задаваемой перемен-
ной µ. Ясно, что при µ = 1 это расстояние тем мень-
ше отличается от нуля, чем ближе точечная частица
к поверхности сферической. Как показывают расче-
ты, после выделения этой сингулярности ряд в по-
следнем слагаемом (35) сходится достаточно быст-
ро.

4. СИЛА ВЗАИМОДЕЙСТВИЯ ПРИ a2/R ≪ 1

Рассмотрим случай, когда в поляризацию по-
верхностного заряда первой частицы основной
вклад от второй частицы вносит монопольный
член разложения потенциала этой частицы, а
вкладом более высоких мультипольных моментов
можно пренебречь. Такой случай реализуется при
a2/R ≪ 1. В этом случае в разложении (6) коэф-
фициента Bm

n,1 остается только B0,2, поэтому все
коэффициенты с m > 1 исчезают: Bm

n,1 = 0, а
коэффициенты для m = 0 с учетом (17) принимают
вид

Bn,1 =
q2

εRn+1
. (36)

Теперь из первого уравнения системы (15) находим

Am
n,1 = −a2n+1

1 β1,n
(
Bn,1δm0 + Cm

n,1

)
,

n = 1, 2, . . . ,∞, m = 0, 2, . . . , n. (37)

На основе найденного приближенного решения, для
составляющих силы взаимодействия из (23) полу-
чим выражения

F1x ≈ −q0q1
εr201

P 1
1 (µ0)−

− q0
εr201

P 1
1 (µ0)

(ε1 − ε)

ε1 + 2ε

(
q2
a31
R3

+ q0
a31
r301

P2 (µ0)

)
+

+
q0q2
2εr201

∞∑

n=1

P 1
n+1 (µ0)

a2n+1
1

rn01R
n+1

(
β1,n − a21

R2
β1,n+1

)
+

+
ε

4

q20
εr201

∞∑

n=1

n∑

m=0

a2n+1
1

r2n+1
01

Pm+1
n+1 (µ0)×

×
[
(n−m)!

(n+m)!
β1,nP

m
n (µ0)−

− a21
r201

β1,n+1
(n−m+ 2)!

(n+m+ 2)!
Pm
n+2 (µ0)

]
, (38)
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F1z ≈ −q1q2
εR2

− q1q0
εr201

P1 (µ0) +

+
q22
εR2

∞∑

n=1

(n+ 1)β1,n
a2n+1
1

R2n+1
+

+
q0q2
εr01R

∞∑

n=1

(n+ 1)β1,n
an1
rn01

an1
Rn

×

×
[
a1
R
Pn (µ0) +

a1
r01

Pn+1 (µ0)

]
+

+
q20

2εr201

∞∑

n=1

n∑

m=0

(1 + δm0)β1,n
(n+ 1−m)!

(n+m)!
×

× a2n+1
1

r2n+1
01

Pm
n (µ0)P

m
n+1 (µ0) . (39)

В выражении (38) первый член соответствует x-
составляющей силы взаимодействия “точечных” за-
рядов q0 и q1, z-составляющая этой силы — второй
член в правой части (39). Из (38) видно, что F1x пря-
мо пропорциональна q0 и исчезнет, если удалить то-
чечную частицу. Отметим, что ценность выражений
(38) и (39) заключается в том, что они справедливы
при любом положении третьей точечной частицы,
требуется только выполнение условия a2/R ≪ 1. В
этих формулах можно также выделить расходящу-
юся при малых значениях L01 = r01− a1 часть силы
взаимодействия, как это было сделано в разд. 3.

Рассмотрим более простой случай расположе-
ния зарядов, когда точечный заряд лежит на оси z

и задача становится аксиально-симметричной. При
этом θ = 0 или π и µ0 = ±1. В этом случае x-
составляющая сила станет равной нулю: F1x = 0.
Для z-составляющей с учетом того, что Pn(1) = 1,
Pn(−1) = (−1)n, из (39) находим

F1z =
q1q2
εR2

− q1q0
εr201

µ0 +

+
1

εa21

∞∑

n=1

(n+ 1)β1,nΨnΨn+1, (40)

где величина Ψn определена соотношением

Ψn = q2
an+1
1

Rn+1
+ q0

an+1
1

rn+1
01

µn
0 .

5. ОБСУЖДЕНИЕ РЕЗУЛЬТАТОВ

5.1. Сила взаимодействия

Применим теперь описанную в разд. 3 процеду-
ру к задаче, поставленной в статье. Проекцию силы
на ось z, с которой на первую сферическую частицу

действует вторая, будем находить согласно (23) по
формуле

F
(2)
1z = −ε

∞∑

n=0

n∑

m=0

1 + δm0

2

(n+m+ 1)!

(n−m)!
×

×Am
n,1B

m
n+1,1. (41)

Вклад точечной частицы вычислим по формуле
(24). Для этого в потенциал (2) подставим Am

n,1 из
первого уравнения системы (15), раскроем скобки и
преобразуем ряд, содержащий коэффициенты Cm

n,1,
для которых мы имеем явные формулы (12). Это
приведет нас к выражению, аналогичному (32) и пе-
реходящему в него при m = 0, µ0 = 1 и Bm

n,1 = 0.
Соответствующая сила (взятая с обратным зна-
ком, чтобы отражать действие точечной частицы на
первую сферическую) оказывается равной

F
(0)
1z = −q0q1

εr201
µ0 −

q0q
′
0

εr201
µ0 +

q0q
′
0

ε (r01 − r′01)
2µ0 −

− q0q
′
0

εr201

∞∑

n=1

n∑

m=0

2

1 + δm0

(n−m+ 1)!

(n+m)!
×

× ε

nε1 + (n+ 1) ε

(
a1
r01

)2n

Pm
n (µ0)P

m
n+1(µ0) +

+
q0
r201

∞∑

n=1

n∑

m=0

(n−m+ 1)βn
1B

m
n,1 ×

× a2n+1
1

rn01
Pm
n+1(µ0) . (42)

Полная сила, действующая на первый диэлектриче-
ский шар вдоль оси z, есть сумма (41) и (42).

Вклад второго шара в силу, действующую на
первый вдоль оси x, выделим из выражения (23):

F
(2)
1x = −ε

4

∞∑

n=0

n∑

m=0

(1 + δm0)
(n+m+ 2)!

(n−m)!
×

×
(
Am

n,1B
m+1
n+1,1 −Am+1

n+1,1B
m
n+2,1

)
. (43)

Для силы, действующей на первый шар со стороны
точечной частицы вдоль оси x, имеем модифициро-
ванную формулу:

F
(0)
1x =

[
−q0q1
εr201

− q0q
′
0

εr201
+

q0q
′
0

ε (r01 − r′01)
2

]
P 1
1 (µ0)−

− q0
r201

∞∑

n=1

n∑

m=0

an1
rn01

[
(n−m)!

(n+m)!

q′0
nε1 + (n+ 1) ε

an1
rn01

×

× Pm
n (µ0)−

1 + δm0

2
βn
1 a

n+1
1 Bm

n,1

][
Pm+1
n+1 (µ0)−

− (n−m+ 1) (n−m+ 2)Pm−1
n+1 (µ0)

]
. (44)
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В работах [11,16] исследовался вопрос о том, при
каких соотношениях размеров, зарядов и значениях
диэлектрических проницаемостей две одноименно-
заряженные сферические частицы по мере сближе-
ния могут начать притягиваться друг к другу. Про-
анализируем влияние третьей частицы на этот пере-
ход. Рассмотрим сначала пару одинаковых диэлек-
трических шаров, которые при равных зарядах со-
гласно [16] ни на каких расстояниях притяжения не
испытывают. Расчеты показывают, что присутствие
третьей частицы приводит к изменению характера
их взаимодействия только при малых расстояниях
между их поверхностями, причем сам точечный за-
ряд должен находиться в очень ограниченной обла-
сти между ними. При этом понятно, что смена знака
проекции силы, действующей на каждую из сфер,
происходит вследствие притяжения к точечной ча-
стице, обусловленного третьим слагаемым в форму-
ле (42), на малых расстояниях преобладающим над
остальными.

Рассмотрим теперь сферические частицы с та-
ким соотношением размеров и зарядов, при кото-
рых притяжение между ними возможно (мы выбра-
ли параметры, соответствующие кривой 2 рисунка 5
в статье [16]), и расположим их на расстоянии чуть
большем и чуть меньшем переходного. Как и следо-
вало ожидать, в этом случае влияние третьей части-
цы качественно заметнее и проявляется в более ши-
роком диапазоне изменения ее координат. На рис. 4a
сферические частицы в отсутствие точечной оттал-
киваются друг от друга — и продолжают отталки-
ваться (область 1), если последняя находится в пра-
вой полуплоскости (т. е. при z0 > 0), не считая об-
ласти вблизи поверхностей шаров при 0 < z0 < R.
Притяжение (область 2) возникает, когда точечный
заряд расположен в кольцевидной области вокруг
большей из сфер, за исключением тонких участ-
ков (область 3) внутри при z0 < 0 и снаружи
при z0 > 0. В этих участках, а также у поверхности
второй частицы со стороны, обращенной к первой
(т. е. при z0 < L), знаки обеих сил отрицательные, а
в довольно широкой области за большей из частиц,
наоборот, положительные (область 4). В этих слу-
чаях нельзя говорить о взаимном притяжении или
отталкивании сферических частиц.

На рис. 4b показано, как положение неполяризу-
емой частицы влияет на режим взаимодействия ди-
электрических шаров с теми же параметрами, но на-
ходящихся на чуть меньшем расстоянии, когда для
изолированной пары отталкивание уже перешло в
притяжение. В основной части пространства, окру-
жающего сферы, точечная частица, как и раньше,

(a)

(b)

Рис. 4. Области притяжения и отталкивания сфериче-

ских частиц в зависимости от положения точечной при

a1 = 1.3a2, a2 = 10мкм, q0 = 50e, q1 = 3q2, q2 = 103e,

ε1 = ε2 = 25 при межчастичном расстоянии L = 100 нм

(a) и L = 70 нм (b). Область 1 — имеет место отталки-

вание сферических частиц, 2 — притяжение, 3 — знаки

обеих сил отрицательные, 4 — знаки обеих сил положи-

тельные; на рис. 4a заштрихована область отталкивания, а

на рис. 4b — область притяжения

не меняет характер их взаимодействия, но теперь
та область, где ее влияние приводит к смене знаков
обеих сил (область 1), находится за меньшей из них
и становится тем шире по x, чем ближе q0 к q1, в
отличие от предыдущего случая. Кроме того, пере-
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хода от притяжения к отталкиванию не возникает,
когда точечный заряд располагается в промежутке
между сферическими поверхностями; как мы виде-
ли, в этой зоне при изначальном отталкивании при-
тяжение возникает в первую очередь. Отметим сход-
ство с ранее рассмотренным случаем чуть большего
межчастичного расстояния: здесь мы также видим
отрицательные знаки сил в областях у сферических
поверхностей при π/2 < θ1,2 < 3π/2 (область 3). Од-
нако основной участок, где обе силы обращены про-
тив оси z, окружает меньшую из сфер и по форме
напоминает область положительных F1z и F2z (об-
ласть 4) вокруг большей из них, которую мы видели
в предыдущей конфигурации. При этом в рассмат-
риваемом случае такого режима не наблюдается во-
все.

Дадим несколько более общую картину зависи-
мости сил, действующих на сферические частицы,
от положения точечной. На рис. 5 приведены дан-
ные для векторов F1,F2 как функций (x0, z0) , по-
лученные с использованием формул (43), (44) для x-
компоненты и аналогичных выражений для второй
макрочастицы. На данном рисунке длины векторов
не согласованы с абсолютным значением сил взаи-
модействия, за счет чего анализ становится проще,
но имеет качественный характер. Однако, в отличие
от еще более упрощенного и наглядного рис. 4, дан-
ные на рис. 5 позволяют определить, в каких участ-
ках критических областей (т. е. тех, где характер
взаимодействия сфер противоположен невозмущен-
ному) действительно имеет место «чистое» притя-
жение или отталкивание. Это можно сделать исхо-
дя из отклонения изображенных векторов от оси z:
мы говорим об относительно «чистом» притяжении,
если F1 · ez ≈ |F1| и F2 · ez ≈ − |F2| ; аналогич-
ное определение можно сформулировать для оттал-
кивания. Так, в случае макрочастиц, находящихся
на границе перехода от отталкивания к притяже-
нию (рис. 4a), описанная ситуация возникает, толь-
ко когда точечный заряд находится за большей из
сфер (см. рис. 5a). Если же переход уже совершен
(рис. 4b), отталкивание скорее будет вызвано тре-
тьей частицей, находящейся вблизи меньшей из них
возле оси x2, что видно из рис. 5b.

Представленные рисунки указывают только на
знаки сил F1z и F2z и описывают взаимодействие
частиц лишь качественно. Для получения количе-
ственной картины рассмотрим зависимость вели-
чины z-компоненты силы, действующей на первый
шар при L = 100 нм (что соответствует рис. 4a), от
положения третьей частицы (см. рис. 6). В участках,
занятых сферами, значение силы для наглядности
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Рис. 5. Поле сил F1 (тонкие стрелки) и F2 (жирные стрел-

ки) в зависимости от координат точечной частицы. Пара-

метры частиц и межчастичные расстояния, как на рис. 4

выбрано таким, каким бы оно было в отсутствие то-
чечного заряда.

В первую очередь внимание на себя обращает об-
ласть вблизи первой сферической частицы, где ка-
сательная плоскость к графику почти вертикальна.
В этой области (см., например, рис. 4) вне зависимо-
сти от параметров сферических частиц, возможно-
сти возникновения притяжения между ними и ре-
ализованности этого перехода та или иная части-
ца испытывает силу, z-проекция которой имеет тот
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-0.1

0
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Рис. 6. Зависимость z-компоненты полной силы, дей-

ствующей на первый диэлектрический шар, от положе-

ния точечного заряда. Параметры частиц соответству-

ют рис. 4, расстояние между сферическими поверхностя-

ми L = 100 нм. В отсутствие третьей частицы сферы от-

талкиваются с силой 2.84 · 10−14 Н

же знак, что z-координата точечного заряда в соот-
ветствующей системе координат. Учитывая рис. 6 и
аналогичные ему картины для второго шара, мож-
но говорить, что при различных параметрах систе-
мы не меняется не только знак проекции силы, но и
то, как резко ее абсолютная величина отличается от
таковой на некотором отдалении от сфер. Как уже
говорилось выше, причину следует искать в тре-
тьем слагаемом в формуле (42): даваемый им вклад
при малых r01 многократно превышает вклады дру-
гих слагаемых, равно как и само значение проекции
силы при больших расстояниях между точечной и
сферической частицами.

Рассмотрим более детально влияние точечной
частицы на направление силы, действующей на шар,
когда расстояние между ними мало. На рис. 7 при-
ведены зависимости z-проекции полной силы, дей-
ствующей на первую частицу, от положения точеч-
ного заряда на оси z, полученные из решения си-
стемы (15) и по приближенной формуле (40). Для
приведения к безразмерной силе использована сила
взаимодействия точечного заряда с наведенным им
поверхностным зарядом, определяемая выражением

Fz1 =
q20
εr201

∞∑

n=1

(n+ 1)β1,n

(
µ01

a1
r01

)2n+1

. (45)

Как видно из выражения (45), эта сила при µ01 = 1

(как на рис. 7) положительна, поэтому знак приве-
денной силы при изменении L01 не меняется.

Из рис. 7 видно, что при малых расстояниях
между поверхностью первой частицы и точечной
частицей сила взаимодействия точечного заряда с
наведенным им поверхностным зарядом оказывает-
ся преобладающей, но по мере удаления точечного

(a)

(b)

Рис. 7. Зависимости z-проекции полной силы, действую-

щей на первую частицу, от положения точечного заряда на

оси z. Данные для кривых 1, 3 и 5 получены из решения

системы (15), 2, 4 и 6 — по приближенной формуле (40).

Расчеты проведены при q1 = q2 = 103e, a1 = 10мкм,

a2 = 10 (1, 2), 1 (3, 4), 0.1 (5, 6) мкм, ε1 = ε2 = 25,

q0 = 50e, L = 10 (a), 1 (b) мкм. Здесь Fz1 — сила взаимо-

действия точечного заряда с наведенным им поверхност-

ным зарядом, определенная выражением (45)

заряда от поверхности первой частицы она стано-
вится все меньше и меньше. Из рис. 7 также видно,
что приближенная формула (40) является достаточ-
но точной и ее точность растет по мере уменьшения
радиуса второй частицы как при L = 10мкм, так и
при L = 1мкм. Из вкладки на рис. 7b видно, что при
L = 1мкм для частиц одинакового размера форму-
ла (40) при L01 > 0.1мкм приводит к значитель-
ным ошибкам. Нужно отметить, что при выполне-
нии условия a2 ≪ R выражение (40) не теряет своей
точности и при меньших рассмотренных на рис. 7
значениях L.
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(a)

(b)

Рис. 8. Плотность связанных зарядов на поверхности пер-

вой (a) и второй (b) диэлектрических частиц с характери-

стиками, соответствующими рис. 4a; положение точечного

заряда: x = 15мкм, z = 0, значения плотности приведены

в [e/мкм2], e — элементарный заряд

5.2. Плотность поверхностного заряда

Перейдем к вычислению поверхностной плотно-
сти заряда на сферах и анализу влияния точечной
частицы на ее распределение. Как и в случае с про-
екцией силы взаимодействия, приведем модифици-
рованную версию формулы (19):

σ1,b =
q′0

4πa21

[
1− r01

(
r201 − a21

)

(a21 + r201 − 2a1r01ν)
3/2

+

+
∞∑

n=1

n∑

m=0

2

1 + δm0

(n−m)!

(n+m)!

(2n+ 1) ε

nε1 + (n+ 1) ε
×

× an1
rn01

Pm
n (µ0)P

m
n (µ) cosmϕ

]
−

− ε

4π

∞∑

n=1

n∑

m=0

n (2n+ 1) (ε1 − ε)

nε1 + (n+ 1) ε
×

×Bm
n,1a

n−1
1 Pm

n (µ) cosmϕ. (46)

Выражение в правой части, занимающее строки 1–
3 в приведенной формуле, отвечает вкладу точеч-

ной частицы и представляет собой обобщение (35)
на случай отсутствия аксиальной симметрии в рас-
положении частиц. Последний член дает вклад вто-
рого диэлектрического шара в соответствии с фор-
мулой (19) и первым уравнением (15). Полученная
формула обнаруживает хорошую скорость сходимо-
сти, в том числе при существенно более близких
к нулю расстояниях между сферической поверхно-
стью и точечным зарядом, чем рассматриваемые да-
лее.

Расчеты показывают, что при параметрах сфе-
рических частиц, как на рис. 4, степень поляриза-
ции поверхностного заряда на большей из них суще-
ственно выше, чем на меньшей: если в первом случае
значения плотности заряда на полюсах (ближайшем
ко второму шару и противоположном ему, соответ-
ственно) составляют −12.3 и +0.189, то во втором —
лишь −0.150 и +0.00144 (здесь и далее плотность
выражена в элементарных зарядах на квадратный
микрон). Для исследования влияния точечной час-
тицы на картину распределения связанных зарядов
на сферах поместим ее в области, которым на рис. 4
соответствует смена знака проекций сил, действую-
щих на сферы, т. е. в области 2 на рис. 4a и 1 на
рис. 4b. Одну точку мы взяли на оси x на расстоя-
нии 2мкм от поверхности первого шара, вторую —
на оси x2 на расстоянии 3мкм от второго.

Рассмотрим первый случай (см. рис. 8). Как вид-
но из рис. 8a, на фоне «шапки» отрицательного за-
ряда на полюсе первого шара возмущение плотно-
сти, вызванное близостью третьей частицы, не так
велико. При этом оба участка отрицательной плот-
ности локализованы на довольно небольшой площа-
ди и разделены областью положительного заряда.
Иначе дело обстоит с плотностью заряда на мень-
шем из диэлектрических шаров (см. рис. 8b). Ее рас-
пределение гораздо более равномерно, так что вли-
яние третьей частицы оказывается заметным даже
при больших r02. В рассматриваемом случае, когда
другие две частицы расположены недалеко друг от
друга, участки вызванного ими возмущения плотно-
сти перекрываются, и область отрицательного заря-
да занимает сравнительно большой телесный угол.

Если же точечная частица расположена ближе к
меньшему из шаров, то отрицательный пик плотно-
сти, индуцированный ей на его поверхности, оказы-
вается в разы заметнее расположенного на полюсе и
вызванного первым диэлектрическим шаром; каче-
ственно картина распределения в этом случае напо-
минает рис. 8a, если поменять местами оси x и z. Что
касается первой частицы, при данных параметрах
системы и на таком большом расстоянии точечный
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заряд не оказывает видимого влияния на распреде-
ление связанных зарядов на ее поверхности.

6. ЗАКЛЮЧЕНИЕ

В настоящей работе изучено взаимодействие
трех заряженных частиц, размером одной из ко-
торых можно пренебречь. Установлено, что при-
сутствие третьей частицы может существенно из-
менить характер взаимодействия двух одноимен-
но заряженных диэлектрических частиц, меняя от-
талкивание на притяжение и наоборот. Показано,
что, несмотря на нарушение аксиальной симмет-
рии при добавлении третьей частицы, при равно-
мерной зарядке диэлектрической частицы сфериче-
ской формы все компоненты вектора момента си-
лы, действующей на нее, принимают нулевое значе-
ние. Продемонстрирована применимость метода вы-
деления вкладов зарядов-изображений для значи-
тельного повышения точности расчета поверхност-
ной плотности заряда и силы взаимодействия час-
тиц. Развитая в настоящей работе методика расчета
может быть использована для учета влияния сосед-
них зарядов на скорость коагуляции частиц в обла-
ке заряженного аэрозоля, при этом влияние дальних
заряженных частиц может быть учтено в рамках ли-
неаризованной теории Дебая – Хюккеля.

Финансирование. Настоящая работа выполне-
на при финансовой поддержке Российского фон-
да фундаментальных исследований (грант №20-32-
90054 Аспиранты).
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Предсказана возможность генерации импульсов продольного ультразвука гигагерцевых частот в режиме

спин-фононного эха с помощью воздействия на намагниченный изотропный парамагнетик резонансными

наносекундными импульсами сдвиговой деформации. Частота генерируемых эхо-сигналов продольного

ультразвука в два раза превышает частоту импульсов, подаваемых на среду. Для реализации эффекта

скорость продольного ультразвука не должна более чем в два раза превышать скорость волн деформации

сдвига. Данный резонансный механизм импульсного режима генерации второй гармоники, сопровожда-

ющегося нелинейным преобразованием поперечного ультразвука в продольный, не имеет оптического

аналога.
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1. ВВЕДЕНИЕ

Открытие в 1950 г. Эрвином Ханом спинового
эха [1] стимулировало предсказание [2] и экспери-
ментальное наблюдение [3] аналогичного резонанс-
ного эффекта в видимом диапазоне электромагнит-
ных волн — фотонного (светового) эха. Затем вышла
серия экспериментальных и теоретических работ по
спин-фононному (акустическому) эху в парамагнит-
ных кристаллах [4–9], помещенных во внешнее маг-
нитное поле B. Квантовые переходы между зеема-
новскими подуровнями парамагнитных ионов могут
быть инициированы как акустическими, так и элек-
тромагнитными полями. В свою очередь, данные пе-
реходы способны генерировать поля той и другой
природы. В работах [5–7] рассматривалось комби-
нированное (акусто-электромагнитное) воздействие

* E-mail: sazonov.sergey@gmail.com

на парамагнитные кристаллы, а также регистри-
ровались акустические и электромагнитные эхо-
сигналы.

Для наблюдения сигналов спин-фононного эха
важно, чтобы характерные частоты ω0 зееманов-
ского расщепления значительно превышали соот-
ветствующие неоднородные ширины δω образовав-
шихся в результате данного расщепления пере-
ходов. Обычно при температурах жидкого гелия
δω ∼ 107–108 с−1 [10]. Поэтому в экспериментах по
спин-фононному эху используются сильные магнит-
ные поля, вызывающие зеемановские расщепления
с частотами ω0 ∼ 1011 с−1 [10, 11]. Тот же порядок
имеют несущие частоты ω акустических импульсов,
резонансно взаимодействующих с квантовыми пере-
ходами между зеемановскими подуровнями. Таким
образом, спектры возбуждающих акустических им-
пульсов и акустических эхо-сигналов лежат в гига-
герцевом диапазоне частот, принадлежащем даль-
нему ультразвуку.

В твердом теле способны формироваться и рас-
пространяться как продольные, так и поперечные
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акустические волны. Последние называют также
импульсами сдвиговой деформации. Данное обстоя-
тельство коренным образом отличает акустические
волны от электромагнитных. Комбинированное воз-
действие на кристаллы поперечными и продольны-
ми акустическими импульсами способно порождать
такие же комбинированные эхо-отклики. Важным
представляется то, что скорости продольных и по-
перечных упругих волн в твердом теле существенно
различаются между собой. Это может привносить
свои особенности в акустическое (спин-фононное)
эхо, отсутствующие в случаях спинового и фотон-
ного эха.

Настоящая работа посвящена теоретическо-
му исследованию возможности формирования
эхо-откликов продольного ультразвука при резо-
нансном возбуждении парамагнитного кристалла
ультразвуковыми импульсами сдвиговой деформа-
ции.

2. ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ И ОСНОВНЫЕ
УРАВНЕНИЯ

Внедренные в твердое тело парамагнитные ио-
ны характеризуются эффективным спином S [12],
значением которого определяется количество обра-
зовавшихся зеемановских подуровней из наиболее
заселенного квантового состояния после помещения
данных ионов в магнитное поле.

Наиболее сильное спин-фононное взаимодей-
ствие с динамическими локальными деформациями
твердого тела испытывают парамагнитные ионы,
обладающие эффективным спином S = 1 [12].
Согласно механизму Ван Флека [11, 12], локальные
деформации приводят к появлению локальных
градиентов внутреннего электрического поля.
В свою очередь, данные градиенты вызывают
электрические квадрупольные переходы между
зеемановскими подуровнями парамагнитных ионов.
Гамильтониан спин-фононного взаимодействия в
таком случае имеет вид [10–12]

Ĥint =
1

2

∑

µ,ν=x,y,z

Gµνεµν

(
ŜµŜν + Ŝν Ŝµ

)
, (1)

где Gµν , εµν = 1
2

(
∂uµ

∂xν
+ ∂uν

∂xµ

)
— компоненты тензо-

ров спин-фононной связи и локальной деформации
соответственно, uµ — проекция вектора u локальных
смещений на декартову координату xµ, Ŝµ — трех-
рядные спиновые матрицы, в представлении соб-

ственных функций оператора Ŝz имеющие вид [12]

Ŝx =
1√
2




0 1 0

1 0 1

0 1 0


 ,

Ŝy =
1√
2




0 −i 0

i 0 −i
0 i 0


 , (2)

Ŝz =




1 0 0

0 0 0

0 0 −1


 .

Спиновый гамильтониан свободного от спин-
фононного взаимодействия выделенного парамаг-
нитного иона имеет вид

Ĥs = ~ω′
0Ŝz, (3)

где ~ — постоянная Планка, ω′
0 — частота зееманов-

ского расщепления спинового состояния.
Основное, среднее и верхнее состояния эффек-

тивного спина обладают соответственно проекция-
ми Sz = −1, 0,+1 на ось z (рис. 1).

Ниже будем считать, что подаваемые на сре-
ду импульсы сдвиговой деформации поляризованы
вдоль внешнего магнитного поля B, направленного
параллельно оси z, и характеризуются компонентой
εzx = 0.5 ∂uz/∂x тензора упругой деформации. Дан-
ную компоненту будем считать заданной, пренебре-
гая обратным воздействием на нее парамагнитных

Рис. 1. Расщепление квантового уровня на три зееманов-

ских подуровня парамагнитного иона с эффективным спи-

ном S = 1 и разрешенные спин-фононные переходы для

волн поперечного и продольного ультразвука, характери-

зуемых соответственно компонентами εzx и εxx тензора

относительной деформации
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Рис. 2. Геометрическая cхема возбуждения парамагнит-

ного цилиндра импульсами сдвиговой деформации εzx с

несущей частотой ω0 и «высвечивания» эхо-сигнала про-

дольного ультразвука εxx с несущей частотой 2ω0. Черны-

ми прямоугольниками с номерами 1 и 2 обозначены соот-

ветственно генераторы первого и второго возбуждающих

импульсов сдвиговой деформации. Магнитное поле B и

ось симметрии цилиндрического парамагнитного образца

перпендикулярны к плоскости рисунка

ионов. Такой подход, типичный при исследовании
эффектов эха, оправдан при условии αl ≪ 1, где
α — коэффициент поглощения поперечного ультра-
звука, l — характерный размер твердотельного об-
разца, на который данный ультразвук воздействует.
Кроме того, примем, что как воздействующие на об-
разец импульсы, так и эхо-сигнал распространяют-
ся перпендикулярно магнитному полю (рис. 2). При
этом поле продольного эхо-сигнала, распространя-
ющегося воль оси x, характеризуется компонентой
тензора деформаций. В соответствии со сказанным
при учете аксиальной симметрии относительно вра-
щений вокруг оси, параллельной B, представим (1)
в виде суммы

Ĥint = Ĥ⊥
int + Ĥ

‖
int , (4)

где

Ĥ⊥
int =

1

2
G⊥εzx

(
ŜxŜz + ŜzŜx

)
,

Ĥ
‖
int = G‖εxxŜ

2
x, (5)

G⊥ = Gzx, G‖ = Gxx.

Так как на парамагнитные ионы воздействуют
только импульсы сдвиговой деформации, то в урав-
нение для матрицы плотности ρ̂ данных ионов вхо-
дит часть гамильтониана, равная Ĥs + Ĥ⊥

int .

В соответствии со значениями проекций эффек-
тивного спина на ось z для различных квантовых

состояний парамагнитного иона (рис. 1), матрицу
плотности представим в виде

ρ̂ =




ρ++ ρ+0 ρ+−

ρ0+ ρ00 ρ0−

ρ−+ ρ−0 ρ−−


 . (6)

Здесь нижние индексы +, 0 и − обозначают соот-
ветственно проекции эффективного спина +1, 0 и
−1. При этом выполняются условия эрмитовости
ρ+0 = ρ∗0+, ρ+− = ρ∗−+, ρ0− = ρ∗−0 и нормировки
ρ++ + ρ00 + ρ−− = 1.

Используя (2), (5) и (6), запишем уравнения для
элементов ρµν(µ, ν = −, 0,+) матрицы плотности в
виде

∂ρµν
∂t

= iω′
νµρµν − i

~

[
H⊥

int , ρ̂
]
µν
. (7)

Здесь

ω′
+0 = ω′

0− = ω′
0,

ω′
+− = 2ω′

0,

ω′
++ = ω′

00 = ω′
−− = 0.

Здесь и ниже мы пренебрегаем энергетической
и фазовой необратимыми релаксациями, считая,
что характерное время ∆t проведения эксперимен-
та значительно меньше характерных времен обоих
видов релаксации.

Применяя для расчета параметров эхо-сигнала
полуклассический подход, дополним (4) и (5) клас-
сическим гамильтонианом поля продольной дефор-
мацииHa =

∫
Ha d

3r, где интегрирование ведется по
всему объему образца среды, а плотность гамильто-
ниана Ha определяется выражением

Ha =
p2x
2ρ

+
ρ

2
a2‖

(
∂ux
∂x

)2

, (8)

где ρ — равновесная плотность среды, px — декарто-
ва компонента плотности импульса продольных ло-
кальных смещений, a‖ — скорость продольного зву-
ка в рассматриваемой среде.

Используем уравнения Гамильтона для механи-
ки сплошных сред [13]:

∂px
∂t

= − δ

δux

(
Ha +

〈
Ĥ

‖
int

〉)
,

∂ux
∂t

=
δ

δpx

(
Ha +

〈
Ĥ

‖
int

〉)
.

(9)
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Здесь
〈
Ĥ

‖
int

〉
= Sp

(
ρ̂Ĥ

‖
int

)
— квантовое среднее

оператора Гамильтона, описывающего взаимодей-
ствие эффективного спина с полем продольных де-

формаций.

Отсюда, а также из (2), (5), (6) и (8) приходим к
волновому уравнению

∂2εxx
∂t2

− a2‖
∂2εxx
∂x2

=
nG‖

2ρ

∂2

∂x2

+∞∫

−∞

(ρ00 + ρ−+ + ρ∗−+) g(∆) d∆, (10)

где n— концентрация парамагнитных ионов, g(∆) —
функция контура неоднородного уширения на кван-
товом переходе − ↔ +, центрированная на частоте
ω0, ∆ = ω′

0 − ω0 — отстройка квантового перехода
− ↔ + выделенного парамагнитного иона от цен-
тральной частоты спектральной линии.

Таким образом, в принятом приближении αl ≪ 1

возбуждение парамагнитных ионов происходит им-
пульсами сдвиговой деформации, что описывается
последним слагаемым в (7). В свою очередь, про-
дольный ультразвук генерируется квантовым пере-
ходом − ↔ + в периоды свободной эволюции спи-
нов, когда в (7) можно положить H⊥

int = 0. Этот
процесс описывается динамикой элемента ρ−+ мат-
рицы плотности. Что касается матричного элемента
ρ00, то его динамика в периоды свободной эволю-
ции описывается энергетической релаксацией, кото-
рой мы здесь, как было сказано выше, пренебрегаем.
Поэтому в правой части (10) можно с хорошей точ-
ностью считать ρ00 = const.

Используем далее стандартное приближение
медленно меняющихся амплитуд (ММА) [14]. В пе-
риоды возбуждений для динамических переменных
поля и среды имеем

εzx = ψ⊥e
i(ω0t−k⊥·r) + c. c.,

ρ−+ = R−+e
i(2ω0t−k⊥·r),

(11)

ρ−0 = R−0e
i(ω0t−k⊥·r),

ρ0+ = R0+e
i(ω0t−k⊥·r),

(12)

где ψ⊥ и Rµν — комплексные ММА импульсов
сдвиговой деформации и недиагональных элементов
матрицы плотности соответственно (µ, ν = −, 0,+),
k⊥ — волновой вектор импульсов сдвиговой дефор-
мации, несущая частота ω0 данных импульсов сов-
падает с центральной частотой контуров неоднород-

ного уширения для переходов − ↔ 0 и 0 ↔ +, r —
радиус-вектор точки парамагнетика.

Для периодов свободной эволюции (H⊥
int = 0) за-

пишем

εxx = ψ‖e
i(2ω0t−k‖·r) + c. c.,

ρ−+ = R−+e
i(2ω0t−k‖·r),

(13)

где ψ‖ и k‖ — комплексная ММА и параллельный
оси x волновой вектор продольного ультразвука со-
ответственно.

Матричные элементы ρ−0 и ρ0+ здесь по-
прежнему представляются в виде (12).

Отметим, что величины волновых векторов для
волн сдвиговой деформации и продольного ультра-
звука определяются соответственно выражениями
k⊥ = ω0/a⊥, k‖ = 2ω0/a‖, где a⊥ — скорость по-
перечного ультразвука.

Будем считать ниже, что длительности τp
воздействующих импульсов значительно меньше
времен T ∗

0+, T ∗
−0 и T ∗

−+ обратимой релаксации,
обусловленной неоднородным уширением рассмат-
риваемых квантовых переходов. Как результат,
ширины δωp ∼ 1/τp импульсных спектров зна-
чительно превышают неоднородные ширины
δω ∼ 1/T ∗

0+, 1/T
∗
−0, 1/T

∗
−+ данных переходов. По-

этому при описании возбуждения парамагнитных
ионов пренебрежем в (7) частотными отстройками
ω′
νµ − ωνµ от соответствующих резонансов.

Суммируя сказанное выше, из (2), (5)–(7), (10)–
(13) после пренебрежения в материальных уравне-
ниях быстро осциллирующими слагаемыми для пе-
риодов возбуждения парамагнитных ионов получим

∂R̂

∂t
= i

G⊥ψ⊥

2
√
2~

[
R̂, Q̂

]
, (14)
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где

R̂ =



ρ++ R+0 R+−

R0+ ρ00 R0−

R−+ R−0 ρ−−


 ,

Q̂ =




0 1 0

1 0 −1

0 −1 0


 .

(15)

В дальнейшем заданную амплитуду ψ⊥ будем
считать вещественной.

Для периодов свободной эволюции из (7), (10),
(12) и (13) будем иметь ρ−− = ρ00 = ρ++ = const,

∂R−0,0+

∂t
= i∆R−0,0+,

∂R−+

∂t
= 2i∆R−+, (16)

∂ψ‖

∂x
+

1

a‖

∂ψ‖

∂t
= i

nG‖ω0

2ρa3‖

∫ +∞

−∞

R−+g(∆) d∆. (17)

С помощью системы (14), (15) определяются
квантовые состояния парамагнитных ионов при воз-
действии на них резонансных импульсов сдвиговой
деформации. Уравнениями (16), (17) описывается
генерация продольного ультразвука после данного
воздействия.

3. РЕЖИМ СПИН-ФОНОННОГО ЭХА

Рассмотрим динамику квантовых состояний па-
рамагнитных ионов в периоды возбуждений, полу-
чив решение операторного уравнения (14).

Решение операторного уравнения (14) можно за-
писать в виде

R̂(t) = Û(t, t0)R̂(t0)Û
+(t, t0), (18)

где

Û(t, t0) = e−iŜ , Ŝ = Q̂
G⊥

2
√
2~

∫ t

t0

ψ⊥ dt
′, (19)

t0 — время начала воздействия импульса.

Разлагая в ряд Тейлора экспоненту от матрицы
eiθ̂, после его суммирования с учетом (19) и второго
выражения (15) будем иметь для оператора эволю-
ции

Û(t, t0) = Î − Q̂2 sin2
θ

2
− i

Q̂√
2
sin θ, (20)

где Î — единичная матрица,

θ =
G⊥

2~

∫ t

t0

ψ⊥ dt
′. (21)

Для периодов свободной эволюции из (16) нахо-
дим

R−0,0+(t) = R−0,0+(t1) exp {i∆(t− t1)} ,

R−+(t) = R−+(t1) exp {2i∆(t− t1)} ,
(22)

где t1 — время начала этапа свободной эволюции.

Пусть в момент времени t = 0 на среду воздей-
ствует импульс сдвиговой деформации длительно-
сти τ1. Затем, спустя промежуток времени τ , со-
ответствующий первому этапу свободной эволюции,
среда подвергается воздействию второго импульса,
длительность которого равна τ2. После этого, при
t = τ + τ1 + τ2, начинается второй этап свобод-
ной эволюции, во время которого формируются эхо-
сигналы (рис. 3).

Будем считать, что при t = 0 матрица R̂ опреде-
ляется только начальными населенностями w+, w0 и
w− соответствующих спиновых состояний парамаг-
нитных ионов и имеет вид

R̂(0) =




w+ 0 0

0 w0 0

0 0 w−


 .

Тогда, применяя в обозначенной последователь-
ности формулы (18), (20)–(22), найдем выраже-
ния для элементов матрицы R̂ в моменты времени
t > τ + τ1 + τ2. Интересующая нас часть Recho

−+ эле-
мента R−+, вносящая вклад в эхо-отклик, имеет вид

Recho
−+ = R

3τ/2
−+ +R2τ

−+, (23)

где

R
3τ/2
−+ = −w− − 2w0 + w+

4
sin 2θ1×

× sin θ2 sin
2 θ2
2
e2i∆(t−3τ/2−τ1−τ2), (24)

R2τ
−+ =

w− − 2w0 + w+

4
sin2 θ1 sin

4 θ2
2
e2i∆(t−2τ−τ1−τ2).

(25)

Здесь

θ1 =
G‖

2~

∫ τ1

0

ψ⊥ dt
′, θ2 =

G‖

2~

∫ τ+τ1+τ2

τ+τ1

ψ⊥ dt
′

— «площади» соответственно первого и второго воз-
буждающих импульсов.

339



С. В. Сазонов ЖЭТФ, том 163, вып. 3, 2023

В эхо-экспериментах с хорошей точностью вы-
полняется неравенство τ ≫ τ1, τ2. Учитывая это, а
также больцмановский характер распределения на-
чальных населенностей спиновых подуровней, после
интегрирования по лоренцевскому контуру неодно-

родного уширения перехода − ↔ +

g(∆) =
1

π

T ∗
−+

1 + (T ∗
−+∆)2

будем иметь

+∞∫

−∞

R
3τ/2
−+ g(∆) d∆ = −0.5

ch(~ω0/kBT )− 1

2 ch(~ω0/kBT ) + 1
sin 2θ1 sin θ2 sin

2 θ2
2
exp

{
− 2

T ∗
−+

∣∣∣∣t−
3τ

2

∣∣∣∣
}
, (26)

+∞∫

−∞

R2τ
−+ g(∆) d∆ = −0.5

ch(~ω0/kBT )− 1

2 ch(~ω0/kBT ) + 1
sin2 θ1 sin

4 θ2
2
exp

{
− 2

T ∗
−+

|t− 2τ |
}
, (27)

где kB — постоянная Больцмана, T — абсолютная
температура среды.

Выражениями (26) и (27) описываются появле-
ния ультразвукового эхо-сигнала в моменты време-
ни 3τ/2 и 2τ соответственно (рис. 3).

Взяв за начало координаты x центр цилиндри-
ческого парамагнитного образца (рис. 2), запишем
решение уравнения (17) при x ≫ l. При этом будем
считать, что среда вне цилиндрического образца не
обладает парамагнитными свойствами. Тогда с уче-
том (26) и (27) для 3τ/2- и 2τ -эха найдем

ψ
3τ/2
‖ = −iµ sin 2θ1 sin θ2 sin2

θ2
2
×

× exp

{
− 2

T ∗
−+

∣∣t− 3τ/2− x/a‖
∣∣
}
,

ψ2τ
‖ = iµ sin2 θ1 sin

4 θ2
2
× (28)

× exp

{
− 2

T ∗
−+

∣∣t− 2τ − x/a‖
∣∣
}
,

где

µ =
nG‖ω0l

4ρa3‖

ch(~ω0/kBT )− 1

2 ch(~ω0/kBT ) + 1
. (29)

Важным является вопрос о направлении рас-
пространения эхо-сигналов. Так как характерные
длины волн λ возбуждающих импульсов и сигна-
лов эха значительно меньше размеров среды, то
важную роль играют эффекты пространственной
интерференции, сопровождающиеся сильной диф-
ференциацией мод. Волновые векторы 3τ/2- и 2τ -
сигналов эха, как следует из общих формул, най-
денных в [15], определяются соответственно выра-

Рис. 3. Временная последовательность воздействия на па-

рамагнетик двух импульсов сдвиговой деформации с оги-

бающей ψ⊥ и длительностями τ1 и τ2, разделенных проме-

жутком времени τ , а также появления двух эхо-сигналов

продольного ультразвука с величиной огибающей
∣∣ψ‖

∣∣

жениями k
3τ/2
e = 3k2/2 − k1/2 и k2τ

e = 2k2 − k1.
Заметим, что выражение для k2τ

e в точности сов-
падает с соответствующим выражением для фо-
тонного эха в двухуровневой системе [3, 14]. Отсю-
да, учитывая, что k

3τ/2
e = k2τe = k‖ = 2ω0/a‖ и

k1 = k2 = k⊥ = ω0/a⊥, легко определить угол ϕ21

между направлениями распространения первого и
второго возбуждающих импульсов, а также угол ϕe1

между направлениями распространения первого им-
пульса и эхо-отклика (рис. 2). Для 3τ/2-эха и 2τ -эха
имеем соответственно

cosϕ
3τ/2
21 =

1

3

(
5− 8

a2⊥
a2‖

)
,

cosϕ
3τ/2
e1 =

a‖

a⊥
− 2

a⊥
a‖
,

(30)
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cosϕ2τ
21 =

5

4
− a2⊥
a2‖
,

cosϕ2τ
e1 =

3a‖

4a⊥
− a⊥
a‖
.

(31)

Простой анализ показывает, что для удовлетво-
рения данным соотношениям необходимо выполне-
ние условия a‖/a⊥ 6 2. Поскольку в твердом теле
всегда a‖ > a⊥, приходим к ограничению вида

1 < a‖/a⊥ 6 2. (32)

Таким образом, скорость продольного ультра-
звука не должна более чем в два раза превышать
скорость поперечного ультразвука. Условие (32) яв-
ляется необходимым для осуществления генерации
продольного ультразвука импульсами сдвиговой де-
формации (поперечным ультразвуком) в резонанс-
ном режиме спин-фононного эха.

Из выражений (30) и (31) легко получаются
неравенства ϕ3τ/2

21 > ϕ2τ
21 и ϕ3τ/2

e1 > ϕ2τ
e1 .

Как известно, в случае первичного (двухим-
пульсного) фотонного эха рассмотренные углы
должны быть настолько малы, чтобы удовлетворя-
лось условие ϕe1 = 2ϕ21 <

√
λ/l [3, 14]. В реальных

экспериментах эти углы составляют всего единицы
градусов, что затрудняет пространственное раз-
решение возбуждающих сигналов и сигналов эха.
Важно заметить, что здесь, в отличие от фотонного
эха, отсутствует ограничение на величины рас-
смотренных углов. Связано это с различием между
скоростями распространения возбуждающих им-
пульсов и эхо-сигналов, а также с различием их
несущих частот. Более того, выбрав только одно
из условий синхронизма ((30) или (31)), можно
наблюдать только эхо-сигнал, удовлетворяющий
данному условию. Другой же эхо-сигнал при этом
будет подавлен.

Приведем численные оценки для возможной ре-
ализации рассмотренного варианта спин-фононного
эха в экспериментальных условиях. В качестве рабо-
чего образца рассмотрим аморфный кристалл MgO
при температурах жидкого гелия с внедренными
в него парамагнитными ионами Fe2+ [10]. Для та-
кого кристалла имеем a‖/a⊥ = 1.89 [16]. Тогда

из (30) и (31) будем иметь ϕ3τ/2
21 = 23◦, ϕ3τ/2

e1 = 34◦,
ϕ2τ
21 = 14◦, ϕ2τ

e1 = 27◦. Таким образом, возбуждаю-
щие импульсы и импульсы эха обладают хорошей
пространственной разрешимостью.

Для рассматриваемого образца с характерным
размером l ∼ 1мм (рис. 2) в случае импульсов сдви-
говой деформации имеем αl ∼ 0.01–0.1 ≪ 1 [10].

Следовательно, использованное здесь приближение
заданного поля для возбуждающих импульсов вы-
полняется с хорошей точностью. Время обратимой
фазовой релаксации для квантовых переходов меж-
ду зеемановскими подуровнями ионов Fe2+ в кри-
сталле MgO, как и характерная длительность эхо-
сигналов (см. (28)), составляет T ∗

−+ ∼ 10−7 с [7, 9].
Для того чтобы удовлетворить использованному вы-
ше условию τp ≪ T ∗

−+, длительности возбуждающих
импульсов сдвиговой деформации должны быть по-
рядка τp ∼ 10−8 с. При этом временной промежу-
ток τ между возбуждающими импульсами удовле-
творяет двойному неравенству T ∗

−+ ≪ τ ≪ T2,
где T2 — характерное время фазовой релаксации
на разрешенных спин-фононных переходах. Взяв
T2 ∼ 10−5 с−1 [10, 11], примем τ ∼ 10−6 с. Несу-
щая частота импульсов сдвиговой деформации, рав-
ная половине частоты генерируемого ультразвуко-
вого сигнала, составляет ω0 ∼ 1011 с−1.

Скорость продольного ультразвука в рассмат-
риваемом рабочем образце a‖ = 5.77 · 105 см/с [16].
Следовательно, характерный размер эхо-сигнала
в направлении распространения составляет
∼ a‖T

∗
−+ ∼ 1мм. Так как данная величина

сравнима с размером образца или превышает его,
то эффектами распространения эхо-сигнала внутри
образца можно пренебречь. Это и было сделано при
получении выражений (28).

Взяв для апертуры D возбуждающих импуль-
сов и сигналов эха D ≈ l ∼ 1мм, найдем для
характерной длины дифракционного расплывания
lD ∼ ω0D

2/a‖ ∼ 102–103 см. Это значительно пре-
восходит рассматриваемые нами пространственные
масштабы и поэтому хорошо согласуется с исполь-
зованным в (10), (17) и (28) одномерным приближе-
нием. Таким образом, эхо-сигналы можно фиксиро-
вать, установив соответствующие датчики, на рас-
стояниях нескольких сантиметров от рабочего об-
разца.

Из (28) видно, что амплитуда 3τ/2-эха макси-
мальна, если «площади» двух возбуждающих им-
пульсов равны соответственно θ1 = π/4, θ2 = 2π/3.
Аналогичные оптимальные «площади» для наблю-
дения 2τ -эха имеют значения θ1 = π/2 и θ2 = π.
Тогда из (21) для амплитуды подаваемых на сре-
ду импульсов сдвиговой деформации имеем оценку
ψ⊥ ∼ ~/G⊥τp ∼ 10−5. Взяв, в свою очередь, в случае
рассматриваемого образца T ∼ 1–4К, n ∼ 1017 см−3,
G‖ ∼ 10−14 эрг [10,11], ρ = 3.6 г/см3, а также приве-
денные выше оценки для ω0, a‖ и l, из (28) и (29) ам-
плитуд эхо-сигналов продольного ультразвука будем
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иметь
∣∣∣ψ3τ/2

‖

∣∣∣ ∼
∣∣∣ψ2τ

‖

∣∣∣ ∼ 10−5–10−6. Такие амплиту-

ды относительной деформации вполне могут быть
зафиксированы в условиях реального эксперимен-
та [12].

4. ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Проведенное в настоящей работе исследование
демонстрирует принципиальную возможность гене-
рации импульсов продольного ультразвука гигагер-
цевого диапазона с помощью резонансных наносе-
кундных импульсов сдвиговой деформации посред-
ством спин-фононного эха. Так как несущая частота
импульсов продольного ультразвука здесь в два ра-
за превышает частоту подаваемых на образец попе-
речных импульсов, то можно говорить о резонанс-
ном механизме генерации второй гармоники. Важ-
но заметить, что данный механизм не имеет оптиче-
ского аналога по трем основным причинам. Во-пер-
вых, в трехуровневой системе не могут быть разре-
шены все три оптических перехода. Это запрещено
правилами отбора по четности состояний. Во-вто-
рых, генерация второй гармоники здесь сопровож-
дается преобразованием поперечного ультразвука в
продольный. Данный процесс невозможен в оптике
по причине отсутствия продольных электромагнит-
ных волн. В-третьих, как уже отмечалось в преды-
дущем разделе, углы «высвечивания» эхо-сигналов
продольного ультразвука по отношению к направ-
лениям распространения возбуждающих импульсов,
в отличие от случая первичного фотонного эха, не
являются малыми и никак не ограничены размера-
ми рабочего образца, в котором они формируются.
Это обусловлено различием несущих частот, а также
скоростей продольного и поперечного ультразвуков.

Замечание об отсутствии оптического аналога
представляется важным. Дело в том, что многие
нелинейно-акустические эффекты предсказывались
и обнаруживались в результате проведения парал-
лелей с соответствующими оптическими явления-
ми [17–24].

Помимо рассмотренных здесь 3τ/2- и 2τ -сигна-
лов эха продольного ультразвука на частоте 2ω0 при
описанной выше схеме возбуждений среды в момент
времени 2τ могут формироваться эхо-отклики сдви-
говой деформации на частоте ω0. Однако условия
синхронизма в этом случае значительно отличаются
от (30) и (31), имея явное сходство с аналогичными
условиями для наблюдения фотонного эха. Поэтому
при выполнении (30) и (31) данные сигналы будут
сильно подавлены.

Представляет интерес исследовать ультразвуко-
вое эхо при возбуждении среды последовательно-
стями из различных комбинаций поперечных и про-
дольных импульсов.

В настоящей работе рассмотрена ситуация, когда
длительности возбуждающих импульсов значитель-
но короче времен обратимой фазовой релаксации за-
действованных квантовых переходов. В этом случае
временные профили эхо-сигналов представляют со-
бой фурье-образы соответствующих контуров неод-
нородного уширения [25] (см., например, (28) и вы-
ражение для g(∆)). Как известно, в противополож-
ном случае (при импульсных длительностях, превы-
шающих времена обратимой фазовой релаксации)
в оптике наблюдаются эффекты корреляции меж-
ду профилями возбуждающих импульсов и сигна-
лов эха [26–32]. В этой связи возникает вопрос о том,
как аналогичные эффекты корреляции могут про-
явиться в случае участия в формировании ультра-
звукового эха поперечных и продольных импульсов.
Такой вопрос является предметом отдельного рас-
смотрения.
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Проведен расчет диаграммы магнитного состояния в магнитном поле для ферромагнетиков c магнит-

ным фазовым переходом первого рода. Расчет выполнен с использованием обменно-стрикционной мо-

дели ферромагнетика. Показано, что кривая магнитного фазового перехода первого рода оканчивается в

критической точке (Hcr, Tcr), подобной критической точке перехода жидкость – газ на плоскости (T, P ).

Получены аналитические выражения для таких термодинамических величин, как магнитная восприим-

чивость, теплоемкость, сжимаемость, которые аномально возрастают в окрестности критической точки.

Результаты расчета сравниваются с имеющимися экспериментальными данными для ферромагнетика

La(Fe0.88Si0.12)13, который испытывает магнитный фазовый переход первого рода.

DOI: 10.31857/S0044451023030057
EDN: QDXELD

1. ВВЕДЕНИЕ

Критическая точка на кривой фазовых перехо-
дов первого рода во внешнем поле (магнитном, элек-
трическом) обсуждается в ряде работ довольно дав-
но, как в монографиях по общей теории фазовых
переходов [1], так и в экспериментальных и теоре-
тических работах по изучению свойств сегнетоэлек-
триков [2] и магнетиков [3]. Сюда же можно отнести
и некоторые наши работы [4–6].

В последнее время появились работы по исследо-
ванию магнитного фазового перехода (ФП) первого
рода в квантовых магнитных системах (см. напри-
мер, работы [7–10]). Так, в работе [7] построена диа-
грамма состояния между двумя фазами спинового
льда в соединении Dy2Ti2O7. Было показано, что
кривая магнитного ФП первого рода существует в
ограниченном интервале температуры и магнитного
поля и оканчивается в критической точке. Авторы
работ [7,8] экспериментально измерили аномальные
значения магнитной восприимчивости и теплоемко-
сти в окрестности этой критической точки. В рабо-
те [9] этот ФП был объяснен как переход жидкость –

* E-mail: valiev@imp.uran.ru

газ в системе эффективных магнитных монополей,
которые возникают в спиновом льде. Диаграмма со-
стояния, рассчитанная в работе [9], хорошо согласу-
ется с экспериментальными результатами [7, 8].

В работе [10] наблюдали критическую точку на
плоскости (T, P ), в которой оканчивается линия
магнитного ФП первого рода между двумя фазами
с различными значениями магнитной энергии (ди-
мерной и дисковой (plaquette) фазами) в квантовом
антиферромагнетике SrCu2(BO3)2. C помощью из-
мерений теплоемкости и численных расчетов уста-
новлено, что эта критическая точка подобна точке
ФП в двухмерной модели Изинга. Отметим здесь
же, что в работах [7–10], как и в наших работах [4–6],
отмечается аналогия критической точки на кривой
магнитного ФП первого рода с критической точкой
воды.

Критическая точка известна также в теории
метамагнетизма коллективизированных элек-
тронов [11, 12]. Там она обозначается как T0 и
определяется как точка, в которой исчезает мета-
магнитный переход. Cвойства многих соединений,
где происходит индуцированный внешним магнит-
ным полем магнитный ФП первого рода (например,
CoS2, La(Fe0.88Si0.12)13, ErCo2 и др.), можно объяс-
нить на основе, во-первых, теории метамагнетизма
коллективизированных электронов [11, 12], а,
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во-вторых, обменно-стрикционной модели фер-
ромагнетиков [4–6, 13, 14], впервые предложенной
в работе [13]. К сожалению, экспериментальных
доказательств существования критических явлений
в точке T0 для перечисленных выше соединений нет
(по крайней мере они нам не известны).

Цель нашей работы: подробный вывод анали-
тических формул для расчета аномальных зависи-
мостей термодинамических величин в окрестности
критической точки для ферромагнетиков с сильным
магнитоупругим взаимодействием, а также сравне-
ние результатов расчета с имеющимся эксперимен-
том. Кроме того, мы отмечаем, что критические
точки на кривой магнитного ФП первого рода мо-
гут быть разных типов, т. е. могут различаться чис-
лом физических величин, которые имеют аномалии
в окрестности критической точки.

2. ОСНОВНАЯ ЧАСТЬ

Расчет диаграммы магнитного состояния и тер-
модинамических величин проведен с использовани-
ем одного из вариантов обменно-стрикционной мо-
дели ферромагнетика [4–6, 13, 14]. Термодинамиче-
ский потенциал этой модели имеет вид

F = NJs2m2 −Nk lnZ(x) +K0ω
2/2 + Pω. (1)

Здесь
Z(x) =

sh(x+ x/2s)

sh(x/2s)
,

x = 2s(µH + sJm)/kT — отношение энергии спина
атома (s) во внешнем магнитном и молекулярном
полях к тепловой энергии, m — приведенная намаг-
ниченность, ω — относительное изменения объема,
J = J0 + γω — обменный интеграл, γ — постоянная
магнитоупругого взаимодействия, N — число маг-
нитных атомов в единице объема, K0 — модуль сжа-
тия (при γ = 0), P — давление, k и µ— соответствен-
но постоянная Больцмана и магнетон Бора. Основ-
ной особенностью модели является зависимость об-
менного интеграла J от ω.

Равновесные уравнения состояния для намагни-
ченности и объема получены из условия минимума
потенциала (1) по m и ω. Эти уравнения имеют вид

m = BS(x), (2)

ω = (s2nm2γ − P )K−1
0 . (3)

После подстановки в формулу J = J0 + γω выраже-
ния (3) для ω аргумент функции Бриллюэна BS(x)

становится нелинейной функцией намагниченности,
что приводит при γ > γcr к магнитному ФП перво-
го рода [4, 14]. С помощью выражений (1)–(3) рас-
считаны температурные зависимости термодинами-

Рис. 1. Зависимость m(T ) при H = const. Кривые 1, 2,

3, 4, 5, 6 соответствуют значениям магнитного поля 0, 1,

2, 3, 4, 5.16 Тл. На рисунке символами обозначены точки,

рассчитанные по формуле (2). Сплошные линии проведе-

ны по этим точкам

ческих величин и параметры магнитной критиче-
ской точки для ферромагнетика La(Fe0.88Si0.12)13.
Для этого ферромагнетика γcr = 3.6 · 10−13 эрг, а
γ = 4.89 · 10−13 эрг. Последняя величина получена
из экспериментального значения объемной магнито-
стрикции ωexp ≈ 2 · 10−2 (T = 0К) [15] по форму-
ле (3).

На рис. 1 представлен результат расчета зави-
симости m(T ) при постоянных значениях магнит-
ного поля. Расчет проведен при значениях пара-
метров для ферромагнетика La(Fe0.88Si0.12)13 из ра-
бот [11,15–17]. Численные значения параметров при-
ведены в Приложении. Отметим, что с этими чис-
ленными значениями параметров в нашей рабо-
те [14] получено удовлетворительное количествен-
ное объяснение многих магнитных и магнитокало-
рических свойств этого ферромагнетика.

Кривые 1, 2, 3, 4, 5, 6 соответствуют значениям
магнитного поля 0, 1, 2, 3, 4, 5.16 Тл. Для кривых
1, 2, 3, 4, 5 уравнение (2) имеет три действительных
положительных решения при фиксированной тем-
пературе. Наибольшее и наименьшее по абсолютной
величине значения m соответствуют ферромагнит-
ной и парамагнитной фазам. Промежуточные значе-
ния, показанные темными символами на рис. 1, есть
нефизические решения. Для них намагниченность
увеличивается с ростом температуры. В точках, где
начинаются и заканчиваются эти решения, происхо-
дят скачки намагниченности, характерные для ФП
первого рода. Кривая 6 рассчитана при критическом
значении Hcr = 5.16Тл. При H > Hcr ФП отсут-
ствует и происходит непрерывный переход из фер-
ромагнитного в парамагнитное состояние.
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Рис. 2. Диаграмма состояния ферромагнетика

La(Fe0.88Si0.12)13 в окрестности критической точки.

Толстая сплошная линия проведена по точкам (темные

квадраты), рассчитанным по формулам (1)–(3), тонкая

сплошная — эксперимент [11]. Штрихи — спинодали

парамагнитной и ферромагнитной фаз

По результатам расчета, представленным на
рис. 1, и некоторым другим была рассчитана
диаграмма магнитного состояния ферромагнетика
La(Fe0.88Si0.12)13 в магнитном поле. Она изображена
на рис. 2.

Штрихами на рис. 2 показаны спинодали (точ-
ки потери абсолютной устойчивости) парамагнит-
ной и ферромагнитной фаз. Жирная сплошная —
линия равновесных ФП первого рода. Она получена
из условия равенства термодинамических потенциа-
лов (1) для ферромагнитной и парамагнитной фаз.
Звездочка — положение критической точки. Тонкая
сплошная линия — экспериментальные данные ра-
боты [11]. Точки этой кривой определены как сред-
ние значения точек перегиба линий намагничива-
ния при увеличении и уменьшении магнитного поля.
Можно сказать, что совпадение результатов расчета
с экспериментом удовлетворительное. Штриховым
линиям на рис. 2 соответствуют точки на рис. 1, в
которых ∂m/∂T = ∞.

Более подробная диаграмма состояния в окрест-
ности магнитных ФП первого и второго рода в коор-
динатах T,H, P для соединения CoS2 обсуждается в
работе [6].

Для более полного описания поведения термо-
динамических величин в окрестности критической
точки уместно привести приближенные формулы
для топологического потенциала и уравнений состо-
яния. Это позволит получить аналитические выра-
жения для магнитной восприимчивости, сжимаемо-
сти, теплоемкости и других величин в окрестности

критической точки, а также явные выражения для
параметров критической точки (Tcr , Hcr , mcr ).

Если разложить функцию Бриллюэна в степен-
ной ряд и ограничиться слагаемыми не выше x5, то
из (2) получим уравнение магнитного состояния в
виде

Am+Bm3 + Cm5 =
4µH

3kT
, (4)

где коэффициенты A,B,C — известные функции
температуры и давления. Точные выражения для
них смотрите в Приложении. Как и должно быть
для ФП первого рода, A > 0, C > 0, а B < 0. Урав-
нению состояния (4) соответствует термодинамиче-
ский потенциал

F =
1

2
Am2 +

1

4
Bm4 +

1

6
Cm6 − 4µmH

3kT
. (5)

В этом случае условия для критической точки сле-
дуют из уравнений

χ−1
T ∼ ∂2F

∂m2
= A+ 3Bm2 + 5Cm4 = 0,

∂3F

∂m3
= 2m(3B + 10Cm2) = 0

(6)

и уравнения (4) (см., например, [1]), где

χT = 2µsN
∂m

∂H

— магнитная восприимчивость. Из уравнений (4)
и (6) следуют выражения для параметров критиче-
ской точки:

Tcr =
T 0
C

1− 9B2/20C
, (7)

m2
cr = − 3B

10C
, Hcr = 9kTcrmcr

B2

50µC
, (8)

где величина T 0
C определена в Приложении. Фор-

мула (7), на самом деле, является уравнением для
определения Tcr , так как коэффициенты B и C за-
висят от температуры. Решая уравнение (7), нахо-
дим численное значение Tcr = 211.5К. Из уравне-
ний (8) получаем mcr = 0.47, Hcr = 6.2Тл. Эти зна-
чения согласуются (см. рис. 2) с аналогичными вели-
чинами, полученными из решения точных уравне-
ний (2). Диаграмма магнитного состояния, рассчи-
танная по приближенным формулам (5), (6), пока-
зана на рис. 3. Там же показаны экспериментальные
данные работы [11] (кривая 1). Отметим здесь же,
что никакого обсуждения существования критиче-
ской точки на плоскости (H,T ) фазовой диаграм-
мы в экспериментальных работах [11, 17] и других
не проводилось. Также в этих и других работах не
обсуждались и возможные особенности физических
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Рис. 3. Диаграмма состояния в магнитном поле для

La(Fe0.88Si0.12)13 (приближенный расчет). Кривая 1 — экс-

периментальные данные [11]. Остальные обозначения те

же, что и на рис. 2

величин в окрестности этой точки. Справедливости
ради надо сказать, что в работе [11] для ферромаг-
нетика La(Fe0.88Si0.12)13 приведены численные зна-
чения точки Кюри для магнитного ФП первого ро-
да, TC1 ≈ 196К, и температуры T0 ≈ 230К, при
которой исчезает метамагнитный переход. Эту кри-
тическую температуру T0 можно рассматривать как
одну из координат нашей критической точки (Tcr ,
Hcr ), T0 ≡ Tcr . О координате Hcr критической точ-
ки в упомянутой работе ничего не сказано.

Вторую координату критической точки, Hcr ,
можно оценить, если линейно экстраполировать экс-
периментальные кривые ФП первого рода работ [11]
или [17] до температуры Tcr ≡ T0 ≈ 230К. То-
гда получим, что этой температуре соответствует
Hcr ≈ 7Тл. Эти значения больше, чем рассчитанные
нами (см. рис. 2 и 3). Несоответствие может быть
связано как с ошибками эксперимента, так и с несо-
вершенством нашей модели.

Используя уравнения состояния (3) и (4),
несложно получить выражения для сжимаемости
K−1 = −(∂ω/∂P )T и коэффициента теплового рас-
ширения α = (∂ω/∂T )P (cм. формулы (А.6) и (А.8)).
Из этих выражений следует (см. также (6)), что
магнитная восприимчивость, сжимаемость и ко-
эффициент теплового расширения обращаются в
бесконечность в критической точке. Обращается
в бесконечность также теплоемкость CH , которая
согласно термодинамической формуле равна

CH = CM +
T (∂M/∂T )2H
(∂M/∂H)T

, (9)

где M = 2µsNm.

Рис. 4. Температурная зависимость магнитной восприим-

чивости в окрестности критической точки. Расчет по фор-

муле (А.7), см. Приложение

На рис. 4 и 5 показаны особенности зависимо-
стей некоторых величин в окрестности критической
точки. Расчет показывает, что магнитная воспри-
имчивость принимает аномальные значения только
в непосредственной окрестности критической точки
(в пределах 1 К и нескольких десятых долей тесла
вокруг Tcr и Hcr ). В то же время магнитные вкла-
ды в коэффициент объемного расширения и модуль
сжатия значительны в достаточно большом интер-
вале температур и магнитных полей (десятки гра-
дусов Кельвина и тысячи эрстед) около Tcr и Hcr .

Восприимчивость и теплоемкость стремятся к
бесконечности по закону (T −Tcr)−1. Приблизитель-
но так же ведут себя сжимаемость и коэффициент
теплового расширения. Таким образом, есть надеж-
да, что в окрестности критической точки можно на
десятки процентов изменять упругие свойства и раз-

Рис. 5. Температурная зависимость модуля объемного

сжатия (величина обратная сжимаемости). Расчет по фор-

муле (A.6)
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меры образца с помощью магнитного поля и темпе-
ратуры.

Критические точки на кривой магнитных ФП
первого рода могут быть разных типов в зависимо-
сти от причин, вызывающих ФП первого рода. Так,
в нашем случае причиной ФП первого рода являет-
ся сильная зависимость обменного взаимодействия
от межатомного расстояния (обменно-стрикционная
модель [13]). Поэтому в критической точке вместе с
магнитной восприимчивостью и теплоемкостью об-
ращаются в бесконечность сжимаемость и коэффи-
циент теплового расширения. В том случае, если
причиной магнитного ФП первого рода является би-
квадратичное обменное взаимодействие [18, 19], то
аномальными в точке Кюри будут только магнит-
ная восприимчивость и теплоемкость.

Кроме того, из-за упомянутых выше особен-
ностей магнитной восприимчивости и сжима-
емости в окрестности критической точки для
La(Fe0.88Si0.12)13 должны аномально возрастать
флуктуации намагниченности и атомных смеще-
ний. Эти флуктуации проявляются в магнитном и
ядерном критическом рассеянии нейтронов.

Финансирование. Работа выполнена в рамках
государственного задания Министерства науки и
высшего образования РФ (тема «Поток»).

ПРИЛОЖЕНИЕ

После подстановки J = J0 + γω и ω из (3) выра-
жение для x из (2) принимает вид

x = d+ am+ bm3, (A.1)

где

d =
2µsH

kT
, a =

3sT 0
C(P )

(s+ 1)T
,

b = 2s4NK−1
0

γ2

kT
,

T 0
C(P ) = 2s(s + 1)(J0 −K−1

0 Pγ)/3k — зависящая от
давления температура Кюри для ФП второго рода.

Разложение функции Бриллюэна в ряд с точно-
стью до x5 имеет вид

BS(x) = Ex− Fx3 +Gx5, (A.2)

где

E =
s+ 1

3s
, F =

(2s+ 1)4 − 1

45(2s)4
,

G = 2
(2s+ 1)5 − 1

945(2s)5
.

Тогда уравнение магнитного состояния принимает
вид (4), где

A =
T − T 0

C(P )

T
, B = a3F − Eb,

C = 3Fa2b−Ga5.

(A.3)

При расчетах приняты следующие численные
значения величин, входящих в формулы (A.1)–(A.3)
(для ферромагнетика La(Fe0.88Si0.12)13): s = 1,
N = 6 · 1023 см−3, K0 = 1.1 · 1012 дин/см2,
γ = 4.89 · 10−13 эрг, T 0

C = 189К (при P = 0). Эти
значения определены из экспериментальных дан-
ных работ [11, 15–17] (см. также [14]). Окончатель-
ные значения T 0

C и γ выбраны из условия совпаде-
ния рассчитанной температуры ФП первого рода с
экспериментом (TC1 ≈ 196К [15]).

Из уравнений состояния (3) и (4) получим фор-
мулы для расчета особенностей термодинамических
величин в окрестности (Tcr , Hcr ). Например, диф-
ференцируя уравнениe (3) по давлению P , получим
сжимаемость

− ∂ω

∂P
= K−1

0 −Ns2mγ
∂m

∂P
, (A.4)

а из уравнения (4) следует

m
∂A

∂P
+ (A+ 3Bm2 + 5Cm4)

∂m

∂P
= 0,

и

∂m

∂P
= −2s(s+ 1)m

γ

3kTK0
×

× (A+ 3Bm2 + 5Cm4)−1. (A.5)

Тогда

K−1 ≡ −
(
∂ω

∂P

)

T

=

= K−1
0

[
1 +

s3(s+ 1)γ2

2µ2K0
χ

]
, (A.6)

где

χ =

(
∂M

∂H

)

T

=
8µ2N

(3kT )(A+ 3Bm2 + 5Cm4)
(A.7)

— магнитная восприимчивость при T = const
(M = 2µsNm).
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Аналогичным способом получаем, что коэффи-
циент теплового расширения равен

α =

(
∂ω

∂T

)

P

≈ −8µs3γmNH

3kK0T 2(A+ 3Bm2 + 5Cm4)
. (A.8)
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Выполнены измерения магнитных сверхтонких полей Hhfи изомерного сдвига δ в интерметаллических

соединениях Y(Fe1−xNix)2 (структурный тип MgCu2), синтезированных при высоком давлении. Значения

Hhf , возникающие на ядрах 57Fe при концентрации никеля x ниже 20 ат.%, практически не изменяются

и примерно равны 22Тл, а в интервале от x = 0.4 до x = 0.98 линейно уменьшаются с увеличением

концентрации Ni. Однако линейная экстрополяция сверхтонкого поля в зависимости от концентрации Ni

не приводит к его исчезновению в YNi2. Для YFe2 обнаружен поворот оси легкого намагничивания от

направления [101] к направлению [111] при повышении температуры. При увеличении концентрации Ni

до x = 0.3 при температуре 5К наблюдается ось легкого намагничивания [101], а при x = 0.4 ось меняет

направление на [100]. Из вида концентрационной зависимости сверхтонкого поля сделано предположение,

что при кристаллизации Y(Fe1−xNix)2 в условиях высоких давлений на ионах Ni существует магнитный

момент. Выполнены ab initio-расчеты магнитных свойств и сверхтонких взаимодействий, согласующиеся

с экспериментом.

DOI: 10.31857/S0044451023030069
EDN: QECNYL

1. ВВЕДЕНИЕ

Хорошо известно, что высокое давление умень-
шает средний объем элементарной ячейки кристал-
лической структуры и может вызывать изменение
электронной конфигурации некоторых элементов. В
некоторых случаях это может приводить к образо-
ванию соединений между элементами, которые при
нормальных условиях не образуются [1–4]. Напри-
мер, в ранних работах [1–3] были синтезированы под
давлением не известные до этого соединения щелоч-

* E-mail: bokov@hppi.troitsk.ru

ных и щелочноземельных элементов с магнитными
3d-металлами. Только недавно соединение в систе-
ме K–Ni, полученное в работе [1] без расшифровки
структуры, было идентифицировано как K2Ni с по-
мощью теоретических ab initio-расчетов [4].

Примерно в то же время были впервые синте-
зированы и изучены соединения кальция с Fe, Co
и Ni [2, 3]. В частности, были выполнены деталь-
ные экспериментальные и теоретические исследова-
ния непрерывного ряда псевдобинарных соединений
Ca(Fe1−xNix)2 (структурный тип MgCu2). В насто-
ящей работе рассмотрен аналогичный этой систе-
ме ряд Y(Fe1−xNix)2 и изучены его свойства. Мето-
дом эффекта Мессбауэра на ядрах 57Fe исследованы
сверхтонкие взаимодействия. Магнитные свойства и
сверхтонкие взаимодействия рассчитаны также ме-
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тодом ab initio.
Топологически плотноупакованные фазы Лаве-

са довольно распространены среди интерметалличе-
ских соединений. Материалы на их основе исполь-
зуются как контейнеры для хранения водорода, как
магнитомеханические датчики и приводы, а также в
качестве износостойких и коррозионно-стойких по-
крытий в агрессивных средах и при высоких темпе-
ратурах [5]. Исследования этих систем, содержащих
металлы группы железа, представляют интерес так-
же для физики Земли и сходных с ней планет.

В данной работе для соединений Y(Fe1−xNix)2,
синтезированных при высоком давлении, мето-
дом мессбауэровской спектроскопии исследована
эволюция сверхтонких магнитных полей в узлах
3d-металлов при замещении железа (электронная
конфигурация [Ar]3d64s2) никелем (электронная
конфигурация [Ar]3d84s2). Мессбауэровские спек-
тры 57Fe позволяют определить изомерные сдвиги,
сверхтонкие поля и направление оси легкого
намагничивания в поликристалле.

Кубическая фаза Лавеса (С15, тип MgCu2) со-
единения YFe2 представляет собой ферримагнетик
с магнитными моментами на атомах Fe, равны-
ми 1.77µB, и антипараллельными им моментами на
4d-атомах Y, равными −0.67µB [6, 7]. Соединение
YNi2, которое образуется при нормальном давле-
нии, кристаллизуется в сверхструктуру кубической
фазы Лавеса C15 [8]. В этом соединении возника-
ют вакансии в узлах Y (до 5–7 ат.%), упорядочен-
ные при низких температурах. При комнатной тем-
пературе эти вакансии обладают высокой подвиж-
ностью [9]. Показано, что при высоких темпера-
турах и/или при приложении внешнего давления
происходит обратимый структурный переход (ти-
па порядок–беспорядок) в кубическую фазу Лавеса
С15, связанный с разупорядочением вакансий [10].
Соединение YNi2 в сверхструктуре кубической фа-
зы Лавеса является паулевским парамагнетиком,
что связано с низкой плотностью электронных со-
стояний на уровне Ферми для этого соединения [11].

В работе [12] было показано, что соединения
Y0.95(Fe1−xNix)2, где x ≤ 0.95, синтезированные при
нормальном давлении, кристаллизуются в кубиче-
ской фазе Лавеса С15. Из температурных измере-
ний электрического сопротивления было высказано
предположение, что в соединении с x = 0.95 суще-
ствует локальный магнетизм, связанный с коротко-
действующими спиновыми флуктуациями или обра-
зованием основного состояния кластерного стекла.
Для соединений с x = 0.85 и x = 0.75, вероятно,
имеет место дальнее магнитное упорядочение.

Соединения Y(Fe1−xNix)2 для x от 0 до 1, син-
тезированные при высоких давлениях и температу-
рах, по данным рентгеноструктурного анализа и на-
магничивания кристаллизуются в кубическую фа-
зу Лавеса со структурой С15. Магнитный момент
ионов Ni составляет 0.36µB для всех значений x [13].
При x = 0.35 наблюдается аномалия зависимости
постоянной решетки от состава x. Установлено так-
же [13], что в Y(Fe1−xNix)2 зависимость магнитного
момента, приходящегося на один атом переходного
металла, от числа 3d-электронов Nd имеет харак-
тер кривой Слэтера–Полинга, аналогично системе
Fe1−xNix.

2. ЭКСПЕРИМЕНТАЛЬНЫЕ МЕТОДЫ

Псевдобинарные интерметаллиды Y(Fe1−xNix)2
были получены путем воздействия высокой темпе-
ратуры при постоянном давлении 7.7ГПа в камере,
сконструированной Хвостанцевым и др. [14]. Дета-
ли процедуры, использованной в этих эксперимен-
тах, приведены в работе [15]. После синтеза под вы-
соким давлением кристаллическая структура образ-
цов соединений была определена с помощью порош-
ковой рентгеновской дифракции. Поликристалличе-
ские образцы были однофазнымии и кристаллизова-
лись в структуре кубической фазы Лавеса (С15).

Измерения эффекта Мессбауэра γ-перехода
14.4 кэВ 57Fe проводились для серии соединений
Y(Fe1−xNix)2 с

x = 0; 0.1; 0.2; 0.3; 0.4; 0.5; 0.6; 0.7; 0.8; 0.9; 0.95; 0.98

при T = 5К. Образцы с 2, 5 и 10 ат.% Fe обогаща-
лись изотопом 57Fe до 100%, а образцы с 20, 30 и
40 ат.% Fe обогащались 57Fe до 20%.

Спектры получены с помощью спектрометра с
постоянным ускорением, описанного в работе [16]. В
качестве источника γ-квантов использовали 57Co в
медной матрице. Отметим, что все мессбауэровские
спектры измерялись при атмосферном давлении.

Программа, использующая точное аналитиче-
ское выражение для положений и интенсивностей
мессбауэровских линий, была применена для
определения параметров сверхтонкой структуры.
Для каждого спектра, полученного от поглоти-
теля Y(Fe1−xNix)2 (0 6 x 6 1), была сделана
компьютерная подгонка с использованием метода
статистической регуляризации [17]. Среднее значе-
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ние сверхтонкого поля определялось из следующего
соотношения:

Hhf =

20∑

i=0

HiPi

/
20∑

i=0

Pi,

где Pi — вероятность существования локального
сверхтонкого поля Hi на диаграмме распределения
Pi(Hi).

3. ЭКСПЕРИМЕНТАЛЬНЫЕ РЕЗУЛЬТАТЫ

Для соединений RFe2 (R — редкоземельный эле-
мент) мессбауэровские исследования 57Fe показали,
что хотя эти соединения имеют одинаковую кри-
сталлографическую структуру типа С15, они пред-
ставляют несколько типов спектров [18]. В этих
соединениях ионы железа, лежащие в общей сет-
ке правильных тетраэдров с общими углами, име-
ют узловую симметрию 3m с тремя осями, па-
раллельными направлениям [111]. Позиции ионов
железа (16c) кристаллографически эквивалентны,
но в присутствии магнитного поля они магнитно-
неэквивалентны, поскольку электрические квадру-
польные взаимодействия зависят от угла θ между
осью аксиально-симметричного градиента электри-
ческого поля и магнитным полем, которое не бу-
дет одинаковым для всех ионов железа [19]. Ес-
ли вектор легкого намагничивания n совпадает с
кристаллографическим направлением [111], то су-
ществуют два магнитно-неэквивалентных узла же-
леза с относительной заселенностью 3 : 1, что при-
водит к спектру, который представляет собой су-
перпозицию двух шестилинейных структур, как это
наблюдается для YFe2, синтезированного при нор-
мальном давлении в диапазоне температур от 1.7К
до TC (545К) [18]. При n, параллельном оси [101],
присутствуют две магнитно-неэквивалентные пози-
ции железа с соотношением заселенностей 1 : 1, как
это наблюдается в LuFe2 и в SmFe2 [20]. При направ-
лении вектора легкого намагничивания n вдоль оси
[100] все ионы железа эквивалентны и спектр опи-
сывается одной шестилинейной структурой.

Спектр синтезированного под высоким давлени-
ем YFe2, измеренный при T = 5К, состоит из двух
сверхтонких «шестилинеек» с соотношением интен-
сивностей 1 : 1 (рис. 1 и таблица). Это согласуется
с направлением оси легкого намагничивания вдоль
одного из направлений [101]. Однако установлено,
что при T = 300К ось легкого намагничивания на-
правлена вдоль [111], как это наблюдалось в об-

разце YFe2, приготовленном при нормальном дав-
лении [18] (см. рис. 1 и таблицу).

Рис. 1. Мессбауэровские спектры 57Fe синтезированного

под высоким давлением YFe2 при различных температу-

рах. Точки — экспериментальные данные, сплошные ли-

нии — аппроксимации. Метки над спектрами означают

вклады от сверхтонкого магнитного расщепления

Для образцов Y(Fe1−xNix)2 с концентрацией Ni
в области 0 6 x 6 0.3 ось легкого намагничивания
параллельна оси [101], а для x = 0.4 ось легкого на-
магничивания параллельна оси [100] при T = 5К.
Однако при 0.2 6 x 6 0.4 видно уширение линий
на мессбауэровских спектрах, а при x = 0.4 шири-
на линий сильно увеличивается. Уширение может
быть связано с различными вариациями локально-
го окружения ядер 57Fe. Поэтому для 0 6 x 6 0.98

средние значения сверхтонкого поля определялись
из компьютерных подгонок с использованием ме-
тода статистической регуляризации, который был
предложен для оценки неразрешенных мессбауэров-
ских спектров многих перекрывающихся линий [17]
(рис. 2).
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Таблица. Параметры сверхтонкого взаимодействия 57Fe в соединении YFe2, синтезированном при различных

давлениях (Psynth). Hhf — сверхтонкое магнитное поле (погрешность ±0.1Тл), ∆E — квадрупольное расщепление

(погрешность ±0.01мм/с), δ — изомерный сдвиг относительно α-Fe (погрешность ±0.01мм/с)

Psynth , ГПа T , К
Спектр I Спектр II

Легкая ось
Hhf , Тл ∆E, мм/с δ, мм/с Hhf , Тл ∆E, мм/с δ, мм/с

7.7 5 22.5 0.14 0.43 21.3 −0.17 0.34 101

7.7 300 18.7 0.19 0.13 18.2 −0.28 0.13 111

≈ 0 1.7 [18] 21.5 — — 20.8 — — 111

≈ 0 295 [21] 19.2 0.04 −0.18 18.5 −0.12 −0.03 111

≈ 0 300 [22] 18.0 — — 18.9 — — 111

Рис. 2. (В цвете онлайн) Мессбауэровские спектры 57Fe

некоторых соединений Y(Fe1−xNix)2, измеренные при

T = 5К. Точки — экспериментальные данные. Сплошные

красные линии и диаграмма распределений вероятностей

сверхтонких полей P (H) получены подгонкой

Рис. 3. (В цвете онлайн) Среднее сверхтонкое поле на ядре

Fe для Y(Fe1−xNix)2 при 5К (синяя линия — наши изме-

рения) и для Y(Fe1−xCox)2 при 1.7К (красная линия —

работа [6]) как функция числа 3d-электронов Nd на фор-

мульную единицу. Результаты наших расчетов показаны

голубыми символами

На рис. 3 средние значения сверхтонкого поля
Hhf при T = 5К представлены в зависимости от
концентрации Ni. Значения Hhf при концентрации
Ni менее 20 ат.% почти не изменились. От x = 0.4

до x = 0.98 наблюдается линейное уменьшение Hhf .
Заметим, что в системе Y(Fe1−xCox)2 резкое умень-
шение Hhf было обнаружено уже при x > 0.8

(см. рис. 3) и тесно связано с исчезновением магнит-
ного момента на атомах Со в этом ряду [18]. С дру-
гой стороны, установлено, что зависимость средней
величины сверхтонкого поля на ядре железа в ряду
R(Fe0.02Ni0.98)2 (где R = Gd, Dy, Ho, Tb, Er) опре-
деляется из выражения

Hhf = H0 + a(g − 1)J,

где H0 — постоянное сверхтонкое поле, связанное
с железом, зависящее исключительно от взаимо-
действий Fe – Fe и Fe – Ni и равное 11(1)Тл [23].
Из наших экспериментов также следует, что для
Y(Fe0.02Ni0.98)2 среднее значение сверхтонкого поля,
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измеренное при 5К, равно 10.9Тл. Это указывает
на то, что магнитное сверхтонкое поле определяет-
ся магнитным моментом Ni.

В отличие от усиленного парамагнетика Паули
YCo2, сплав YFeNi, в котором, вероятно, должно
быть такое же заполнение 3d-зоны, как и в YCo2,
является ферримагнетиком [13] и имеет значение
сверхтонкого поля, близкое к значению сверхтонко-
го поля в HoCo2, когда поляризующее влияние Но
приводит к возникновению момента на атомах Со,
равного 1.0µB [24, 25].

Таким образом, при воздействии, например,
внешнего или внутреннего магнитного поля или
давления (как в нашем случае) в 3d-электронной
зоне сплавов Y(Fe1−xNix)2, вероятно, 3d-электроны
Ni могут принимать участие в метамагнетизме
коллективизированных электронов так же, как
3d-электрон Co в сплавах Y(Fe1−xCox)2 [26–28].

Из изучения сверхтонкого поля на ядре Fe в
ряду сплавов Y(Fe1−xNix)2 можно сделать вывод,
что индуцированный высоким давлением электрон-
ный переход приводит к возникновению собствен-
ного магнитного момента на ионах Ni, который от-
ветственен за большие значения сверхтонкого поля
для всех значений x. При этом нужно понимать, что
непрерывный ряд соединений Y(Fe1−xNix)2 при ат-
мосферном давлении не образуется. А получение со-
единений при высоком давлении в метастабильной
форме связано с изменением электронных свойств
Ni [29].

4. РАСЧЕТЫ МЕТОДОМ AB INITIO

Расчеты электронных и магнитных свойств
Y(Fe1−xNix)2 проводились в рамках теории
функционала электронной плотности методом
присоединенных плоских волн (APW+lo), ре-
ализованным в пакете WIEN2k [30], с полу-
локальным приближением PBE-GGA [31] для
обменно-корреляционного функционала. Использо-
вался параметр RminKmax = 8.0 и сетки k-точек
Монкхорста – Пака, соотвествующие разрешению
в обратном пространстве около 0.15 Å−1. Для Y и
Fe/Ni были выбраны МТ-радиусы, равные 2.50 и
2.38 радиуса Бора соответственно.

Были выполнены расчеты для концентраций x,
равных 0, 0.25, 0.50, 0.75, 1.00. Электронная структу-
ра псевдобинарных сплавов (x = 0.25, 0.50, 0.75) рас-
считывалась как структура гипотетических упоря-
доченных тройных соединений с той же стехиомет-
рией. Для каждой концентрации x использовалась
экспериментальная постоянная решетки a.

Рис. 4. (В цвете онлайн) Зависимости магнитного момен-

та в Y(Fe1−xNix)2 от концентрации никеля x: в расчете

на формульную единицу (a) и на атом переходного ме-

талла (b). Результаты измерений [13] при 4.2К и нашего

ab initio-моделирования показаны синим и красным цве-

том соответственно

Вообще говоря, замещение Fe на Ni понижает
симметрию решетки, и в результате структура трой-
ных соединений становится не кубической, а тетра-
гональной. Это тетрагональное искажение доволь-
но слабое, и структура с пониженной симметрией
очень близка к исходной решетке C15. Поэтому по-
рошковые рентгенограммы соответствующих спла-
вов показывают лишь небольшое уширение рефлек-
сов C15, вызванное легированием. Однако сверхтон-
кое взаимодействие является локальным свойством,
и его вычисленные значения очень чувствительны
даже к небольшим изменениям симметрии и коор-
динат атомов. В искаженной решетке координаты
атомов становятся свободными, а не строго фикси-
рованными, как в кубической структуре C15. Поэто-
му для составов c x = 0.25, 0.50, 0.75 была выполнена
релаксация положений атомов; при этом остаточные
атомные силы не превышали 5мэВ/Å.

Спин-поляризованные расчеты проводились для
коллинеарного расположения спинов. На рис. 4
представлена рассчитанная концентрационная
зависимость магнитного момента в Y(Fe1−xNix)2,
приходящегося на формульную единицу и на один
атом переходного металла (ТМ). Вычисленный
момент внутри сферы, окружающей атом Fe, слабо
зависит от концентрации x. Момент в сфере Ni
параллелен моменту Fe и для состава Y(Fe1.5Ni0.5)2
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Рис. 5. Константы спаривания: Aexp — экспериментальные

результаты, Ath — теоретические расчеты

равен 0.36µB, что совпадает с экспериментальным
значением, найденным в работе [13]. Предпола-
галось [13], что момент Ni, равный 0.36µB, не
меняется с увеличением x. Однако наш расчет
показывает, что при увеличении x от 0.25 до 0.75
момент на Ni монотонно уменьшается до 0.13µB.

Магнитный момент в сфере Y антипаралле-
лен моментам Fe/Ni, что подтверждает предпо-
ложение [13] о ферримагнитном упорядочении в
Y(Fe1−xNix)2. Вычисленный момент на Y изменя-
ется монотонно примерно от −0.3µB для YFe2 до
−0.1µB для Y(Fe0.5Ni1.5)2, что отличается от значе-
ния −0.67µB, принятого в работе [13] для всех кон-
центраций x. Следует также отметить, что геомет-
рия метода APW предполагает наличие магнитного
момента в междоузлии, который вносит существен-
ный вклад (в данном случае отрицательный) в пол-
ный момент элементарной ячейки. Магнитное состо-
яние для YNi2 оказалось неустойчивым, т. е. момент
равен нулю, в отличие от результатов работы [13],
где был найден момент на Ni порядка 0.3µB.

На рис. 3 показано сверхтонкое поле Hhf на ядре
Fe в зависимости от числа d-электронов Nd на фор-
мульную единицу, которое является линейной функ-
цией концентрации x. Это позволяет представить
Hhf для Y(Fe1−xNix)2 и Y(Fe1−xCox)2 на одном гра-
фике. Вычисленный изомерный сдвиг δ на ядре Fe
(относительно ОЦК α-Fe) практически не зависит
от концентрации и изменяется от 0.22 до 0.23мм/с.

Для YFe2 рассчитанные значения сверхтонкого
поля Hhf и изомерного сдвига δ согласуются с экс-
периментальными значениями для образцов, син-
тезированных при высоком давлении. Зависимость

Hhf (x) также удовлетворительно согласуется с экс-
периментом (см. рис. 3). Что касается квадруполь-
ного расщепления ∆E, то теоретическое значение
составляет около −1.0мм/с для всех концентра-
ций, что значительно превышает эксперименталь-
ные значения.

Константы спаривания между сверхтонкими по-
лями и магнитными моментами (A = Hhf /µTM ) так-
же рассчитаны в зависимости от концентрации x

для полученных экспериментальных результатов и
теоретических расчетов (рис. 5). На рисунке показа-
но нелинейное увеличение значения A с увеличени-
ем концентрации Ni.

5. ВЫВОДЫ

Методом эффекта Мессбауэра на ядрах 57Fe из-
мерены сверхтонкие взаимодействия в соединение
Y(Fe1−xNix)2 (0 6 x 6 0.98). Установлено, что экс-
трополяция концентрационной зависимости средне-
го сверхтонкого поля Hhf не стремится к нулю при
x → 1. Это свидетельствует о наличии магнитного
момента у ионов Ni в ряду соединений Y(Fe1−xNix)2,
синтезированных при высоком давлении. Для YFe2,
синтезированного при высоком давлении, обнару-
жен поворот легкой оси намагничивания от на-
правления [101] к направлению [111] с повышением
температуры. При увеличении концентрации Ni до
x = 0.3 (при температуре 5К) наблюдается ось лег-
кого намагничивания [101], а при x = 0.4 ось меня-
ет направление на [100]. Ab initio-расчеты сверхтон-
ких взаимодействий находятся в разумном согла-
сии с экспериментом. Таким образом, образование
непрерывного ряда соединений Y(Fe1−xNix)2 связа-
но с возникновением при высоком давлении элек-
тронного перехода из конфигурации 3d94s1 в кон-
фигурацию 3d9−y4s1+y в ионах Ni, где y может из-
меняться с концентрацией Ni.
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Теоретически исследована динамика доменных стенок в ферримагнетиках, в которых инвариантность

относительно пространственной инверсии нарушена из-за присутствия кирального взаимодействия Дзя-

лошинского –Мория, энергия которого линейна по градиентам спиновой плотности подрешеток. Анализ

проведен на основе численного интегрирования уравнений сигма-модели, обобщенной для случая фер-

римагнетика вблизи точки компенсации спинов подрешеток. Показано, что в киральных ферримагнети-

ках, в отличие от случаев обычных ферримагнетиков или киральных ферромагнетиков, при увеличении

скорости стенки возможны эффекты динамического преобразования структуры доменных стенок с обра-

зованием более сложных стенок с немонотонным поведением спиновой плотности в стенке. Эти эффекты

возможны в достаточно узкой окрестности точки компенсации, и ширина этой области растет при уве-

личении константы взаимодействия Дзялошинского –Мория.

DOI: 10.31857/S0044451023030070
EDN: QEMESS

1. ВВЕДЕНИЕ

Статические и особенно динамические свойства
доменных стенок (ДС) в магнетиках являются пред-
метом интенсивных экспериментальных [1–4] и тео-
ретических [5–8] исследований в связи с возможно-
стью их применения в магнитных устройствах хра-
нения и обработки информации [9]. Магнитные ДС
представляют собой простой, но важный пример
топологических солитонов и представляют интерес
с точки зрения общей физики нелинейных явле-
ний [10–12]. Динамика ДС интересна не только для
стандартных материалов — ферромагнетиков (ФМ),
но и для антиферромагнетиков (АФМ), в которых
значение скорости ДС значительно выше и достига-
ет десятков километров в секунду [13–17]. Такие вы-
сокие скорости определяются так называемым об-
менным усилением динамических параметров АФМ.
Не менее важно, что для ДС в АФМ подавлены раз-
личные эффекты нестабильности динамики ДС, ко-

* E-mail: klgn@yandex.ru

торые имеют место для ДС в ФМ [18].

Недавно было показано экспериментально [19–
21] и обосновано теоретически [22–24]. что в образ-
цах ферримагнетиков (ФиМ), близких к точке ком-
пенсации спинов подрешеток, также можно полу-
чить высокую скорость ДС, которая достигает ки-
лометров в секунду. Причина этого эффекта в том,
что для ФиМ, находящихся в непосредственной бли-
зости от точки компенсации спинов, где совпадают
спиновые плотности подрешеток, возможны эффек-
ты обменного усиления [25]. В частности, в самой
точке компенсации предельная скорость движения
ДС становится, как и в АФМ, чисто обменной.

Однако для нанообразцов различных магнети-
ков скорость движения ДС ограничена в большей
степени, чем для массивных образцов или микрон-
ных пленок. Насколько нам известно, для нанопле-
нок АФМ движение ДС с «обменными» скоростя-
ми не наблюдалось. Для ФиМ около точки компен-
сации спина наблюдались скорости до 1 км/с, в то
время как теоретические оценки дают значения до
5 км/с [22–24]. Причина уменьшения скорости ДС в
одноосных ФМ состоит в том, что стандартный ме-
ханизм формирования предельной скорости, связан-
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ный с магнитным дипольным взаимодействием, ста-
новится неэффективным для нанопленок ФМ. Это
же ограничение проявляется и для ФиМ с чисто од-
ноосной анизотропией. Оно заложено в модели, ис-
пользованной авторами работы [19] для численно-
го моделирования результатов своего эксперимента.
Наличие достаточно сильной анизотропии в базис-
ной плоскости и (или) сильного магнитного поля,
перпендикулярного легкой оси магнетика, может ре-
шить эту проблему, но реализация этих механизмов
для приборов магнитной наноэлектроники, исполь-
зующих динамику ДС, затруднительна.

Для нанопленок киральных ФМ, в которых
за счет взаимодействия Дзялошинского – Мория
(ВДМ) нарушена симметрия спиновой систе-
мы относительно пространственной инверсии,
предельная скорость ДС может существенно увели-
чиваться [26–28]. В текущем столетии обнаружено,
что ВДМ может быть получено практически для
всех магнетиков, если приготовить их в виде
сверхтонких (толщина менее 10 нм) пленок на
подложке из немагнитного металла с сильным
спин-орбитальным взаимодействием. В этом случае
плотность энергии ВДМ определяется формулой
D [Mz(∇ · l)− (l · ∇)lz], гдеD — константа ВДМ, l —
параметр порядка ферримагнетика (см. формулу (
ref23040-eq1)), ось z выбрана перпендикулярно
поверхности пленки. Таким образом, нарушение
киральной симметрии является общим свойством
нанопленок магнетиков, и киральные магнетики
могут рассматриваться как стандартные материалы
нанофизики магнетиков. Киральные ФиМ, допуска-
ющие существование скирмионов (топологических
солитонов малого радиуса) и ДС, интенсивно ис-
следуются, для них получены значения скорости
ДС до 1.3 км/с, что на настоящий момент является
максимальным значением для всех магнетиков, за
исключением АФМ [21].

Исследована теоретически динамика ДС в тон-
ких пленках киральных ФиМ при всех значениях
константы ВДМ D < Dc, где Dc — известное крити-
ческое значение; при D > Dc однородное состояние
невыгодно термодинамически и энергия ДС отрица-
тельна. Показано, что в киральных ФиМ, в отличие
от случаев обычных ФиМ (без киральных вкладов
в энергию) или киральных ФМ, динамические свой-
ства ДС в значительной мере определяются разру-
шением интегрируемости соответствующей динами-
ческой задачи. Вблизи точки компенсации имеет ме-
сто динамическая конверсия стандартных ДС с об-
разованием более сложные стенок с немонотонным
поведением намагниченности.

2. МОДЕЛЬ

Рассмотрим магнетик с двумя подрешет-
ками, плотности спина которых s1 и s2,
|s1,2| = s1,2 = const. Для АФМ s1 = s2, а в
интересующем нас случае ФиМ, близкого к точке
компенсации спинов подрешеток, спиновые плотно-
сти не равны, но имеют близкие значения s1 ≈ s2.
Динамика векторов s1 и s2 определяется системой
двух уравнений Ландау – Лифшица, которые удоб-
но переписать в терминах комбинации спиновых
плотностей:

l =
s1 − s2

s1 + s2
, m =

s1 + s2

s1 + s2
. (1)

Наиболее простое и удобное описание динамики
ФиМ вблизи точки компенсации базируется на ис-
пользовании так называемой обобщенной сигма-мо-
дели — замкнутого уравнения для вектора l. Впер-
вые это уравнение было получено для анализа АФМ
(см. историю вопроса и современное состояние про-
блемы в обзоре [29]), но оно допускает обобщение
на случай почти скомпенсированных ФиМ [30, 31],
см. также недавний обзор [25]. В рамках этого под-
хода основной динамической переменной при опи-
сании АФМ является нормированный вектор анти-
ферромагнетизма l, для которого получается урав-
нение [25]

ν
∂l

∂t
+

1

ωex

[
l× ∂2l

∂t2

]
= − 1

~(s1 + s2)

[
l× δW

δl

]
, (2)

где W = W [l] — статическая энергия ФиМ
(4), записанная в виде функционала вектора l,
~ωex = gµBHex , где Hex — так называемое обменное
поле, и введено обозначение ν = (s1 − s2)/(s1 + s2).
Специфика ФиМ проявляется только при весьма
малых значениях ν ≪ 1, в противном случае ФиМ
ведет себя как ФМ и описывается уравнением Лан-
дау – Лифшица с некоторой эффективной спиновой
плотностью спина seff = s1 − s2. В рамках сиг-
ма-модели вектор m играет роль вспомогательной
переменной и выражается через l и ∂l/∂t простой
формулой

m = νl+
1

ωex

[
∂l

∂t
× l

]
. (3)

Таким образом, вместо двух уравнений для намаг-
ниченностей подрешеток можно использовать одно
уравнение для l. Энергию кирального магнетика вы-
берем в простейшем виде, который допускает описа-
ние динамики ДС:

W =

∫
dr

{
A

2
(∇ · l)2 + K

2

(
l2x + l2y

)
−

−D [lz(∇ · l)− (l · ∇)lz)]

}
, (4)
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где первое слагаемое определяет энергию неодно-
родного обмена с константой A, второе — энергию
одноосной анизотропии, легкая ось выбрана вдоль
оси z, K > 0. Последнее слагаемое под интегралом
определяет киральное ВДМ, характерное для тон-
кой пленки, поверхность которой перпендикулярна
оси z.

Уравнение обобщенной сигма-модели (
ref23040-Eq2) было получено в предположении
ν ≪ 1. Для описания АФМ достаточно сделать
простой предельный переход s1 → s2, т. е. положить
s1 = s2 или ν = 0. При этом гироскопическое
слагаемое в выражении (
ref23040-Eq2), линейное по ∂l/∂t, отсутствует, и
вторые производные вектора l входят в уравнения
в комбинации

~(s1 + s2)

ωex

∂2l

∂t2
−A(∇2l),

что можно переписать как (∂2l/∂t2) − c2(∇2l), где
c — характерная скорость, которая совпадает с ми-
нимальной фазовой скоростью магнонов,

c =

√
Aωex

~(s1 + s2)
. (5)

Наличие такой формальной лоренц-инвариант-
ности значительно упрощает анализ различных ре-
жимов нелинейной спиновой динамики в АФМ,
включая эффекты квантового туннелирования [32],
антиферромагнитную спинтронику [33] и сверх-
быструю спиновую динамику АФМ под действи-
ем фемтосекундных лазерных импульсов [34, 35].
Однако для киральных магнетиков эта лоренц-
инвариантность разрушена даже при ν = 0 [36].
Одновременное разрушение и точной интегрируемо-
сти уравнений, и лоренц-инвариантности приводит
к интересным особенностям динамики ДС, которые
и являются предметом анализа настоящей работы.

3. СТРУКТУРА ДВИЖУЩЕЙСЯ СТЕНКИ

Для анализа солитонных решений удобно ис-
пользовать угловые переменные для единичного
вектора l,

lz = cos θ, lx = sin θ cosϕ, ly = sin θ sinϕ. (6)

Полярная ось z выбрана вдоль легкой оси магне-
тика. По обе стороны от доменной стенки θ = 0 и
θ = π.

Движущиеся ДС описываются решениями ти-
па простых волн, для которых θ = θ(x − vt) и

ϕ = ϕ(x− vt), v — скорость ДС. Уравнения для θ и
ϕ принимают вид системы обыкновенных диффе-
ренциальных уравнений относительно переменной
x−vt. Для определенности будем считать что θ → 0

при x−vt→ −∞ и θ → π при x−vt → +∞. Несмотря
на отсутствие точной лоренц-инвариантности, удоб-
но выбрать в качестве независимой переменной ве-
личину

ξ =
x− vt

x0
√
1− v2/c2

,

где x0 =
√
A/K определяет ширину неподвижной

стенки. Уравнения для θ и ϕ удобно записать в без-
размерном виде:

θ′′ −
[
1 + (ϕ′)2

]
sin θ cos θ + ν

v√
c2 − v2

ϕ′ sin θ −

− 4D

πDc

1√
1− v2/c2

ϕ′ sin2 θ sinϕ = 0, (7)

(ϕ′ sin2 θ)′ − ν
v√

c2 − v2
θ′ sin θ +

+
4D

πDc

1√
1− v2/c2

θ′ sin2 θ sinϕ = 0,

где штрихом обозначена производная по ξ, кри-
тическое значение Dc = 2E0/π определяет гра-
ницу термодинамической устойчивости однородно-
го состояния, величина E0 =

√
AK и введено нор-

мированное значение параметра раскомпенсации ν,
ν = ν

√
ωex/ωa, где ωa = K/~(s1 + s2) — харак-

терная частота, отвечающая энергии анизотропии.
Поскольку ωex ≫ ωa, величина ν ≫ ν; для различ-
ных нелинейных задач спиновой динамики значение
ν ∼ 1 отвечает тому случаю, когда проявляются эф-
фекты, специфические для ФиМ [22–25, 31, 37, 38].
Важно отметить, что хотя при D > Dc выгодно спи-
ральное состояние, в этой области однородное состо-
яние является метастабильным, и на его фоне воз-
можно решение типа ДС, но энергия этой ДС отри-
цательна [39].

Эта система уравнений формально эквивалент-
на механической задаче с двумя степенями свободы
(переменная ξ играет роль времени) о движении ма-
териальной точки по поверхности сферы при нали-
чии потенциала, равного −(K/2) sin2 θ, и двух раз-
личных гироскопических слагаемых. Одно из них
является стандартным для ФМ или ФиМ, оно про-
порционально скорости ДС v и параметру раском-
пенсации s1 − s2, а второе обусловлено ВДМ. Для
этой системы можно построить один первый инте-
грал

Q = (θ′)2 + (ϕ′)2sin2θ − sin2θ, (8)

принимающий на решении типа ДС значение Q = 0.

5 ЖЭТФ, вып. 3
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Второй интеграл движения построить не удается, и
в общем случае система (
ref23040-eq7) не является точно интегрируемой. Для
одноосного магнетика с энергией, инвариантной от-
носительно произвольных поворотов вокруг оси z,
сохраняется величина µz — компонента вектора «ки-
нетического момента» µ = l × l′, что позволяет по-
строить двухпараметрические солитоны со спино-
вой прецессией [11, 29, 40], но ВДМ нарушает эту
симметрию.

Наличие ВДМ разрушает интегрируемость на-
шей задачи и не позволяет построить точные анали-
тические решения, но приводит к интересным осо-
бенностям решений типа ДС. Точно интегрируемые
системы с двумя степенями свободы обладают неко-
торыми характерными чертами сепаратрисных ре-
шений, описывающих разные типы солитонов. В
принципе, проявление неинтегрируемости в случае
ФиМ с любым значением ν такие же, как для ФМ,
их анализ можно найти в работе [39]. Для случая
ФиМ оказываются важными две особенности, кото-
рые мы обсудим здесь.

Во-первых, для интегрируемой системы тип осо-
бой точки в значительной степени определяет свой-
ства семейства солитонов. Гетероклинические тра-
ектории (описывающие ДС) могут существовать
только для особых точек седлового типа [41–43]. Ха-
рактер особой точки можно легко найти путем ана-
литического продолжения спектра спиновых волн
на комплексные волновые векторы и частоты [44,
45]. Положения равновесия для уравнений типа (
ref23040-eq7), (
ref23040-eq8), описывающих простые волны намаг-
ниченности, соответствуют особой точке типа сед-
ло, если скорость волны меньше некоторой харак-
терной скорости v(−), |v| 6 v(−). Локализованные
решения возможны при |v| 6 v(+), где v(+) совпада-
ет с минимальной фазовой скоростью магнонов [45].
Для известных нам моделей магнетиков значение
v(−) < v(+) [45]. В интервале v(−) < v < v(+) по-
ложения равновесия являются особыми точками ти-
па седло – фокус. В этом случае наличие гетерокли-
нических траекторий является неким вырождением
системы, т. е. такие траектории могут существовать
только при некоторых изолированных значениях па-
раметров системы. Это позволяет легко найти пре-
дельную скорость ДС для интегрируемых систем, но
не может быть использовано при нарушении инте-
грируемости [46,47]. Это особенно важно для нашего
случая, поскольку для киральных магнетиков с чи-
сто одноосной анизотропией значение v(−) = 0 [39],
для ФиМ v(+) = c/

√
1 + ν2/4.

Во-вторых, для интегрируемой системы имеется
только одна пара ДС, которые могут двигаться со
скоростью v 6 vc, где vc — критическая скорость.
Эти две ДС соответствуют двум ветвям зависимо-
сти энергии ДС от ее скорости, E = E(v); эти ветви
существуют при v 6 vc и сливаются при критиче-
ском значении v = vc. Других решений типа ДС в
интегрируемом случае нет [41–43]. Если же интегри-
руемость разрушена, то возникают новые типы ДС.

Фактически, эти нетривиальные свойства опре-
делены различным характером поведения траекто-
рий в интегрируемом и неинтегрируемом случаях.
Гамильтоновость системы приводит к слоению фа-
зового пространства на уровни гамильтониана, а ин-
тегрируемость (наличие дополнительного интегра-
ла) приводит к дополнительному слоению на уровни
второго интеграла. Хотя большинство таких уров-
ней представляет собой инвариантные торы, инте-
ресующие нас уровни содержат особые точки и яв-
ляются более сложными двумерными поверхностя-
ми. При переходе к неинтегрируемой системе вто-
рое слоение пропадает, и гомо- и гетероклинические
траектории лежат в трехмерном уровне гамильто-
ниана и ведут себя очень сложно. В частности, мо-
жет возникать счетное множество гетероклиниче-
ских траекторий. Эти траектории описывают ДС
со сложной внутренней структурой. В частности,
для них возможно немонотонное поведение компо-
нент вектора l, продольной lz или поперечных lx,y,
вдали от стенки, что согласуется с возможностью
движения со скоростью v > v(−) (естественно, при
v < vc). Такое поведение наблюдалось для ДС в раз-
личных неинтегрируемых моделях [46–49]. В прин-
ципе, оно присутствует и для кирального ФМ, но
для них ДС с немонотонным поведением ранее не
рассматривались, во всяком случае в известных нам
работах [26–28, 39] (см. также ссылки в них). Веро-
ятно, это связано с тем, что немонотонные ДС в ФМ
имеют более высокую энергию.

При всех разумных значениях константы ВДМ
D 6 Dc структура ДС хорошо описывается простым
приближенным решением вида

ϕ = ϕ0(v) = const, cos θ = th[(x− vt)/x0],

при этом значение угла ϕ0 определяется скоростью
ДС, sinϕ0(v) = v/vc,FM , где vc,FM — предельная
скорость ДС в ФМ [39], vc,FM = c(D/Dc)

√
ωa/ωex .

Энергия ДС в ФМ определяется простой форму-
лой EFM = 2E0(1 − D cosϕ0/Dc), т. е. зависимость
EFM (v) описывается замкнутой выпуклой кривой,
она имеет две ветви с большей и меньшей энерги-
ями, которые сливаются в точке v = vc,FM . Такая
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закономерность имеет место для ДС в рамках точ-
но интегрируемой модели Уокера [50].

4. ПРИБЛИЖЕННОЕ РЕШЕНИЕ ДЛЯ ДС В
ФиМ

Приведенные выше простые формулы получены
в рамках приближения ϕ = ϕ0(v) = const, но это
приближение с очень высокой точностью описывает
характеристики ДС в киральном ФМ, в частности,
зависимость энергии ДС от ее скорости. Рассмот-
рим, как эти соотношения трансформируются при
переходе к случаю ФиМ.

Уравнения Ландау – Лифшица получаются из
уравнений обобщенной сигма-модели в пределе
ν → 1 (при этом ν =

√
ωex/ωa ≫ 1) и c → ∞.

Если предположить, что ϕ = ϕ0(v) = const, то для
энергии ДС в ФиМ легко получается сходная связь
sinϕ0(v) = v/vc,0, где v/vc,0 — предельная ско-
рость ДС, найденная в предположении ϕ = const,
vc,0 = vc,FM/ν = c(D/Dc)/ν. Формула для энергии
ДС в этом же приближении имеет вид

E(v, ϕ0) =
2E0√

1− v2/c2
− 2E0

D

Dc
cosϕ0. (9)

Первое слагаемое в формуле для энергии такое
же, как в лоренц-инвариантной теории, а второе сла-
гаемое такое же, как в ФМ. Энергии ДС при нулевой
скорости v = 0 остаются теми же, что для ФМ, они
равны E(±) = 2E0(1 ± D/Dc), но с ростом скоро-
сти энергии ДС в ФиМ E(v) выше, чем в ФМ, за
счет «релятивистского» множителя 1/

√
1− v2/c2.

При уменьшении ν предельная скорость растет, и
этот «подъем» ветвей становится все более суще-
ственным. Ясно, что при определенном критиче-
ском значении νnm выпуклость кривой, описываю-
щей зависимость E(v) нарушается. При ν < νnm
максимальное значение энергии Emax = E(vmax )

отвечает некоторой конечной скорости vmax < vc,
Emax > E(+), и на верхней ветви имеет место ло-
кальный минимум энергии. Таким образом, замкну-
тая кривая перестает быть выпуклой. Важно заме-
тить, что в этом случае поведение импульса ДС и ха-
рактер закона дисперсии E = E(P ) меняется прин-
ципиально, и появляется точка окончания спектра
ДС [22,23]. Поскольку данные закономерности такие
же, как для рассмотренной в работах [22, 23] ФиМ-
версии точно интегрируемой модели Уокера, мы их
не обсуждаем.

Условие ϕ = const характерно для ДС в ин-
тегрируемой модели Уокера [50], см. также [11], и
можно ожидать, что это приближение справедливо,

Рис. 1. Зависимость E(v) (здесь и далее энергия представ-

лена в единицах E0, а скорость в единицах c) для ФиМ с

D/Dc = 0.945 при значениях параметра раскомпенсации

ν = 1.1, 1.2, 1.3, 1.4, которые обозначены цифрами около

кривых. Тонкие линии — аналитические результаты, полу-

ченные в приближении ϕ = const

когда роль эффектов разрушения интегрируемости
минимальна. Фактически, анализ случая ФМ пока-
зал именно такое поведение: приближение ϕ = const

описывает точные данные, полученные численно,
при всех допустимых значениях D 6 Dc и при ско-
ростях v 6 vc,FM . Однако для ФиМ при малых зна-
чениях ν это приближение явно не адекватно; до-
статочно заметить, что при D > Dc/ν (при ν < 1

это не противоречит условию D < Dc) значение vc,0
становится больше c, что заведомо неверно. Дело в
том, что эффективное значение константы ВДМ в
уравнениях (
ref23040-eq7) усилено за счет «релятивистского»
множителя 1/

√
1− v2/c2. При уменьшении ν пре-

дельная скорость ДС растет, следовательно, для
ФиМ с малым ν растет эффективное значение
константы ВДМ и возрастают эффекты неинте-
грируемости. В частности, увеличиваются отклоне-
ния зависимости E(v), найденной в приближении
ϕ = const, от точной (рис. 1).

Надо заметить, что эти отклонения достаточ-
но малы при достаточно малых ν ∼ 1.3–1.4, но
они очень резко увеличиваются при приближении
к некоторому критическому значению (ν = 1.1 на
рис. 1). Такое же поведение имеет место для всех
значений параметра D 6 Dc, но критическое зна-
чение ν уменьшается с уменьшением D. Именно в
этой области значение предельной скорости ДС ве-
лико, и анализ этой ситуации особо важен с точки
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Рис. 2. Распределения компонент вектора l в ДС , найденное численно при значениях параметров ν = 1.1 и D/Dc = 0.95,

что несколько выше значения Dbif , которое при этом ν равно Dbif /Dc = 0.948. Представлены данные для ДС нижней

(слева) и верхней (справа) ветвей. Значения скоростей равны v = 0.5c, v = 0.7c и v = 0.8c соответственно для верхнего,

среднего и нижнего рядов

зрения применений ДС. Точное аналитическое ре-
шение для движущейся ДС построить не удается,
и был проведен интенсивный численный анализ ДС
во всей области их существования для различных
значений параметров D/Dc и ν.

5. РЕЗУЛЬТАТЫ ЧИСЛЕННОГО АНАЛИЗА
ДОМЕННЫХ СТЕНОК

Детальное описание используемого численного
метода можно найти в недавней работе [39]. Важ-
ным моментом является использование надежного и
простого метода продолжения по параметру (метод
продолжения Келлера [51]). В рамках этого метода,
если известна одна фазовая траектория, может быть
построена другая траектория, близкая к исходной,
с заранее заданным значением «расстояния» между
ними. Для вновь построенной траектории значение
некоторого заданного параметра уравнения отлича-
ется от такового для исходной траектории. В прин-

ципе, все параметры, скорость стенки v,D/Dc или
ν могут быть использованы в качестве этого варьи-
руемого параметра.

В качестве отправной точки можно использовать
неподвижное решение с известной структурой, а в
качестве варьируемого параметра — скорость стен-
ки. При этом можно построить все многообразие
ДС с различными скоростями при заданных значе-
ниях констант D/Dc или ν. Применение этого под-
хода привело к достаточно интересному результату.
Получилось, что если в качестве начальной точки
выбиралась неподвижная ДС с минимальной энер-
гией, то при определенных значениях D < Dbif ,
где Dbif = Dbif (ν) — некоторое характерное значе-
ние, программа находит ДС с монотонным поведе-
нием lz(ξ) (далее для краткости будем называть их
монотонными ДС), энергии которых описываются
замкнутыми кривыми такого типа, как приведены
выше на рис. 1. Если же D > Dbif , то при выхо-
де из той же начальной точки при изменении ско-
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Рис. 3. Зависимости E(v) для ФиМ с ν = 1.1 при различных значениях константы ВДМ вблизи бифуркацонного значе-

ния Dbif = 0.94814Dc : a — D = 0.945Dc < Dbif (нижняя и верхняя ветви соответствуют монотонным и немонотонным

ДС); b — при D = 0.95Dc > Dbif происходит перезамыкание кривых; c — обе кривые E(v) при указанных двух значениях

параметра D вблизи предельной скорости

рости непрерывно возникают ДС с немонотонным
поведением зависимости lz(ξ) (немонотонные ДС).
Структуры всех этих стенок представлены на рис. 2.
При этом зависимость E(v) описывается замкнутой
кривой, но в рамках одной такой кривой нижняя и
верхняя ветви соответствуют монотонным и немо-
нотонным ДС.

Отметим, что при немного меньшем значении
D/Dc = 0.945 поведение кривой E(v) и характер
стенок абсолютно иные. Вся нижняя кривая отвеча-
ет монотонным стенкам и, как видно из рис. 1, ка-
чественно описывается «ферромагнитным» прибли-
жением ϕ = const. Таким образом, получается, что
при незначительном изменении скорости характер
кривых изменяется качественно, и в системе име-
ет место бифуркация решений. Характер этой би-
фуркации становится понятным, если включить в
рассмотрение и немонотонные ДС, энергия которых
при D < Dbif определяется отдельной замкнутой
кривой (рис. 3a). Вдали от бифуркации эти кривые
находятся достаточно далеко друг от друга, энер-
гия немонотонных стенок существенно выше, и их
можно не рассматривать. Однако при увеличении
D в области D < Dbif нижняя кривая поднимается,
а верхняя, отвечающая немонотонным ДС, опуска-
ется; при этом кривые сближаются друг с другом,
образуя характерные выступы, направленные вверх
и вниз, как на рис. 3a.

При дальнейшем движении к точке бифуркации
происходит следующее: кривые E(v) движутся на-
встречу друг другу, при бифуркационном значении
они касаются друг друга, а далее кривые расщепля-
ются, и их ветви перезамыкаются так, что верхняя и
нижняя ветви для обеих функций меняются места-
ми, см. рис. 3b и более детально рис. 3c. В результа-
те появляются две новые непрерывные кривые E(v),

для каждой из которых присутствуют как монотон-
ные, так и немонотонные ДС.

Рис. 4. Связь между значениями Dbif /Dc и ν, найденная

численно. На вставке приведена эта же зависимость для

более широкой области параметров

Анализ показал, что наличие такого бифурка-
ционного поведения является общим свойством ки-
рального ФиМ, и оно присутствует при всех до-
пустимых значениях приведенной константы ВДМ
D/Dc. Однако для наблюдения эффекта бифур-
кации при малых значениях D/Dc ФиМ должен
быть достаточно близко к точке компенсации спина
(рис. 4). Фактически, при всех D 6 Dc эффекты би-
фуркации проявляются только в узкой окрестности
точки компенсации, ν < 1.2. Однако при переходе
в область метастабильности однородного состояния
D > Dc характерное значение ν быстро растет.

Численный расчет проведен для значений
Dbif /Dc > 0.118; при меньших Dbif /Dc значение
ν мало, предельная скорость v очень близка к c,
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Рис. 5. Зависмости E(v) для ФиМ с ν = 0.17 при различных значениях константы ВДМ вблизи бифуркационного значе-

ния Dbif = 0.18302Dc ; слева — зависимости при D = 0.18Dc < Dbif (жирные линии) и при D = 0.19Dc > Dbif (тонкие

линии); справа — детали поведения кривых вблизи точки пересечения

гироскопические слагаемые в уравнениях (
ref23040-eq7) за счет «релятивистского» множителя
1/
√
1− v2/c2 сильно возрастают и программа ра-

ботает нестабильно (штриховая линия на рис. 4 —
линейная интерполяция в эту область). На вставке к
рис. 4 также приведены данные для более широкой
области параметров, до значений ν = 5, вклю-
чающей область метастабильности однородного
состояния Dbif > Dc.

При малых значениях D/Dc характер бифурка-
ции качественно такой же, как и для рассмотренного
выше случая D < Dc, но значения скорости в точке
бифуркации близки к c, а энергии стенок в районе
бифуркации высокие (рис. 5).

6. ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Анализ структуры и свойств ДС в киральных
ФиМ продемонстрировал более сложное поведение,
чем для рассмотренных ранее многими авторами
киральных ФМ [26–28, 39] или ФиМ без киральных
вкладов в энергию [22, 23]. Для ДС в киральных
ФиМ может иметь место «перемешивание» стан-
дартных ДС и ДС с немонотонным поведением
lz-проекции спиновой плотности в пределах одной
кривой зависимости E = E(v). Появление этого эф-
фекта имеет характер бифуркации и появляется при
переходе через характерные значения D = Dbif (ν)

или ν = νbif (D). При значениях параметров на плос-
кости (ν,D) в области ниже бифуркационной кри-
вой (см. рис. 4) зависимость E = E(v) представлена
двумя замкнутыми кривыми, нижняя кривая соот-
ветствует ДС с монотонным поведением lz(ξ), верх-

няя кривая — ДС с немонотонным поведением lz(ξ).
Выше кривой, т. е. при D > Dc или, эквивалентно,
при ν < νbif (D), каждой из этих двух кривых соот-
ветствуют ДС и с монотонным, и с немонотонным
поведением.
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нова и Л. М. Лермана за сотрудничество и плодо-
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Методом численного моделирования исследованы низкочастотные (гиротропные) автоколебания маг-

нитных вихрей во взаимодействующих ферромагнитных дисках, вызванные протеканием спин-

поляризованного тока. Рассмотрены различные моды колебаний намагниченности в зависимости от

конфигурации магнитного состояния системы. Исследовано влияние неоднородности тока накачки на

разность фаз гирации вихрей в соседних дисках. Показано, что перекрытие дисков приводит к увели-

чению взаимодействия между вихрями и, как следствие, к уменьшению расфазировки колебаний ко́ров

вихрей. Обсуждаются перспективы применения перекрывающихся дисков для обеспечения фазовой син-

хронизации массивов вихревых спин-трансферных генераторов.

DOI: 10.31857/S0044451023030082
EDN: QEOJNZ

1. ВВЕДЕНИЕ

Спин-трансферные наноосцилляторы (СТНО)
на основе наноразмерных магнитных спиновых
вентилей активно исследуются в последние десяти-
летия в связи с перспективой создания компактных
генераторов гигагерцевого диапазона частот [1, 2].
В основе работы данных приборов лежит явление
возникновения автоколебаний намагниченности
ферромагнетика под действием поляризованного
по спину электрического тока [3, 4]. Из-за эффекта
магнитосопротивления колебания намагниченности
приводят к колебаниям напряжения на спиновом
вентиле. В первых СТНО индуцированные током
возбуждения представляли собой квазиоднородную
прецессию магнитного момента в металлических
многослойных структурах с гигантским магни-
тосопротивлением [5, 6]. Однако такие СТНО
генерировали малую микроволновую мощность.

В настоящее время основные исследования в дан-
ной области направлены как на увеличение гене-
рируемой мощности отдельного СТНО, так и на

* E-mail: tatarsky@ipmras.ru

решение проблемы синхронизации большого чис-
ла СТНО с целью увеличения суммарной генери-
руемой мощности. Существенный прогресс был до-
стигнут с переходом к СТНО на основе магнитных
туннельных контактов (МТК) с туннельным барье-
ром MgO [7–9]. Данные СТНО обеспечивают гораз-
до большую мощность из-за высоких значений тун-
нельного магнитосопротивления. В работе [10] ав-
торы предложили СТНО на основе низкочастотных
колебаний магнитного вихря в металлических мно-
гослойных нанодисках. В этих структурах модуля-
ция электрического тока через туннельный контакт
осуществляется за счет вращающегося магнитного
момента, индуцированного в магнитном вихре при
круговом (гиротропном) движении кора вихря во-
круг положения равновесия. Частота гиротропных
колебаний вихря лежит в мегагерцевом диапазоне
частот [11]. Использование вихревого наноосцилля-
тора на основе МТК с барьером MgO позволяет реа-
лизовать достаточно большие микроволновые мощ-
ности (на уровне 10−7 − 10−5 Вт) [11–13].

Отметим, что существенным фактором, влияю-
щим на работу наноосцилляторов на основе МТК,
является разброс их парциальных частот, обуслов-
ленный различием токов накачки. Это различие
возникает как результат различия туннельных со-
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противлений контактов. Для синхронизации СТНО
используются магнитостатическое [14–16] и обмен-
ное [17–20] взаимодействия между осцилляторами,
обмен спиновыми волнами [21], а также внешние
электрические цепи и волноводы [22–27]. Хорошо из-
вестно [28, 29], что частотная синхронизация двух
осцилляторов возможна в том случае, если их взаи-
модействие превышает некоторое критическое зна-
чение, зависящее от разности парциальных частот.
При этом разность фаз синхронизованных по час-
тоте колебаний тем больше, чем ближе взаимодей-
ствие к критическому значению. Ситуация услож-
няется при попытке сфазировать большое количе-
ство автоосцилляторов. Как показано в работе [30],
дисперсия разности фаз в системе из N осцилля-
торов возрастает примерно как N4−D, где D — раз-
мерность системы. Таким образом, в одномерной це-
почке наноосцилляторов (D = 1) дисперсия нарас-
тает по кубическому закону, что может приводить к
уменьшению средней генерируемой мощности с уве-
личением числа генераторов [31].

Увеличения энергии взаимодействия вихревых
спин-трансферных наноосцилляторов (ВСТНО)
можно добиться путем уменьшения расстояния
между ферромагнитными дисками. Если диски не
перекрываются, то взаимодействие между вихрями
имеет исключительно магнитостатическую приро-
ду [29]. При перекрытии дисков между вихрями
включается обменное взаимодействие и их взаи-
мовлияние значительно возрастает. В работе [32]
рассмотрена задача о динамике вихрей в эллип-
тической частице, находящейся в двухвихревом
состоянии. В работе [33] исследована динамика
вихрей в системе перекрывающихся магнитных
дисков. В нашей работе исследуются возможности
фазовой синхронизации движения магнитных вих-
рей в ферромагнитных дисках, которые ранее не
рассматривались.

2. МАГНИТНЫЕ СОСТОЯНИЯ В
ПЕРЕКРЫВАЮЩИХСЯ

ФЕРРОМАГНИТНЫХ ДИСКАХ

Моделирование равновесных распределений и
колебаний намагниченности проводилось посред-
ством численного интегрирования уравнения Лан-
дау – Лифшица – Гилберта – Слончевского для маг-
нитного момента с учетом переноса спина

∂m

∂t
= − |γ|

1 + α2
[m×Heff ] +TD +TS , (1)

где m — единичный вектор в направлении намагни-
ченности, γ — гиромагнитное отношение, α — без-

размерный параметр, характеризующий процесс за-
тухания. Эффективное магнитное поле Heff выра-
жается следующим образом:

Heff = Hex +Hms +Hcur , (2)

где Hex — обменное поле, Hms — дипольное
магнитостатическое поле, Hcur — поле спин-
поляризованного тока. Слагаемое, описывающее
затухание прецессии, имеет вид

TD = − |γ| α

1 + α2
[m× [m×Heff ]] . (3)

Член, описывающий эффект переноса спина
(spintorque), записывается в форме [3, 34]

TS = β
ǫ

1 + α2
[m× [mP ×m]] + β

αǫ

1 + α2
[m×mP ] ,

(4)
где β = jz~/ehMsat , jz — плотность тока вдоль
оси, перпендикулярной поверхности дисков, ~ — по-
стоянная Планка, Msat — магнитный момент насы-
щения, e — заряд электрона, h — толщина слоя-
инжектора. Параметр ǫ определяется по формуле

ǫ =
PΛ2

(Λ2 + 1) + (Λ2 − 1) (m ·mP )
, (5)

где P — степень поляризации носителей заряда, и
параметр Λ связан с кондактансом туннельного ба-
рьера [34]. Для решения уравнения (1) использо-
вался симулятор MuMax3 [35]. В качестве базового
элемента для моделирования был выбран круглый
пермаллоевый диск радиусом r = 250 нм и толщи-
ной t = 20 нм. В расчетах использовались следую-
щие материальные параметры: магнитный момент
насыщения Msat = 800 кА/м, константа обменного
взаимодействия Jex = 1.3 · 10−11 Дж/м, параметр
затухания α = 0.01, константа анизотропии K = 0,
P = 0.2 и Λ = 1. При моделировании использовалась
сетка 256× 128× 1 (для перекрывающихся дисков)
или 384×128×1 (для дисков без перекрытия) с раз-
мерами элементарной ячейки 4× 4× 20 нм3, размер
которой меньше обменной длины lex ≈ 5.7 нм [36].
Высота ячейки равнялась толщине диска [37].

В ферромагнитном диске данных размеров реа-
лизуется вихревое распределение намагниченности
(рис. 1a,b). В центральной части магнитного вихря
(кор вихря) намагниченность направлена перпенди-
кулярно плоскости диска (либо в положительном,
либо в отрицательном направлении по отношению к
внешней нормали), а в периферической части (обо-
лочка вихря) намагниченность лежит в плоскости
диска и имеет разную завихренность (либо по часо-
вой стрелке, либо против часовой стрелки).
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Рис. 1. a) Схематическое изображение ферромагнитного

диска с вихревым распределением намагниченности, jS —

спин-поляризованный ток. b) Вид сверху на вихревое рас-

пределение в диске. c) Схематическое изображение двух

перекрывающихся дисков

В системе, состоящей из двух дисков, расстоя-
ние между дисками удобно характеризовать пара-
метром перекрытия

ν =
2r − d

2r
100%, (6)

где d— расстояние между центрами дисков (рис. 1с).
При большом расстоянии (ν < 0) между магнитны-
ми вихрями существует только магнитостатическое
взаимодействие. Если диски перекрываются (ν > 0),
существует вклад, связанный с прямым обменным
взаимодействием.

В системе перекрывающихся дисков реализуют-
ся различные вихревые конфигурации в зависимо-
сти от степени перекрытия ν (рис. 2). При малом пе-

Рис. 2. Распределение намагниченности в перекрываю-

щихся дисках: a — двухвихревое состояние с противопо-

ложной завихренностью каждого из вихрей, VV; b — двух-

вихревое состояние с одинаковой завихренностью вихрей,

разделенных антивихрем, VAV; c — сдвинутое двухвихре-

вое состояние, sVV; d — одновихревое состояние, V

рекрытии могут реализовываться следующие двух-
вихревые состояния: двухвихревое состояние с про-
тивоположной завихренностью каждого из вихрей
VV (рис. 2а), двухвихревое состояние с одинаковой
завихренностью вихрей, разделенных антивихрем,
VAV (рис. 2b), сдвинутое из центров дисков двухвих-
ревое состояние, sVV (рис. 2с). При больших пере-
крытиях система переходит в одновихревое состоя-
ние, обозначенное как состояние V (рис. 2d).

Рис. 3. Зависимости полной магнитной энергии для раз-

ных состояний от перекрытия дисков. Все энергии норми-

рованы на двойную энергию вихря в одиночном диске

На рис. 3 представлены зависимости энергии си-
стемы в различных магнитных конфигурациях от
степени перекрытия дисков. Энергия нормирована
на удвоенную энергию изолированного магнитного
вихря. Как видно на рисунке, при малых перекры-
тиях в системе реализуются двухвихревые состоя-
ния, а при перекрытии, превышающем 30%–35%, од-
новихревое состояние становится основным состоя-
нием системы.

3. АВТОКОЛЕБАНИЯ
ВЗАИМОДЕЙСТВУЮЩИХ ВИХРЕЙ ПОД

ДЕЙСТВИЕМ СПИН-ПОЛЯРИЗОВАННОГО
ТОКА

3.1. Гиротропные автоколебания одиночного

вихря

Прежде всего, мы исследовали автоколебания
вихревого распределения намагниченности в от-
дельном диске под действием спин-поляризованного
электрического тока, протекающего перпендикляр-
но плоскости диска (рис. 1a). Низкочастотная мода
колебаний представляет собой гиротропное движе-
ние кора вихря вокруг центра диска. Данное воз-
буждение реализуется только в том случае, если
направление тока и полярность кора вихря сов-
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падают (вне зависимости от направления завих-
ренности оболочки вихря). Стационарные автоко-
лебания устанавливаются при достижении условия
|TS | = |TD|. Амплитуда и частота гирации увели-
чиваются с увеличением плотности тока накачки.
При некотором критическом токе происходит рез-
кое изменение направления поляризации кора вих-
ря и осцилляции затухают [38, 39]. По результа-
там моделирования установлено, что для выбран-
ных параметров диска пороговый ток начала ав-
токолебаний составляет jStart = 1.067 · 1011 А/м2,
а критический ток прекращения гирации равен
jStop = 1.628 · 1011 А/м2. Магнитное поле тока на-
качки по-разному влияет на колебания магнитного
вихря, увеличивая или уменьшая частоту гирации в
зависимости от направления завихреннсти оболоч-
ки. Обычно для оценки этого поля используется мо-
дель бесконечного проводника с током [40]. Одна-
ко для рассматриваемых нами дисков длина канала
тока составляет l ∼ 25 нм, что при плотности тока
1011 А/м2 и радиусе диска r ∼ 250 нм дает оценку
поля на краю диска 15 Э. Такое поле слабо влияет
на динамику магнитного вихря и в дальнейшем не
учитывалось.

3.2. Гиротропные автоколебания вихрей с

различной завихренностью

В системе двух дисков параметры jStart и jStop
зависят от параметра ν вследствие взаимодействия
между вихрями. Зависимости критических токов
jStart и jStop от величины перекрытия для случая,
когда завихренности оболочек вихрей имеют проти-
воположные направления, представлены на рис. 4a.
Наблюдается убывание этих величин с уменьше-
нием расстояния между центрами дисков. Энергия

Рис. 4. a) Зависимости критических токов jStart (квад-

раты) и jStop (ромбы) от величины перекрытия дисков

(VV-состояние). Горизонтальные линии обозначают гра-

ницы области токов, в которой далее исследовалась де-

фазировка гирации вихрей. b) Зависимость энергии взаи-

модействия для VV-состояния от перекрытия. Плотность

тока накачки j0 = 1.225 · 1011 А/м2

взаимодействия вихрей также зависит от расстоя-
ния между центрами дисков (она определялась как
разность между энергией колебаний в двух дисках
и удвоенной энергией колебаний намагниченности
в изолированном диске [18]). При положительном
перекрытии дисков (ν > 0) между вихрями воз-
никает дополнительное обменное взаимодействие и
полная энергия взаимодействия резко увеличивает-
ся (рис. 4b).

В конфигурации VV с положительной полярно-
стью ко́ров гирация вихрей происходит вокруг со-
стояний равновесия вблизи центров дисков против
часовой стрелки. Фазы вращения ко́ров сдвинуты
на 180 градусов, в то время как средние магнитные
моменты, возникающие в плоскости дисков, враща-
ются синфазно (рис. 5) [41].

Рис. 5. Последовательные моментальные снимки состоя-

ний VV при возбуждении автоколебаний и соответствую-

щие наведённые магнитные моменты

Для анализа фазовых характеристик гирации
вихрей мы исследовали установившиеся гиротроп-
ные колебания при изменении величины разности
токов накачки и при различных расстояниях между
дисками. С этой целью к каждому из дисков прикла-
дывались небольшие (1 Э) ортогональные магнит-
ные поля, направленные вдоль осей x и y, которые
вызывали смещение вихрей и обеспечивали началь-
ную разность фаз гирации близкую 90 градусам. За-
тем включался ток накачки и поля выключались.
После установления стационарного режима опреде-
лялась стационарная разность фаз гирации вихрей.
Осциллирующий средний магнитный момент в каж-
дом диске описывался комплексной величиной

mn = mnx + imny, (7)

гдеmn — индуцированный магнитный момент в пер-
вом и втором диске (n = 1, 2). Разность фаз осцил-
ляций в дисках определялась по формуле

∆ϕ1,2 = arg(m1)− arg(m2). (8)
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Если токи накачки, протекающие в каждом из
дисков, равны (j1 = j2), то разность фаз равна нулю
и индуцированные магнитные моменты вращаются
синхронно. Если же j1 6= j2, то появляется разность
фаз, зависящая как от разности токов в дисках, так
и от их взаимного расположения.

Рис. 6. a) Зависимости разности фаз от разности токов

накачки для состояния VV. Зависимость 1 для ν = –10%;

2 для ν = +10%. Вертикальная пунктирная линия соот-

ветствует разности токов, обозначенных пунктирными ли-

ниями на рис. 4a. b) Зависимость разности фаз от пере-

крытия дисков для состояния VV. Разность токов накач-

ки ∆j = 0.25 · 1011 А/м2

При моделировании плотность тока в каждом из
дисков изменялась относительно среднего значения

j1,2 = j0 ±∆j, (9)

где j0 — средняя плотность тока, протекающего че-
рез диски (при моделировании она выбиралась рав-
ной j0 = 1.225 · 1011 А/м2). На рис. 6a представлены
зависимости разности фаз ∆ϕ от разности токов ∆j

при различных перекрытиях дисков. Как видно на
рисунке, эти зависимости близки к линейным. Отме-
тим, что даже при выходе значений токов накачки
из области генерации j1 < jStart и j2 > jStop ав-
токолебания продолжаются. Как показало модели-
рование, для генерации автоколебаний достаточно
выполнения следующего условия для среднего зна-
чения плотности тока jStart < j0 < jStop . На рис. 6b
показана зависимость разности фаз от расстояния
между дисками при фиксированной разности токов
накачки ∆j = 0.25 ·1011 А/м2. При этом токи в каж-
дом диске находились вблизи края области генера-
ции j1 = 1.10 · 1011 А/м2 и j2 = 1.35 · 1011 А/м2

(помечены горизонтальными пунктирными линия-
ми на рис. 4a). На рисунке видно, что разность фаз
монотонно убывает от значения ∆ϕ = 9.5◦, при
относительно большом расстоянии между дисками
(ν = –30%) до минимального значения 1.9◦ для пе-
рекрывающихся дисков. Таким образом, увеличение
энергии связи, как и ожидалось, приводит к улуч-
шению условий синхронизации гирации вихрей.

Рис. 7. a) Осциллограммы разности фаз гирации вихрей

для состояния VV. Перекрытие ν = +10%, разность то-

ков накачки ∆j = 0.25 · 1011 А/м2. Осциллограмма 1 для

осцилляций разности фаз в двойном диске, осциллограм-

ма 2 для бесконечной цепочки дисков. b) Фрагмент цепоч-

ки вихрей с переменным направлением завихренности

Однако даже при сильной связи между дисками
наблюдаются достаточно большие пульсации разно-
сти фаз, обусловленные неизохронным вращением
ко́ров вихрей, связанным с асимметричной формой
двойного диска. На рис. 7а представлена осцилло-
грамма разности фаз (кривая 1) для перекрытия
ν = +10% и разности токов ∆j = 0.25 · 1011 А/м2.
При данных параметрах среднее значении разности
фаз составляет 1.9◦. Амплитуда колебаний разности
фаз составляет 0.3◦. Влияние фактора асимметрии
системы можно снизить, объединяя диски в одно-
мерную цепочку (рис. 7b). Осциллограмма колеба-
ний разности фаз для цепочки дисков приведена на
рис. 7а (кривая 2). Как видно, при тех же значениях
∆j и ν в цепочке средняя разность фаз и амплитуда
пульсаций уменьшаются и составляют соответствен-
но 0.9◦ и 0.2◦.

3.3. Гиротропные колебания вихрей с

одинаковой завихренностью

Автоколебания вихрей с одинаковой завихренно-
стью при ν < 0 происходят синфазно, при этом ко-
ры вращаются против часовой стрелки. Когда диски
перекрываются (ν > 0), между вихрями формирует-
ся антивихрь и реализуется состояние VAV. В этом
случае мода колебаний представляет собой сфази-
рованное движение ко́ров вихрей против часовой и
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Рис. 8. Последовательные моментальные снимки состоя-

ний VAV (a–d ) и sVV (e–h) при возбуждении автоколеба-

ний и соответствующие наведённые магнитные моменты

кора антивихря по часовой стрелке (рис. 8a–d). Ан-
тивихрь представляет собой метастабильное состоя-
ние, которое разрушается относительно малыми то-
ками накачки. После “выхода” антивихря за преде-
лы дисков формируется состояние sVV, в котором
вихри сдвинуты из центров дисков (рис. 8e–h).

Рис. 9. a) Зависимости критических токов jStart (квад-

раты) и jStop (ромбы) от перекрытия дисков для вихрей

с одинаковой завихренностью. Состояние sVV. b) Зависи-

мость разности фаз от перекрытия дисков. Разность токов

накачки ∆j = 0.25 · 1011 А/м2

На рис. 9a показана зависимость критических то-
ков jStart и jStop для системы двух вихрей с одинако-
вой завихренностью от расстояния между дисками.
В этом случае наблюдается более сильная зависи-

мость от перекрытия в области ν > 0, чем для вих-
рей с разной завихренностью. Кроме того, наблю-
дается очень сильная зависимость разности фаз ко-
лебаний вихрей от расстояния между дисками. На
рис. 9b приведена зависимость разноси фаз ∆ϕ от
перекрытия дисков ν при разности токов накачки
∆j = 0.25 · 1011 А/м2. Толщина линии на рисунке
показывает амплитуду пульсаций ∆ϕ. На рисунке
видно, что при перекрытии дисков разность фаз ме-
няет знак и продолжает нарастать.

Рис. 10. a) Осциллограммы разности фаз гирации вих-

рей для состояния sVV. Перекрытие ν = +10%, разность

токов накачки ∆j = 0.25 · 1011 А/м2. Осциллограмма 1

для осцилляций разности фаз в двойном диске, осцил-

лограмма 2 для бесконечной цепочки дисков. b) Зависи-

мости разности фаз от разности токов накачки для вих-

рей с одинаковой завихренностью. Параметр перекрытия

ν = +10%. На кривых 1 сплошные линии (квадраты) по-

казывают зависимость максимума и минимума разности

фаз ∆ϕ, пунктиром показана зависимость среднего значе-

ния ∆ϕ. На кривых 2 сплошные линии (круги) показывают

зависимость максимума и минимума разности фаз ∆ϕ для

цепочки дисков, пунктиром показана зависимость средне-

го значения ∆ϕ. Вертикальная пунктирная линия соответ-

ствует разности токов ∆j = 0.25 · 1011 А/м2. c) Фрагмент

цепочки вихрей с одинаковым направлением завихренно-

сти

На рис. 10а представлена осциллограмма (кри-
вая 1) разности фаз колебаний вихрей в состоянии
sVV в двойном диске для перекрытия ν = +10%

и разности токов накачки ∆j = 0.25 · 1011 А/м2.
Среднее значение разности фаз составляет 17.5◦.
Амплитуда пульсации разности фаз составляет 13◦.
Отметим, что амплитуда пульсаций разности фаз
практически не зависит от разности токов накач-
ки (рис. 10b, кривые 1) и равна 13◦ даже при оди-
наковых токах. Объединение дисков в одномерную
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цепочку (рис. 10с) также приводит к значительному
уменьшению среднего значения и амплитуды пуль-
саций разности фаз. Осциллограмма колебаний раз-
ности фаз для цепочки дисков приведена на рис. 10а
(кривая 2). Как видно, при тех же значениях ∆j и ν
в цепочке средняя разность фаз и амплитуда пульса-
ций уменьшаются и составляют соответственно 2.5◦

и 1◦. Зависимость этих величин от разности токов
накачки линейная (рис. 10b, кривые 2).

4. ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Таким образом, методом микромагнитного мо-
делирования исследованы гиротропные автоколеба-
ния магнитных вихрей во взаимодействующих фер-
ромагнитных дисках.

Показано, что пространственно-временная
структура коллективной гиротропной моды авто-
колебаний в двойных дисках зависит от взаимной
ориентации вихревых оболочек. Когда вихри име-
ют разную завихренность (VV), вращение ко́ров
с положительной полярностью происходит против
часовой стрелки со сдвигом фаз на 180 градусов. В
случае же, когда завихренности одинаковы (sVV),
вращение ко́ров также происходит против часовой
стрелки, но синфазно. Тем не менее, только в со-
стоянии VV индуцированные в вихревых оболочках
магнитные моменты вращаются синфазно, поэтому
именно это состояние является перспективным для
использования в фазовой синхронизации ВСТНО.
Отметим, что направлением завихренности оболо-
чек вихрей можно управлять, изменяя форму фер-
ромагнитного диска [42].

Особое внимание уделено фазовым характери-
стикам гирации вихрей при различных значени-
ях возбуждающего спин-поляризованного тока. Да-
же небольшая разница токов накачки в соседних
дисках приводит к расфазировке вращения инду-
цированных магнитных моментов. Данный эффект
обусловлен разностью скоростей вращения ко́ров
вследствие разности токов накачки. Условия для
фазовой синхронизации в системе VV значительно
лучше, чем в системе sVV, поскольку автоколебания
вихрей с одинаковой завихренностью демонстриру-
ют значительную разность фаз и амплитуду ее пуль-
саций даже при нулевой разности возбуждающих
токов.

Важной особенностью гиротропных колебаний
намагниченности двух перекрывающихся дисков яв-
ляется неизохронность вращения вихрей, связанная
с асимметрией формы системы. Это приводит к до-

полнительной расфазировке гирации вихрей и пуль-
сациям разности фаз. Как показало моделирова-
ние, влияние этого нежелательного фактора может
быть значительно снижено посредством объедине-
ния дисков в одномерную цепочку. Такое объеди-
нение уменьшает как степень расфазировки, так и
амплитуду пульсаций разности фаз. Также важным
результатом является наблюдаемая сильная зависи-
мость разности фаз гиротропного движения вихрей
от степени перекрытия дисков. Показано, что об-
менная связь значительно уменьшает разность фаз
гирации. Так, например, при разности токов накач-
ки ∆j = 0.25 · 1011 А/м2 эта разность для состоя-
ний VV составляет ∆ϕ+10 = 1.63◦ для перекрытия
ν = +10% и ∆ϕ−10 = 4.20◦ для ν = –10%. Это яв-
ляется важным фактором, поскольку при объедине-
нии N дисков в одномерную цепочку даже неболь-
шая разность фаз приводит к значительной потере
генерируемой мощности вследствие кубической за-
висимости дисперсии фазы осцилляторов от их чис-
ла. Для сравнения приведем оценку выигрыша мощ-
ности при снижении разности фаз с ∆ϕ+10 до ∆ϕ−10

на основе модели Курамото [30]. Отношение генери-
руемой мощности для перекрытий ±10% составляет

P−10

P+10
≈ exp

{
−
(
∆ϕ2

−10 −∆ϕ2
+10

)
N3
}
. (10)

Например, для N = 10 это отношение равно 100.
Таким образом, можно ожидать, что перекрытие
дисков приведет к улучшению фазовой синхрониза-
ции цепочек ВСТНО и возрастанию генерируемой
мощности.
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В рамках модели Ландау – Лифшица методом обратной задачи рассеяния изучена нелинейная динами-

ка полубесконечного изотропного ферромагнетика при частичном закреплении спинов на краю образца,

а также в предельных случаях полного закрепления поверхностных спинов и в отсутствие такового.

Предсказаны два типа солитонов. Первые из них представляют локализованные около поверхности об-

разца колебания намагниченности с дискретными частотами. Второй класс содержит движущиеся ча-

стицеподобные объекты с деформируемыми ядрами, которые упруго отражаются от границы образца и

на больших расстояниях от нее принимают форму типичных солитонов протяженного ферромагнетика.

Найдены условия образования поверхностных солитонов. Проанализированы особенности столкновения

солитонов с границей образца при разных степенях закрепления спинов на поверхности. Получена серия

новых законов сохранения, которые гарантируют выполнение солитонами требуемых краевых условий,

обеспечивают локализацию солитонов около поверхности образца или же отражение от нее.

DOI: 10.31857/S0044451023030094
EDN: QEPHBW

1. ВВЕДЕНИЕ

Многие нелинейные модели теории магнетизма
допускают представление в виде условия коммута-
тивности двух дифференциальных операторов [1].
Такое представление (L–A-пара) позволяет с помо-
щью метода обратной задачи рассеяния аналитиче-
ски описать многообразие магнитных солитонов и
нелинейных волн в протяженных образцах. К сожа-
лению, эта техника мало пригодна для образцов ко-
нечных размеров. Поэтому к настоящему времени
свойства солитонов вблизи границ образцов практи-
чески не изучены. Между тем, ядра солитонов не яв-
ляются жесткими. В ходе взаимодействия с поверх-
ностью образца солитоны меняют свою структу-
ру и динамические свойства. В нелинейно-упругих
стержнях экспериментально наблюдается отраже-

* E-mail: kiseliev@imp.uran.ru

ние солитонов от концов стержня [2]. Такие же яв-
ления должны сопутствовать движению солитонов
в магнитных пленках [3].

Для моделей, допускающих L–A-пару, полное
решение начально-краевых задач на полуоси (при
0 6 x < ∞, где x — пространственная координа-
та), возможно лишь для выделенного класса гра-
ничных условий, которые называют интегрируемы-
ми [4–7]. При таких условиях задача на полуоси по
определенной симметрии продолжается на всю ось
−∞ < x < ∞ и далее решается техникой обрат-
ной задачи рассеяния, которая является обобщени-
ем метода изображений, используемого в электро-
статике для решения краевых задач с определенной
пространственной симметрией.

Далее мы будем следовать процедуре, предло-
женной для построения решений нелинейного урав-
нения Шредингера на интервале 0 6 x < ∞ с ин-
тегрируемыми краевыми условиями [8, 9]. Преиму-
щество метода — не только в прямой связи с тра-
диционной схемой метода обратной задачи рассея-
ния, но и в том, что в отличие от других подхо-
дов [5, 10], он открывает принципиальную возмож-

6 ЖЭТФ, вып. 3
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ность полного описания квазиодномерных магнит-
ных солитонов и спиновых волн в полубезграничных
образцах. Для гейзенберговского ферромагнетика и
ферромагнетиков с квадратичной по намагниченно-
сти анизотропией допустимый класс интегрируемых
граничных условий установлен в работе [11].

В настоящей работе мы изучим квазиодномер-
ные солитоны и спиновые волны в полубесконечном
образце гейзенберговского ферромагнетика с энер-
гией

H =
α

2

∞∫

0

dx (∂xM)2 + βM3(x = 0, t).

Здесь M(x, t) — намагниченность среды (причем
M2(x, t) = M2

0 = const), α > 0 — обменная посто-
янная, βe — внешнее магнитное поле вдоль края
x = 0 образца или эффективное поле поверхност-
ных спинов, e = (0, 0, 1), 0 6 x < ∞ и 0 6 t < ∞ —
пространственная координата и время.

Введем нормированный вектор ферромагнетиз-
ма n = −M/M0 и с помощью масштабных преобра-
зований

x′ = x/
√
α, t′ = γM0t, β′ = β/(M0

√
α)

перейдем к безразмерным переменным. Тогда энер-
гия системы примет вид

H ′ =
H

M2
0

√
α

=

=
1

2

∞∫

0

dx′ (∂x′n)2 − β′n3(x
′ = 0, t′). (1)

Распределениям намагниченности в образце соот-
ветствуют решения уравнения Ландау – Лифшица:

∂t′n = [n× ∂2x′n], n2 = 1, (2)

где 0 6 x′ < ∞, 0 6 t′ < ∞, с интегрируемыми
краевыми условиями

n → e, ∂xn → 0 при x′ → +∞, (3)

[n× (∂x′n+ β′e)]|x′=0 = 0 (4)

и заданным начальным возмущением поля намагни-
ченности:

n(x′, t′ = 0) = n0(x
′). (5)

Далее «штрихи» над безразмерными переменными
опускаем.

При конечных значениях β 6= 0 смешанное кра-
евое условие (4) учитывает частичное закрепление

спинов на границе x = 0 образца. При β = 0 оно
отвечает задаче при свободных краевых спинах:

[n× ∂xn]|x=0 = 0. (6)

При |β| → ∞ условие (4) соответствует полному за-
креплению спинов на границе образца:

n3|x=0 = ±1. (7)

Выбор знака в правой части (7) конкретизируем в
ходе дальнейшего анализа.

Отметим, что в работе [12] было предсказано и
проанализировано простейшее нелинейное возбуж-
дение, локализованное вблизи конца полуограничен-
ной спиновой цепочки. Рассмотренная модель в кон-
тинуальном приближении эквивалентна уравнению
Ландау – Лифшица для ферромагнетика со слабой
анизотропией типа «легкая ось». Ее приближенное
решение найдено при динамическом краевом усло-
вии, учитывающем отсутствие у краевого спина со-
седей в области x < 0. В данной работе обсуждается
нелинейная динамика изотропного ферромагненти-
ка на полуоси 0 < x < ∞ с краевыми условиями,
которые описывают частичное закрепление спинов
на границе образца.

Статья организована следующим образом. В
разд. 2 приведены формулы, необходимые для ана-
литического описания солитонов и волн в полу-
бесконечном гейзенберговском ферромагнетике. В
разд. 3 построены и исследованы два новых класса
солитонов. Первый из них содержит мультисолито-
ны, локализованные вблизи границы x = 0 образца.
Они обладают специфическими частотами и особен-
ностями модуляции. Второй класс — это движущи-
еся частицеподобные объекты, которые испытыва-
ют упругие столкновения друг с другом и с грани-
цей образца. В разд. 4 выполнено разделение пере-
менных, после которого все интегралы движения в
полубесконечном образце записываются в виде сум-
мы дискретных вкладов от солитонов и квазичастиц
непрерывного спектра спиновых волн. Найдены до-
полнительные законы сохранения, которые гаранти-
руют выполнение солитонами верных краевых усло-
вий.

2. ОСНОВНЫЕ УРАВНЕНИЯ

Для включения начально-краевой задачи (2)–(5)
в классическую схему метода обратной задачи рас-
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сеяния поле n(x, t) продолжим четным образом на
отрицательную полуось:

S(x, t) =

{
n(x, t), x > 0,

n(−x, t), x < 0.
(8)

Полученное распределение S(x, t) будет непрерыв-
ным, но его производные могут иметь скачки в точке
x = 0. Новое поле S(x, t), как и прежнее n(x, t), удо-
влетворяет уравнению Ландау – Лифшица (2) при
x 6= 0. Краевое условие (4) для n(x, t) в терминах
S(x, t) принимает смысл связи:

[S× (∆∂xS+ 2βS3 e)]|x=0 = 0, (9)

где

S3|x=0 = n3|x=+0,

∆∂xS = ∂xn|x=+0 − ∂xn|x=−0 = 2∂xn|x=+0.

Напомним, что в отсутствие связи (9), когда все
производные функции S(x, t) непрерывны в точке
x = 0, уравнение Ландау – Лифшица для расчета по-
ля S(x, t) на оси −∞ < x <∞ эквивалентно условию
коммутативности двух операторов [13]:

[∂x − L, ∂t −A] = 0, (10)

где

L =
λ

2i
Skσk, A =

1

2i
(−λ2Sp + λ[S× ∂xS])σp,

σk — матрицы Паули (k = 1, 2, 3), по дважды по-
вторяющимся индексам проводится суммирование,
λ — комплексный спектральный параметр. Соотно-
шение (10) можно переписать в проинтегрирован-
ном виде:

∂tT0(x, y, λ) =

= A(x, λ)T0(x, y, λ) − T0(x, y, λ)A(y, λ). (11)

Здесь T0(x, y, λ) — матрица трансляции вдоль оси x.
Она определяется уравнением

∂xT0(x, y, λ) = L(x, λ)T0(x, y, λ) (12)

с условием T0(x, x, λ) = I, где I — единичная мат-
рица. Из уравнения (12) с учетом нормировки T0 и
бесследовости матрицы L следует унимодулярность
матрицы трансляции:

detT0(x, y, λ) = 1.

Кроме того, T0(x, y, λ = 0) = I при любых значе-
ниях x и y. Для упрощения формул здесь и далее,

где это не вызывает недоразумений, не указываем
зависимость матричных функций от времени t.

В [11] показано, что связь (9) эквивалентна ра-
венству

A+(λ)K(λ) −K(λ)A−(λ) = 0, (13)

где A±(λ) ≡ A(x, λ)|x=±0, K(λ) = λI + i βσ3. Сле-
дуя [8,9], для учета ограничения (13) модифицируем
матрицу трансляции вдоль оси x:

T (x, y, λ) =

=






T0(x, y, λ), xy > 0,

T0(x,+0, λ)K(λ)T0(−0, y, λ), x > 0 > y,

T0(x,−0, λ)K−1(λ)T0(+0, y, λ), x < 0 < y,

(14)

Новая матрица переноса не является унимодуляр-
ной:

detT (x, y, λ) = [λ2 + β2](sign x−sign y)/2. (15)

Для нее справедливы соотношения

T (x, x, λ) = I при x 6= 0,

T (x, y, λ) = T−1(y, x, λ),

T (+0,−0, λ) = T−1(−0,+0, λ) = K(λ).

(16)

Важно, что коммутационное представление (10)
уравнения Ландау – Лифшица при x 6= 0:

∂tS = [S× ∂2xS], S2 = 1, (17)

вместе со связью (9) эквивалентны уравнениям

∂xT (x, y, λ) = L(x, λ)T (x, y, λ),

∂yT (x, y, λ) = −T (x, y, λ)L(y, λ),
∂tT (x, y, λ) = A(x, λ)T (x, y, λ) − T (x, y, λ)A(y, λ),

(18)

которые совпадают с таковыми для прежней мат-
рицы переноса T0(x, y, λ) в случае дифференцируе-
мого поля S(x, t). Это позволяет включить краевую
задачу (2)–(5) на полуоси в схему обратной задачи
рассеяния на всей оси −∞ < x <∞.

Введем матричные функции Йоста прямой зада-
чи рассеяния:

T±(x, λ, t) = lim
y→±∞

[
T (x, y, λ) exp

(
− iλy

2
σ3

)]
,

det T±(x, λ) = [λ2 + β2](sign x∓1)/2.

(19)

Они служат базисными решениями вспомогатель-
ной линейной системы

∂xT± = L(λ)T± (20)
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с асимптотиками

T±(x, t, λ) → exp

(
− iλxσ3

2

)
при x→ ±∞,

(21)
которые согласованы с краевым условием (3) для
уравнения Ландау – Лифшица (2) при x→ +∞.

Свойства симметрии матриц K(λ), A(λ), L(λ)

K∗(λ∗) = σ2K(λ)σ2,

A∗(λ∗) = σ2A(λ)σ2,

L∗(λ∗) = σ2L(λ)σ2

приводят к первому ограничению на решения Йо-
ста:

T ∗
±(x, λ

∗) = σ2T±(x, λ)σ2, (22)

которое совпадает с таковым для поля S(x, t) без
особенности в точке x = 0.

Четность продолжения (8) проявляется в допол-
нительной симметрии матриц:

A(−x,−λ) = A(x, λ),

L(−x,−λ) = −L(x, λ),
(λ2 + β2)K−1(λ) = −K(−λ),

которая дает вторую редукцию для решений Йоста:

T±(x, λ) = ±signxT∓(−x,−λ) [λ2 + β2](sign x∓1)/2.

(23)
На вещественной λ-оси решения Йоста связаны

матрицей перехода T (λ):

T−(x, λ) = T+(x, λ)T (λ). (24)

Ее алгебраическую структуру определяют свой-
ства (19), (22), (23)

T (λ) =

(
a(λ) −b̄(λ)
b(λ) ā(λ)

)
,

a(λ)ā(λ) + b(λ)b̄(λ) = λ2 + β2, (25)

ā(λ) = a∗(λ), b̄(λ) = b∗(λ), a∗(−λ) = −a(λ),
b(−λ) = b(λ), λ ∈ R.

Далее мы обоснуем (25) и конкретизируем приведен-
ные в (28), (29) аналитические продолжения с веще-
ственной λ-оси редукций на функции a(λ), ā(λ).

Учитывая, что

T0(x, y, λ = 0) = I, K(λ = 0) = i σ3 β,

из представлений (14), (19), (24) получаем нормиро-
вочное условие для матрицы перехода:

T (λ = 0) = i σ3 β, (26)

которое отличается от имевшегося для поля S(x, t)

без особенности в точке x = 0 [13].
На вещественной λ-оси функции T±(x, λ) осцил-

лируют. Поэтому значения λ ∈ R соответствуют
непрерывному спектру задачи (20), (21).

Первый T (1)
− (x, λ) и второй T (2)

+ (x, λ) столбцы ре-
шений Йоста аналитически продолжаются с веще-
ственной оси в область Imλ > 0. Второй T

(2)
− (x, λ)

и первый T
(1)
+ (x, λ) столбцы будут аналитическими

функциями в нижней полуплоскости Imλ < 0, кро-
ме, возможно, простых полюсов функции T+(x, λ)

при x < 0 в точках λ = ±iβ, унаследованных от
матрицы K−1(λ) (см. (14), (19)).

Связь решений Йоста (24) приводит к формуле

a(λ) =
det[T

(1)
− (x, λ), T

(2)
+ (x, λ)]

detT+(x, λ)
=

= [λ2 + β2](1−sign x)/2 det[T
(1)
− (x, λ), T

(2)
+ (x, λ)]. (27)

Отсюда заключаем, что функция a(λ) допускает
аналитическое продолжение с вещественной λ-оси
в область Imλ > 0, где в общем случае имеет ну-
ли, которые будем предполагать простыми. Кро-
ме того, она может иметь нуль в точке λ = i |β|
(см. (14), (19)). Как и в задаче без особенностей поля
S(x, t) [1,13], элемент ā(λ) матрицы перехода анали-
тически продолжается с вещественной λ-оси в об-
ласть Imλ < 0, где выражается через a(λ∗) (25):

ā(λ) = a∗(λ∗). (28)

Редукции (22), (23) на решения Йоста порожда-
ют дополнительную симметрию элемента a(λ) мат-
рицы перехода:

a∗(−λ∗) = −a(λ), Imλ > 0. (29)

Следствием (29) будут ограничения на положения
нулей λ = λj функции a(λ), которых не было в за-
даче без особенностей поля S(x, t) в точке x = 0.
Нули либо являются чисто мнимыми:

λj = {i νs}. νs > 0, s = 1, 2, . . .M, (30)

либо входят парами:

λj = {λk,−λ∗k}, Im λk > 0,

k = 1, 2, . . .N, j = 1, 2, . . . 2N. (31)

Полюсы функции a(λ) совпадают с нулями ā(λ). Со-
гласно (28), они находятся в точках λ = λ∗j .

Из представления (27) следует, что условие
a(λj) = 0 означает пропорциональность столбцов

T
(1)
− (x, λj) и T (2)

+ (x, λj):

T
(1)
− (x, λj) = γ(λj)T

(2)
+ (x, λj). (32)
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Формула (32) определяет столбцы – решения вспо-
могательной системы (20), которые экспоненциаль-
но убывают при x → ±∞. Это означает, что набор
чисел {λj} соответствует дискретному спектру пря-
мой задачи рассеяния.

Продолжение комбинации равенств (22), (23) с
вещественной λ-оси в комплексную плоскость при-
водит к дополнительной симметрии:

T±(x, λ) = ±signxσ2T ∗
∓(−x,−λ∗)×

× σ2 [λ
2 + β2](sign x∓1)/2, (33)

где значения λ выбираются в областях аналитично-
сти соответствующих столбцов. В частности, из (33)
находим

T
(1)
− (x, λ) = −isignxσ2 ×

× T
(2)∗
+ (−x,−λ∗)[λ2 + β2](sign x+1)/2,

T
(2)
+ (x, λ) = −isignxσ2 ×

× T
(1)∗
− (−x,−λ∗)[λ2 + β2](sign x−1)/2,

(34)
где Imλ > 0.

С помощью (34) устанавливаем ограничение на
выбор нормировочных множителей γj в соотноше-
нии (32). Для мнимых нулей функции a(λ) имеем

|γ(iνs)|2 = β2 − ν2s > 0, s = 1, 2, . . .M. (35)

Для комплексных нулей (31) получаем

γ(λk)γ(−λ∗k) = λ2k + β2, k = 1, 2, . . .N. (36)

Соотношение (35) выполняется только при
|β| > max νs > 0.

Элемент a(λ) матрицы перехода восстанавлива-
ется по его нулям, полюсам, коэффициенту отраже-
ния b(λ) и асимптотическому поведению при боль-
ших λ [13]:

a(λ) = (λ+iα)
M∏

s=1

(
λ− iνs
λ+ iνs

) N∏

k=1

(λ− λk)(λ + λ∗k)

(λ+ λk)(λ − λ∗k)
×

× exp


 λ

2πi

+∞∫

−∞

dµ
ln[1− |b(µ)|2(µ2 + β2)−1]

µ(µ− λ)


 ,

Imλ > 0. (37)

Для выполнений нормировочного условия (26) ве-
щественный параметр α в (37) должен быть связан
с β равенством

β = α (−1)M , (38)

которое зависит только от четности числа M мни-
мых нулей коэффициента a(λ).

С помощью вспомогательной линейной зада-
чи (20), (21) мы построили отображение решений
n(x, t) уравнения Ландау – Лифшица на полуоси в
набор данных рассеяния. Он включает спектраль-
ные плотности b(λ), −∞ < λ < +∞, дискретные
нули {λj} коэффициента a(λ) (Imλj > 0) и норми-
ровочные множители {γ(λj)}. В терминах данных
рассеяния задача интегрирования уравнения Лан-
дау – Лифшица сводится к решению линейных диф-
ференциальных уравнений. Из последнего уравне-
ния (18) вытекает привычная зависимость данных
рассеяния от времени [1, 13]:

a(t, λ) = a(0, λ),

b(t, λ) = b(0, λ) e−iλ2t,

γ(λj , t) = γ(0, λj) e
−iλ2

j t.

(39)

Значения постоянных интегрирования b(0, λ),
γ(0, λj) находим из уравнений (20), (24) по задан-
ному начальному распределению намагниченно-
сти (5).

С физической точки зрения, спектральная плот-
ность b(λ, t) параметризует спин-волновые цуги,
которые расплываются с течением времени из-за
преобладания эффектов дисперсии над эффектами
сжатия нелинейных волновых пакетов. Нули λj па-
раметризуют структурно устойчивые магнитные со-
литоны. Чисто солитонным состояниям в отсутствие
диспергирующих волн соответствует коэффициент
a(λ) с нулями при условии b(λ) = b̄(λ) ≡ 0.

Возвращение от данных рассения к полю S(x, t)

осуществляется по стандартной схеме обратной за-
дачи рассеяния с учетом дополнительных редукций,
порожденных симметрией продолжения поля n(x, t)

на бесконечный интервал. Обратные отображения
для расчета реальных полей n(x, t) в области x > 0

и фиктивных полей S(x, t) при x < 0 оказываются
разными. В то же время, замечательная черта под-
хода [8, 9] состоит в том, что вычисления реальных
и фиктивных полей выполняются независимо.

Далее ограничимся расчетом полей n(x, t) на ин-
тервале 0 6 x < ∞. Для этого используем первый
столбец матричной связи (24) решений Йоста на ве-
щественной λ-оси. Соответствующее равенство за-
пишем в виде, удобном для дальнейшего анализа:

T
(1)
− (x, λ)

λa(λ)
exp

(
iλy

2

)
− 1

λ

(
1

0

)
exp

(
iλ(y − x)

2

)
=

=
T

(1)
+ (x, λ)

λ
exp

(
iλy

2

)
−
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− 1

λ

(
1

0

)
exp

(
iλ(y − x)

2

)
+T

(2)
+ (x, λ)

r(λ)

λ
exp

(
iλy

2

)
,

λ ∈ R, (40)

где r(λ) = b(λ)/a(λ), y > x. Как и в задаче без осо-
бенностей поля S(x, t) при x = 0, функция T+(x, λ)

при x > 0 допускает представление [1, 13]

T+(x, λ) = exp

(
− iλxσ3

2

)
+

+
λ

2i

∞∫

x

dy Γ(x, y) exp

(
− iλyσ3

2

)
. (41)

Ядро интегрального оператора имеет вид

Γ(x, y) =

(
α(x, y) β∗(x, y)

β(x, y) −α∗(x, y)

)
.

Зависимость от времени t подразумевается.
Распределение намагниченности в образце при

0 6 x <∞, t > 0 выражается через Γ:

σknk(x, t) = [I−Γ(x, x, t)σ3]σ3[I−Γ(x, x, t)σ3]
†. (42)

Уравнения обратной задачи рассеяния для рас-
чета Γ(x, y) получаются в результате интегрирова-
ния равенства (40) по вещественной λ-оси. Интегра-
лы по параметру λ от левой части (40) вычисля-
ются с помощью теоремы Коши о вычетах и фор-
мул (32), (41). Интегралы в правой части равенства
преобразуются с учетом представления (41). Вычис-
ления отличаются от аналогичных для поля S(x, t)

без особенностей [1,13] лишь наличием дополнитель-
ных редукций на данные рассеяния и появлением у
коэффициента a(λ) особого нуля λ = i |α| при α < 0.
Последнее означает, что левая часть равенства (40)
при λ = i |α| может иметь дополнительный полюс.
В действительности, таковой отсутствует, так как,
согласно редукции (35), γ(i |α|) = 0 (α2 = β2), а зна-
чит

T
(1)
− (x, i |α|) ≡ 0 при α < 0, x > 0.

С учетом этих пояснений можно сразу написать ли-
нейное интегральное уравнение для расчета Γ(x, y):

Γ(x, y, t) + σ3K(x+ y, t) +

+

∞∫

x

dz Γ(x, z, t)∂yK(z + y) = 0, (43)

где

K(x, t) =

(
0 −k∗(x, t)

k(x, t) 0

)
, (44)

k(x, t) =
1

2πi

∞∫

−∞

r(λ, t)

λ
exp

(
iλx

2

)
dλ−

−
2N+M∑

j=1

mj(t)

λj
exp

(
iλjx

2

)
,

mj(t) = γj(t)/[∂λa(λ)]|λ=λj
, j = 1, 2, . . . 2N +M.

Рассмотренная процедура является нелинейным
обобщением метода «изображений» и метода Фу-
рье, известных в теории линейных краевых задач.
Действительно, в малоамплитудном пределе при
|b(λ)| ≪ 1 и в отсутствие солитонов справедливы
соотношения

a(λ) = λ+ iβ, Γ(x, x, t) ≈ −σ3K(2x, t).

Поэтому формула (42) для расчета спин-волнового
поля сводится к преобразованию Фурье

n+(x, t) = −2k(x, t) =
i

π

∞∫

−∞

r(λ, t)

λ
eiλx dλ =

=
i

π

+∞∫

−∞

dλ b(λ, t = 0)e−iλ2t

[
eixλ

λ+ iβ
+

e−ixλ

λ− iβ

]
,

n3 ≈ 1. (45)

Здесь и далее n± = n1 ± in2. В формуле (45) мы
учли четность функции b(λ) (25). Прямой провер-
кой нетрудно1 убедиться, что на полуоси 0 6 x <∞
при t > 0 выражение (45) является решением лине-
аризованного уравнения Ландау – Лифшица (2):

∂tn+ = i ∂2xn+, |n+| ≪ 1,

с линеаризованным краевым условием (4)

[∂xn+ − βn+]|x=0 = 0.

3. СОЛИТОНЫ В ПОЛУБЕСКОНЕЧНОМ
ОБРАЗЦЕ

Обсудим вначале нелинейные коллективные воз-
буждения, которые параметризованы мнимыми ну-
лями функции a(λ). Оказывается, что все они от-
вечают неподвижным солитонам, ядра которых со-
держат колебательные степени свободы и локализо-
ваны около края x = 0 образца.

Пусть M = 1, a(λ) = (λ + iα)(λ − iν)/(λ + iν),
ν > 0. Из соотношения (35) найдем |γ(i ν)|2 = α2−ν2
и запишем выражение для m(t) (43) в виде

m(t) =
2γ(t) ν

ν + α
, γ(t) = ei ϕ(t)

√
α2 − ν2,

ϕ(t) = ν2t+ δ0,

(46)
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где δ0 — произвольная вещественная постоянная. В
отсутствие спиновых волн (при b ≡ 0) интеграль-
ные уравнения (43) имеют вырожденные ядра, а по-
тому допускают точные решения. Используя (46),
из (42), (43) находим односолитонное решение урав-
нения Ландау – Лифшица (2)

n3 = 1− 2(α2 − ν2)

[α ch(νx) + ν sh(νx)]2
,

n+ = −2 i γ(t)(α sh(νx) + ν ch(νx))

[α ch(νx) + ν sh(νx)]2

(47)

с краевым условием (4), где β = −α в соответствии
с формулой (38). Приграничный солитон (47) фор-
мируется, когда поверхностное поле превышает по-
роговое значение: |β| > ν. Компоненты намагничен-
ности в ядре солитона совершают однородную пре-
цессию с частотой ω = ν2 вокруг оси z. Структу-
ра ядра зависит от величины и знака параметра β
(см. рис. 1).

Различия приграничных солитонов наиболее яр-
ко проявляются вблизи порога их образования по
параметру |β| > ν. Один из них при значениях
0 < β−ν ≪ β представляет область полностью пере-
магниченного материала шириной d ≈ 2 ln(1+

√
2)/ν

(рис. 1а). В центре солитона n3 = −1. Координата
центра x0 ≈ (2ν)−1 ln |2ν/(β−ν)| хотя и не совпадает
с краем образца, но из-за логарифмической зависи-
мости от параметра 2ν/(β − ν) не слишком удалена
от поверхности. Структуру солитона стабилизирует
прецессия намагниченности в его ядре. С ростом β

центр солитона прижимается к краю образца.
Второй тип солитонов образуется в поверхност-

ном магнитном поле альтернативного направления
β < −ν. При значениях 0 < |β|−ν ≪ |β| солитон (47)
оказывается малоамплитудным (рис. 1б). Его центр
совпадает с границей образца. С увеличением |β|
усиливается перемагничивание в ядре солитона. На
границе образца при |β| ≫ 1 намагниченность среды
выходит на насыщение: n3 ≈ −1.

В работе [12] для полуограниченной цепочки
спинов со слабой обменной анизотропией построе-
но приближенное решение, описывающее нелиней-
ное возбуждение, локализованное вблизи конца це-
почки. Хотя в данной работе обсуждается динами-
ка изотропного ферромагнетика на полуоси с дру-
гими краевыми условиями, односолитонное состоя-
ние (47) по своей структуре близко к результату ра-
боты [12].

В пределе |β| → ∞ решение (47) упрощается:

n3 = 1− 2

ch2(νx)
, n+ = −2 i eiϕ(t) sh(νx)

ch2(νx)
, (48)

и описывает прецессирующий солитон в случае
полного закрепления спинов на границе образца
(рис. 1в):

n3|x=0 = −1, n3 → 1 при x→ ∞.

Центр солитона (48) совпадает с краем образца.
Толщина слоя приграничных колебаний намагни-
ченности порядка ν−1.

Все солитонные решения имеют единообразную
форму записи (42):

n3(x, t) = 1− 2|β(x, x, t)|2,
n+(x, t) = −2 [1− α∗(x, x, t)]β(x, x, t).

(49)

Для двухсолитонного возбуждения с двумя мни-
мыми нулями λ1,2 = i ν1,2 коэффициента a(λ) функ-
ции m1,2(t) имеют вид

m1,2 = ∓2 ν1,2

(
ν1 + ν2
ν2 − ν1

)
√
g1,2 e

i ϕ1,2(t),

g1,2 =
α− ν1,2
α+ ν1,2

, ϕ1,2(t) = ν21,2t+ δ1,2,

(50)

где δ1,2 — вещественные параметры. Используя фор-
мулы (50), из (43) находим

α∗(x, x, t) =
2

D

(
ν+
ν−

)2
×

×
[
g1e

xν−+g2e
−xν−−2

√
g1g2

ν+
(ν1e

iϕ−(t)+ν2e
−iϕ−(t))

]
,

β(x, x, t) =
2iν+
Dν−

[√
g2e

iϕ2(t)(exν1 − g1e
−xν1)−

−√
g1e

iϕ1(t)(exν2 − g2e
−xν2)

]
, (51)

D = exν+ + g1g2e
−xν+ +

+

(
ν+
ν−

)2
(g2e

−xν−+g1e
xν−)− 8ν1ν2

ν2−

√
g1g2 cosϕ−(t),

где ν± = ν2 ± ν1, ϕ−(t) = ϕ2(t) − ϕ1(t). В данном
случае M = 2, поэтому решение (49), (51) удовле-
творяет краевому условию (4) с β = α. Оно описыва-
ет нелинейную суперпозицию двух прецессирующих
солитонов типа (47), которые локализованы около
края образца в слоях толщиной порядка ν−1

1 и ν−1
2 .

В ядрах солитонов намагниченность прецессирует
вокруг оси z с частотами ν21 и ν22 . Взаимосвязь соли-
тонов проявляется в том, что при x = 0 компонента
n3 намагниченности не остается постоянной, как это
было у односолитонного состояния (47). Она осцил-
лирует с частотой Ω = |ν22 − ν21 |, равной разности
частот прецессии индивидуальных солитонов.
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Рис. 1. Изменение компоненты n3 вблизи края образца в зависимости от значений параметра β. При смешанном краевом

условии (4): β > ν, 2 ν x0 = ln[(β+ ν)/(β− ν)], x1,2 = x0+ ν−1 ln(
√
2± 1) (a), β < −ν (б). В случае полного закрепления

спинов: n3|x=0 = −1 (в)

В одномерном случае прецессирующие солито-
ны как связанные состояния большого числа магно-
нов возникают, когда амплитуда внешнего воздей-
ствия превышает определенное значение. Локали-
зация таких солитонов около границы образца воз-
можна только при достаточной степени неоднород-
ности поля намагниченности вблизи поверхности об-
разца. Поэтому для образования приграничных со-
литонов имеется порог по модулю поверхностной
константы β. В то же время, в зависимости от знака
β строения ядер приграничных солитонов, а значит
и их энергии, различны. В разд. 4 вычислена полная
энергия полуограниченного образца при наличии в
нем солитонов и магнонов (62). Энергетически вы-
годно, когда около границы образца локализуется
при β > 0 четное, а при β < 0 нечетное число пре-
цессирующих солитонов.

В пределе |α| → ∞ параметры g1,2 равны едини-
це. Двухсолитонное решение (49), (51) упрощается и
описывает приграничные колебания намагниченно-
сти при полном закреплении поверхностных спинов
в соответствии с краевым условием

n3|x=0 = 1,

которое знаком правой части отличается от гранич-
ного условия для односолитонного состояния. Та-
ким образом, в зависимости от выбора одного из
вариантов полного закрепления поверхностных спи-
нов (7) граница образца захватывает либо четное,
либо нечетное число M прецессирующих солитонов:

n3|x=0 = (−1)M . (52)

Второй класс солитонов параметризуют пары
комплексных нулей (31) функции a(λ). Это движу-
щиеся объекты, для которых характерны упругие
парные столкновения друг с другом и отражения от
края образца.

Обсудим простейший солитон, который соответ-
ствует нулям λ = λ0,−λ∗0 функции a(λ):

a(λ) = (λ+ iα)
(λ − λ0)(λ + λ∗0)

(λ + λ0)(λ − λ∗0)
.

Тогда в уравнении обратной задачи рассеяния име-
ем

m1(t) = 2λ0κ(t)

(
λ0 − λ∗0
λ0 + λ∗0

)
,

m2(t) =
2λ∗0g

∗

κ∗(t)

(
λ0 − λ∗0
λ0 + λ∗0

)
,

κ(t) =
γ(t)

λ0 + iα
= κ(t = 0)e−iλ2

0t, g =
iα − λ0
iα + λ0

.

Распределение намагниченности в образцы дают
формулы (49), где

α∗(x, x, t) =
2

∆

(
λ0 − λ∗0
λ0 + λ∗0

)
×

×
[(

λ0 − λ∗0
λ0 + λ∗0

)(
geix(λ0+λ∗

0) + g∗e−ix(λ0+λ∗
0)
)
+

+
2

λ0 + λ∗0

(
λ∗0|κ(t)|2 − λ0

∣∣∣∣∣
g

κ(t)

∣∣∣∣∣

2)]
, (53)

β(x, x, t) = − 2

∆

(
λ0 − λ∗0
λ0 + λ∗0

)
×

×
[
κ(t)

(
eiλ

∗
0x−g∗e−iλ∗

0x
)
− g∗

κ∗(t)

(
e−iλ0x−geiλ0x

)]
,

∆ =

(
2|λ0|
λ0 + λ∗0

)2
(
|κ(t)|2 +

∣∣∣∣∣
g

κ(t)

∣∣∣∣∣

2)
+

+ |g|2eix(λ0−λ∗
0) + e−ix(λ0−λ∗

0) +

+

(
λ0 − λ∗0
λ0 + λ∗0

)2 (
geix(λ0+λ∗

0) + g∗e−ix(λ0+λ∗
0)
)
.
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В этом случае M = 0, поэтому решение (49), (53)
удовлетворяет краевому условию (4) с β = α. Оно
описывает движение частицеподобного возбужде-
ния из внутренней части образца к его краю, от-
ражение от границы и последующее возвращение
локализованного объекта в глубь образца. В ходе
столкновения с поверхностью образца ядро магнит-
ного возбуждения сильно деформируется. Однако
после удаления от края образца оно принимает ста-
ционарную форму.

Проанализируем особенности отражения солито-
на от поверхности образца. Для этого выделим из
параметра λ0 его вещественную и мнимую части:
2λ0 = v + i u. Поскольку Imλ0 > 0, значения u

всегда положительны. Примем для определенности,
что параметр v тоже положителен. Выражение для
поля α∗(x, x, t) (β(x, x, t)) (53) имеет вид дроби. Ее
асимптотическое поведение при x≫ 1 определяется
конкуренцией слагаемых в числителе с экспоненци-
альными множителями: e±u x, e±uv t/2 (e±(x+vt) u/2,
e±(x−vt) u/2) и ведущих членов в знаменателе с ко-
эффициентами: e±u x, e±uv t/2. Отсюда сразу следу-
ет, что при t → ±∞ в системах отсчета, связанных
с солитоном, где x ∓ vt = const, его структура опи-
сывается выражениями

n3 = 1− 2u2

(u2 + v2) ch2 Φ±

, 2Φ± = u(x∓ vt− x±),

n+ = ± 2iuκ(t = 0)

(u2 + v2)|κ(t = 0)| × (54)

× exp

(
i

[
(u2 − v2)t

4
± vx

2
+ ϕ±

])
v chΦ± ± iu shΦ±

ch2 Φ±

,

где

x+ = 2u−1 ln(2|λ0κ(0)/v|),
x− = 2u−1 ln[2|gλ0|/(v|κ(0)|)],

ϕ+ = − argλ0, ϕ− = argλ0 − arg g.

Формулы (54) описывают солитоны безгранич-
ного гейзенберговского ферромагнетика с характер-
ным размером порядка u−1, движущиеся внутри об-
разца со скоростями ±v. На больших расстояниях
от поверхности единственным результатом отраже-
ния от нее солитона оказывается изменение фазы
внутренней прецессии и сдвиг центра солитона. В
системах отсчета, сопутствующих солитону, намаг-
ниченность прецессирует с частотой Ω = (u2 + v2)/4

вокруг оси z. Изменение начальной фазы прецессии
солитона

ϕ+ − ϕ− = −i ln

[
λ∗0
λ0

(
iα − λ0
iα + λ0

)]

после его отражения несет информацию о характе-
ре закрепления спинов на поверхности образца. Это
обстоятельство можно использовать для диагности-
ки состояния поверхностных спинов.

При v = 0 выражению (54) соответствует поко-
ящийся солитон на большом удалении от границы
образца. В этом случае формула (54) совпадает с
решением, полученным для неподвижного солитона
в безграничном изотропном ферромагнетике [1, 13].

Напомним, что приграничные солитоны образу-
ются только при условии, что величины поверхност-
ного поля |β| больше определенного порогового зна-
чения. Для движущихся солитонов такого ограниче-
ния нет. Решение (49), (53) справедливо для любых
значений поверхностного поля β.

При α = β = 0 параметр g = −1 и форму-
лы (49), (53) дают решение модели Ландау – Лиф-
шица (2) со свободными спинами на границе образ-
ца:

[n× ∂xn]|x=0 = 0.

В этом случае движение и отражение солитона со-
провождается изменением во времени компоненты
n3 намагниченности на границе образца по закону

n3(x = 0, t) = 1− 2

(
2uv

u2 + v2

)2
ch−2

(uvt
2

+ lnκ(0)
)
.

В пределе α → ∞ параметр g = 1 и реше-
ние (49), (53) описывает отражение прецессирующе-
го солитона от границы образца с закрепленными
на ней спинами: n3|x=0 = 1.

4. ИНТЕГРАЛЫ ДВИЖЕНИЯ

Как и в неограниченной среде, не зависящий от
времени элемент a(λ) матрицы перехода T (λ) явля-
ется производящим функционалом интегралов дви-
жения полубесконечного ферромагнетика. С помо-
щью формул (14), (19), (24) получим выражение для
T (λ):

T (λ) = T−1
+ (+0, λ)K(λ)T−(−0, λ), (55)

которое будет основой дальнейшего анализа. При
x > 0 матрица T+(x, λ) унимодулярна, поэтому

T−1
+ (x, λ) = σ2T

T (x, λ)σ2.

Верхний индекс «T» означает транспонирование.
Свойство симметрии (33) позволяет выразить
T−(−0, λ) через T ∗

+(+0, λ∗):

T−(−0, λ) = σ2T
∗
+(+0,−λ∗)σ2.
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В результате (55) примет вид

T (λ) = σ2T
T
+ (+0, λ)σ2K(λ)σ2 T

∗
+(+0,−λ∗)σ2. (56)

Отсюда получаем выражение для a(λ):

a(λ) = (λ+ iβ)[T+(+0, λ)]22[T+(+0,−λ∗)]∗22 +
+ (λ− iβ)[T+(+0, λ)]12[T+(+0,−λ∗)]∗12. (57)

Серию локальных интегралов движения порож-
дает разложение функции a(λ) по степеням λ−1.
Для его получения необходимо найти соответству-
ющие ряды для элементов матрицы T+(+0, λ). Мат-
ричная функция T+(+0, λ) имеет следующую алгеб-
раическую структуру:

T+(+0, λ) = (I +W (0, λ)) eZ(+0, y→+∞). (58)

Разложение по обратным степеням λ−1 антидиаго-
нальной матрицы W (x, λ) при x > 0 получено в [13]:

W (x, λ) =
∞∑

n=1

Wn(x)

λn
,

Wn(x) =

(
0 −ω∗

n(x)

ωn(x) 0

)
,

(59)

где w0(x) = n+(x)/[1 + n3(x)]. Следующие коэффи-
циенты определяются рекуррентными соотношени-
ями:

ωn+1(x) = −i ∂xωn(x)−
n−(x)

2

n∑

k=1

ωn(x)ωn−k+1(x),

n = 0, 1, 2, . . .

При n = 0 последняя сумма отсутствует.
Диагональная матрица Z(+0, y → +∞) выража-

ется через Wn(x):

Z(+0, y → +∞) =

∞∑

n=1

Zn

λn
, Zn =

(
ξn 0

0 ξ∗n

)
, (60)

Zn =
i

2

∞∫

0

[n1(x)σ1 + n2(x)σ2]Wn+1(x) dx.

Используя эти результаты, вычислим первый
член асимптотического разложения функции

ln
a(λ)√
λ2 + β2

= − iH

λ
+

(
1

λ2

)
. (61)

Выражение для H :

H =
1

2

∞∫

0

dx (∂xn)
2 − β n3(x = 0),

совпадает с энергией (1) полубесконечного ферро-
магнетика. С другой стороны, разложение по сте-
пеням λ−1 левой части равенства (61) можно полу-
чить сразу, так как функция a(λ) нам известна (37).
Сравнение двух разложений дает явные форму-
лы для локальных интегралов движения полубеско-
нечного ферромагнетика. В частности, в терминах
спектральных данных энергия образца «диагонали-
зуется» и совпадает с энергией идеального газа со-
литонов и магнонов:

H = (−1)M+1β + 2
M∑

s=1

νs + 4
N∑

k=1

Imλk +

∞∫

−∞

dµµ2ρ(µ),

ρ(µ) = − 1

2πµ2
ln

(
1− |b(µ)|2

µ2 + β2

)
> 0. (62)

Величина ρ(µ) имеет смысл плотности спин-
волновых мод с волновым числом µ. Дискретные
слагаемые соответствуют аддитивным вкладам в
энергию системы от разных типов солитонов.

Непосредственно из уравнения Ландау – Лифши-
ца (2) следует, что при краевых условиях (3), (4)
существует еще один важный интеграл движения:

N =

∞∫

0

(1 − n3(x)) dx. (63)

Он определяет число спиновых отклонений в систе-
ме [14, 15].

Покажем, что как и в безграничной среде [1,13],
N выражается через значение ∂λa(λ)|λ=0. С помо-
щью (14), (19) находим

T+(x, λ = 0) = I, x > 0. (64)

Воспользуемся интегральным уравнением для
функции Йоста T+(x, λ) в области x > 0:

T+(x, λ) = exp

(
λxσ3
2i

)
+

+
iλ

2

+∞∫

x

dx′ exp

(
λ (x − x′)σ3

2 i

)
×

× [nk(x
′)σk − σ3]T+(x

′, λ).

Из него с учетом (64) следует соотношение

∂λT+(x, λ)λ=0 =
i

2

+∞∫

0

dx′ [nk(x
′)σk − σ3]. (65)

С помощью (64), (65), из представления (57) полу-
чим
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∂λa(λ)|λ=0 = 1− βN.

Учтем связь α = (−1)Mβ и с помощью дисперси-
онного соотношения (37) выразим число спиновых
отклонений через параметры солитонов и плотность
магнонов в образце:

N =
M∑

s=1

2

νs
+ 4

N∑

k=1

Imλk
|λk|2

+

+

∞∫

−∞

dµ ρ(µ) + β−1[1− (−1)M ]. (66)

Хорошо известно [16], что далекие фурье-
компоненты полей без особенностей на веществен-
ной оси экспоненциально малы. Поскольку метод
обратной задачи рассеяния является нелинейным
аналогом преобразования Фурье, спектральные
функции b(λ) полей S(x, t) без особенностей также
убывают быстрее любой степени λ при λ → ∞.
В рассматриваемой задаче мы продолжили поля
n(x, t), заданные на полуоси 0 6 x < ∞, на всю ось
−∞ < x < ∞. Производные продолжения имеют
скачки на вещественной оси. В таких случаях
далекие фурье-компоненты линейных мод имеют
степенную малость при λ → ∞. Покажем, что в
нелинейной начально-краевой задаче (2)–(5) спек-
тральная плотность b(λ) также характеризуется
степенным разложением при λ → ∞. Для соли-
тонных состояний все коэффициенты степенного
ряда должны обращаться в нуль. Поэтому для
полубезграничного ферромагнетика b(λ) оказы-
вается производящей функцией нетривиальных
сохраняющихся со временем связей между полями
n(x, t) и их пространственными производными на
границе образца.

Подходящее представление для b(λ) получим
из (56). Вычисления упрощаются, если с помощью
формул (22)

[T+(+0, λ)]11 = [T ∗
+(+0, λ∗)]22,

[T+(+0, λ)]21 = −[T ∗
+(+0, λ∗)]12

выразить коэффициент b(λ) через те же функции,
что были использованы в формуле (57) для a(λ):

b(λ) = (λ+ iβ)[T ∗
+(+0, λ∗)]12[T

∗
+(+0,−λ∗)]22 −

− (λ − iβ)[T ∗
+(+0, λ∗)]22[T

∗
+(+0,−λ∗)]12. (67)

Используя соотношения (58)–(60), из (67) находим
асимптотическое разложение при λ ≫ 1 для функ-
ции b(λ):

b(λ) = −2 exp

(
2

∞∑

k=0

ξ2k
λ2k

)
×

×
∞∑

p=0

(i β ω2p + ω2p+1)|x=0 λ
−2p. (68)

Для чисто солитонных состояний b(λ) ≡ 0, поэтому
все предэкспоненциальные множители в (68) обра-
щаются в нуль:

(i β ω2p + ω2p+1)|x=0 = 0, p = 0, 1, 2, . . .

Мы получили дополнительный набор законов сохра-
нения, которые управляют выполнением солитона-
ми верных краевых условий (3), (4). Первый из них
имеет вид

∂

∂x
ln

[
n+(x, t)

1 + n3(x, t)

] ∣∣∣∣∣
x=0

= β, β = (−1)Mα. (69)

Для одиночного приграничного солитона (47) в
справедливости тождества (69) легко убедиться про-
стой проверкой.

5. ЗАКЛЮЧЕНИЕ

В работе методом обратной задачи рассеяния ис-
следована нелинейная динамика солитонов и спино-
вых волн в полубесконечном изотропном ферромаг-
нетике. Учтены смешанные краевые условия, пре-
дельным случаем которых являются свободные по-
верхностные спины и спины с полным закреплением
на границе образца. Предсказаны и подробно иссле-
дованы новые типы солитонов, характерные для об-
разцов конечных размеров. Показано, что в ферро-
магнетике пороговым образом по параметру закреп-
ления спинов могут зарождаться околограничные
солитоны с характерными частотными и модуляци-
онными свойствами. Кроме того, при любой степе-
ни закрепления поверхностных спинов существуют
движущиеся солитоны, которые упруго отражают-
ся от границы образца. В ходе отражения ядра со-
литонов сильно деформируются, поэтому такие со-
литоны невозможно описать известными ранее пер-
турбативными методами. В то же время, на боль-
ших расстояниях от границы ядра солитонов прини-
мают форму типичных прецессирующих солитонов
безграничного ферромагнетика. Сдвиг фазы, приоб-
ретаемый солитонами после отражения от границы
образца, можно использовать для диагностики сте-
пени закрепления поверхностных спинов. Получен-
ные результаты допускают экспериментальную про-
верку. Они полезны для моделирования солитонных
возбуждений в реальных образцах конечных разме-
ров.
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В работе найдено разделение переменных, после
которого все интегралы движения полубесконечного
ферромагнетика записываются в виде суммы вкла-
дов от разных типов солитонов и квазичастиц спек-
тра спиновых волн. Получены новые законы сохра-
нения, которые обеспечивают локализацию магнит-
ных солитонов около поверхности образца или их
отражение от таковой.

Финансирование. Работа выполнена в рамках
госзадания Минобрнауки России (тема «Квант»,
№AAAA-A18-118020190095-4).
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Рассмотрены гальваномагнитные свойства двумерной модели Рэлея — изотропной матрицы с двоякопе-

риодическим расположением включений круговой формы — с фазовым переходом металл – диэлектрик.

Для соответствующего тензора эффективной проводимости σ̂e получено выражение, справедливое во

всей предпороговой (вплоть до соприкосновения кругов) критической области — окрестности точки пе-

рехода. Выяснено поведение составляющих тензора σ̂e в слабом и сильном магнитных полях.
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1. ВВЕДЕНИЕ

Изучение гальваномагнитных свойств проводя-
щих материалов представляет общефизический ин-
терес и позволяет определить как их электронную
структуру, так и индивидуальные характеристики
носителей заряда — подвижность и эффективную
массу. Возможность извлечения подобной инфор-
мации из экспериментальных данных основана на
подробно разработанной микроскопической теории
гальваномагнитных явлений в однородных провод-
никах [1]. Аналогичные исследования проводимо-
сти в присутствии магнитного поля проводятся и
для композиционных материалов. При этом гальва-
номагнитные характеристики компонент считаются
заданными, так как могут определяться на соот-
ветствующих однородных образцах. В данном слу-
чае представляет интерес влияние на гальваномаг-
нитные характеристики композита в целом соотно-
шения между свойствами компонент, концентрации
и пространственного распределения, т. е. структуры
композита. При этом особый интерес представляет
изучение этих явлений в композитах с фазовым пе-
реходом металл – диэлектрик, что дает возможность
получать дополнительную информацию и о самом
фазовом превращении.

* E-mail: byabalagurov@mail.ru

Для бинарных композитов с фазовым переходом
металл – диэлектрик такие величины, как коэффи-
циент Холла и магнитосопротивление, получили до-
статочно подробное теоретическое описание [2, 3] в
случае малой напряженности магнитного поля H. В
то же время теоретическое изучение гальваномаг-
нитных характеристик неоднородных сред при про-
извольном H наталкивается на серьезные трудно-
сти.

Определенный прогресс в решении этой пробле-
мы достигнут для двумерных моделей композитов.
Так, в работе [4] с помощью преобразования симмет-
рии вычислены составляющие тензора эффектив-
ной проводимости σ̂e двумерной бинарной системы
со случайным распределением компонент с половин-
ным составом. Из результатов этой работы следует,
что для рассмотренной в ней модели омическая со-
ставляющая σxe тензора σ̂e при H → ∞ ведет себя
аномальным образом: σxe ∝ 1/H вместо обычного
σx ∝ 1/H2.

Обсуждаемая задача для двумерного бинарного
композита получила точное решение в работе [5],
где составляющие тензора σ̂e произвольной подоб-
ной системы выражены через гальваномагнитные
характеристики отдельных компонент и безразмер-
ную эффективную проводимость этой модели при
H = 0. Использование представлений гипотезы по-
добия [6] позволило рассмотреть [5] поведение эф-
фективных гальваномагнитных характеристик дву-
мерного случайно-неоднородного композита с фа-
зовым переходом металл – диэлектрик во всей кри-

387



Б. Я. Балагуров ЖЭТФ, том 163, вып. 3, 2023

тической области — окрестности точки перехода.
В результате оказалось, что при концентрации, от-
личной от критической, аномальная проводимость
σxe ∝ 1/H существует в конечном интервале маг-
нитных полей. Для применения общих формул ра-
боты [5] к моделям другой структуры (например,
регулярной) достаточно знать эффективную прово-
димость σe этой системы в отсутствие магнитного
поля.

Вычисление эффективной проводимости σe
композитов является крайне сложной задачей даже
при H = 0. Точные аналитические выражения
для σe известны только для некоторых двумер-
ных моделей. Для упомянутой выше бинарной
случайно-неоднородной системы величина σe опре-
делена только при фиксированной (критической)
концентрации [7]. В то же время для двумер-
ной модели Рэлея эффективная проводимость σe
вычислена для всей критической предпороговой
области [8].

В настоящей работе рассмотрены гальваномаг-
нитные свойства двумерной модели Рэлея в области
фазового перехода металл – диэлектрик. Использо-
вание общих формул из [5] и выражения для без-
размерной эффективной проводимости при H = 0

из [8] позволило определить гальваномагнитные ха-
рактеристики этой модели во всей предпороговой
критической области и при произвольных магнит-
ных полях. Оказалось, в частности, что при кри-
тической концентрации (пороге протекания) омиче-
ская составляющая тензора σ̂e в пределе H → ∞
меняется следующим образом: σxe ∝ H−2 lnH , вме-
сто обычного закона σx ∝ 1/H2.

2. ПРОВОДИМОСТЬ МОДЕЛИ ПРИ H = 0

Согласно работе [5], для определения гальвано-
магнитных характеристик двумерной модели Рэлея
необходимо знать ее эффективную проводимость σe
в отсутствие магнитного поля. Обсуждаемая модель
представляет собой изотропную матрицу проводи-
мости σ1 с системой круговых включений радиуса
r0 и проводимости σ2. Центры кругов расположены
в узлах квадратной решетки периода 2a. Эффектив-
ная проводимость σe такой модели является функ-
цией трех основных аргументов: σe = σe(p;σ1, σ2),
где p = (4a2 − πr20)/(2a)

2 — безразмерная концен-
трация (доля занимаемой площади) первой компо-
ненты, т. е. матрицы. В дальнейшем будет исполь-
зоваться безразмерная эффективная проводимость
f(p, h), вводимая согласно

σe(p;σ1, σ2) = σ1f(p, h), h = σ2/σ1 (1)

и являющаяся функцией двух аргументов. При
h→ 0 и p→ pc, где

pc = 1− π

4
(2)

— критическая концентрация (порог протекания),
величина f стремится к нулю, так что в рассмат-
риваемой модели происходит фазовый переход ме-
талл – диэлектрик.

В окрестности точки этого перехода безразмер-
ная эффективная проводимость имеет вид [8]

f(p, h) =
1

π

{
ξ0 + 2h

[
ln

1

ξ0
− g(γ)

]}
, γ =

h

ξ0
, (3)

g(γ) = −γ
∞∫

0

e−γx ln
(
1− e−x

)
dx. (4)

Здесь

ξ0 =

√
a2 − r20
a

, ξ20 =
4pc
π
τ, (5)

где

τ =
p− pc
pc

(6)

— параметр близости к точке перехода по концен-
трации.

Выражения (3), (4) для проводимости f(p, h)

справедливы в предпороговой (a > r0, τ > 0) крити-
ческой (ξ0 ≪ 1, h ≪ 1) области. Для функции g(γ)

имеем разложения

γ ≪ 1 : g(γ) =
π2

6
γ − ζ(3)γ2 +

π4

90
γ3 + . . . , (7)

γ ≫ 1 : g(γ) =

= ln γ + C+
1

2γ
− 1

12

1

γ2
+

1

120

1

γ4
+ . . . (8)

Здесь

ζ(3) =
∞∑

n=1

1

n3
= 1.202 . . . (9)

и C = 0.577 . . . — постоянная Эйлера. Для прово-
димости f(p, h) в двух предельных случаях имеем
соответственно

h≪ ξ0 ≪ 1 :

f(p, h) = ξ0

{
1

π
+

2

π

h

ξ0
ln

1

ξ0
− π

3

(
h

ξ0

)2

+

+
2

π
ζ(3)

(
h

ξ0

)3

+ . . .

}
, (10)
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ξ0 ≪ h≪ 1 :

f(p, h) = h

{
2

π

(
ln

1

h
− C

)
+

1

6π

(
ξ0
h

)2

−

− 1

60π

(
ξ0
h

)4

+ . . .

}
. (11)

3. СЛАБЫЕ МАГНИТНЫЕ ПОЛЯ

Предположим, что двумерная модель Рэлея за-
нимает плоскость xy, так что вектор напряженности
поперечного магнитного поля H направлен вдоль
оси z. В этом случае проводимость компонент опи-
сывается тензорами σ̂1 и σ̂2, где

σ̂i =

(
σxi σai

−σai σxi

)
, i = 1, 2 (12)

Здесь σxi — омическая, а σai — холловская состав-
ляющие тензора проводимости σ̂i. В слабом магнит-
ном поле напряженности H холловские составляю-
щие линейны по H (σai ∝ H), а для омических со-
ставляющих имеем

σxi ≃ σi + δσxi, δσxi ∝ H2. (13)

Здесь σi — проводимость i-й компоненты при H = 0.
Тензор эффективной проводимости σ̂e имеет вид,
аналогичный (12):

σ̂e =

(
σxe σae

−σae σxe

)
. (14)

Холловская составляющая σae тензора σ̂e также ли-
нейна по H и имеет следующий вид [5, 9]:

σae = σa2 + (σa1 − σa2)ϕa(p, h). (15)

В двумерном случае функция ϕa(p, h) может быть
выражена через безразмерную эффективную прово-
димость f(p, h):

ϕa =
f2 − h2

1− h2
. (16)

В линейном по H приближении основной ис-
следуемой характеристикой является коэффици-
ент Холла R, определяемый следующим образом
R = H−1σa/σ

2. Здесь σ — проводимость в отсут-
ствие магнитного поля. Для эффективного коэффи-
циента Холла Re из (15) и (16) находим

Re =
1

H

σae
σ2
e

= h2
R2

f2
+ (R1 − h2R2)R, (17)

R(p, h) =
ϕa(p, h)[
f(p, h)

]2 =
1

1− h2

(
1− h2

f2

)
. (18)

В формуле (17) R1 и R2 — коэффициенты Холла
для первой и второй компонент.

Таким образом, в двумерном случае эффектив-
ный коэффициент Холла Re полностью определяет-
ся величиной f(p, h) и для рассматриваемой модели
Рэлея может быть вычислен с помощью выражений
(3), (4) в любой точке предпороговой критической
области. В двух предельных случаях (10), (11) по-
лучаем

h≪ ξ0 : R ≃ 1− π2 h
2

ξ20
, (19)

h≫ ξ0 : R ≃ 1− π2

4

1
[
ln(b/h)

]2 , (20)

где ln b = −C и учтено, что h ≪ 1. Согласно (19)
и (20), в обоих предельных случаях величина R не
превосходит единицы.

В квадратичном по H приближении аналогич-
но (13) имеем

σxe = σe + δσxe, δσxe ∝ H2, (21)

где σe — эффективная проводимость при H = 0.
Согласно [5, 9],

δσxe = ψ1δσx1 + ψ2δσx2 +
(σa1 − σa2)

2

σ1
χ. (22)

В формуле (22) функции ψ1 = ψ1(p, h), ψ2 = ψ2(p, h)

и χ = χ(p, h) в рассматриваемом двумерном случае
выражаются через проводимость f(p, h):

ψ1 = f − hf ′, ψ2 = f ′; f ′ =
∂f(p, h)

∂h
, (23)

χ =
f − hf ′ − fϕa

1− h2
(24)

с ϕa из формулы (16). В двух предельных случаях
(10), (11) получаем

h≪ ξ0 ≪ 1 :

ψ1 ≃ 1

π
ξ0, ψ2 ≃ 2

π
ln

1

ξ0
, χ ≃ 1

π
ξ0, (25)

ξ0 ≪ h≪ 1 :

ψ1 ≃ 2

π
h, ψ2 ≃ 2

π
ln
d

h
, χ ≃ 2

π
h, (26)

где ln d = −C− 1.
Для тензора удельного сопротивления ρ̂ имеем

ρ̂ = σ̂−1 =

(
ρx ρa

−ρa ρx

)
, (27)

ρx =
σx

σ2
x + σ2

a

, ρa = − σa
σ2
x + σ2

a

. (28)
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Поэтому для магнитосопротивления получаем

ρxe(H)− ρxe(0)

ρxe(0)
= −

(
δσxe
σe

+
σ2
ae

σ2
e

)
. (29)

4. СИЛЬНЫЕ МАГНИТНЫЕ ПОЛЯ

Задача о гальваномагнитных свойствах двумер-
ного композита имеет решение для произвольной
двухкомпонентной изотропной модели [5]. Соглас-
но [5] (см. также [9]), для составляющих σxe и σae
тензора эффективной проводимости σ̂e имеют место
следующие выражения:

σxe =
σx1σx2(1− λ2)f

λ(1 − f2)σx1 + (f2 − λ2)σx2
, (30)

σae =
σa2λ(1 − f2)σx1 + σa1(f

2 − λ2)σx2
λ(1 − f2)σx1 + (f2 − λ2)σx2

. (31)

Здесь

λ =
1

4σx1σx2

{[
(σx1 + σx2)

2 + (σa1 − σa2)
2
]1/2 −

−
[
(σx1 − σx2)

2 + (σa1 − σa2)
2
]1/2

}2

(32)

и f = f(p, λ) — безразмерная эффективная про-
водимость рассматриваемой модели f(p, h) с заме-
ной аргумента h на λ. Отметим, что для бинарной
случайно-неоднородной двумерной системы с поло-
винным составом имеем f(1/2, λ) =

√
λ [7], так что

из (30), (31) с учетом (32) для σxe и σae следуют
выражения (см. [5]), несколько обобщающие соот-
ветствующие результаты работы [4].

Будем считать, что для обсуждаемого бинарно-
го композита с фазовым переходом металл – диэлек-
трик неравенства σx2 ≪ σx1 и σa2 ≪ σa1 выполня-
ются при любой напряженности магнитного поляH .
В этом случае для величины λ из (32) имеем

λ ≃ σx1σx2
σ2
x1 + σ2

a1

≪ 1. (33)

Далее для проводимостей σxi и σai будем использо-
вать модельные формулы из [1]

σxi =
σi

1 + β2
i

, σai =
σiβi
1 + β2

i

. (34)

Здесь σi — проводимость i-й компоненты при H = 0

и βi ∝ H — холловский параметр. Положив, как и
в [4], β1 = β2 = β, из (33) с учетом (34) получим

λ =
h

1 + β2
≪ 1, (35)

где, как обычно, h = σ2/σ1. Поэтому λ ≃ h≪ 1 при
β ≪ 1 и λ ≃ h/β2 ≪ h при β ≫ 1.

Если система находится достаточно «далеко»
от порога протекания (критической концентрации),
так что ξ0 ≫ λ, то

f(p, λ) ≃ fd =
1

π
ξ0, (36)

где fd = f(p, 0). В этом случае из общих формул (30)
и (31) с учетом (35) и (36) следует

β ≪ 1 : σxe = σ1fd, σae = σa2 + σa1f
2
d , (37)

β ≫ 1 :

σxe =
σ1fd

1 + β2f2
d

, σae =
σa2 + σa1β

2f2
d

1 + β2f2
d

. (38)

Отсюда имеем

1 ≪ β ≪ 1/fd :

σxe = σ1fd, σae =
σ2
β

+ σ1βf
2
d , (39)

β ≫ 1/fd : σxe =
σ1
fd

1

β2
, σae =

σ1
β
. (40)

Выражение (39) для σxe справедливо при всех
β ≪ 1/fd вплоть до β = 0. При β ≫ 1/fd ве-
личины σxe и σae имеют нормальные асимптотики
(σxe ∝ 1/β2, σae ∝ 1/β), однако выход на них «затя-
нут» и происходит при экстремально больших маг-
нитных полях.

В непосредственной близости к порогу протека-
ния согласно (11) имеем

ξ0 ≪ λ : f(p, λ) =
2

π
λ ln

b

λ
≪ 1. (41)

Отсюда

β ≫ 1 : σxe =
2

π

σ2
β2

ln
( b
h
β2
)
, σae =

σ2
β
. (42)

В этой области концентраций омическая составля-
ющая σxe тензора эффективной проводимости зави-
сит от напряженности магнитного поля аномальным
образом: σxe ∝ H−2 lnH . При критической концен-
трации (p = pc, ξ0 = 0) величина σxe аномальным
образом зависит от H при напряженности магнит-
ного поля, удовлетворяющей условию β ≫ 1. Если
же p 6= pc, но ξ0 мало́ (ξ0 ≪ λ), то эта зависимость
ограничена со стороны больших магнитных полей.
Действительно, условие ξ0 ≪ λ ∝ h/β2 выполняет-
ся при β2 ≪ h/ξ0. Поэтому аномальное поведение
величины σxe ограничено интервалом напряженно-
стей магнитного поля 1 ≪ β ≪

√
h/ξ0.
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Изучен механизм поперечного транспорта заряда через многослойный гексагональный нитрид бора

(h-BN) в структурах металл – диэлектрик – полупроводник. Экспериментальные данные по транспорту

проанализированы в рамках различных моделей переноса заряда в диэлектриках. Показано, что транс-

порт заряда через h-BN описывается моделью фонон-облегченного туннелирования между нейтральными

ловушками. Определены значения термической и оптической энергий фонон-связанных ловушек в h-BN.

Из анализа транспортных измерений, рентгеновских фотоэлектронных спектров и электронной структу-

ры собственных дефектов в h-BN, рассчитанной методом ab initio, установлено, что наиболее вероятным

дефектом, ответственным за транспорт заряда в h-BN, является дивакансия бор – азот. При этом транс-

порт заряда осуществляется электронами.

DOI: 10.31857/S0044451023030112
EDN: QEYBJE

1. ВВЕДЕНИЕ

Гексагональный нитрид бора (h-BN) является
слоистым диэлектрическим материалом с широкой
запрещенной зоной 5.5–6 эВ [1], перспективным для
использования в качестве диэлектрика в различных
твердотельных и гибких микроэлектронных устрой-
ствах [2–4]: в элементах резистивной памяти [5]; ге-
нераторах истинно случайных чисел [6,7]; электрон-
ных синапсах для нейроморфных систем [8]. Одна-
ко перенос заряда через ультратонкие диэлектри-
ческие слои h-BN при приложении электрическо-
го напряжения до сих пор изучен недостаточно. А
это — ключевое свойство диэлектрического матери-
ала, определяющее надежность и срок службы элек-

* E-mail: damir@isp.nsc.ru, d.islamov@g.nsu.ru

тронных устройств. Решение этой задачи являет-
ся актуальным для внедрения h-BN в производство
электронных элементов при дальнейшем масштаби-
ровании технологических процессов.

Транспорт заряда поперек механически рассло-
енных чешуек h-BN при толщине пленок 1–31 мо-
нослоев изучался в работе [9] с использованием
методики проводящей атомно-силовой микроскопии
(АСМ) [10]. Авторы отметили, что при толщинах
слоев более 1 нм ток через h-BN описывается тун-
нелированием через треугольный барьер по Фау-
леру – Нордгейму, а в случае сверхтонких пленок
(моно-, двойные и тройные слои) эксперименталь-
ные данные при малых напряжениях описываются
моделью прямого туннелирования (через трапеци-
евидный барьер) с переходом в туннелирование по
Фаулеру – Нордгейму по мере повышения напряже-
ния. Высота потенциального барьера для электро-
нов на границе Si/h-BN была оценена в 3.07 эВ [9],
что сравнимо с 3.2 эВ для Si/SiO2 [11]. Следует от-
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метить, что применение методики проводящей АСМ
может приводить к ложному обнаружению тунне-
лирования через трапециевидный либо треугольный
барьер из-за ограниченности сканируемой площади
(примерно 50 нм2 [12]) механически расслоенных че-
шуек h-BN, которые имеют малое количество точеч-
ных дефектов.

В настоящее время для синтеза слоев h-BN в
электронных приборах широко используется ме-
тод химического осаждение из парогазовой фазы
(chemical vapour deposition, CVD) [13]. Данный ме-
тод широко применяется в полупроводниковой про-
мышленности, он дешевле и приводит к меньше-
му количеству точечных дефектов в h-BN по срав-
нению с образцом h-BN, полученным магнетрон-
ным распылением или молекулярно-лучевой эпи-
таксией [13, 14]. Однако для h-BN, синтезированно-
го методом CVD, концентрация точечных дефектов
(вакансий, примеси, оборванных связей и т. п.) су-
щественно выше, чем в механически расслоенном
h-BN. В свою очередь, высокая концентрация де-
фектов в h-BN приводит к большим токам утечки
и, как следствие, к снижению производительности
приборов при использовании h-BN в качестве пас-
сивного или активного диэлектрика [15, 16].

Целью настоящей работы является выявление
механизмов переноса заряда через h-BN (пер-
пендикулярно слоям), синтезированного методом
CVD, а также выяснение природы дефектов,
о‘тветственных за данную проводимость.

2. МАТЕРИАЛЫ И МЕТОДЫ

Исследуемые в работе образцы представляли
собой структуры металл – диэлектрик – полупровод-
ник (МДП) Ag/h-BN/Si. Многослойный h-BN тол-
щиной 5–7 нм (17–19 слоев) был выращен на поли-
кристаллической медной фольге методом CVD [17].
Далее h-BN был перенесен на подготовленные под-
ложки p-Si (2–4мОм · см) с использованием стан-
дартного метода переноса через жидкость [17].
Верхние Ag-электроды толщиной 50 нм были нане-
сены на образцы h-BN/p-Si с помощью электронно-
лучевого испарителя и теневой маски. Схематич-
ное изображение полученных структур приведено
на рис. 1a. Фотография пленки h-BN на подложке
и напыленных контактных площадок приведена на
рис. 1b. Видно, что пленка h-BN на части подлож-
ки образца повреждена. Поэтому для транспортных
измерений использовалась группа контактов с попе-
речными размерами 50× 50мкм2.

Ag

h-BN

p-Si

1.5 cm × 1.5 cm

(a) (b)

Рис. 1. МДП-структуры Ag/h-BN/Si: a — схематичное

изображение поперечного среза; b — фотография плен-

ки h-BN и контактных площадок. Числа в столбцах слева

от структур соотвествуют линейным размерам контактов

в микрометрах

Морфология структур Ag/h-BN/p-Si контроли-
ровалась методами сканирующей АСМ (не приве-
дено) и сканирующей эллипсометрии. 2D-профили
толщины (d) и показателя преломления (n) h-BN
на Si-подложке исследовались с помощью сканиру-
ющего монохроматического эллипсометра «Микро-
скан» (ИФП СО РАН, Новосибирск) [18]. Эллипсо-
метрические углы Ψ и ∆ измерялись при длине вол-
ны света λ = 632.8 нм; угол падения луча на обра-
зец ϕ = 60◦. Пространственное разрешение прибо-
ра примерно 10мкм (по осям x и y). Шаги скани-
рования по осям составляли 0.05мм (x) и 0.02мм
(y). Измеренные значения эллипсометрических уг-
лов в каждой точке использовались для решения
обратной задачи эллипсометрии. Для эллипсомет-
рических расчетов далее использовалась оптическая
модель: поглощающая подложка (Si) – прозрачная
пленка (h-BN) – среда.

Измерение рентгеновских фотоэлектронных
спектров (РФЭС) h-BN проводилось на спектромет-
ре SPECS (Германия) с полусферическим анали-
затором PHOIBOS-150-MCD-9 и монохроматором
FOCUS-500 (излучение AlKα, hν = 1486.74 эВ,
200Вт). Положения фотоэлектронных линий
калибровались по линии C1s (284.8 эВ). Атом-
ные концентрации элементов в зоне анализа
определялись по интегральным интенсивностям
фотоэлектронных линий, скорректированных на
соответствующие коэффициенты атомной чувстви-
тельности (0.486 для B1s, 1.0 для C1s, 1.8 для N1s

и 2.93 для O1s).

Вольт-амперные характеристики (ВАХ) синте-
зированных МДП-структур измерялись при темпе-
ратурах в диапазоне 300–450К с помощью универ-
сального анализатора полупроводниковых приборов
Keithley 4200-SCS и зондовой станции Cascade M150.
Измерения проводились при отрицательной поляр-
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ности напряжения на металлическом электроде,
чтобы исключить влияние подложки на транспорт.
Ниже при анализе экспериментальных данных при-
водятся абсолютные значения электрического поля
для упрощения изложения.

Моделирование ВАХ в рамках различных моде-
лей осуществлялось минимизацией функции

S(p) =
1

NF,T

√∑

Fi,Tj

(ln (Jexpt)− ln (Jcalc))
2
=

=
1

NF,T

√√√√
∑

Fi,Tj

(
ln

(
Jexpt
Jcalc

))2

, (1)

где NF,T — общее количество экспериментально
измеренных значений плотности тока Jexpt при
различных электрических полях Fi и температурах
Tj (в наcтоящей работе NF,T = 200), Jcalc — рассчи-
танная плотность тока для соответствующей пары
(Fi, Tj). Квадрат разности логарифмов токов в вы-
ражении (1) используется вместо (Jexpt/Jcalc − 1)2

ввиду экспоненциальной зависимости тока от
электрического поля и температуры (обсужда-
ется ниже в разд. 3.3). Стоит также отметить,
что (Jexpt/Jcalc − 1)2 является разложением в
ряд Тэйлора суммируемой функции в (1) при
Jcalc → Jexpt . Вектор параметров приближения
p соответствовал модели транспорта заряда, в
рамках которой проводилось моделирование ВАХ.
Минимизация функции S проводилась методом
градиентного спуска с адаптивными шагами до
достижения отклонения между итерациями l значе-
ния |Sl − Sl−1| < 10−12. При этом целевая функция
S достигала значения менее 10−2.

Моделирование электронной структуры соб-
ственных дефектов в h-BN проводилось в рам-
ках спин-поляризованной теории функционала
плотности в модели периодической суперъ-
ячейки с плосковолновым базисом с энергией
отсечки 1100 эВ и сохраняющими норму псев-
допотенциалами Вандербильта [19] в программе
Quantum ESPRESSO [20]. Использовался ги-
бридный обменно-корреляционный функционал
Хейда – Скузерии – Эрнцерхофа [21]. Такой подход
обеспечивает значение ширины запрещенной зоны
h-BN, равное 5.75 эВ. Равновесные параметры
решетки a = 2.506 Å, c = 6.819 Å хорошо согласу-
ются с экспериментальными значениями 2.504 Å
и 6.661 Å [22]. При моделировании заряженных
дефектов использовался метод нейтрализующе-
го однородного фонового потенциала. Вакансия
азота (VN), вакансия бора (VB) и дивакансия

бор – азот (VNB, пара ближайших VN и VB) со-
здавались удалением соответствующих атомов
в 200-атомной суперъячейке h-BN, полученной
5 × 5 × 2-трансляцией элементарной ячейки, с
последующей релаксацией. Такой размер суперъ-
ячейки разделяет периодические изображения
дефектов на 12.5 Å в плоскости BN и на 14 Å по
слоям. В расчетах использовались сетка 2 × 2 × 2

k-точек в неприводимой части зоны Бриллюэна и
сетка 2 × 2 × 2 q-точек дискретизации оператора
Фока. Расположение атомов оптимизировано с
порогом сходимости полной силы 0.02 эВ/Å. Кор-
ректность сопоставления расчетных результатов
для 3D-кристалла с данными для тонких пленок
h-BN обусловливается идентичностью их ближнего
порядка [23].

3. РЕЗУЛЬТАТЫ И ОБСУЖДЕНИЕ

3.1. Эллипсометрия

С помощью сканирующей эллипсометрии полу-
чены 2D-профили толщины d (рис. 2а) и показате-
ля преломления n для исследуемого образца h-BN.
Значение n составило 1.51± 0.1. Распределение тол-
щины по поверхности сканирования приведено на
рис. 2b. Видно, что максимум приходится на значе-
ние d ≈ 7 нм с небольшим хвостом до 8.5 нм.

3.2. РФЭС

РФЭС-спектр h-BN помимо пиков, обусловлен-
ных B и N, иллюстрирует наличие C и O в зоне
анализа пленки (глубина анализа около 3 нм). Спек-
тры B1s и N1s имеют типичную для h-BN фор-
му несимметричных гауссовых функций с максиму-
мами при энергиях 190.6 и 398.2 эВ соответствен-
но [24, 25] (рис. 3a). Наличие низкоинтенсивных пи-
ков B1s и N1s со стороны больших значений энер-
гии связи (191.8 и 399.5 эВ соответственно) являет-
ся характерной особенностью CVD-пленок h-BN и
обусловливается присутствием в пленке кислорода
и углерода, формирующих связи O – B, O – B – N и
C – N [24, 25]. Расчет соотношений атомных концен-
траций элементов показал, что доля C в зоне ана-
лиза составляет 20% и доля O — 9%. Столь высо-
кое содержание C и O обусловлено особенностями
технологии переноса пленки на Si-подложку, а так-
же тем фактом, что пленки h-BN деградируют на
воздухе. Отметим, что хранение и транспортировка
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Рис. 2. Эллипсометрическое сканирование поверхности

пленки h-BN на Si: a — карта толщин; b — распределе-

ние толщин

образца осуществлялась в специальном вакуумиро-
ванном пакете.

Фотоэлектроны с уровня N1s, проходя через
слой h-BN, теряют часть кинетической энергии на
возбуждение межзонных переходов электронов, и
спектр этих потерь отражается в высокоэнергети-
ческой части спектра N1s. По краю этого спектра
потерь, путем его линейной интерполяции до уров-
ня фона, оценивается значение ширины запрещен-
ной зоны Eg h-BN (рис. 3b). Для исследуемого об-
разца данный метод дает значение Eg = 5.5 эВ, что
хорошо согласуется с данными других исследова-
ний [26, 27]. При этом полученное значение Eg для
исследуемой пленки меньше, чем определенное для
h-BN ранее Eg = 6.0 эВ [28, 29], вероятнее всего,
ввиду относительно высокого содержания кислоро-
да [30].

3.3. Транспорт

На рис. 4 символами представлены эксперимен-
тальные ВАХ для структуры Ag/h-BN/p-Si при раз-
личных температурах T в полулогарифмическом
масштабе. Экспоненциальные зависимости тока от
температуры и электрического поля показывают,
что перенос заряда в структуре Ag/h-BN/p-Si не
может быть описан ни туннельной инжекцией по
Фаулеру – Нордгейму, ни прямым туннелировани-
ем через трапециевидный барьер. Следовательно,
контактно-ограниченный перенос заряда в структу-
ре Ag/h-BN/p-Si может быть связан с эффектом
Шоттки [31], когда ток ограничен термоэлектрон-
ной эмиссией электронов над барьером, который
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Рис. 3. a) Фрагменты РФЭС-спектра пленки h-BN: ли-

нии B1s и N1s (символы — экспериментальные данные,

кривые — разложение на гауссовы функции. b) Фрагмент

РФЭС-линии N1s, иллюстрирующий способ определения

значения Eg пленки h-BN

уменьшается из-за сил изображения:

J =
4πm∗k2e

h3
T 2 exp



−
Φ−

√
e3

4πε∞ε0
F

kT



. (2)

Здесь m∗ — эффективная масса носителя заряда в
диэлектрике, k — постоянная Больцмана, e — за-
ряд электрона (абсолютное значение), h — постоян-
ная Планка, Φ — потенциальный барьер на границе
Ag/h-BN, ε∞ — высокочастотная диэлектрическая
проницаемость диэлектрика, ε0 — электрическая по-
стоянная.

На рис. 4a линиями представлены рассчитан-
ные зависимости J–F–T при следующих значени-
ях параметров: Φ = 0.2 ± 0.02 эВ, ε∞ = 10 ± 0.1,
m∗ = (1 ± 0.1) · 10−10m0 (m0 — масса свободного
электрона). Значения параметров модели не соот-
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Рис. 4. Экспериментальные (символы) и рассчитанные для

различных моделей (линии) ВАХ структуры Ag/h-BN/p-Si

при различных температурах: a — эффект Шоттки; b —

модель термически облегченного туннелирования; c — мо-

дель Френкеля; d — модель фонон-облегченного тунне-

лирования между нейтральными ловушками. На вставках

схематично представлены соответствующие сценарии пе-

реноса заряда в диэлектриках

ветствуют ожидаемым: Φ ≈ 0.2 эВ значительно ни-
же значения 3 эВ, ε∞ существенно превышает по-
перечную компоненту тензора высокочастотной ди-
электрической проницаемости h-BN ε⊥,∞ = 3.3–
3.8 [32]. Эффективная масса электрона, при кото-
рой модельные кривые совпадают с эксперименталь-
ными данными, имеет нефизично малое значение.
Можно сделать вывод, что перенос заряда через
МДП-структуры на основе h-BN некорректно опи-
сывается моделью эффекта Шоттки.

Акт термически облегченного туннелирования
из контакта можно условно разделить на два эта-
па. Вначале электрон возбуждается до некоторой
энергии за счет поглощения фононов (вертикаль-
ная стрелка на вставке рис. 4b). На втором шаге
он туннелирует через треугольный барьер (горизон-
тальная стрелка на вставке рис. 4b). Выражение для
плотности тока для инжекции носителей из металла
имеет следующий вид [33, 34]:

J =
√
2πm∗kT

( e
h

)2
F ×

× exp


−

Φ− 1

6

(
ehF

4πkT
√
m∗

)2

kT


. (3)

Сравнение экспериментальных данных с рассчитан-
ными в рамках модели термически облегченного
туннелирования (3) приведено на рис. 4b. Эта мо-
дель описывает экспериментальные данные при ра-
зумном значенииm∗ = (2.0±0.1)m0. Однако количе-
ственное согласие достигается при Φ = 0.2± 0.02 эВ
и площади контакта 3 нм2 при том, что реаль-
ная площадь металлического электрода в структуре
Ag/h-NB/p-Si составляет 2500мкм2. Можно сделать
вывод, что термически облегченное туннелирование
также не объясняет транспорт в h-BN.

Экспоненциальная зависимость тока от напря-
жения (электрического поля) указывает на то, что
модели омической проводимости и проводимости,
ограниченной пространственным зарядом, не при-
менимы в данном случае. Наиболее известной в ли-
тературе моделью переноса носителей заряда через
ловушки, демонстрирующей такое поведение, явля-
ется ионизация изолированной ловушки по Френке-
лю [35]:

P = ν exp

(
−W − βF

√
F

kT

)
, βF =

√
e3

πε∞ε0
, (4)

где P , ν и W — скорость ионизации, частотный фак-
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тор и энергия ионизации ловушки соответственно.
Ток рассчитывается согласно выражению

J = eN2/3P, (5)

где N — концентрация ловушек. В приближе-
нии равномерного распределения ловушек можно
определить среднее расстояние между ними как
a = N−1/3. Сравнение экспериментальных данных с
рассчитанными в рамках модели Френкеля (4), (5)
приведено на рис. 4c. Модель Френкеля предсказы-
вает нефизично большое значение высокочастотной
диэлектрической проницаемости ε∞ = 40. Значение
энергии ионизации ловушки может быть определено
из температурного разбега J–F–T -характеристик и
составляетW = 0.28±0.02 эВ. В оригинальной рабо-
те [35] Френкель определил частотный фактор как
ν ≈ W/h, и для энергии ловушки W ≈ 0.3 эВ он
составляет ν ∼ 1014 с−1. В этом случае выражения

(4) и (5) описывают экспериментальные данные при
концентрации ловушек N ∼ 105 см−3, соответствую-
щей неприемлемо большому расстоянию между ло-
вушками a ≈ 200мкм: на площадь 16-ти контак-
тов изучаемых структур приходится только одна ло-
вушка. Учитывая изложенные выше факты, можно
сделать вывод, что эффект Френкеля количественно
некорректно описывает перенос заряда через h-BN.

Ранее было показано, что транспорт во многих
диэлектриках с высокой диэлектрической проница-
емостью также не описывается моделью Френкеля,
однако непротиворечивое объяснение эксперимен-
тальным данным удалось получить с привлечением
модели фонон-облегченного туннелирования между
нейтральными ловушками, предложенной Насыро-
вым и Гриценко [36–42]. В настоящей работе мы
проанализировали экспериментальные данные для
структуры Ag/h-BN/p-Si в рамках этой модели [43]:

P =

√
2π~Wt

m∗a2
√
(Wo −Wt )kT

exp

(
−Wo −Wt

2kT

)
exp

(
−2a

√
2m∗Wt

~

)
sh

(
eFa

2kT

)
, (6)

где Wt и Wo — термическая и оптическая энергии
ловушки. В выражении (6) предэкспоненциальный
множитель представляет собой частотный фактор,
первая экспонента соответствует термической иони-
зации с энергией активации Wrlx/2 = (Wo − Wt )/2

(здесь и далее Wrlx — энергия релаксации ловуш-
ки), следующий множитель отражает туннельный
фактор, последний член указывает на уменьшение
энергии активации из-за внешнего электрического
поля. Заметим, что согласно выражению (6) сред-
нее расстояние между ловушками можно опреде-
лить по наклону экспериментальных данных, отло-
женных в полулогарифмическом масштабе при фик-
сированной температуре. Ток рассчитывается со-
гласно выражению (5). Результаты моделирования
приведены на рис. 4d линиями с различной штри-
ховкой. Хорошее согласие рассчитанных зависимо-
стей с экспериментальными достигается при следу-
ющих значениях параметров: Wt = 0.58 ± 0.01 эВ,
Wo = 0.9 ± 0.01 эВ, m∗ = (2.14 ± 0.001)m0,
a = 2.42± 0.01 нм (N = (7.2± 0.1) · 1019 см−3). Этим
значениям в изучаемом интервале температур со-
ответствует частотный фактор (1.2–1.5) · 1014 с−1.
Следует отметить, что модель фонон-облегченного
туннелирования между нейтральными ловушками
предсказывает эффективную массу носителей за-
ряда в h-BN m∗ = 2.14m0, что близко к теорети-
чески рассчитанным методом ab initio значениям

m∗
⊥ = 2.2m0 для электронов и m∗

⊥ = 1.33m0 для
дырок [44]. Среднее расстояние между ловушками
2.42 нм в 6–8 раз больше расстояния между слоя-
ми h-BN. Это означает, что ловушки изолированы
друг от друга и не образуют непрерывного канала.
При этом расстояние между ловушками обеспечи-
вает туннельную прозрачность энергетического ба-
рьера между ними, что подтверждает применимость
модели (6) для описания транспорта в h-BN.

Ранее в рамках модели многофононной иони-
зации нейтральных ловушек для аморфного нит-
рида бора были определены значения термической
Wt = 1.0 эВ и оптической Wo = 2.0 эВ энергий лову-
шек [45]. Различие в энергиях ионизации ловушек
в гексагональном и аморфном BN обусловлено раз-
личным ближним порядком в структуре этих мате-
риалов [23].

3.4. Моделирование методом ab-initio

Открытым остается вопрос о природе ловушек,
участвующих в транспорте заряда в h-BN. Наиболее
вероятными кандидатами являются вакансии азота
и бора, а также дивакансия бор – азот (VNB) [46].
Результаты моделирования электронной структуры
VB и VN в h-BN описаны в ряде статей, в которых
изучаются свойства, связанные с энергией образова-
ния, структурной релаксацией, мультиплетностью
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основного состояния и уровнями переходных состо-
яний [47–49]. Недавно было показано, что VNB яв-
ляется наиболее вероятным парамагнитным дефек-
том в h-BN [46]. Для выяснения природы дефектов,
ответственных за транспорт заряда через исследу-
емые пленки h-BN, в настоящей работе методом ab

initio были рассчитаны значения термической W e/h
t

и оптическойW e/h
o энергий электронной и дырочной

ионизаций VB, VN и VNB, а также значения энер-
гии формирования Eform нейтральных дефектов по
формулам

W
e/h
t =

(
E−1/+1

p − E0
d

)
−
(
E0

p − E
−1/+1
d

)
, (7)

W e/h
o =W

e/h
t +W

e/h
rlx =

=W
e/h
t +

(
E0

d(q =−1/+1) − E0
d(q = 0)

)
, (8)

Eform = Ed − Ep + µ. (9)

Здесь E
+1/0/−1
p и E

+1/0/−1
d — энергии идеаль-

ной и дефектной суперъячеек с полным зарядом
q = +1/0/− 1 соответственно; E0

d(q=−1/+1) — энер-
гия дефектной суперъячейки с зарядом q = 0,
рассчитанная для геометрии, соответствующей
зарядовому состоянию q = +1/0/− 1; µ — хими-
ческий потенциал удаляемого атома, который для
азота считался равным половине полной энергии
молекулы N2, для бора — энергии отдельного атома
бора в стабильной кристаллической α-фазе.

Для всех моделируемых дефектов значения Wt

положительны (таблица), а поскольку рассчитыва-
емая величина также отражает выигрыш в энер-
гии при локализации заряда, можно сделать вы-
вод, что захват как электрона, так и дырки на VB,
VN и VNB в h-BN энергетически выгоден. Следова-
тельно, дефекты вакансионного типа в h-BN явля-
ются ловушками и для электронов, и для дырок.
Однако с учетом ошибки метода расчета величи-
ны Wt , составляющей ±0.15 эВ, полученные значе-
ния Wt и Wo количественно согласуются с экспе-
риментальными только для электронной ионизации
и только для дивакансий бор – азот: Wt = 0.4 эВ и
Wo = 0.75 эВ. Отметим, что энергия релаксации ло-
вушки Wrlx = Wo − Wt = 0.35 эВ совпадает с по-
лученным из транспортных измерений значением
Wrlx = (0.9− 0.58) эВ = 0.32 эВ. Кроме того, соглас-
но расчетам, Eform для VNB значительно меньше,
чем сумма Eform для VB и VN (а также VB + VB

и VN + VN). Этот результат, в свою очередь, со-
гласуется с данными работы [46], согласно которым
VB может мигрировать, образуя стабильную дива-

Таблица. Рассчитанные значения электронной и

дырочной термической Wt и оптической Wo энер-

гий ионизации, а также энергии формирования (в

эВ) вакансии бора (VB), вакансии азота (VN) и ди-

вакансии бор – азот (VNB) в h-BN

VB VN VNB

W e
t (V−1) 4.9 1.7 0.4

W e
o (V−1) 5.0 2.1 0.75

Wh
t (V+1) 0.15 3.6 4.2

Wh
o (V+1) 0.16 3.9 5.2

Eform 8.4 10.9 12.6

(a)  VB + e- (b)  VB + h+

(c)  VN + e- (d)  VN + h+

(e)  VNB + e- (f)  VNB + h+

Рис. 5. Разница в распределении плотности полного заря-

да электронов для отрицательно заряженной и нейтраль-

ной суперъячеек h-BN для дефектов VB (a ), VN (c ) и

VNB (e ), а также для нейтральной и положительно заря-

женной суперъячеек h-BN: VB (b ), VN (d ) и VNB (f ). Для

простоты приведен один монослой суперъячейки h-BN, в

котором находятся соответствующие дефекты

кансию VNB. Следовательно, среди собственных де-
фектов вакансионного типа в h-BN ключевым яв-
ляется VNB. Таким образом, по данным анализа
транспортных измерений и рассчитанной методом
ab initio электронной структуры собственных де-
фектов в h-BN можно заключить, что проводимость
h-BN в исследуемых структурах Ag/h-BN/p-Si явля-
ется электронной и осуществляется преимуществен-
но по дивакансиям бор – азот.
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Расчетное пространственное распределение
электронной плотности добавленного в суперъячей-
ку заряда подтверждает локализацию и электрона,
и дырки на VN, VB и VNB в h-BN, как показано
на рис. 5. Дефекты вакансионного типа в h-BN
способны локализовать как электроны, так и дыр-
ки. Для всех типов дефектов локализация заряда
наблюдается на ближайших к вакансии атомах. Для
VB отрицательный заряд распределен равномерно,
тогда как положительный заряд локализуется пре-
имущественно на одном из атомов N. В структуре
с VN заряд равномерно распределяется между бли-
жайшими атомами B. Для VB и VN распределение
заряда имеет вид антисвязующих 2pπ-орбиталей, и
в первом случае они перекрываются, а во втором —
не перекрываются. Для VNB добавленный заряд
распределяется равномерно между парой ближай-
ших атомов азота, причем распределение заряда
принимает вид связующих σ-орбиталей.

4. ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Таким образом, в настоящей работе показано,
что поперечный транспорт заряда в тонких пленках
гексагонального нитрида бора h-BN описывается
фонон-облегченным туннелированием между ней-
тральными ловушками. Установлено, что энергети-
ческие параметры ловушек составляютWt = 0.58 эВ
и Wo = 0.9 эВ для термической и оптической
энергий соответственно. Ловушки не перекрывают-
ся, разделены друг от друга несколькими слоями
h-BN и не образуют непрерывного канала. Полу-
ченные данные в купе с результатами ab initio-
моделирования указывают на то, что наиболее веро-
ятным кандидатом на роль ловушки в h-BN явля-
ется дивакансия бор – азот, а транспорт осуществля-
ется электронами. Однако, ввиду поликристалличе-
ской природы исследуемых пленок h-BN, ловушки
могут находиться как на границах зерен, так и вда-
ли от них. Определение точного положения ловушек
выходит за рамки настоящей работы.
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Исследованы квантовые и разностные осцилляции межслоевой проводимости в многослойной системе из

тонких пленок топологических изоляторов. Из-за линейности спектра носителей в такой системе возника-

ют новые особенности квантовых осцилляций. В частности, частоты осцилляций де Гааза – ван Альфена

и Шубникова–де Гааза зависят от химического потенциала квадратично, а не линейно, как в случае

систем с параболическим спектром носителей. По этой же причине фактор температурного затухания

осцилляций содержит химический потенциал. Это связано с неэквидистантностью уровней Ландау: чем

выше химический потенциал, тем меньше расстояние между уровнями Ландау. Однако частоты биений,

а также разностных медленных осцилляций не зависят от химического потенциала, и в этом смысле

поведение этих cистем аналогично поведению обычных недираковских систем. Наконец, в борновском

приближении (втором порядке крестовой диаграммной техники) мы рассмотрели общий случай, когда

в межслойной проводимости учитываются как внутризонные, так и межзонные переходы. Мы показали,

что вклад межзонных переходов не существен для осцилляций проводимости при отсутствии магнитных

примесей. Однако при наличии в спектре точки Дирака от нулевого уровня Ландау возникает линейный

по магнитному полю межзонный вклад в проводимость. Этот вклад при низких температурах экспонен-

циально мал по сравнению с внутризонным вкладом и исчезает при нулевой температуре.

DOI: 10.31857/S0044451023030124
EDN: QFAGYG

1. ВВЕДЕНИЕ

В последние три десятилетия магнитные кван-
товые осцилляции в квазидвумерных металлах вы-
звали большой экспериментальный интерес, по-

* E-mail: zaur0102@gmail.com

скольку позволили определять параметры элек-
тронной структуры различных перспективных ма-
териалов, таких как органические металлы [1–14]
(см. также большое число более свежих результа-
тов авторов процитированных работ), высокотем-
пературные сверхпроводники, включая различные
купраты [15–24] и железосодержащие сверхпровод-
ники [25–27], гетероструктуры и сверхрешетки [28],
интеркалированный графит [29], различные вандер-
ваальсовы кристаллы [30] и многие другие слои-
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стые проводники [31]. Параллельно магнитные ос-
цилляции в квазидвумерных металлах привлекли
и большое внимание теоретиков [10–14, 32–49], по-
скольку обнаружился ряд новых качественных эф-
фектов, особенно в проводимости [6, 11, 12], не опи-
сываемых в рамках традиционой теории, построен-
ной как для обычных трехмерных металлов [50–52],
так и для чисто двумерных электронных систем [53].
В обычных трехмерных металлах осцилляции в маг-
нитном поле вызваны относительно малым числом
носителей вблизи экстремальных сечений поверх-
ности Ферми, из за чего они являются достаточно
слабыми и описываются теорией Лифшица – Косе-
вича. В отличие от них квазидвумерные системы ха-
рактеризуются достаточно большим относительным
числом электронов, дающих вклад в осцилляции, и
условие малой амплитуды и постоянства химическо-
го потенциала уже не выполняются [54], что приво-
дит к неприменимости формализма Лифшица – Ко-
севича, в частности, для температурной зависимо-
сти гармоник [37, 38]. Ферми-поверхность в квази-
двумерных металлах представляет собой гофриро-
ванный цилиндр, и наличие двух экстремальных се-
чений (магнитное поле направлено поперек слоев)
приводит к суперпозиции двух разных частот и тем
самым возникновению биений:

cos

(
πkα∆S

B
− π

4

)
,

где ∆S — разность площадей экстремальных сече-
ний ферми-поверхности. Фазовый множитель π/4

определяется из геометрических соображений и яв-
ляется универсальным для всех величин.

Экспериментально было показано наличие сдви-
га фазы биений осцилляций намагниченности отно-
сительно поперечной проводимости [1–6]. Сначала
считалось, что этот сдвиг фазы вызван наличием
малых карманов поверхности Ферми, однако вычис-
ление зонной структуры показало неверность дан-
ного предположения [8]. Кроме того, в таких систе-
мах для проводимости наблюдаются так называе-
мые медленные осцилляции. Выяснению физическо-
го механизма и объяснению этих эффектов посвяще-
ны работы [6, 11, 40, 49].

В работе [6] экспериментально показано и тео-
ретически объяснено наличие зависящей от маг-
нитного поля разности фаз биений между осцил-
ляциями намагниченности и магнитосопротивления
в кристалле β-(BEDT-TTF)2IBr2 при температуре
T ≈ 0.6K в магнитном поле до 16 Тл. В рамках ква-
зиклассического транспортного уравнения Больц-
мана показано, что наличие разности фаз связано

с тем, что во втором случае характер осцилляций
определяется произведением времени релаксации,
среднего квадрата скорости электронов на поверх-
ности Ферми и плотности состояний, которые сами
по себе носят осциллирующий характер, в то время
как в определение намагниченности входит только
плотность состояний. Данное смещение по фазе по-
является, когда циклотронная энергия сравнивается
c межслоевым интегралом перескока t, т. е. при до-
статочно больших значениях магнитного поля или
сильной анизотропии.

В работе [11] рассмотрены медленные осцилля-
ции межслоевой проводимости в (BEDT-TTF)2IBr2
и показано, что они связаны с гофрированностью
поверхности Ферми. Здесь рассматривались осцил-
ляции намагниченности и продольного магнитосо-
противления при различных ориентациях магнит-
ного поля. При этом частота биений и частота мед-
ленных осцилляций менялись коррелированным об-
разом: Fslow (θ) = 2Fbeat (θ), где θ — угол наклона
магнитного поля. Из этого можно сделать вывод,
что физическое происхождение медленных осцил-
ляций связано именно с особой формой поверхно-
сти Ферми. В рамках квазиклассического прибли-
жения (уравнение Больцмана) показано, что приро-
да медленных осцилляций аналогична межподзон-
ным осцилляциям: они возникают из-за нелинейно-
сти и наличия двух близких частот. При этом часто-
та медленных осцилляций равна удвоенной частоте
биений, что согласуется с экспериментом. Независи-
мость медленных осцилляций от энергии приводит к
отсутствию температурного множителя, т. е. ампли-
туда медленных осцилляций не зависит от темпера-
туры в рамках модели, учитывающей только упру-
гое рассеяние на примесях. Это свойство медлен-
ных осцилляций также аналогично межподзонным
осцилляциям в полупроводниках [55–57] и являет-
ся общим для разностных осцилляций. Необходимо
отметить, что фактор Дингла для медленных осцил-
ляций отличается от такового для обычных осцил-
ляций, так как макроскопическая пространственная
неоднородность по своему действию подобна темпе-
ратуре, оба приводят к размытию поверхности Фер-
ми [11, 12, 40]. Таким образом, фактор Дингла для
медленных осцилляций содержит только рассеяние
на микроскопических центрах, например, примесях.
Учет электрон-электронного и электрон-фононного
взаимодействий приведет к некоторой зависимости
от температуры, однако температурное затухание
медленных осцилляций все равно будет намного сла-
бее по сравнению с затуханием обычных осцилляций
Шубникова. Например, в (BEDT-TTF)2IBr2 экспе-
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римент показывает, что повышение температуры
от 0.56 до 1.4 К практически полностью подавля-
ет быстрые осцилляции Шубникова, в то время как
амплитуда медленных осцилляций практически не
меняется [11]. Наблюдение медленных осцилляций
позволяет оценить величину интеграла перескока,
т. е. величину гофрироки поверхности Ферми [11].
Аналогично, в бислойных структурах медленные
осцилляции позволяют определить величину меж-
слоевого перескока электронов и помочь объясне-
нию наблюдаемого гармонического состава магнит-
ных квантовых осцилляций, например, как в купра-
тах [48] или трителлуридах редкоземельных метал-
лов [31]. С другой стороны, зависимость от темпера-
туры и магнитного поля позволяет получить инфор-
мацию об основных процессах рассеяния электро-
нов [11, 12]. Более строгие вычисления медленных
осцилляций методами диаграммной техники были
проведены как для межслоевой [40], так и для внут-
рислоевой [49] проводимости.

В настоящей работе мы исследуем медленные ос-
цилляции межслоевой проводимости в многослой-
ной системе из тонких пленок топологических изо-
ляторов. Из-за линейности спектра носителей в та-
кой системе возникают новые особенности кванто-
вых и медленных осцилляций. В частности, по ана-
логии с графеном, частоты осцилляций де Гааза –
ван Альфена и Шубникова – де Гааза зависят от хи-
мического потенциала квадратично, а не линейно,
как в случае систем с параболическим спектром но-
сителей. По этой же причине фактор температур-
ного затухания осцилляций Rk

T содержит химиче-
ский потенциал. Это связано с неэквидистантностью
уровней Ландау: чем выше химический потенциал,
тем меньше расстояние между уровнями Ландау
при этом химическом потенциале. Похожая зависи-
мость наблюдалась также в органических металлах
с квазидвумерным дираковским спектром [13, 14].
Но как мы покажем ниже, частоты биений, а также
медленных осцилляций не зависят от химического
потенциала, и в этом смысле характер этих явле-
ний схож с аналогичным в обычных недираковских
системах.

Статья организована следующим образом. В
разд. 2 мы приводим всю необходимую информацию
о гамильтониане и уровнях Ландау для многослой-
ного топологического изолятора. В разд. 3 приведе-
ны расчеты термодинамических величин для плот-
ности состояний, термодинамического потенциала
и намагниченности. В разд. 4 мы приводим расче-
ты межслоевой проводимости в тау-приближении. В
этом же разделе мы исследуем медленные осцилля-

ции проводимости и указываем на новизну резуль-
татов по сравнению со другими случаями много-
слойных металлов. В разд. 5 мы приводим расчет
межслойной проводимости с учетом межзонных пе-
реходов. При этом все подробности расчетов всех
упомянутых величин даются в Приложениях. В За-
ключении мы приводим основные результаты рабо-
ты и обсуждаем некоторые возможности экспери-
ментальной проверки предсказанных эффектов.

2. ГАМИЛЬТОНИАН И УРОВНИ ЛАНДАУ

Для исследования указанных выше эффектов
в многослойном топологическом изоляторе (МТИ)
мы воспользуемся моделью, предложенной в рабо-
те [58] (см. рис. 1). Было показано, что такая система
при наличии магнитных примесей может рассмат-
риваться как простейшая реализация трехмерного
вейлевского полуметалла. Однако в настоящей ра-
боте нас не интересует режим вейлевского полуме-
талла. Мы не включаем в модель магнитные приме-
си.

Рис. 1. Схематическое изображение многослойной струк-

туры. Незакрашенные участки обозначают слои топологи-

ческих изоляторов (TI), а закрашенные — обычные зонные

изоляторы

Гамильтониан гетероструктуры из топологиче-
ских изоляторов и пленок из обычных диэлектриков
может быть записан в виде

H =
∑

k⊥,i,j

c†k⊥i

[
υF τ

z (ẑ × σ)k⊥δi,j +∆Sτ
xδi,j +

+
1

2
∆Dτ

+δj,i+1 +
1

2
∆Dτ

−δj,i−1

]
ck⊥j , (1)

где k⊥ = (kx, ky) — импульс квазичастиц в
двумерной зоне Бриллюэна поверхности ТИ,
τ = (τx, τy, τz) — матрицы Паули, действующие на
псевдоспиновую степень свободы (принадлежность
верхней или нижней поверхностями ТИ), ∆S и
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∆D описывают туннелирование между верней и
нижней поверхностями слоев ТИ (∆S) и между
верней и нижней поверхностями диэлектрического
слоя (∆D). Индексы i, j нумеруют слои топологи-
ческого изолятора. Более детальную информацию
о происхождении и свойствах этого гамильтониана
можно найти в Приложении А. Этот гамильтониан
приводит к спектру (см. Приложение А)

εk = ±
√
υ2F
(
k2x + k2y

)
+∆2 (kz) , (2)

где
∆2 (kz) = ∆2

S +∆2
D − 2∆S∆D cos kzd

при −π/d < kz < π/d. Если |∆S | = |∆D| и
sign (∆S∆D) > 0, то в спектре имеется точка, в кото-
рой запрещенная зона исчезает. Это точка kzd = 0.
Если sign (∆S∆D) < 0, то этой точкой является
kzd = π (точки kzd = ±π совпадают из-за пери-
одичности зоны Бриллюэна). Если |∆S | 6= |∆D|,
то спектр содержит запрещенную зону шириной
||∆S | − |∆D||.

Для решения задачи квантования Ландау мы
упростим гамильтониан (1). Легко показать (см. [59]
и Приложение A), что низкоэнергетический гамиль-
тониан в импульсном пространстве может быть за-
писан в блочно-диагональной форме

H = υF (−σykx + σxky) + σz∆(kz) , (3)

где

∆̂ (kz) = ∆Sτ
x +

1

2
∆D

(
τ+eikzd + H.c.

)
.

В магнитном поле необходимо перейти к ковариант-
ному оператору импульса

p → p+
e

c
A.

Здесь мы воспользуемся калибровкой Ландау
A = (−Hy, 0, 0). Тогда собственные значения
гамильтониана (3) легко вычисляются:

εn = α

√
2υ2F l

−2
H ~2n+∆2 (kz), n 6= 0, (4)

ε0 = ±∆(kz) , n = 0,

где α = ±1 — зонный индекс, l−2
H = eH/~c. Отме-

тим, что кратность вырождения ненулевых уровней
Ландау в два раз больше, чем у нулевого.

3. КВАНТОВЫЕ ОСЦИЛЛЯЦИИ
НАМАГНИЧЕННОСТИ

В этом разделе мы рассмотрим квантовые ос-
цилляции плотности состояний и намагниченности

для МТИ. Это так называемые осцилляции де Гаа-
за – ван Альфена. Медленные осцилляции возника-
ют для проводимости и представляют собой модуля-
цию осцилляций Шубникова – де Гааза, вызванную
межслоевым взаимодействием. Следуя предыдуще-
му разделу, все подробности вычислений мы так-
же представили в Приложении B. Учитывая спектр
МТИ, полученный в разд. 2, запишем плотность со-
стояний в виде

ρ(ε) =
L

2π

1

πl2H

π
d∫

−π
d

dkz
∑

α=±

{δ(ε− ε0) +

+ 2

∞∑

n=1

δ(ε− εn)}, (5)

где мы учли, что кратность вырождения ненулевых
уровней Ландау в два раза больше, чем нулевого.
Проводя суммирование с использованием стандарт-
ных приемов (см. Приложение B), получим

ρ(ε) = ρ0(ε) + ρosc(ε), (6)

где

ρ0(ε) = 2NNLL

|ε|Θ
(
ε2 −∆2

)

υ2F l
−2
H ~2

, (7)

ρosc(ε) =
L

d

4 |ε|
π2l2H

×

× Re
∞∑

k=1

exp

[
2πik

ε2 −∆2
S −∆2

D

2υ2F l
−2
H ~2

]
J (k, ε) , (8)

J (k, ε) =

π∫

0

dkz exp

[
2πik

∆S∆D cos kzd

υ2F l
−2
H ~2

]
×

×Θ
(
ε2 −∆2 (kz)

)
. (9)

Рассмотрим теперь большой термодинамический
потенциал, который в общем виде дается выражени-
ем

Ω = −T
∞∫

0

ρ(ε) ln(1 + e
µ−ε
T )dε. (10)

Сразу отметим, что мы рассматриваем только по-
ложительные энергии. При низких температурах
вклад от валентной зоны пренебрежимо мал. Учет
отрицательных энергий не приводит к каким-либо
заметным изменениям полученных ниже результа-
тов. Нас будет интересовать только осциллирующая
часть термодинамического потенциала, которая вы-
числена в Приложении В:
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Ωosc ≈ 2NNLLT
∞∑

k=1

J0

(
2πk ∆S∆D

υ2
F
l−2

H
~2

)

k

cos
(

πk
υ2
F
l−2

H
~2

(
µ2 −∆2

S −∆2
D

))

sh
(
2π2 kTµ

υ2
F
l−2

H
~2

) . (11)

Отсюда для намагниченности M = −∂Ωosc/∂B получаем выражение

M = −2N
eT

π~c

∑

k

[
J0(kyH)

(
1
k cos(kxH(µ)) + xH(µ) sin (kxH(µ))

)
+ yHJ1(kyH) cos(kxH(µ))

]

sh
(

2π2kµT

υ2
F
l−2

H
~2

) , (12)

где мы пренебрегаем членом, пропорциональным
T/υ2F l

−2
H ~

2, и

yH = 2π
∆S∆D

υ2F l
−2
H ~2

, xH(ε) = π
ε2 −∆2

S −∆2
D

υ2F l
−2
H ~2

.

В случае слабых магнитных полей xH(µ) ≫ yH ≫ 1

(мы полагаем, что µ2 > ∆2
S + ∆2

D). При µ, отлич-
ном от

√
∆2

S +∆2
D, пренебрегаем первым и третьим

членом:

M = −Ne
(
µ2 −∆2

S −∆2
D

)

π2~c
×

×
∑

k

√
2

πyH
cos(kyH − π

4
) sin (kxH(µ))Rk

T , (13)

где

Rk
T =

2π2µ

~2l−2
H υ2F

T

sh
(

2π2kµT

~2l−2

H υ2
F

) .

В отличие от двумерной системы, наличие межслой-
ного перескока приводит к дополнительной модуля-
ции квантовых осцилляций намагниченности. Кро-
ме того, линейность спектра носителей заряда при-
водит к тому, что период осцилляций определяет-
ся квадратом химического потенциала: xH(µ) ∼ µ2.
По этой же причине фактор температурного зату-
хания осцилляций Rk

T содержит химический потен-
циал. Это связано с неэквидистантностью уровней
Ландау: чем выше химический потенциал, тем мень-
ше расстояние между уровнями Ландау при этом
химическом потенциале. Соответственно, рост хи-
мического потенциала приводит к уменьшению ам-
плитуды осцилляций при неизменной и отличной от
нуля температуре.

4. МЕЖСЛОЙНЫЙ ТРАНСПОРТ

Теперь исследуем межслойный транспорт. Мы
рассмотрим межслойную проводимость в рамках

простейшей тау-модели. Проводимость в этой моде-
ли дается формулой

σzz = e2
∞∫

0

dε(−n′

F (ε))I (ε) τ (ε) , (14)

с времемен релаксации

τ(ε)−1 =
πnimpu

2
0

~
ρ(ε), (15)

где nimp — концентрация примесей, u0 — амплитуда
примесного потенциала, а кинетический коэффици-
ент I (ε) определяется как

I (ǫ) =
∑

α=±1

∑

n,kz

|υz|2δ (ǫ− εn,kz
) . (16)

Подробный расчет этой функции приведен в При-
ложении С. Мы здесь воспользуемся готовым выра-
жением

I (ǫ) = NNLL
d2

2π~2
∆S∆D

ε

[
π∆s∆D

2~2l−2
H υ2F

+

+

∞∑

k=1

1

k
cos

(
2πk

ε2 −∆2
S −∆2

D

2υ2F l
−2
H ~2

)
×

× J1

(
2πk

∆S∆D

υ2F l
−2
H ~2

)]
. (17)

Из-за квантования Ландау величины I (ǫ) и τ (ǫ)
дают отдельные вклады в проводимость. В этом од-
на из причин, что осцилляции кинетических коэф-
фициентов (эффект Шубникова – де Гааза) отлича-
ются от квантовых осцилляций термодинамических
величин (эффект де Гааза – ван Альфена). В част-
ности, в слоистых системах это приводит к новому
эффекту — необычной модуляции проводимости, ко-
торая получила название медленных осциляций в
пионерской работе [11]
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При низких температурах вклад в проводимость
вносят энергии вблизи химического потенциала.
Учитывая, что µ ≫ ∆S + ∆D, мы можем опустить
тета-функцию в (9). Тогда (детали расчета плотно-
сти состояний приведены в Приложении В)

Im (k, ε) =

π∫

0

dkz exp

[
2πik

∆S∆D cos kzd

υ2F l
−2
H ~2

]
=

= πJ0

(
2πk

∆S∆D

υ2F l
−2
H ~2

)
. (18)

Используя выражения (23) и (48) для терма k = 1,
мы получим

I(ε)τ(ε) =
∆2

S∆
2
Dd

2

4nimpu20~ε
2
×

×
[
1− 2

√
1 + a2

π

√
υ2F l

−2
H ~2

∆S∆D
cosxH cos

(
yH +φ− π

4

)
+

+
1

π2

υ2F l
−2
H ~2

∆S∆D

(
1+

√
1 + a2 cos

(
2
(
yH +

φ

2
− π

4

)))]
,

(19)
где

a = tanφ =
~2l−2

H υ2F
π∆s∆D

.

Здесь мы оставили только члены до второго поряд-
ка включительно по функциям Бесселя. Поскольку
наиболее значимой является область энергии вблизи
уровня Ферми, при интегрировании по энергии по-
лагаем ε2 ≈ µ2+2µ(ε−µ) в аргументе для косинуса,
а в знаменателе заменяем ε2 ≈ µ2. Для проводимо-
сти получаем

σzz =
e2∆2

S∆
2
Dd

2

4nimpu20~µ
2

[
1− 2

π

√
υ2F l

−2
H ~2

∆S∆D

√
1 + a2 cos(xH(µ)) cos

(
yH + φ− π

4

)
RT +

+
1

π2

υ2F l
−2
H ~2

∆S∆D

(
1 +

√
1 + a2 cos

(
2

(
yH +

φ

2
− π

4

)))]
, (20)

где

RT =
2π2µ

~2l−2
H υ2F

T

sh
(

2π2µT

~2l−2

H υ2
F

) .

Как следует из полученного выражения, осцил-
ляции межслойной проводимости смещены по фазе
на значение φ от осцилляций намагниченности (см.
рис. 2). Это смещение является функцией межслой-
ных параметров перескока. При отсутствии межс-
лойного взаимодействия это смещение обращается
в нуль. Кроме того, в проводимости имеется осцил-
ляционный член, не содержащий температуру.

В этой работе мы преимущественно используем
тау-приближение теории электронного транспорта.
Конечно, необходимо отметить, что строгий расчет
квантовых осцилляций межслойной проводимости
должен быть проведен в рамках диаграммной тех-
ники (частично мы это проделаем в следующем раз-
деле). Это особенно важно при больших амплитудах
осцилляций. В частности, проведенный одним из со-
авторов статьи расчет межслоевого магнитосопро-
тивления и его медленных осцилляций с помощью
тау-приближения и диаграммной техники (соответ-
ственно, формула (4) из статьи [9] и формулы (19),
(21) из статьи [10]) показал, что имеется некото-
рое небольшое различие в амплитуде медленных ос-
цилляций, вычисленной этими двумя методами. Это

различие возникает от членов вида GRGR + GAGA

в петле восприимчивости, которые исчезают, если
пренебречь осциллирующей зависимостью собствен-
ной энергии электронов от энергии или от магнит-
ного поля. Тем не менее остальные характеристики,
такие как частота, остаются без изменений, и даже
полевая зависимость амплитуды почти не меняется.
Различие результатов этих двух методов расчета ма-
ло, потому что в этих работах, как и в нашей статье,
осцилляции все-таки предполагаются слабыми и по
их амплитуде идет разложение, т. е. медленные ос-
цилляции вычисляются в низшем неисчезающем по-
рядке теории возмущений по малой амплитуде кван-
товых осцилляций. Безусловно, для строгого коли-
чественного их описания нужен расчет методами
диаграммной техники, но для качественного описа-
ния основных свойств медленных осцилляций доста-
точно и используемого в статье тау-приближения,
конечно, с учётом того, что частота рассеяния 1/τ в
борновском приближении пропорциональна осцил-
лирующей плотности состояний.

5. УЧЕТ МЕЖЗОННЫХ ПЕРЕХОДОВ

Рассмотрим теперь межслойную проводимость
при учете межзонных переходов. В общем слу-
чае недиагонального матричного элемента операто-
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Рис. 2. Осцилляции межслойной проводимости (вверху)

и намагниченности (внизу) при изменении величины маг-

нитного поля в многослойном топологическом изоляторе

со спектром, описываемым уравнениями (1) и (2)

ра скорости для межслойной проводимости имеем
следующее выражение:

σz =

∞∫

−∞

dε

(
−∂f
∂ε

)
Σz (ε) . (21)

Здесь

Σz (ε) =
2π~e2

3V

∑

k1k2

V z
k1k2

V z
k2k1

Ak1
(ε)Ak2

(ε) , (22)

где V z
k1k2

= 〈k1| V̂z |k2〉 — матричный элемент опера-
тора скорости вдоль оси Z (поперек слоям)

V̂z =
∆Dd

~
σz ⊗ [τx sin (kzd) + τy cos (kzd)] , (23)

Ak (ε) — спектральная функция, а через k обозначе-
ны квантовые числа: волновые векторы, номер уров-
ней Ландау, индексы зон и подзон.

Вывод этой формулы приведен в Приложении D.
Собственные векторы гамильтониана, которые вхо-
дят в матричные элементы, получены в работе [59]

|nsα〉 = |uα〉 ⊗ |υsαn 〉 , (24)

|uα〉 =
1√
2

(
1, α

∆S +∆De
−ikzd

∆(kz)

)T
, (25)

|υsαn 〉 = 1√
2



√

1 +
α∆(kz)

ǫnsα
, is

√

1− α∆(kz)

ǫnsα



T

, (26)

где s = ±1 — индекс, различающий электронные и
дырочные состояния, а α = ±1 — индекс, различаю-
щий две ветви спектра с различными киральностя-
ми. Для дираковского полуметалла, с которым мы

здесь имеем дело, эти ветви совпадают, давая лишь
двукратное вырождение энергии. При наличии маг-
нитных примесей происходит зеемановское расщеп-
ление уровней и эти ветви смещаются друг отно-
сительно друга, пересекаясь в двух точках Вейля,
характеризующихся противоположными кирально-
стями. В нашем случае спектр не зависит от индек-
са α, а в плотность состояний он войдет как коэф-
фициент 2, учитывающий дополнительное вырож-
дение. По этой причине вместо двух собственных со-
стояний |ns±〉 необходимо рассмотреть их линейную
комбинацию β1 |ns+〉 + β2 |ns−〉. Мы же несколько
упростим ситуацию, взяв собственные состояния с
одним значением этого индекса, например, с α = 1.
Такой выбор никак не скажется на наших результа-
тах, пока система не содержит магнитных примесей.
В этом случае

σz =
2π~e2

3V

∑

n,kz,α,β

∞∫

−∞

dε

(
−∂f
∂ε

)
×

× 〈α| V̂ n
z |β〉 〈β| V̂ n

z |α〉Anα (kz, ε)Anβ (kz , ε) , (27)

где 〈±| V̂ n
z |±〉 = 〈n±| V̂z |n±〉. Вычислим матричные

элементы

〈u| τx |u〉 = ∆S +∆D cos (kzd)

∆ (kz)
, (28)

〈u| τy |u〉 = −∆D sin (kzd)

∆ (kz)
, (29)

〈
υ+n
∣∣σz

∣∣υ−n
〉
=
〈
υ−n
∣∣ σz

∣∣υ+n
〉
=

√

1− ∆2 (kz)

ǫ2n
= W ,

(30)
〈
υ+n
∣∣ σz

∣∣υ+n
〉
=

∆(kz)

ǫn
= V = −

〈
υ−n
∣∣ σz

∣∣υ−n
〉
. (31)

Тогда

σ =
2π~e2

3V

∑

n,kz

∞∫

−∞

dε

(
−∂f
∂ε

)
×

×
[
V2
(
A2

n+ (kz, ε) +A2
n− (kz , ε)

)
+

+ 2W2An+ (kz, ε)An− (kz , ε)
]
. (32)

В тау-приближении, когда число примесей мало,
имеем

A2
n± (kz, ε) →

1

2π~
δ (ε∓ ǫnkz

) τ (ε) . (33)

В этом приближении первое слагаемое получен-
ного выражения есть не что иное, как вычисленная

8 ЖЭТФ, вып. 3
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нами в предыдущем разделе межслойная проводи-
мость, в которой учтены только внутризонные пе-
реходы (в зоне проводимости и в валентной зоне).
Второе слагаемое представляет собой поправку из-
за межзонных переходов:

δσz =
4π~e2

3V

∑

n,kz

∞∫

−∞

dε

(
−∂f
∂ε

)
×

×W 2
n,kz

An+ (kz , ε)An− (kz , ε) . (34)

Понятно, что при наличии зеемановского расщепле-
ния уровней возникнут дополнительные межзонные
переходы и поправка к проводимости будет иметь
более сложный вид.

Исследуем полученную поправку к межслойной
проводимости. При низкой концентрации приме-
сей (ni → 0) межзонный вклад отличен от нуля
только для нулевого уровня Ландау и только ес-
ли |∆S | = |∆D| = ∆, т. е. когда в спектре име-
ется точка Дирака. Действительно, в этом случае
An± (kz, ε) → δ (ε∓ ǫnkz

), а нулевой уровень Ландау
ε0 = ±∆(kz) ≈ ±∆dkz содержит точку Дирака при
kz = 0, которая и дает ненулевой вклад в интеграл.
В этой точке Дирака

W 2
0,kz=0 =

d2∆2

2~2
.

Тогда

δσ =
e3

~3

d∆H

µπc

βµ

4 ch2 βµ
2

. (35)

Как видно из этого выражения, при нулевой тем-
пературе межзонный вклад исчезает. При низких
температурах (βµ ≫ 1) этот вклад экспоненциаль-
но мал. Однако при выводе этого выражения мы не
использовали приближение низких температур. При
βµ > 1 имеем δσ ∼ βµe−βµ, а при βµ < 1 экспонен-
циальный фактор исчезает δσ ∼ βµ. Эффект исчез-
новения межслойного вклада при отсутствии точек
Дирака связан с тем, что мы выбрали спектральные
функции в виде дельта-функций, что справедливо
в пределе ni → 0 (на самом деле имеется в виду
предел большого значения времени рассеяния, что
часто означает малое число примесей). Физически
это означает, что усредненное рассеяние электронов
на примесях слабое и соответствующим уширением
уровней Ландау можно пренебречь. Наличие точ-
ки Дирака дает бесщелевой нулевой уровень Лан-
дау, через который и возникает межзонный вклад в
проводимость. В общем случае исходный дельта-пик
спектральной функции уширяется и, строго говоря,

межзонный вклад будут давать и ненулевые уровни
Ландау. Однако основной вклад по-прежнему будет
давать нулевой уровень.

Еще раз отметим, что межзонный вклад δσz ис-
чезает, если в спектре нет точек Дирака. Таким об-
разом, наличие такого вклада в межслоевой прово-
димости может быть предложено как метод иден-
тификации точек Дирака в спектре. Исследование
межзонного вклада в бесщелевом случае заслужи-
вает отдельного внимания. Особенно это важно, ес-
ли многослойный ТИ содержит магнитные приме-
си, которые за счет нарушения Т-симметрии рас-
шепляют дираковский спектр на два вейлевских. В
этом случае многослойный ТИ становится вейлев-
ским полуметаллом с устойчивыми точками Вейля
и соответствующими бесщелевыми нулевыми уров-
нями Ландау.

6. ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Рассмотренные в данной работе эффекты мо-
гут быть экспериментально исследованы, напри-
мер, в гетероструктуре, состоящей из тонких пленок
Bi2Se3, разделенных тонкими слоями обычных ди-
электриков. В работах [60–62] была продемонстри-
рована возможность выращивать ультратонкие вы-
сококачественные пленки Bi2Se3. В качестве дру-
гих материалов, гетероструктуры из которых мо-
гут выступать кандидатами для надежной провер-
ки исследованных эффектов, можно назвать Bi2Te3
и Sb2Te3, топологические свойства которых хорошо
известны [63–67].

Как одно из интересных направлений обобщения
полученных здесь результатов можно отметить ис-
следование межслойного транспорта в многослой-
ных структурах, состоящих из тонких пленок то-
пологических изоляторов и сверхпроводников. На-
пример, можно предложить структуру на основе
Bi2Te3/NbSe2 [68], в которой возникают так называ-
емые майорановские моды, что, по-видимому, суще-
ственно скажется на квантовых осцилляциях межс-
лойного транспорта.

В заключении отметим, что представляет боль-
шой интерес исследовать влияние магнитных при-
месей на медленные осцилляции в МТИ, т. е. рас-
смотреть режим вейлевского полуметалла с нару-
шенной Т-симметрией (см., например, [58, 69–71]).
Предварительные расчеты показывают, что возни-
кает новая характерная частота модуляции основ-
ной моды квантовых осцилляций. Эта частота свя-
зана со сдвигом конусов Дирака из-за нарушения Т-
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симметрии и определяется расстоянием между точ-
ками Вейля. Кроме того, при наличии магнитных
примесей более существенными будут поправки к
проводимости от межзонных и межподзонных пе-
реходов. Эти эффекты — предмет отдельного рас-
смотрения.

Финансирование. Работа одного из соавто-
ров (А. З. З.) выполнена при поддержке Россий-
ского научного фонда (грант 22-72-00110), другого
(П. Д. Г.) — при поддержке Российского фонда фун-
даментальных исследований (гранты 21-52-12043 и
21-52-12027) и в рамках программы стратегического
академического лидерства «Приоритет-2030» (грант
НИТУ «МИСиС» № К2-2022-025).

Приложение A.

Гамильтониан и спектр

Гамильтониан гетероструктуры из топологиче-
ских изоляторов и пленок из обычных диэлектриков
может быть записан в виде (см. [58])

H =
∑

k⊥,i,j

c†k⊥i

[
υF τ

z (ẑ × σ)k⊥δi,j +∆Sτ
xδi,j +

+
1

2
∆Dτ

+δj,i+1 +
1

2
∆Dτ

−δj,i−1

]
ck⊥j . (36)

Здесь ẑ — единичный вектор в направлении Z. То-
гда

[ẑ × σ] · k⊥ = −σykx + σxky,

что есть гамильтониан киральных дираковских
электронов на одной из поверхностей топологиче-
ского изолятора. Запись [ẑ × σ] · k⊥ соответствует
киральности, которую можно легко понять с по-
мощью правила левой руки: положите левую руку
на поверхность стола ладонью вниз. Тогда четыре
вытянутых пальца покажут направление импульса,
а отогнутый на 90 град большой палец покажет на-
правление спина. Такая ориентация соответствует
одной киральности. Состояние с противоположной
киральностью можно представить аналогично,
только вместо левой руки следует взять правую.
Две поверхности ТИ учитываются матрицей Паули
τz , которая содержит два значения кирально-
сти. Индексы i, j нумеруют слои топологического
изолятора. Член с ∆S соответствует перескокам
между верхней и нижней поверхностями одного
и того же слоя. Гамильтониан записан в базисе

состояний
(
1 0

)T
,
(
0 1

)T
, которые обозначают

принадлежность к верхней и нижней поверхностям
данного слоя топологического изолятора. В этом

базисе смешивание поверхностей (перескоки между
ними) дается матрицей Паули τx:

τx

(
1

0

)
=

(
0

1

)
, τx

(
0

1

)
=

(
1

0

)
.

Дельта-функция δi,j в этом слагаемом обозначает,
что эти перескоки происходят внутри одного слоя.
Оставшиеся члены описывают перекоки между со-
седними слоями ТИ через обычный диэлектрик.
Слагаемое с τ+ обозначает перескоки с нижней по-
верхности данного слоя на верхнюю поверхность
нижнего соседнего слоя: дельта символ δj,i+1 отли-
чен от нуля для переходов j → i = j − 1. Это видно
из явного вида матрицы

1

2
τ+ =

(
0 1

0 0

)
,

которая переводит состояние
(
0 1

)T
(соответству-

ющее нижней поверхности) в
(
1 0

)T
(соответству-

ющее верхней поверхности), но не наоборот. А слага-
емое с τ− обозначает перескоки с верхней поверхно-
сти данного слоя на нижнюю поверхность верхнего
соседнего слоя: дельта символ δj,i−1 отличен от нуля
для переходов j → i = j + 1. Матрица

1

2
τ− =

(
0 0

1 0

)

переводит состояние
(
1 0

)T
в
(
0 1

)T
, но не на-

оборот.
Найдем спектр, соответствующий такому га-

мильтониану. Для этого представим все дельта-
символы через фурье-образы

H =
1

N

∑

k⊥,i,j,kz

eikz(ri−rj)c†
k⊥i [υF τ

z (ẑ × σ)k⊥+

+∆Sτ
x +

1

2
∆Dτ

+eikzd +
1

2
∆Dτ

−e−ikzd

]
ck⊥j , (37)

где мы воспользовались представлением

δi,j =
1

N

∑

kz

eikz(ri−rj).

Здесь ri±1 = ri ± d, а N — число слоев. Соответ-
ственно, в импульсном пространстве имеем

Hk =

(
υF (ẑ × σ)k⊥ ∆S +∆De

ikzd

∆S +∆De
−ikzd −υF (ẑ × σ)k⊥

)
.

Спектр такого гамильтониана легко найти:

εk = ±
√
υ2F
(
k2x + k2y

)
+∆2 (kz), (38)
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где
∆2 (kz) = ∆2

S +∆2
D − 2∆S∆D cos kzd.

Гамильтониан обладает SO(3) симметрией:

eiτ ·φHke
−iτ ·φ = Hk.

Поэтому его можно представить в блочно-
диагональной форме Hk = τzH̃k, где

H̃k = υF (ẑ × σ)k⊥ + σz∆(kz) .

Это означает, что достаточно работать с одним из
блоков такой формы.

Приложение B.

Плотность состояний, термодинамический

потенциал и намагниченность

Для плотности состояний имеем формулу (5).
Воспользуемся формулой Пуассона

f(0) + 2
∑

n=1

f(n) =

= 2

∞∫

0

f(x)dx + 4Re

∞∑

k=1

∞∫

0

f(x)e2πikxdx. (39)

Рассмотрим осциллирующую и неосциллирующую
части по отдельности. Для неосциллирующей части
имеем

ρ0(ε) =
L

π
NLL

π
d∫

−π
d

dkz
∑

α=±

∞∫

0

δ(ε− εx)dx, (40)

где NLL = 1/πl2H — степень вырождения уровней
Ландау. Проводя суммирование по зонному индек-
су, получаем

ρ0(ε) =
2LNLL

π
|ε|

π
d∫

−π
d

dkz ×

×
∞∫

0

δ(ε2 − 2υ2F l
−2
H ~

2x−∆2 (kz))dx. (41)

Проводя сначала интегрирование по kz , получим

ρ0(ε) = 2NNLL

|ε|Θ
(
ε2 −∆2

)

π∆S∆D
×

×

xmax∫

xmin

dx√√√√1−
(
2υ2F l

−2
H ~2x+∆2

S +∆2
D − ε2

)2

(2∆S∆D)
2

,

где

xmin =
ε2 − (∆S +∆D)

2

2υ2F l
−2
H ~2

,

xmax =
ε2 − (∆S −∆D) ,2

2υ2F l
−2
H ~2

,

∆ = |∆S −∆D|, и N = L/d — число слоев. Плот-
ность состояний содержит сингулярные точки, ко-
торые соответствуют минимуму и максимуму коси-
нусоидального профиля уровней Ландау. Например,
для нулевого уровня это точки ε2± = (∆S ±∆D)2.
Это есть не что иное, как сингулярности ван Хова.
Действительно, вблизи своих экстремумов спектр
становится плоским, что приводит к сингулярности
плотности состояний из-за вырожденности уровней
Ландау. Чтобы проинтегрировать по x, перейдем к
новой переменной:

2υ2F l
−2
H ~2x+∆2

S +∆2
D − ε2

2∆S∆D
= cos y,

dx =
−∆S∆D sin y dy

υ2F l
−2
H ~2

.

После элементарного интегрирования получаем
формулу (7).

Рассмотрим теперь осциллирующую часть

ρosc(ε) = 2NNLL
|ε|
π

Re

∞∑

k=1

π∫

−π

dkz ×

×
∞∫

0

δ(ε2 − 2υ2F l
−2
H ~

2x−∆2 (kz))e
2πikxdx. (42)

Проинтегрируем сначала по x:

ρosc(ε) = 2NNLL
|ε|
π

Re

∞∑

k=1

π∫

−π

dkz ×

× exp

[
2πik

ε2 −∆2 (kz)

2υ2F l
−2
H ~2

]
Θ
(
ε2 −∆2 (kz)

)
. (43)

Интегрирование по kz окончательно дает выраже-
ние (8).

Получим теперь выражение для осциллирующей
части термодинамического потенциала. Подставляя
в формулу (10) выражение для плотности состоя-
ний, получим

Ωosc = −2NNLL
T

π
Re

∞∑

k=1

∞∫

0

εdε×
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× exp

[
πik

ε2 −∆2
S −∆2

D

υ2F l
−2
H ~2

]
J (k, ε) ln

(
1 + e

µ−ε
T

)
.

(44)

Введем промежуточные обозначения

α =
πk

υ2F l
−2
H ~2

, β = πk
∆2

S +∆2
D

υ2F l
−2
H ~2

.

При интегрировании по энергиям возникает инте-
грал

I =

∞∫

0

ε exp
[
i
(
αε2 − β

)]
×

×Θ
(
ε2 −∆2 (kz)

)
ln
(
1 + e

µ−ε
T

)
dε. (45)

Представим интеграл в виде

I =
1

2

∞∫

∆(kz)

exp
[
i
(
αε2 − β

)]
ln
(
1 + e

µ−ε
T

)
dε2 (46)

и проинтегрируем сначала по частям:

I = −e
−iβ

2iα

[
µ−∆(kz)

T
eiα∆

2(kz) − 1

T

∞∫

∆(kz)

eiαε
2

dε

e
ε−µ
T + 1

]
=

= −e
−iβ

2iα

[
µ−∆(kz)

T
eiα∆

2(kz) −
∞∫

−∞

eiα(yT+µ)2dy

ey + 1

]
,

(47)

где мы заменили нижний интеграл на −∞, посколь-
ку используется приближение µ−∆

T ≫ 1.
Прежде всего, разберемся с первым слагаемым.

Проводя интегрирование по kz в термодинамиче-
ском потенциале, находим

e−iβ

π∫

0

dkz exp

[
2πik

∆S∆D cos kzd

υ2F l
−2
H ~2

]
eiα∆

2(kz) ×

× (µ−∆(kz)) = e−iβ

π∫

0

dkz (µ−∆(kz)) e
iβ =

=

π∫

0

dkz (µ−∆(kz)) .

Этот интеграл действителен. Следовательно, вклад
от первого слагаемого (47) в термодинамический по-
тенциал равен нулю.

Далее, рассмотрим интеграл

∞∫

−∞

exp
(
iα (yT + µ)

2
)
dy

ey + 1
=

= −2πi

∞∑

n=0

e−2π(2n+1)αTµ ×

× exp
(
iα
(
µ2 + (2n+ 1)

2
π2T 2

))
, (48)

где мы воспользовались методом вычетов. Отсюда

I = −π
α

∞∑

n=0

e−2π(2n+1)αTµ ×

× exp
(
iα
(
µ2 −∆2

S −∆2
D + (2n+ 1)2 π2T 2

))
.

Подставляя это выражение в термодинамический
потенциал, интегрируя по kz и учитывая, что

π∫

0

dkz exp

[
2πik

∆S∆D cos kzd

υ2F l
−2
H ~2

]
= J0

(
2πk

∆S∆D

υ2F l
−2
H ~2

)
,

окончательно получим

Ωosc = 4NNLLT

∞∑

k=1

J0

(
2πk ∆S∆D

υ2
F l−2

H ~2

)

k
×

×
∞∑

n=0

exp

(
−2π2 (2n+ 1) kTµ

υ2F l
−2
H ~2

)
×

×cos

(
πk

υ2F l
−2
H ~2

(
µ2 −∆2

S −∆2
D + (2n+ 1)

2
π2T 2

))
.

(49)

В силу быстрой сходимости ряда по n мы прене-
брегаем зависимостью осциллирующей части от n.
Тогда ряд легко суммируется, и мы получаем выра-
жение (19).

Приложение C.

Межслойный транспорт

Исследуем поведение функции I (ε). Для скоро-
сти υz из спектра получим

υz =
∂εn,kz

~∂kz
= −d∆S∆D

~

sin kzd√
2υ2F l

−2
H ~2n+∆2 (kz)

.

(50)
Используя (2), получим

υz =
∂εn,kz

~∂kz
=

= − d

2~

√
4∆2

S∆
2
D −

(
ǫ2 − 2υ2F l

−2
H ~2n−∆2

S −∆2
D

)2

ǫ
.

(51)
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Используя формулу Пуассона и суммируя по α, по-
лучим

I0 (ǫ) = NLL
L

2πd

d2

4~2

π∫

−π

dz

∞∫

0

dx×

× 4∆2
S∆

2
D −

(
ǫ2 − 2υ2F l

−2
H ~2x−∆2

S −∆2
D

)2

ǫ
×

× 2δ
(
ε2 − 2υ2F l

−2
H ~

2x−∆2 (kz)
)
. (52)

Интегрируя по z, находим

I0 (ǫ) = NNLL
d2∆S∆D

2π~2
×

×
xmax∫

xmin

dx

√
1− (2υ2

F l−2

H ~2x+∆2
S+∆2

D−ε2)
2

4∆2
S∆

2
D

ǫ
. (53)

Переходя к новой переменной

2υ2F l
−2
H ~2x+∆2

S +∆2
D − ε2

2∆S∆D
= cos y, (54)

получаем

I0 (ǫ) = NNLL
d2∆2

s∆
2
D

4υ2F l
−2
H ~4ǫ

. (55)

Рассмотрим теперь осциллирующую часть

Iosc (ǫ) = NNLL
d2∆S∆D

π~2ǫ
Re

∞∑

k=1

xmax∫

xmin

dx ×

× e2πikx

√

1−
(
2υ2F l

−2
H ~2x+∆2

S +∆2
D − ε2

)2

4∆2
S∆

2
D

. (56)

Переходя к новой переменной

2υ2F l
−2
H ~2x+∆2

S +∆2
D − ε2

2∆S∆D
= cos y, (57)

получаем

Iosc (ǫ) =

= NNLL
d2∆2

S∆
2
D

πǫυ2F l
−2
H ~4

×

× Re

∞∑

k=1

exp

(
2πik

(
ε2 −∆2

S −∆2
D

2υ2F l
−2
H ~2

))
×

×
π∫

0

exp

(
2πik

(
∆S∆D cos y

υ2F l
−2
H ~2

))
sin2 ydy. (58)

Используя формулу
π∫

0

exp

(
2πik

(
∆S∆D cos y

υ2F l
−2
H ~2

))
sin2 ydy =

= π

[
J0 (a) +

d2J0 (a)

da2

]
=
π

a
J1 (a) , (59)

a = 2πk
∆S∆D

υ2F l
−2
H ~2

,

получаем

Iosc (ǫ) = NNLL
d2

2π~2
∆S∆D

ε

∞∑

k=1

1

k
cos

(
2πk

ε2 −∆2
S −∆2

D

2υ2F l
−2
H ~2

)
J1

(
2πk

∆S∆D

υ2F l
−2
H ~2

)
. (60)

Итак,

I (ǫ) = NNLL
d2

2π~2
∆S∆D

ε

[
π∆s∆D

2~2l−2
H υ2F

+

∞∑

k=1

1

k
cos

(
2πk

ε2 −∆2
S −∆2

D

2υ2F l
−2
H ~2

)
J1

(
2πk

∆S∆D

υ2F l
−2
H ~2

)]
. (61)

Приложение D.

Межслойная проводимость с

недиагональным матричным элементом

оператора скорости

Получим выражение для статической проводи-
мости с помощью формулы Кубо

σ = − lim
ω→0

(
1

ω
ImPR (ω)

)
. (62)

Здесь

PR (ω) = P (q = 0, ωn)|iωn→ω+i0 (63)

— фурье-компонента запаздывающей двухвремен-
ной функции Грина, которая в представлении мни-
мых времен записывается в виде

P (q = 0, ωn) = − 1

V

β∫

0

dτei~ωnτ 〈Tτ [J (τ) , J (0)]〉 ,

(64)
где скобки 〈...〉 обозначают гиббсковское усреднение
и усреднение по примесям.

Выражая оператор тока свободных частиц через
операторы вторичного квантования, получим
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PR (ωn) =
e2

V

∑

k1k2k′
1
k′
2
σ1σ2

Vk1k2
Vk′

1
k′
2
×

×KR
ω (k1σ1, k2σ1; k

′
1σ2, k

′
2σ2, ) . (65)

Здесь Kωn
(k1σ1, k1σ1; k2σ2, k2σ2) — фурье-образ

двухчастичной функции Грина

Kτ (1, 2; 1
′, 2′) = −〈Tτ [a1 (τ) a2 (τ) a1′ (0) a2′ (0)]〉 ,

(66)

где 1 = k1, σ1. В первом приближении величину
PR (ωn) можно представить с помощью диаграммы,
приведенной на рис. 3. Тогда получаем

PR (ωn) =
2e2

V

∑

k1k2

Vk1k2
Vk2k1

×

×
β∫

0

dτei~ωnτG (k1,−τ)G (k2, τ) , (67)

где мы учли равенство

G12 (τ) = δ12G (k1, τ) ,

справедливое при усреднении по примесям. Функ-
ция G (k1, τ) получена при разложении по всем
несвязанным диаграммам по примесному потенци-
алу.

Рис. 3. Диаграммное представление величины PR (ωn)

Стандартное разложение функций Грина в ряд
Фурье дает

PR (ωn) =
2e2

V

∑

k1k2

Vk1k2
Vk2k1

×

× 1

β

∞∑

s=−∞

G (k1, ζs)G (k2, ζs − ~ωn) , (68)

что позволяет рассчитать сумму

1

β

∞∑

s=−∞

G (k, ζs)G (k, ζs − ~ωn) .

Для этого вычислим

S12 (ωn) =
1

β

∞∑

s=−∞

G1 (ζs)G2 (ζs − ~ωn) , (69)

где индексы соответствуют импульсам. Рассмотрим
интреграл в комплексной плоскости

I12 (ωn) =
1

2πiC
f (z)G1 (z)G2 (z − i~ωn) , (70)

где контур C охватывает все полюса функции рас-
пределения f (z), т. е. точки zs = iζs, а функции
G1,2 (z) это аналитические продолжения функций
Грина с дискретных точек zs = iζs на всю комплекс-
ную плоскость. Тогда по теореме о вычетах имеем

I12 (ωn) = −S12 (ωn) . (71)

С другой стороны, мы можем изменить контур, учи-
тывая особенности функций Грина G1, G2. Изучим
эти особенности.

Функцию Грина G (z) можно представить через
спектральную плотность в виде

G (z) =

∞∫

−∞

dε
ρk (ε)

z − ε
. (72)

Этот интеграл представляет собой интеграл Коши,
причем контур проходит по действительной оси.
Следовательно, действительная ось является осо-
бенностью, на которой функция Грина не являет-
ся аналитической. Причем по обе стороны от этой
оси аналитическими являются функции GR (z) — в
верхней полуплоскости и GA (z) — в нижней полу-
плоскости. Аналогично, для функции G2 (z − i~ωn)

такой особенностью является прямая Imz−~ωn = 0.
Эти особенности должны быть исключены из ком-
плексной плоскости разрезами, путем изменения со-
ответствующим образом контура интегрирования.

Поскольку G (z) ∼ z−1 при z → ∞, соответству-
ющие вклады от участков окружности исчезают и
интеграл определяется только берегами разрезов.
Тогда

1

2πi

−∞+i~ωn∫

∞+i~ωn

dε′f (ε′)GR
1 (ε′)GA

2 (ε′ − i~ωn) +

+
1

2πi

∞+i~ωn∫

−∞+i~ωn

dε′f (ε′)GR
1 (ε′)GR

2 (ε′ − i~ωn) =

=
1

2πi

−∞∫

∞

dεf (ε+ i~ωn)G
R
1 (ε+ i~ωn)G

A
2 (ε) +
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+
1

2πi

∞∫

−∞

dεf (ε+ i~ωn)G
R
1 (ε+ i~ωn)G

R
2 (ε) . (73)

Учитывая, что f (ε+ i~ωn) = f (ε), получаем

S12 (ωn) =

= − 1

2πi

∞∫

−∞

dεf (ε)
[
GR

1 (ε)−GA
1 (ε)

]
GA

2 (ε− i~ωn)−

− 1

2πi

∞∫

−∞

dεf (ε)GR
1 (ε+ i~ωn)

[
GR

2 (ε)−GA
2 (ε)

]
.

(74)

Аналитическое продолжение в верхнюю полуплос-
кость дает

S12 (ω) =

= − 1

2πi

∞∫

−∞

dεf (ε)
[
GR

k1
(ε)−GA

k1
(ε)
]
GA

k2
(ε− ~ω)−

− 1

2πi

∞∫

−∞

dεf (ε)GR
k1

(ε+ ~ω)
[
GR

k2
(ε)−GA

k2
(ε)
]
.

(75)

Учитывая выражение для спектральной плотности

−2πiA1 (ε) = GR
1 (ε)−GA

1 (ε) (76)

и опуская индексы, подставим эту функцию в ана-
литическое продолжение PR

(1) (ω):

PR (ω) =
2e2

3V

∑

k1k2

Vk1k2
Vk2k1

S12 (ω) =
2e2

3V

∑

k1k2

×

×
[
Vk1k2

Vk2k1

∞∫

−∞

dεf (ε)Ak1
(ε)GA

k2
(ε− ~ω) +

+ Vk1k2
Vk2k1

∞∫

−∞

dεf (ε)Ak2
(ε)GR

k1
(ε+ ~ω)

]
. (77)

Меняя обозначения k1 ⇋ k2 во втором слагаемом в
этом выражении, находим

PR (ω) =
2e2

V

∑

k1k2

Vk1k2
Vk2k1

×

×
∞∫

−∞

dεf (ε)Ak1
(ε)
[
GA

k2
(ε− ~ω) +GR

k2
(ε+ ~ω)

]
.

(78)

Для мнимой части получаем

ImPR (ω)

[
2e2

V

∑

k1k2

Vk1k2
Vk2k1

]−1

=

=

∞∫

−∞

dεf (ε)Ak1
(ε) Im

[
GR

k2
(ε+ ~ω) +GA

k2
(ε− ~ω)

]
=

=

∞∫

−∞

dεf (ε)Ak1
(ε) [Ak2

(ε+ ~ω)−Ak2
(ε− ~ω)] =

= −
∞∫

−∞

dεf (ε)Ak1
(ε)Ak2

(ε+ ~ω) +

+

∞∫

−∞

dεf (ε+ ~ω)Ak1
(ε+ ~ω)Ak2

(ε) . (79)

Переобозначая во втором слагаемом k1 ⇋ k2, полу-
чим

ImPR (ω) = −2πe2

V

∑

k1k2

Vk1k2
Vk2k1

×

×
∞∫

−∞

dε [f (ε)− f (ε+ ~ω)]Ak1
(ε)Ak2

(ε+ ~ω) .

(80)

Итак,

σ =
2π~e2

V

∑

k1k2

Vk1k2
Vk2k1

×

×
∞∫

−∞

dε

(
−∂f
∂ε

)
Ak1

(ε)Ak2
(ε) . (81)

Для межслойной проводимости, соответственно, по-
лучаем

σzz =

∞∫

−∞

dε

(
−∂f
∂ε

)
Σzz (ε) , (82)

где

Σzz (ε) =
2π~e2

V

∑

k1k2

V z
k1k2

V z
k2k1

Ak1
(ε)Ak2

(ε) . (83)

В случае диагональных матричных элементов ско-
ростей получаем выражение

Σzz (ε) =
2π~e2

V

∑

k

|V z
k |

2
A2

k (ε) . (84)

В случае малого числа примесей ni можно показать,
что

lim
ni→0

A2
k (ε) ≈

δ (ε− εk)

2π
τ (ε) ,

и мы приходим к формуле (14).
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Проведен теоретический анализ эффекта Холла в допированном моттовском диэлектрике, рассматрива-

емом в качестве прототипа купратного сверхпроводника. Рассматривается стандартная модель Хаббарда

в рамках DMFT-приближения. В качестве типичного рассматривается случай частичного заполнения

(дырочное допирование) нижней хаббардовской зоны. Рассчитана зависимость коэффициента Холла

и холловского числа от степени дырочного допирования и определено значение критической концен-

трации носителей, при которой происходит смена знака коэффициента Холла. Получена существенная

зависимость параметров эффекта Холла от температуры. Качественно анализируется роль рассеяния на

беспорядке. Проведено сравнение теоретических результатов с имеющимися экспериментами по концен-

трационной зависимости холловского числа в нормальном состоянии YBCO и Nd-LSCO, демонстрирую-

щее вполне удовлетворительное согласие теории и эксперимента. Полученная картина концентрационной

зависимости параметров эффекта Холла в рамках модели Хаббарда может быть альтернативой попу-

лярной модели квантовой критической точки.

DOI: 10.31857/S0044451023030136
EDN: QFDCRI

1. ВВЕДЕНИЕ

Изучение эффекта Холла в высокотемператур-
ных сверхпроводниках ведется уже давно. Самые
ранние эксперименты показали существенные зави-
симости параметров эффекта Холла от температу-
ры и от степени допирования, качественно отличные
от случая обычных металлов [1]. Полное теоретиче-
ское понимание эффекта Холла в купратах в насто-
ящее время отсутствует.

В последние годы большой интерес вызывают
экспериментальные исследования эффекта Холла
при низких температурах в нормальном состоя-
нии высокотемпературных сверхпроводников (куп-

* E-mail: kuchinsk@iep.uran.ru
** E-mail: strigina@iep.uran.ru

*** E-mail: sadovski@iep.uran.ru
**** E-mail: khomskii@ph2.uni-koeln.de

ратов), которое реализуется в очень сильных внеш-
них магнитных полях [2–4]. Наблюдающиеся при
этом аномалии эффекта Холла обычно связываются
с реконструкцией поверхности Ферми, связанной с
формированием (антиферромагнитной) псевдощели
и с близостью к соответствующей квантовой крити-
ческой точке [5].

С начала теоретического изучения купратов од-
ной из основных является точка зрения о том, что
эти системы являются сильно коррелированными и
металлическое (в том числе сверхпроводящее) со-
стояние в них реализуется в результате допирования
исходной фазы моттовского диэлектрика, который
в простейшем случае может быть описан в рамках
модели Хаббарда. При этом имеется довольно мало
работ, в которых в рамках этой модели проводилось
бы систематические исследования зависимости эф-
фекта Холла от степени допирования и температу-
ры [6].

Не до конца ясен даже ответ на классический во-
прос о том, при какой степени допирования (концен-
трации носителей) происходит смена знака эффекта
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Холла? При малом дырочном допировании исходно-
го диэлектрика, такого как La2CuO4 или YBCO он,
очевидно, просто определяется концентрацией ды-
рок δ. Но при какой степени допирования происхо-
дит смена знака коффициента Холла, когда проис-
ходит переход от дырочной поверхности Ферми к
электронной? Решение этого вопроса представляет-
ся важным и для общей теории транспортных яв-
лений в сильно коррелированных системах. Дан-
ная работа, в основном, посвящена изучению именно
этого вопроса.

2. ХОЛЛОВСКАЯ ПРОВОДИМОСТЬ И
КОЭФФИЦИЕНТ ХОЛЛА

Весьма общим подходом к исследованию модели
Хаббарда является динамическая теория среднего
поля (DMFT) [6–8], которая дает точное описание
системы в пределе бесконечномерного пространства
(решетки с бесконечным числом ближайших сосе-
дей). Активно развиваются подходы, позволяющие
выйти за рамки этого жесткого ограничения [9, 10],
но они, как правило, сильно усложняют рассмотре-
ние. В данной работе мы ограничимся рассмотрени-
ем эффекта Холла в рамках стандартного прибли-
жения DMFT. Целью работы является системати-
ческое исследование концентрационной и темпера-
турной зависимости эффекта Холла при различных
степенях допирования нижней хаббардовской зоны,
и сравнение полученных результатов с эксперимен-
том на YBCO и Nd-LSCO [3,4]. Предварительные ре-
зультаты были опубликованы в краткой статье [11].

В стандартной DMFT [6–8] собственно энерге-
тическая часть одноэлектронной функции Грина
G(pε) является локальной, т. е. есть не зависящей от
импульса. В условиях такой локальности и обычная,
и холловская проводимости полностью определяют-
ся спектральной плотностью этой функции Грина:

A(pε) = − 1

π
ImGR(pε). (1)

В частности, обычная (диагональная) статическая
проводимость имеет вид [6]

σxx =
πe2

2~a

∞∫

−∞

dε

(
−df(ε)

dε

)∑

pσ

(
∂ε(p)

∂px

)2

A2(pε),

(2)

а холловская (недиагональная) проводимость опре-
деляется как

σH
xy =

2π2e3aH

3~2

∞∫

−∞

dε

(
df(ε)

dε

)
×

×
∑

pσ

(
∂ε(p)

∂px

)2
∂2ε(p)

∂p2y
A3(pε). (3)

Здесь a — параметр решетки, ε(p) — электронная
дисперсия, f(ε) — функция распределения Ферми,
а H — напряженность магнитного поля вдоль оси z.
Таким образом, коэффициент Холла

RH =
σH
xy

Hσ2
xx

(4)

также полностью определяется спектральной плот-
ностью A(pε), которую мы далее будем находить
в рамках DMFT [6–8]. Эффективная однопримес-
ная модель Андерсона DMFT в данной работе ре-
шалась с помощью метода численной ренормгруппы
(NRG) [12].

Далее мы рассматриваем две базовые модели за-
травочной электронной зоны. Модель с полуэллип-
тической плотностью состояний (DOS) (на элемен-
тарную ячейку и один спин), что является неплохим
приближением для трехмерного случая:

N0(ε) =
2

πD2

√
D2 − ε2, (5)

где D — полуширина зоны проводимости. Мы пола-
гаем затравочный электронный спектр изотропным.
Для нахождения в такой модели производных по
импульсу от электронного спектра, входящих в (2)
и (3), мы будем следовать подходу, предложенному
ранее в работе [13]. Технические детали соответству-
ющего анализа вынесены в Приложение.

Для двумерных систем, имея в виду сравне-
ние с экспериментальными данными для купратов,
мы ограничимся результатами для обычной модели
электронного спектра в приближении сильной свя-
зи:

ε(p) = −2t(cos(pxa) + cos(pya))−

− 4t′ cos(pxa) cos(pya). (6)

В такой двумерной модели мы далее рассмотрим
ряд случаев:
(1) спектр с перескоком лишь на ближайших соседей
(t′ = 0) и полной электрон-дырочной симметрией;
(2) спектр с t′/t = −0.25, качественно соответствую-
щий электронной дисперсии в системах типа LSCO.
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(3) спектр с t′/t = −0.4, качественно соответствую-
щий ситуации, наблюдаемой в YBCO.

Ниже приводятся подробные результаты расче-
тов коэффициента Холла для всех этих моделей.

3. КОЭФФИЦИЕНТ ХОЛЛА В ДВУМЕРНОЙ
МОДЕЛИ ЭЛЕКТРОННОГО СПЕКТРА В

ПРИБЛИЖЕНИИ СИЛЬНОЙ СВЯЗИ

Проведем сначала простейший качественный
анализ. Нетрудно понять, что глубоко в состоянии
моттовского диэлектрика с хорошо определен-
ными верхней и нижней хаббардовскими зонами
при допировании дырками коэффициент Холла
фактически определяется заполнением нижней хаб-
бардовской зоны (верхняя находится существенно
выше по энергии и практически не заполнена).
В такой ситуации в модели с электрон-дырочной
симметрией (в двумерном случае это соответствует
спектру с t′ = 0) оценка заполнения зоны, при
котором происходит смена знака коэффициента
Холла, может быть получена из очень простых
соображений. Будем рассматривать парамагнитную
фазу n↑ = n↓ = n, так что n далее обозначает
плотность электронов на одну проекцию спина, а их
полная плотность равна 2n. Качественно ситуация
иллюстрируется рис. 1. В нижней хаббардовской

Рис. 1. Схематическое изображение допирования хаббар-

довских зон в случае полной электрон-дырочной симмет-

рии

зоне (в окрестности энергии E = 0) 2n электронов
занимают состояния ниже энергии Ферми EF . При
добавлении следующего электрона он может по-
пасть в верхнюю хаббардовскую зону в окрестности
E ∼ U , где также имеется 2n состояний. Он также
может попасть в нижнюю хаббардовскую зону, где
еще остается 2(1 − 2n) пустых состояний в области
E > EF . В итоге имеем 2n + 2(1 − 2n) + 2n = 2,
как и должно быть. Знак коэффициента Холла
изменится при половинном заполнении нижней
зоны, когда 2n = 2(1 − 2n). Отсюда ясно, что
значение критической концентрации nc = 1/3.

Этот же результат легко получается и в прибли-
жении Хаббард I, где функция Грина для электро-

нов с проекцией спина «вверх» имеет вид [14]

GR
↑ (εp) =

1− n↓

ε− ε−(p) + iδ
+

n↓

ε− ε+(p) + iδ
. (7)

где ε±(p) — спектр квазичастиц в верхней и нижней
хаббардовских зонах. Видим, что в этом приближе-
нии число состояний с проекцией спина “вверх” в
нижней хаббардовской зоне (первое слагаемое в (7))
действительно есть 1 − n↓. При допировании дыр-
ками моттовского диэлектрика практически весь
вклад в заполнение дает нижняя хаббардовская зо-
на, поэтому

n = n↑ ≈

≈ (1− n↓)

∞∫

−∞

dε f(ε)

(
− 1

π
Im
∑

p

1

ε− ε−(p) + iδ

)
≡

≡ (1 − n)n0. (8)

Тогда при половинном заполнении нижней хаббар-
довской зоны n0 = 1/2 происходит смена знака
эффекта Холла (эффективной массы квазичастиц),
так что снова получаем n = nc = 1/3.

В общем случае ситуация конечно сложнее.
В сильно коррелированных системах коэффициент
Холла (и другие электронные свойства) оказывает-
ся существенно зависящими от температуры. При
низкой температуре в таких системах в DMFT-
приближении наряду с нижней и верхней хаббардов-
скими зонами вблизи уровня Ферми формируется
узкая квазичастичная зона — квазичастичный пик

Рис. 2. Плотность состояний (DOS) в допированном мот-

товском диэлектрике при различных температурах. Пара-

метры модели Хаббарда приведены на рисунке, 8t— шири-

на исходной зоны. На вставке показана плотность состоя-

ний в широком интервале энергий, включающем верхнюю

хаббардовскую зону
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Рис. 3. Зависимость коэффициента Холла в случае t′ = 0a и t′/t = −0.4b от степени заполнения зоны для различных

значений силы электронных корреляций U в низкотемпературном режиме (незаполненные символы) и в высокотемпера-

турном режиме (заполненные символы)

Рис. 4. Зависимость коэффициента Холла от степени заполнения зоны в присутствии примесного рассеяния (∆/8t = 0.25,

заполненные символы) и в его отсутствии (∆ = 0, незаполненные символы) для двух разных моделей двумерного элек-

тронного спектра: a — полной электрон-дырочной симметрии (t′ = 0); b — t′/t = −0.4

в плотности состояний [6–8]. В допированном дыр-
ками моттовском диэлектрике (далее мы будем рас-
сматривать именно дырочное допирование) такой
пик лежит вблизи верхнего края нижней хаббардов-
ской зоны (см. рис. 2). Поэтому при низкой темпе-
ратуре коэффициент Холла во многом определяет-
ся заполнением этой квазичастичной зоны. При до-
статочно высокой температуре (порядка или боль-
ше ширины квазичастичного пика) квазичастичный
пик размывается и тогда коэффициент Холла пол-
ностью определяется заполнением нижней хаббар-
довской зоны. Таким образом, в общем случае, необ-
ходимо рассматривать два достаточно разных тем-
пературных режима для эффекта Холла.

В низкотемпературном режиме и ширина, и ам-
плитуда квазичастичного пика зависят как от за-
полнения, так и от температуры. Рост температу-
ры приводит к уширению квазичастичного пика и
некоторому смещению уровня Ферми ниже макси-
мума этого пика (см. рис. 2). Это может приводить
к заметному уменьшению коэффициента Холла, од-
нако дальнейший рост температуры, размывая ква-
зичастичный пик, приводит к росту этого коэффи-
циента. Существенная зависимость квазичастично-
го пика от заполнения зоны в низкотемпературном
режиме приводит к областям немонотонной зависи-
мости коэффициента Холла от степени заполнения
(см. рис. 3a).
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На рис. 3a видно, что высокотемпературное по-
ведение коэффициента Холла в допированном мот-
товском диэлектрике (U/2D = 4; 10) в модели с пол-
ной электрон-дырочной симметрией (t′ = 0) полно-
стью подтверждает приведенную выше качествен-
ную оценку. Но при заметном нарушении электрон-
дырочной симметрии эта оценка перестает работать
(см. рис. 3b).

Необходимо отметить, что к размытию и исчез-
новению квазичастичного пика приводит не толь-
ко рост температуры, но и разупорядочение [9,
13] (см. рис. 4), а также, например, псевдощелевые
флуктуации, которыми локальный подход DMFT
полностью пренебрегает [9, 15]. Таким образом, об-
ласть применимости приведенных выше простей-
ших оценок в реальности оказывается заметно ши-
ре.

В общем случае расчет влияния рассеяния на
беспорядке (тем более псевдощелевых флуктуаций)
на эффект Холла представляет собой очень слож-
ную задачу. Для простых оценок ниже приводятся
результаты расчетов по формулам (2), (3), (4), в ко-
торых просто использованы значения спектральной
плотности A(pε) для неупорядоченной модели Хаб-
барда, полученные в рамках DMFT+Σ-подхода [9,
15]. Параметр беспорядка ∆ обозначает эффектив-
ную частоту рассеяния электронов случайным по-
лем (в самосогласованном борновском приближе-
нии). Ясно, что такой подход, основанный только
на учете беспорядка в спектральной плотности, яв-
ляется слишком упрощенным, но он представляется
разумным для качественного анализа.

На рис. 4 приведено сравнение зависимостей ко-
эффициента Холла от степени заполнения зоны в
отсутствие беспорядка и для рассеяния на примесях
с ∆/8t = 0.25 для случая моттовского диэлектрика
с U/8t = 4. Видим, что для разных значений t′ в вы-
сокотемпературном пределе беспорядок достаточно
слабо влияет на коэффициент Холла, лишь очень
незначительно смещая величину заполнения, при
которой наблюдается смена знака RH . В низкотем-
пературном режиме примесное рассеяние, размывая
квазичастичный пик, приводит к исчезновению ано-
малий RH , связанных с существованием такого пика
(см. рис. 4а), и ослабляя различие между низкотем-
пературным и высокотемпературным режимами.

На рис. 5 приведены зависимости коэффициента
Холла от степени заполнения зоны и температуры в
случае моттовского диэлектрика с U/8t = 4 для раз-
личных моделей электронного спектра, как в случае
полной электрон-дырочной симметрии t′ = 0, так и
при t′/t = −0.25 и t′/t = −0.4, характерных для

купратных систем LSCO и YBCO соответственно.
На зависимости RH от степени заполнения зоны с
ростом температуры мы наблюдаем плавную эволю-
цию от низкотемпературного режима к высокотем-
пературному с плавным ослаблением аномалий ко-
эффициента Холла, связанных с квазичастичными
пиками, которые наиболее ярко видны на рис. 3а и
рис. 5а. Для всех рассмотренных случаев электрон-
ного спектра (t′/t = 0;−0.25;−0.4) рост температу-
ры приводит к смещению величины заполнения зо-
ны, при которойRH = 0, в область больших величин
дырочных допирований. Также на рис. 5 b, d, f при-
ведены температурные зависимости коэффициента
Холла для различных степеней заполнений зоны.
Во всех случаях наблюдается существенная зависи-
мостьRH от температуры и при небольших значени-
ях дырочных допирований (n = 0.45–0.3) RH растет
с ростом температуры и мы наблюдаем смену знака
RH при существенных величинах дырочных допи-
рований (n = 0.3–0.2). В случае достаточно малых
t′ (t′/t = 0;−0.25) может наблюдаться немонотонная
зависимость коэффициента Холла от температуры,
когда при низких температурах RH уменьшается с
ростом температуры, а при высоких T растет.

Смену знака коэффициента Холла обычно свя-
зывают с изменением типа носителей заряда. Кро-
ме того, стремление к нулю коэффициента Хол-
ла приводит к расходимости холловского числа
nH ∼ 1/RH . На рис. 6 приведена зависимость степе-
ни заполнения, при котором в моттовском диэлек-
трике происходит смена знака коэффициента Хол-
ла, от температуры для всех трех рассматривае-
мых нами значений t′/t. Видим, что во всех моделях
степень заполнения, при которой RH меняет знак,
уменьшается с ростом температуры. В случае пол-
ной электрон-дырочной симметрии t′ = 0 мы видим,
что в высокотемпературном режиме величина ды-
рочного допирования δ = 1 − 2n, при котором RH

меняет знак, действительно стремится к значению
1/3. Однако с ростом |t′/t| наблюдается заметное
уменьшение величины дырочного допирования, при
котором RH меняет знак.

4. КОЭФФИЦИЕНТ ХОЛЛА В МОДЕЛИ
ЭЛЕКТРОННОЙ ЗОНЫ С

ПОЛУЭЛЛИПТИЧЕСКОЙ ПЛОТНОСТЬЮ
СОСТОЯНИЙ

Кратко рассмотрим результаты, полученные
в модели электронной зоны с полуэллиптической
плотностью состояний, которая обладает полной
электрон-дырочной симметрией. Основные ре-
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Рис. 5. Зависимость коэффициента Холла от степени заполнения зоны для различных значений температуры (a, c, e) и

температурная зависимость RH для разных значений заполнения зоны (b, d, f )
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Рис. 6. Зависимость степени заполнения, при котором в

моттовском диэлектрике происходит смена знака коэффи-

циента Холла, от температуры для трех различных значе-

ний t′/t

зультаты оказываются качественно аналогичными
результатам для рассмотренной выше двумерной
модели электронного спектра с сильной связью с
t′ = 0, которая тоже обладает полной электрон-ды-
рочной симметрией. Аналогично двумерному
случаю коэффициент Холла в трехмерной модели
в сильно коррелированной системе существенно
зависит от температуры, и необходимо отдельно
рассматривать низкотемпературный и высоко-
температурный режимы для RH , поскольку в
низкотемпературном режиме коэффициент Холла
во многом определяется заполнением квазичастич-
ной зоны (квазичастичного пика).

Рост температуры приводит к размытию квази-
частичного пика (см. рис. 7), и в высокотемператур-
ном режиме коэффициент Холла в основном опре-
деляется заполнением нижней (для рассматривае-
мого нами случая дырочного допирования) хаббар-
довской зоны.

На рис. 8a приведена зависимость коэффициен-
та Холла от заполнения электронной зоны в низ-
котемпературном (незаполненные символы) и в вы-
сокотемпературном (сплошные символы) режимах
как для случая сильно коррелированного металла
(U/2D = 1), так и допированного моттовского ди-
электрика (U/2D = 4; 10). Видим, что в низкотем-
пературном режиме, как и в двумерной модели с
t′ = 0 (RH практически при всех заполнениях зоны
отрицателен), при небольших величинах дырочного
допирования наблюдается существенная немонотон-
ность в зависимости RH от уровня допирования.

В высокотемпературном режиме коэффициент
Холла при малой величине дырочного допирования

Рис. 7. Плотность состояний (DOS) в допированном мот-

товском диэлектрике при различных температурах для мо-

дели с полуэллиптической зоной (трехмерный случай)

Рис. 8. Зависимость коэффициента Холла от заполнения

в модели электронной зоны с полуэллиптической плотно-

стью состояний: a — для различных значений U в низко-

температурном (незаполненные символы) и в высокотем-

пературном режиме (сплошные символы); b — для различ-

ных значений температуры при фиксированном значении

U/2D = 4

9 ЖЭТФ, вып. 3
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Рис. 9. Зависимость коэффициента Холла от заполнения

зоны в низкотемпературном режиме (черные кривые) и

высокотемпературном режиме (красные кривые) в отсут-

ствии беспорядка ∆ = 0 (незаполненные символы) и при

∆/2D = 0.25 (сплошные символы)

оказывается положительным (дырочным), умень-
шаясь с ростом уровня дырочного допирования и
при большом уровне допирования RH становится
отрицательным, изменяя знак (в моттовском ди-
электрике) при δ = 1 − 2n ≈ 1/3, что снова под-
тверждает приведенные выше качественные оцен-
ки. Плавная эволюция зависимости коэффициента
Холла от степени заполнения при росте температу-
ры от низкотемпературного предела до высокотем-
пературного в моттовском диэлектрике (U/2D = 4)
приведена на рис. 8b.

На рис. 9 продемонстрировано влияние беспоряд-
ка на коэффициент Холла в моттовском диэлектри-
ке. В высокотемпературном пределе примесное рас-
сеяние практически не влияет на RH , а в низкотем-
пературном пределе беспорядок, размывая квазича-
стичный пик, устраяет аномальную немонотонность
в зависимости RH от n.

5. СРАВНЕНИЕ С ЭКСПЕРИМЕНТОМ

Как уже упоминалось выше, в последние годы
были проведены уникальные экспериментальные ис-
следования эффекта Холла при низких температу-
рах в нормальном состоянии высокотемпературных
сверхпроводников (купратов), которое было реали-
зовано в очень сильных внешних магнитных полях
[2–4]. При этом была получена зависимость холлов-
ского числа nH = a2/|eRH | от степени допирования.
Наблюдался постепенный переход от линейной за-
висимости от концентрации дырок пропорциональ-
ной δ в области малой их концентрации к значе-

Рис. 10. Зависимость холловского числа nH от степени до-

пирования — сравнение с экспериментами [3,4] для YBCO

и Nd-LSCO, δ = 1− 2n — концентрация дырок. Звездочки

и ромбики — результаты наших расчетов, синие кружочки

и красные квадраты — эксперимент

ниям пропорциональным (1 + δ) в области доста-
точно больших концентраций порядка критической
концентрации дырок, при которой происходит ис-
чезновение (закрытие) псевдощели. Эти данные, в
основном, интерпретируются в рамках картины ре-
конструкции поверхности Ферми вблизи предпола-
гаемой квантовой критической точки в рамках до-
статочно специфической модели купратов с неодно-
родной локализацией носителей [5,16]. Нужно заме-
тить, что ни в одной из известных нам работ экс-
периментальные точки, надежно демонстрирующие
зависимость, пропорциональную (1 + δ), отсутству-
ют, а надежным экспериментальным фактом явля-
ется только наблюдаемый рост холловского числа.

Ниже предлагается альтернативная интерпрета-
ция роста холловского числа в этих экспериментах,
как связанного с приближением к критической кон-
центрации носителей, при которой меняется знак ве-
личины эффекта Холла (коэффициент Холла RH

обращается в нуль) [11].

На рис. 10 показано сравнение результатов на-
ших расчетов для холловского числа (холловской
концентрации) nH = a2/|eRH | для типичных значе-
ний параметров модели с экспериментальными дан-
ными по YBCO и Nd-LSCO из работ [3, 4]. Видим,
что даже при этом, достаточно произвольном, вы-
боре параметров мы можем получить практически
количественное согласие с экспериментом без вся-
ких предположений о связи эффекта Холла с рекон-
струкцией поверхности Ферми псевдощелью и бли-
зостью к соответствующей квантовой критической
точке, которые использовались в работах [3–5, 16].
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Таким образом, оказывается, что интерпретация эф-
фекта Холла в купратах на основе картины допи-
рования нижней хаббардовской зоны моттовского
диэлектрика может оказаться достаточно разумной
альтернативой картине, основанной на близости к
квантовой критической точке.

С этой точки зрения, было бы крайне интерес-
но более детально изучить эффект Холла в окрест-
ности критической концентрации, соответствующей
смене знака коэффициента Холла (расходимости
холловского числа). Для этого требуется исследо-
вать системы (купраты), в которых такая смена зна-
ка реально достигается при изменении степени до-
пирования.

6. ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Мы исследовали поведение коэффициента Холла
в металлической фазе, возникающей при допирова-
нии моттовского диэлектрика. Основное внимание
мы уделили случаю дырочного допирования, харак-
терного для большей части купратов. Был рассмот-
рен ряд двумерных моделей сильной связи для элек-
тронного спектра, подходящих для описания элек-
тронной структуры в купратах, а также и трехмер-
ная модель с полуэллиптической затравочной плот-
ностью состояний. Во всех моделях коэффициент
Холла RH в допированном моттовском диэлектрике
существенно зависит от температуры. В низкотем-
пературном пределе RH во многом определяется за-
полнением квазичастичного пика, что может приво-
дить к заметной немонотонности в зависимости ко-
эффициента Холла от степени допирования. В вы-
сокотемпературном пределе, когда квазичастичный
пик существенно подавлен, RH в основном опреде-
ляется заполнением нижней (при дырочном допиро-
вании) или верхней (при электронном допировании)
хаббардовской зоны. В этом пределе смена знака эф-
фекта Холла и соответствующая ей расходимость
холловского числа происходит в простейшем (сим-
метричном) случае вблизи величины заполнения зо-
ны n = 1/3 в расчете на одну проекцию спина или
2/3 для полной плотности электронов, что соответ-
ствует дырочному допированию δ = 1−2n = 1/3, но
в общем случае это заполнение достаточно сильно
зависит от выбора параметров модели. Эта концен-
трация возникает из простых качественных оценок
и не связана с более сложными факторами, такими
как изменение топологии поверхности Ферми или с
наличием квантовых критических точек.

Вполне удовлетворительное согласие получен-
ных концентрационных зависимостей холловского
числа с экспериментами на YBCO и Nd-LSCO [3, 4]
показывает, что рассмотренная нами модель мо-
жет быть достаточно разумной альтернативой кар-
тине эффекта Холла в окрестности квантовой кри-
тической точки, связанной с закрытием псевдоще-
ли [5, 16].

Финансирование. Работа Э.З.К., Н.А.К. и
М.В.С. выполнялась при частичной поддержке Рос-
сийского фонда фундаментальных исследований
(грант №20-02-00011). Работа Д.И.Х. поддержана
грантом DFG по проекту №277146847 — CRC 1238.

ПРИЛОЖЕНИЕ

«Затравочная» электронная дисперсия и

ее производные для зоны с полуэллиптиче-

ской плотностью состояний

Будем считать электронный спектр, отве-
чающий плотности сотояний (5) изотропным
ε(p) = ε(|p|) ≡ ε(p). Для нахождения проводимо-
стей (2) и (3) необходимо провести усреднение «по
углам» производных по компонентам импульса,
имеющихся в этих выражениях,

〈(
∂ε(p)

∂px

)2〉

Ω

= ε′2(p)

〈
p2x
p2

〉

Ω

=
1

d
ε′2(p) =

1

3
ε′2(p),

(9)
где

〈. . . 〉Ω =

∫
dΩ

4π
. . .

— усреднение по телесному углу в трехмерной
(d = 3) системе, а

ε′(p) =
dε(p)

dp

— производная по модулю импульса

(
∂ε(p)

∂px

)2
∂2ε(p)

∂p2y
=

= ε′2(p)

[
ε′′(p)

p2xp
2
y

p4
+
ε′(p)

p

p2xp
2 − p2xp

2
y

p4

]
, (10)

где ε′′(p) = d2ε(p)/dp2. Поэтому возникает задача
найти среднее по углам

〈
p2xp

2
y/p

4
〉
Ω
. Введем обозна-

чения: 〈
p4x
p4

〉

Ω

≡ a и

〈
p2xp

2
y

p4

〉

Ω

≡ b.

425
9*



Э. З. Кучинский, Н. А. Кулеева, М. В. Садовский, Д. И. Хомский ЖЭТФ, том 163, вып. 3, 2023

С одной стороны:

〈
(p2x + p2y + p2z)

2

p4

〉

Ω

=

=

〈
(p4x + p4y + p4z)

2 + 2p2xp
2
y + 2p2xp

2
z + 2p2yp

2
z

p4

〉

Ω

=

= d

〈
p4x
p4

〉

Ω

+ d(d− 1)

〈
p2xp

2
y

p4

〉

Ω

= 3a+ 6b = 1. (11)

С другой стороны:

〈
(p2x + p2y)

2

p4

〉

Ω

=

〈
p4x + p4y + 2p2xp

2
y

p4

〉

Ω

=

= 2a+ 2b =
8

15
. (12)

Поскольку

〈
(p2x + p2y)

2

p4

〉

Ω

= 〈sin4 θ〉Ω =
1

2

π∫

0

sin θ sin4 θ dθ =

=
1

2

1∫

−1

(1− τ2)2 dτ =
8

15
, (13)

где θ — угол между вектором p и осью z, из
системы уравнений (11), (12) сразу находим
a =

〈
p4x/p

4
〉
Ω

= 1/5 и b =
〈
p2xp

2
y/p

4
〉
Ω

= 1/15, так
что получаем
〈(

∂ε(p)

∂px

)2
∂2ε(p)

∂p2y

〉

Ω

=
ε′2(p)

15

[
ε′′(p) +

4ε′(p)

p

]
. (14)

Для нахождения производных ε′(p), ε′′(p) для
спектра, определяемого полуэллиптической плотно-
стью состояний (5), можно воспользоваться подхо-
дом, развитым в [13]. Приравнивая число состояний
в элементе фазового объема d3p числу состояний в
области энергий [ε, ε + dε], получаем дифференци-
альное уравнение для определения ε(p):

4πp2dp

(2π)3
= N0(ε) dε. (15)

Предполагая квадратичность закона дисперсии ε(p)
вблизи нижнего края зоны, получаем начальное
условие к (15): p→ 0 при ε→ −D. В результате:

p =

[
6π

(
π − ϕ+

1

2
sin(2ϕ)

)]1/3
, (16)

где ϕ = arccos(ε/D), а импульс дан в единицах
обратного параметра решетки. Данное выражение

неявным образом определяет закон дисперсии ε(p)

на электронном участке спектра ε ∈ [−D, 0].
Можно определить характерный импульс p0, со-

ответствующий ε = 0:

p0 = p(ε = 0) =
(
3π2
)1/3

. (17)

Нас интересуют первые две производные по импуль-
су от такого спектра. Из (15) получаем

ε′(p) =
dε

dp
=

p2

2π2

1

N0(ε)
, (18)

где p определяется выражением (16).

ε′′(p) =
d

dp

dε

dp
=

1

2π2

2pN0(ε)− p2 dN0(ε)
dε

dε
dp

N2
0 (ε)

=

=
1

N0(ε)

[
p

π2
− ε′2(p)

dN0(ε)

dε

]
, (19)

где
dN0(ε)

dε
= − 2

πD2

ε√
D2 − ε2

,

ε′(p) определяется (18), а p определяется выражени-
ем (16).

На дырочном участке спектра (ε ∈ [0, D]) для
получения квадратичного закона дисперсии вблизи
верхнего края зоны (ε → D) вводим дырочный им-
пульс p̃ = 2p0 − p и приравниваем число состояний
в элементе фазового объема d3p̃ и в энергетической
полосе [ε, ε+ dε]:

4πp̃2dp̃

(2π)3
= −N0(ε) dε. (20)

Требуя p̃→ 0 на верхнем крае зоны ε→ 0, получаем

p̃ =

[
6π

(
ϕ− 1

2
sin(2ϕ)

)]1/3
. (21)

Для скорости на дырочном участке спектра получа-
ем

ε′(p) = −dε
dp̃

=
p̃2

2π2

1

N0(ε)
. (22)

Выражения (18), (22) определяют зависимость ско-
рости ε′(p) от энергии. Легко убедиться, что ско-
рость оказывается четной по энергии и обращает-
ся в нуль на краях зоны. Вторая производная по
импульсу в таком подходе явно определена на элек-
тронном участке спектра (ε ∈ [−D, 0]), на дырочном
это сделать сложнее. Однако можно потребовать от
модели полной электрон-дырочной симметрии, ко-
торая сводится к требованию четности по ε(p) квад-
рата скорости, входящего в выражение (2) и нечет-
ности (смена знака при изменении типа носителей

426



ЖЭТФ, том 163, вып. 3, 2023 Эффект Холла в допированном мотт-хаббардовском диэлектрике

заряда) величины (14), входящей в выражение (3)
для холловской проводимости. С учетом такой сим-
метрии полученные в этом приложении выражения
позволяют перейти в (2), (3) от суммирования по
импульсам к интегрированию по энергии.
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Хроматин, состоящий из метровой нити ДНК и сопутствующих белков, плотно, но без запутывания

упакован в ядре биологической клетки. При этом существует гипотеза, подтверждаемая эксперимента-

ми с использованием технологии захвата конформации хроматина [1], что кривые, плотно заполняю-

щие пространство (кривая Пеано или кривая Гильберта), являются хорошей теоретической моделью

для описания укладки хроматина в ядре. Однако эксперименты по малоугловому рассеянию нейтронов

демонстрируют бифрактальную организацию хроматина в интерфазном ядре, показывая наличие лога-

рифмического фрактала на бо́льших масштабах и объемного фрактала — на меньших [2]. В работе с

помощью метода численного фурье-анализа в двумерном пространстве смоделирован процесс рассеяния

нейтронов и представлена модель единого бифрактального объекта. Показано, что в численных экспе-

риментах по рассеянию излучения в двумерном пространстве массовые и логарифмические фракталы

существенно отличаются от кривых, заполняющих пространство, и от нефрактальных объектов. Так, для

логарифмического фрактала с размерностью Хаусдорфа 2 интенсивность рассеяния уменьшается с рос-

том координаты Фурье q по степенному закону q−2. Для кривых, заполняющих двумерное пространство,

интенсивность убывает по степенному закону q−3, как и для нефрактальных объектов с резкой грани-

цей на плоскости. Таким образом, во-первых, показана недостаточность модели кривых, заполняющих

пространство, для описания укладки хроматина в ядре биологической клетки, во-вторых, предложена

модель единого бифрактального объекта, соединяющего в себе логарифмический и массовый фракта-

лы на различных масштабах, и, в-третьих, предложена модель укладки хроматина, способная описать

данные экспериментов как по малоугловому рассеянию нейтронов, так и с использованием технологии

захвата конформации хроматина.
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1. ВВЕДЕНИЕ

Многие физические объекты и явления живой
природы обладают свойствами самоподобия или,
иначе, фрактальными свойствами [3–6]. Среди них
и такой важный для всего живого на Земле объ-
ект, как ядро биологической клетки. В целом ря-

* E-mail: grigoryev_sv@pnpi.nrcki.ru

де работ с использованием малоуглового рассеяния
нейтронов было показано, что структура хромати-
на в интерфазном ядре биологической клетки имеет
фрактальный характер [2, 7–12]. Более того, оказа-
лось, что в ядре существует два масштабных уров-
ня с двумя принципально разными фрактальными
организациями: на масштабе от единиц микромет-
ра до сотни нанометров реализуется фрактальная
структура, называемая логарифмической, а на мас-
штабе от сотни нанометров до десятка нанометров —
структура объемного фрактала. Не вызывает сомне-
ний, что фрактальная модель укладки хроматина в
ядре является одной из самых перспективных и при-
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влекательных, однако детального описания самой
модели, описывающей его бифрактальную структу-
ру, так и не было представлено.

Впервые гипотеза о фрактальной укладке хро-
матина была сформулирована группой ученых, спе-
циализировавшихся в области теоретической био-
физики и физики полимеров под руководством
А. Ю. Гросберга [13, 14]. Ими была разработана мо-
дель складчатой глобулы (crumpled globule), кото-
рая предлагается в качестве трехмерной структу-
ры ДНК [13]. Складчатая глобула — модель одно-
мерной полимерной цепи, плотно заполняющей про-
странство без самопересечений, аналогом которой
во фрактальной геометрии является кривая Пеано
или любая другая кривая, заполняющая трехмерное
пространство (Гильберта, Госпера и т. д.) В резуль-
тате складчатая глобула стала дополнительно назы-
ваться фрактальной.

Гипотеза складчатой глобулы получила подтвер-
ждение в экспериментах с использованием техно-
логии по захвату конформации хроматина (метод
Hi-C) [1]. С помощью метода Hi-C были построены
карты пространственной близости генома человека.
Эти карты подтвердили, во-первых, наличие хро-
мосомных территорий и, во-вторых, пространствен-
ную близость небольших, богатых генами хромосом.
Таким образом был идентифицирован дополнитель-
ный уровень организации генома, который характе-
ризуется пространственной сегрегацией открытого и
закрытого хроматина (эухроматина и гетерохрома-
тина) с образованием двух полногеномных компарт-
ментов. Оказалось, что обнаруженная в экспери-
менте конформация хроматина согласуется с фрак-
тальной глобулой, конформацией без узлов, кото-
рая обеспечивает максимально плотную упаковку,
сохраняя при этом способность легко сворачивать-
ся и разворачиваться в любом геномном локусе [1].
В настоящее время технология захвата конформа-
ции хроматина широко используется в исследовани-
ях свойств хроматина в ядрах самых различных ти-
пов клеток [15, 16].

С разработкой технологии по захвату конфор-
мации хроматина оказалось возможным как разви-
тие теории, так и моделирование укладки хромати-
на на основе хорошо разработанного теоретического
базиса физики полимеров [17–20]. В этих работах ав-
торы связывают концепцию складчатой (фракталь-
ной) глобулы с результатами работы [1] и утвер-
ждают, что именно топологические ограничения яв-
ляются основным фактором, управляющим фор-
мированием хромосомных территорий. Для дока-
зательства этого тезиса используется молекулярно-

динамическое моделирование равновесной глобулы
(гаусcова клубка) и складчатой глобулы [17–20] и по-
казывается, это экспериментальные данные [1] под-
тверждают выводы теории, а моделирование неза-
узленной складчатой глобулы приводит к образо-
ванию хромосомных территорий, подобных экспе-
риментально обнаруженным, и хорошо описывает
не только расположение хроматина, но и процессы,
происходящие внутри ядра. Таким образом, была
построена модель укладки хроматина в интерфаз-
ном ядре, которая основана на концепции незауз-
ленного полимера, плотно уложенного как кривые
заполняющие пространство (типа кривой Гильбер-
та), которые, вследствие незаузленности, формиру-
ют отдельные хромосомные территории [17, 19].

Будучи несомненно успешной, модель складча-
той глобулы не различает структуры различных
компартментов A/B — активного и пассивного (от-
крытого и закрытого, эу- и гетеро-) хроматина. В
то же время метод захвата конформации хромати-
на (метод Hi-C) демонстрирует возможности разли-
чить эти два вида хроматина. Причем пассивный
хроматин B оказывается более плотным по сравне-
нию с компартментами активного хроматина A, под-
черкивая тот факт, что эти компартменты могут
иметь разную пространственную структуру. Сле-
дует особо отметить, что модель складчатой гло-
булы как кривой, заполняющей пространство, не
может описать экспериментальные данные малоуг-
лового рассеяния нейтронов (МУРН), которые на
больших масштабах (100–5000 нм) хорошо уклады-
ваются в модель логарифмического фрактала [2].
С точки зрения экспериментов МУРН складчатая
глобула (типа кривой Пеано) неотличима от лю-
бого другого однородно заполненного объекта, вос-
производящего ее форму. Следовательно, МУРН на
фрактальной глобуле должен представлять класси-
ческий случай рассеяния на нефрактальных трех-
мерных неоднородностях [21]. В действительности
эксперименты МУРН на хроматине уверенно демон-
стрируют наличие фрактальной структуры на всех
масштабах — от нанометров до микрометров [7–12],
что не укладывается в модель складчатой глобу-
лы и требует ее доработки. Можно предположить,
что структура хроматина в компартментах А и В
различна, и если компартмент B описывается кри-
вой, заполняющей пространство (плотный, закры-
тый хроматин), то в компартменте А открытый, ак-
тивный хроматин представляет собой фрактальную
структуру, на малых масштабах характеризующую-
ся объемным фракталом, а на больших масштабах —
логарифмическим фракталом.
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Концепция логарифмических фракталов остает-
ся малоизученной и практически неосмысленной на-
учным сообществом. Концепция логарифмического
фрактала для двумерного пространства была вве-
дена в работе [22] для описания роста и ветвления
дерева по так называемому принципу Леонардо да
Винчи. Этот принцип — открытие Леонардо — из-
вестен также как правило сохранения площади, со-
гласно которому площадь сечения ветки ниже точки
ветвления равна сумме площадей сечений дочерних
веток выше ее [23]. Основываясь на этом правиле,
можно сделать вывод, что площадь сечения ствола
дерева равна сумме площадей сечений всех веток на
любом из уровней ветвления дерева. Отметим, что
в случае трехмерного пространства в логарифми-
ческих фракталах неизменным оказывается объем,
добавляющийся на каждом шаге «ветвления» объ-
екта, а сама концепция дополняет классификацию
фракталов, основанную на исследованиях методом
малоуглового рассеяния нейтронов и рентгеновских
лучей [21]. Пример такого трехмерного логарифми-
ческого фрактала, состоящего из кубов различного
размера, был дан в работе [12].

В этой работе мы моделируем процесс рассея-
ния на различных типах фрактальных структур в
двумерном пространстве. Представлены результаты
численных экспериментов на классических фракта-
лах, логарифмических фракталах и на кривых, за-
полняющих пространство. Показано, что картина
рассеяния на кривых, заполняющих пространство,
существенно отличается от картины рассеяния на
фракталах. Кроме того, смоделирован бифракталь-
ный объект, который иллюстрирует возможность со-
существования в одной структуре классического и
логарифмического фракталов. Таким образом, мы
показываем на примерах двумерного пространства,
что эксперименты по рассеянию если не дают ключ
к разгадке сложной организации хроматина, то ста-
вят фундаментальные вопросы о механизмах обра-
зования фрактальных структур в ядре на масшта-
бах от 10 нм до 10 мкм.

Работа организована следующим образом. В
разд. 2 представлена классификация фрактальных
объектов, проводимая с помощью метода малоугло-
вого рассеяния проникающих излучений для случая
трехмерного пространства. Аналогичная класси-
фикация фракталов для двумерного пространства
разработана на основе численного анализа Фурье.
В разд. 3 описывается метод численного анализа
Фурье, который моделирует эксперимент по мало-
угловому рассеянию в двумерном пространстве. В
разд. 4 показано исследование логарифмических

фракталов в двумерном пространстве, а в разд. 5 —
кривых, заполняющих двумерное пространство
(кривые Пеано, Госпера, Гильберта). В разд. 6
сконструирован бифрактальный объект, который
может рассматриваться как иллюстрация модели
пространственной организации хроматина в ядре
биологической клетки, и в разд. 7 представлены
выводы.

2. КЛАССИФИКАЦИЯ ФРАКТАЛОВ
МЕТОДОМ МАЛОУГЛОВОГО РАССЕЯНИЯ

Методы малоуглового рассеяния нейтронов и
малоуглового рентгеновского рассеяния (МУРР)
уже давно стали классическим способом изучения
фракталов нанометрового масштаба [24–27] и час-
то используются для измерения главного парамет-
ра, характеризующего фрактальную структуру, —
размерности Хаусдорфа, которую также называют
фрактальной размерностью.

Этими методами измеряют степенную зависи-
мость интенсивности рассеяния от переданного им-
пульса q:

I(q) ∼ q−∆, (1)

где ∆ — показатель степени, связанный с фракталь-
ной размерностью изучаемого объекта.

Рассеяние на трехмерных однородных частицах
с гладкой границей хорошо описывается законом
Порода, который формулируется следующим обра-
зом: интенсивность рассеянного излучения есть сте-
пенная функция переданного импульса q (см. (1)) с
∆ = 4 для q ≫ 1/ξ, где ξ — характерный размер рас-
сеивающей частицы. Как было показано в [24–27],
показатель степени ∆ напрямую связан с фракталь-
ной размерностью D, но для разных типов фракта-
лов эта связь разная. Для массовых фракталов в
трехмерном пространстве ∆ = D, для поверхност-
ных фракталов ∆ = 6 − D. Промежуточный слу-
чай между массовыми и поверхностными фрактала-
ми соответствует логарифмическим фракталам [21].
Этот тип фракталов может быть также идентифи-
цирован с помощью экспериментов по рассеянию,
в этом случае ∆ = 3. Логарифмические фракта-
лы отличаются особым типом самоподобия: в них
реализуется аддитивный закон масштабирования, а
не мультипликативный, как в случае с массовы-
ми фракталами [8, 21]. Было показано, что куби-
ческая зависимость интенсивности рассеяния ней-
тронов связана преобразованием Фурье c корреля-
ционной функцией объекта χ(r), пропорциональной
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ln(r/ξ), где r/ξ < 1, т.е. во фрактальной области [21].
Аналогично фракталам в трехмерном простран-

стве, с помощью метода численного фурье-анализа
проведена классификация и продемонстрированы
характерные особенности фрактальных объектов на
плоскости [28]. В двумерном пространстве также,
помимо однородных объектов с гладкой границей,
можно выделить три типа фракталов: массовые,
граничные и логарифмические. Фрактальные объ-
екты в двумерном пространстве также описываются
с помощью меры Хаусдорфа. Мера нефрактального
объекта в двумерном пространстве равна r2, где r —
линейный размер объекта. Для фрактальных объек-
тов мера Хаусдорфа содержит пробную степенную
функцию h(ε) = εD, а в случае логарифмических
фракталов пробная функция дополнительно содер-
жит логарифм: h(ε) = εD(ln 1/ε)∆f , где ε — линей-
ный размер пробного элемента,D — топологическая
размерность объекта, ∆f — логарифмическая под-
размерность фрактала. В экспериментах по рассея-
нию пробные функции объектов на плоскости свя-
заны с показателем степени ∆ в (1) соотношениями,
представленными в табл. 1.

Для однородно заполненных объектов с глад-
кой границей в двумерном пространстве (например,
для круга) интенсивность рассеяния убывает с рос-
том q как q−∆ с показателем степени ∆ = 3. Этот
показатель на единицу меньше, чем для шара в
трехмерном пространстве. Для массовых фракталов
1 < ∆ < 2 и ∆ = D, для граничных 2 < ∆ < 3

и ∆ = 4 − D. Промежуточный случай ∆ = 2 со-
ответствует логарифмическому фракталу. Класси-
фикация фрактальных и нефрактальных объектов
в двумерном пространстве, проведенная с помощью
численного фурье-анализа, представлена в табл. 1.
Таблица 1 содержит информацию о таких объек-
тах, как кривая Пеано и логарифмический фрактал,
исследования которых представлены в этой работе
(см. разд. 4 и 5).

Пользуясь классификацией, разработанной на
основе метода малоуглового рассеяния нейтронов
и рентгеновского излучения, можно, сконструиро-
вав фрактальные и нефрактальные объекты в дву-
мерном пространстве, аттестовать их методом чис-
ленного фурье-анализа, моделирующего процессы
рассеяния. В данном случае численный экспери-
мент по рассеянию используют как способ верифи-
кации, удостоверяющий, что объект действитель-
но является фракталом, которому присваиваются
определенные свойства, характерные для массового,
граничного, логарифмического фрактала или вовсе
нефрактального объекта.

Таблица 1. Классификация фрактальных и нефракталь-

ных объектов в двумерном пространстве в экспериментах

по рассеянию (∗данные для логарифмического фрактала

и кривой Пеано получены в рамках данной работы). Здесь

∆ — показатель степени в зависимости интенсивности рас-

сеяния от переданного импульса, определяемой в реаль-

ном или численном эксперименте, D — фрактальная раз-

мерность или размерность Хаусдорфа

Объект Показатель Размерность

степени Хаусдорфа

Нефрактальный объект ∆ = 3 D = ∆− 1

Кривая Пеано ∆ = 3 D = 2(∗)

Граничный фрактал 2 < ∆ < 3 D = 4−∆

Логарифмический фрактал ∆ = 2 D = ∆(∗)

Массовый фрактал 1 < ∆ < 2 D = ∆

3. МЕТОД ЧИСЛЕННОГО ФУРЬЕ-АНАЛИЗА
В ДВУМЕРНОМ ПРОСТРАНСТВЕ

Следует отметить, что моделирование процес-
са рассеяния в двумерном пространстве с помощью
фурье-анализа имитирует рассеяние света на дву-
мерных объектах — «масках», и давно вошло в учеб-
ники [29,30]. Численное моделирование эксперимен-
тов по рассеянию света на двумерных регулярных
геометрических фракталах стало применяться срав-
нительно недавно [28,31]. В качестве модельной кар-
тины рассеяния определяют квадрат модуля фурье-
образа двумерного объекта. Эксперимент по малоуг-
ловому рассеянию света моделируют, используя схе-
му, представленную на рис. 1.

Рис. 1. Схема численного моделирования эксперимента по

малоугловому рассеянию света на двумерных объектах

Схема такого численного эксперимента доста-
точно проста и состоит из четырех последова-
тельных шагов. Объект исследования представ-
ляет собой образ внутри квадрата с размерами
1×1 см2, описывающегося бинарной двумерной мат-
рицей. Первый шаг — фурье-преобразование объ-
екта. Полученный фурье-образ — тоже двумерная
матрица, каждый элемент которой — комплекс-
ное число — характеризуется амплитудой и фа-
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зой. Второй шаг — формирование двумерной кар-
ты интенсивности, как квадрата модуля фурье-
образа объекта, моделирующей интенсивность рас-
сеяния. На этом шаге теряется информация о фазе
фурье-образа. Третий шаг алгоритма — азимуталь-
ное усреднение карты интенсивности вокруг центра
и получение кривой усредненной интенсивности, ко-
торая имитирует кривую малоуглового рассеяния,
т.е. зависимость интенсивности рассеяния от пере-
данного импульса (I от q). Последним шагом явля-
ется определение показателя степени ∆ степенного
закона I(q) как отношения логарифмов усредненной
интенсивности ln I и координаты Фурье ln q. Пока-
затель ∆ напрямую связан с фрактальной размер-
ностью, но по-разному для разных типов фракталь-
ных объектов (см. табл. 1).

Для обработки фрактальных изображений мы
создали программу на платформе Qt [32], кото-
рая выполняет первые три шага этого алгоритма.
В этом методе двумерный объект представляет со-
бой квадрат 1× 1 см2, состоящий из N ×N единич-
ных элементов (пикселей), где N должно быть рав-
но 2n, n = 1, 2, 3, . . . Мы используем быстрое пре-
образование Фурье, чтобы сократить время вычис-
лений. Карта интенсивности — это распределение
интенсивности «рассеяния» по компонентам векто-
ра Фурье qx, qy, выраженным в единицах обратной
длины. Максимальное значение координаты q мож-
но вычислить как πN/X , где X — общий размер
изображения в единицах длины, N — размер изоб-
ражения в пикселях, X/N — размер одного пикселя
в единицах длины. Оси qx и qy разделены на N рав-
ных интервалов, а размер пикселя в пространстве
Фурье равен π/X . Поскольку все реальные фракта-
лы ограничены как по максимальному размеру, так
и по размеру минимального элемента, важно кон-
тролировать разрешающую способность метода Фу-
рье. Во-первых, размер фрактального объекта дол-
жен быть меньше размера всего изображения и, во-
вторых, размер минимального элемента фрактала
должен быть в несколько раз (>3) больше размера
минимального элемента изображения (одного пик-
селя). При анализе кривых усредненных интенсив-
ностей необходимо отличать фрактальный диапазон
координаты Фурье от нефрактальных диапазонов,
возникающих при очень малом и очень большом q.

4. ЛОГАРИФМИЧЕСКИЙ ФРАКТАЛ В
ДВУМЕРНОМ ПРОСТРАНСТВЕ

Сконструируем пример логарифмического фрак-
тала на плоскости, покажем, что объект действи-

тельно соответствует определению логарифмиче-
ского фрактала, и определим нишу, в которую такой
объект попадает в рамках классификации по методу
малоуглового рассеяния.

По определению логарифмические фракталы —
это фракталы с логарифмической мерой. Пробная
функция в такой мере является произведением сте-
пенной функции с аргументом ε и степенной функ-
ции от логарифма 1/ε [3, 22]:

h(ε) = εD
(
ln

1

ε

)∆f

. (2)

Здесь D — фрактальная размерность, ∆f — фрак-
тальная подразмерность, ε — линейный размер
пробных элементов, покрывающих фрактал.

Известен двумерный логарифмический фрактал,
описывающий рост дерева и основанный на «прин-
ципе да Винчи» [22, 23]: сумма площадей попереч-
ных сечений ветвей на каждом уровне равна пло-
щади поперечного сечения ствола дерева (фрактал
«Дерево да Винчи»). На рис. 2 показан принцип по-
строения этого фрактала.

Рис. 2. Построение логарифмического фрактала роста де-

рева по принципу «да Винчи» (базовый элемент — квад-

рат, 1 и 2 поколения)

В каждом новом поколении к углам каждого
наименьшего на данный момент квадрата добавля-
ются четыре квадрата, каждый из которых по пло-
щади в четыре раза меньше квадрата предыдущего
поколения. Следует отметить, что в отличие от по-
строения геометрических фракталов, таких как ко-
вер Серпинского, здесь добавление квадратов следу-
ющего поколения происходит не для всего фракта-
ла, а только для квадратов предыдущего поколения.

Площадь фрактала с каждым новым поколе-
нием увеличивается на площадь «ствола» (самого
большого квадрата). Таким образом, площадь все-
го фрактала n-го поколения будет в n раз больше
площади «ствола».

Пусть линейный размер «ствола» равен 1. Тогда
площадь всего фрактала n-го поколения будет рав-
на n, а линейный размер ε квадратов n-го поколения
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и число поколений n фрактала будут связаны сле-
дующими выражениями:

ε =
1

2n−1
, n =

1

ln 2
ln

1

ε
+ 1. (3)

Пусть N(ε) — количество квадратов линейного раз-
мера ε, покрывающих весь фрактал. Тогда N(ε)

можно выразить как

N(ε) =
n

ε2
=

1

ε2

(
ln

1

ε
/ ln 2 + 1

)
. (4)

Как известно [3, 22], фрактальная мера µ(ε) — это
величина, поведение которой определяется произ-
ведением пробной функции h(ε) и числа покрытий
N(ε). По определению, мера должна стремиться к
константе, когда значение ε стремится к нулю. Та-
ким образом, пробная функция этого объекта имеет
вид

h(ε) = ε2
(
ln

1

ε

)−1

, N(ε)h(ε) −−−→
ε→0

1

ln 2
. (5)

Сравнивая соотношения (2) и (5), получаем
D = 2, ∆f = −1. Таким образом, фрактал, описы-
вающий рост дерева, построенный по принципу «да
Винчи», действительно является логарифмическим
фракталом с фрактальной размерностью 2, что рав-
но его топологической размерности [22].

Мы исследовали изображения этого фрактала
разных поколений от 1-го до 7-го методом чис-
ленного анализа Фурье. Для каждого изображе-
ния были получены усредненные зависимости ин-
тенсивности от координаты Фурье q, моделирующие
кривые малоуглового рассеяния. Размер изображе-
ний — 1× 1 см2 и 2048× 2048 пикселей2.

На рис. 3a, b показаны 3-е и 7-е поколения это-
го фрактала. Усредненные значения интенсивности
в зависимости от координаты Фурье q показаны на
рис. 3c.

Кривые, полученные в результате преобразова-
ния Фурье на рис. 3c, демонстрируют осциллирую-
щее поведение, затухающее при увеличении пере-
данного импульса q. Осцилляции имеют квазипери-
одический характер в логарифмическом масштабе в
левой части кривых, при этом в правой части они
становятся периодическими в линейном масштабе,
что указывает на переход к нефрактальному режи-
му. Кроме того, показатель степени (наклон кри-
вых в логарифмическом масштабе) изменяется при
смене режимов. Точка пересечения двух режимов
характеризует границу фрактала со стороны малых
размеров. Эти точки кроссовера различны для раз-
ных поколений и равны 201 см−1 для фрактала 3-го

a b

c

Рис. 3. Изображение логарифмического фрактала 3-го (a)

и 7-го (b) поколений. Усредненные зависимости интенсив-

ности от координаты Фурье q для 3-го и 7-го поколений ло-

гарифмического фрактала (c). Стрелками показана верх-

няя (по переданному импульсу q) граница фрактального

диапазона

поколения и 3217 см−1 для фрактала 7-го поколе-
ний. Мы оцениваем эти значения как π · 2048/32 и
π · 2048/2 для 3-го и 7-го поколений соответствен-
но, учитывая, что линейный размер минимального
элемента для фрактала 7-го поколения составляет 2

пикселя, а для фрактала 3-го поколения — 32 пик-
селя.

Таким образом, кривые в диапазонах
q < 201 см−1 и q < 3217 см−1 относятся к
фрактальной области для 3-го и 7-го поколе-
ний соответственно, а кривые для диапазонов
q > 201 см−1 и q > 3217 см−1 характеризуют
минимальный элемент фрактала. Если усреднить
осцилляции и аппроксимировать зависимость ин-
тенсивности от q степенным законом q−∆ в разных
диапазонах, то показатель степени ∆ будет равен
1.9 ± 0.2 (q < qc) и 2.87 ± 0.05 (q > qc) для 3-го
поколения и 2.06 ± 0.05 (q < qc) для 7-го поколения
(рис. 3c). Таким образом, наклон кривой усред-
ненной интенсивности ∆ близок к −2 в пределах
фрактального диапазона и близок к −3 вне фрак-
тального диапазона, что соответствует рассеянию
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на объектах с резкой границей в двумерном про-
странстве (квадрат). Можно сделать вывод, что
наклон ∆ для фрактального диапазона иссле-
дуемого объекта равен размерности Хаусдорфа
строительного блока фрактального объекта ∆ = D.

Как показано в работе [28], если объект не явля-
ется фрактальным, то наклон кривой рассеяния ра-
вен ∆ = −3. Логарифмическая специфика фрактала
проявляется в том, что наклон кривой на 1 меньше
наклона кривой нефрактального объекта.

5. КРИВЫЕ ПЕАНО В ДВУМЕРНОМ
ПРОСТРАНСТВЕ

Помимо логарифмических фракталов существу-
ет целый класс объектов, имеющих размерность Ха-
усдорфа равную двум — кривые Пеано. По опреде-
лению кривые Пеано — это кривые, заполняющие
пространство без самопересечений. Сконструируем
примеры кривой Пеано на плоскости, вычислим ее
меру и покажем, что объект, в соответсвии со своим
определением, попадает в нишу объектов, обладаю-
щих резкой границей и однородных внутри, в соот-
ветствии с классификацией по методу малоуглового
рассеяния.

Рассмотрим кривую, изобретенную самим Джу-
зеппе Пеано. Принцип ее построения показан на
рис. 4. Числа на рис. 4 показывают порядок этапов
строительства.

Рис. 4. Построение кривой Пеано от базового элемента до

третьего поколения

Эта кривая не имеет самопересечения, хотя в
некоторых точках происходит самокасание. Длина
сегментов этой кривой уменьшается в три раза для
каждого следующего поколения, а количество сег-
ментов линии увеличивается в 9 раз. Следовательно,
длина сегментов равна ε = 1/3n для n-го поколения
кривой Пеано, а количество этих сегментов равно
N(ε) = 9n. Тогда

N(ε) = 32n = 32 log3(1/ε) =
1

ε2
= ε−2. (6)

Это показывает, что пробная функция этого объ-
екта равна h(ε) = ε2, имеет размерность квадра-
та, при этом являясь линией. Никакой логарифми-
ческой подразмерности у этого объекта нет. Такие

же выражения можно получить для других кривых
типа Пеано: кривой Гильберта, кривой Госпера и
т. д. Принципы построения кривой Госпера и кри-
вой Гильберта показаны на рис. 5 и рис. 6.

Рис. 5. Построение кривой Госпера от базового элемента

до четвертого поколения

Рис. 6. Построение кривой Гильберта от базового элемен-

та до пятого поколения

С помощью метода численного анализа Фурье
мы получили кривую усредненной интенсивности,
моделирующую кривую малоуглового рассеяния,
для кривых Пеано, Госпера и Гильберта. Они пред-
ставлены на рис. 7.

Все три кривые демонстрируют убывание ин-
тенсивности на левой стороне и систему пиков на
правой стороне (рис. 7). Показатели наклона усред-
ненных кривых интенсивности для кривых Пеано
и Гильберта рассчитывались как показатели накло-
на огибающих. Для кривой Госпера мы использова-
ли линейную аппроксимацию данных. Было полу-
чено, что наклоны кривых Пеано, Госпера и Гиль-
берта равны ∆ = 3.01 ± 0.02, ∆ = 2.94 ± 0.05 и
∆ = 2.94± 0.02 соответственно. Таким образом, для
семейства кривых Пеано показатель ∆ в (1) близок
к 3, как для объекта с резкой границей в двумер-
ном пространстве. Другими словами, эксперимент
по рассеянию «видит» такие кривые как фигуры,
которые имеют однородную «заливку». Как отмеча-
лось выше, в области больших значений координа-
ты Фурье q возникает некоторая система пиков, своя
для каждой кривой. Анализируя кривые усреднен-
ной интенсивности для разных поколений каждой
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Рис. 7. Кривые усредненной интенсивности для 6-го по-

коления кривой Пеано (квадраты), 6-го поколения кривой

Госпера (кружки) и 7-го поколения кривой Гилберта (тре-

угольники)

кривой Пеано, мы пришли к выводу, что эта систе-
ма пиков описывает формфактор базового элемен-
та кривой Пеано. Естественно, что базовый элемент
кривой, а также его преобразование Фурье для раз-
ных кривых различны.

Таким образом, эксперимент по рассеянию «ви-
дит» кривые Пеано как двумерные объекты с рез-
кими границами. Это легко понять: в случае, ко-
гда кривая заполняет конечный плоский объект, он
представляет собой двумерную фигуру (в данном
случае квадрат), равномерно заполненную линиями
и окруженную пустым пространством. Это равно-
мерное заполнение плоского объекта дает нам пока-
затель степени ∆ = 3, как и для любого двумерного
однородно заполненного объекта с гладкими грани-
цами.

Несмотря на то, что кривые Пеано удовлетворя-
ют нестрогому определению фрактала, которое дал
в своей работе Мандельброт [3], поскольку их раз-
мерность Хаусдорфа строго больше их топологиче-
ской размерности равной 1, такие объекты нельзя
считать фракталами. Они не фракталы не только
из-за их целочисленной размерности Хаусдорфа, но
и потому, что плотность кривых Пеано однородно
распределена в объекте, тогда как для фракталь-
ных объектов характерно неравномерное распреде-
ление плотности в занимаемой фракталом области
пространства.

Следует отметить, что, несмотря на то что раз-
мерности Хаусдорфа кривой Пеано и объекта с рез-
кой границей совпадают, их все же можно разли-
чить в эксперименте по малоугловому рассеянию

благодаря системе пиков, которая присутствует на
кривых малоуглового рассеяния при больших зна-
чениях переданного импульса. Эта система пиков
характеризует фурье-образ минимального элемента,
по которому строится та или иная кривая Пеано. В
этом их главное отличие от простого нефрактально-
го объекта с резкой границей.

6. МОДЕЛЬ БИФРАКТАЛЬНОЙ
ОРГАНИЗАЦИИ ХРОМАТИНА В
ДВУМЕРНОМ ПРОСТРАНСТВЕ

Эта работа мотивирована необходимостью ин-
терпретации экспериментов по малоугловому рас-
сеянию нейтронов (МУРН) на хроматине внутри
ядра биологической клетки [7–12]. Эксперименты
МУРН демонстрируют бифрактальную организа-
цию хроматина, которая не укладывается в кон-
цепцию складчатой глобулы по типу кривой Пеа-
но, предложенной в работах [13,14]. Моделирование
эксперимента по малоугловому рассеянию в двумер-
ном пространстве ясно демонстрирует, что модель
кривых заполнения пространства имитирует одно-
родно заполненный объект с резкой границей и не
является ни фрактальным объектом с дробной раз-
мерностью Хаусдорфа, ни логарифмическим фрак-
талом. Другими словами, в эксперименте по рассея-
нию излучения логарифмические фракталы и клас-
сические фракталы можно однозначно отличить от
кривых Пеано и нефрактальных объектов.

Чтобы сконструировать модель бифрактальной
организации хроматина в ядре клетки, мы созда-
ли фрактал, который состоит из логарифмическо-
го фрактала «Дерево да Винчи» и «вложенного в
него» фрактала Вишека («Снежинка Вишека»).

Фрактал Вишека генерируется следующим обра-
зом: берем квадрат, разбиваем его на девять одина-
ковых квадратов и удаляем те квадраты, которые
находятся не в углах и не в центре. Затем повторяем
эту процедуру для каждого из оставшихся квадра-
тов и т. д. (рис. 8).

Рис. 8. Схема построения фрактала Вишека (2-е, 3-е, 4-е

поколения)
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Именно такой фрактал мы использовали вме-
сто минимальных элементов фрактала «Дерева да
Винчи», которые обычно представляют собой одно-
родные квадраты (рис. 3). Полученный комбинаци-
ей двух фракталов объект по существу и является
бифракталом. Для того чтобы модель соответство-
вала масштабам задачи, были выбраны 4-е поколе-
ния каждого из фракталов. В этом случае мини-
мальный крест фрактала Вишека в 27 раз меньше
всей «Снежинки Вишека», которая является в этой
конструкции минимальным элементом «Дерева да
Винчи». При этом минимальный элемент «Дерева
да Винчи» в 32 раза меньше всего «Дерева да Вин-
чи». Таким образом, минимальный крест фрактала
Вишека в 862 раза меньше всего бифрактала, т. е.
весь диапазон масштабов этого объекта пробегает
3 порядка по линейной шкале размеров, что соот-
ветствует, например, диапазону от 10 нм до 10 мкм.
Построенный бифрактал изображен на рис. 9.

Рис. 9. Бифрактал, состоящий из фрактала «Дерево да

Винчи» на крупном масштабе и фрактала «Снежинка Ви-

шека» на более мелком масштабе

Результат численного эксперимента по модели-
рованию процесса рассеяния на таком фрактале по-
казан на рис. 10. Как видно из рис. 10, кривая рассе-
яния, построенная в двойном логаифмическом мас-
штабе, демонстрирует две фрактальные области: од-
на имеет наклон ∆ = 2.09 ± 0.20 и соответствует
логарифмическому фракталу, вторая имеет наклон
1.47±0.03 и соответствует фракталу «Снежинка Ви-

шека», теоретическая фрактальная размерность ко-
торого равна 1.465.

Чтобы четко различать два разных диапазона
по переданному импульсу q, мы приводим график
Кратки как произведение (I(q)q2) в зависимости от
q на вставке к рис.10. Такое представление экспе-
риментальных данных выделяет кривую рассеяния
q−2, делая более очевидными другие особенности. В
частности, произведение (I(q)q2) в q-диапазоне для
фрактала «Дерево да Винчи» теперь оказалось кон-
стантой. Наклон кривой в этой области оказался ра-
вен нулю (∆− 2 = 0.04± 0.20).

Рис. 10. Усредненная кривая интенсивности для бифрак-

тала, состоящего из 4-й генерации фрактала «Дерево да

Винчи» и 4-й генерации фрактала «Снежинка Вишека»

Таким образом, сконструированный нами
бифрактальный объект точно воспроизводит
бифрактальный характер кривых малоуглового
рассеяния нейтронов, получаемых в эксперимен-
тах на ядрах различных типов биологических
клеток [7–12]. Построенная таким образом бифрак-
тальная конструкция, несмотря на то, что задача
решается в двумерном пространстве, может слу-
жить еще одним шагом на пути создания модели
организации хроматина в ядре биологической
клетки.

При переходе в трехмерное пространство вопрос
о совместимости модели укладки хроматина, разра-
ботанной в результате эксперимента методом захва-
та конформации хроматина (метод Hi-C) [1,17–20] —
модель складчатой глобулы, и модели на основе
данных МУРН — модели бифрактальной структу-
ры [7–12], остается открытым. Попытка комбина-
ции данных этих двух экспериментов была сделана
в глубоком, всеобъемлющем обзоре [19].
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Как указывалось в [19], модель складчатой гло-
булы основана на предположении об отсутствии
сильных вариаций плотности на масштабах порядка
длины запутанности и выше. Классические цветные
изображения хроматиновых территорий предпола-
гают однородную плотность по всему клеточному
ядру. Это, однако, может ввести в заблуждение, по-
скольку длина волны видимого света слишком вели-
ка, чтобы можно было легко разрешить глазу боль-
шее изменение локальной плотности. Для того что-
бы заглянуть внутрь ядра, необходимо прибегнуть
к экспериментам по рассеянию. Правда, единствен-
ный известный на тот момент эксперимент на ядрах
куриных эритроцитов не позволил провести адек-
ватную процедуру сравнения результатов МУРН и
метода Hi-C, поскольку куриные эритроциты весь-
ма отличны от других эукариотических клеток. До-
полнительно авторами было выдвинуто предполо-
жение, на наш взгляд, ошибочное, что складчатая
глобула будет иметь закон рассеяния, пропорцио-
нальный Q−3.

В настоящей работе мы показываем, что ес-
ли складчатая глобула описывается в большей или
меньшей степени кривой Гильберта (или Пеано), то
закон рассеяния от нее должен иметь вид закона
Порода, как от частицы с гладкой поверхностью в
трехмерном пространстве,Q−4. При этом законQ−3

соответствует структуре логарифмического фракта-
ла, наблюдаемого в экспериментах по МУРН [7–12].
В то же время структура логарифмического фрак-
тала может быть сформирована некими структур-
ными единицами — объемными фракталами, описы-
ваемыми Q−D, где D — фрактальная размерность
объекта. Опираясь на данные малоуглового рентге-
новского рассеяния, мы идентифицируем этот объ-
ект как единицу активного хроматина — компарт-
мента А, наблюдаемого в методе Hi-C. Интересно
отметить, что характерный максимальный размер
этого объекта меняется в зависимости от степени
активности транскрипции в ядре клетки и состав-
ляет величину порядка 100 нм. Особенностью на-
шей модели является и тот факт, что вся структура
логарифмического фрактала, состоящего из малых
единиц объемного фрактала активного хроматина,
окружена плотной укладкой неактиного, закрытого
гетерохроматина, который вполне может быть оха-
рактеризован кривой типа Гильберта — компарт-
мент B, наблюдаемый в методе Hi-C. Такой хрома-
тин, по сути, является сплошной средой для ней-
тронного или рентгеновского излучения, которая, в
свою очередь, ограничена размерами ядра. Подроб-
ное описание трехмерной модели хроматина выхо-

дит за рамки данной работы, но в ней представле-
на целостная картина, непротиворечивым образом
описывающая результаты экспериментов, как мето-
да МУРН, так и метода Hi-C.

7. ВЫВОДЫ

В этой работе cконструированы логарифмиче-
ские фракталы и кривая Пеано в двумерном про-
странстве, а затем исследованы методом числен-
ного анализа Фурье, моделирующего эксперимен-
ты по малоугловому рассеянию нейтронов. Резуль-
таты сведены в классификационную таблицу фрак-
тальных объектов в двумерном пространстве, кото-
рая дополнена новым классом — логарифмическими
фракталами (табл. 1).

Показано, что для логарифмических фракталов
в экспериментах по рассеянию показатель степени
∆ равен их размерности Хаусдорфа, а для кривых
Пеано в экспериментах по рассеянию показатель ∆

равен 3, как для двумерного объекта с резкими гра-
ницами.

Построена бифрактальная модель простран-
ственной организации хроматина в ядре биоло-
гической клетки. Численные эксперименты по
малоугловому рассеянию от единого бифрактально-
го объекта, объединяющего в себе логарифмический
фрактал и классический фрактал, подтверждают
сходство предложенной модели и реального объ-
екта, поскольку модельная кривая повторяет
характерные особенности реальных кривых ма-
лоуглового рассеяния на ядрах биологической
клетки.

Финансирование. Работа поддержана Россий-
ским научным фондом (грант №20-12-00188).
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Представлены данные по квазиизэнтропической сжимаемости сильно неидеальной плазмы гелия в

области давлений 250–600 ГПа в устройствах цилиндрической геометрии. Измерена температура на

фронте цилиндрической ударной волны в гелии T ≈ 10000К и скорость полета внутреннего каскада

W ≈ 3.5 км/с, в полости которого и достигается максимальная плотность сжатой плазмы. Получены

данные о сжатии неидеальной плазмы гелия до плотности ρ ≈ 3 г/см3 при приблизительно постоян-

ной конечной температуре 21000К. Траектории движения металлических оболочек, сжимающих плазму,

регистрировались с помощью мощных импульсных источников рентгеновского излучения с граничной

энергией электронов до 60 МэВ. Плотность плазмы гелия определялась по измеренному значению ради-

уса оболочек в момент их «остановки». Давление сжатой плазмы получено на основе газодинамических

расчетов. Проведены сравнительные теоретические расчеты параметров квазиизэнтропического сжатия

по двум теоретическим моделям: традиционной химической модели плазмы (код SAHA) и в рамках

подхода ab initio — квантовой молекулярной динамики (QMD). Аномалия экспериментальных данных в

области давлений теоретически предполагаемого плазменного фазового перехода в гелии не зарегистри-

рована.

DOI: 10.31857/S004445102303015X
EDN: QFMCVP

1. ВВЕДЕНИЕ

Интерес к исследованию свойств неидеальной
плазмы гелия во многом связан с многочислен-
ными предсказаниями существования в плотном и
горячем флюиде гелия аномалий типа необычных
«плазменных» (ionization-driven) фазовых перехо-

* E-mail: mcleodjr@mail.ru

дов (ПФП). Следует подчеркнуть, что проблема су-
ществования ПФП в неидеальной плазме гелия ин-
тересна не только сама по себе, но и в важном для
астрофизики аспекте свойств плотных и горячих
смесей гелия с водородом, где к собственно проблеме
ПФП добавляется проблема специфических особен-
ностей таких переходов, т. е. возможности расслое-
ний на фазы c различающимся химическим соста-
вом [1]. Более простая задача расчета параметров
ПФП в плотной горячей смеси гелия с водородом во

10 ЖЭТФ, вып. 3
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всем диапазоне пропорций Не/Н2, но без учета этих
особенностей решалась еще в работе [2].

Теоретические предсказания свойств плазмен-
ных фазовых переходов в гелии достаточно мно-
гочисленны. До недавнего времени эти предсказа-
ния в основном использовали химическую модель
плазмы, называемую также иногда методом мини-
мизации свободной энергии [3]. При этом предска-
зания ПФП в плазме гелия делались как в варианте
единого ПФП с одномоментной двукратной иони-
зацией (He ↔ He++ + 2e−) [4], так и в варианте
двух последовательных ПФП раздельно на первой
и второй стадиях ионизации гелия [2, 5–8]. В ра-
ботах [5, 8] показана возможность ионизационного
фазового перехода первого рода в гелиевой плазме
при средней плотности ядер 1022–1023 см−3 и тем-
пературе T 6 50000K. Несколько меньшая темпе-
ратура фазового перехода c однократной иониза-
цией гелия была предсказана при T ≈ 28500K в
модели [6]. В работе [9] металлизация гелия пред-
сказана при плотности ρ ≈ 5.3 г/см3. Различны-
ми авторами на основе расчетов зонной структу-
ры были получены значения давления металлиза-
ции гелия от 300 до 20000 ГПа [10–13]. Современные
расчеты, реализованные в рамках строгого подхода
ab initio (DFT/MD) [14], предсказывают металлиза-
цию в плотном жидком гелии в диапазоне давлений
P = 10000–20000ГПа.

Возвращаясь к обзору предсказаний ПФП в рам-
ках химической модели плазмы, отметим прежде
всего работы [5, 7, 8], где с использованием в рас-
четах метода суммарного химического потенциала
предсказан двухстадийный сценарий ПФП, состоя-
щий из двух фазовых переходов, начинающихся со-
ответственно из двух тройных точек с параметрами
T1 ≈ 1000К и P1 ≈ 200ГПа (ПФП-1) и T2 ≈ 4000К
и P2 ≈ 3000ГПа (ПФП-2). Оба перехода заканчива-
ются критическими точками C1 и C2 с параметрами
TC1

≈ 35000К, PC1
≈ 660ГПа и ρC1

≈ 2.13 г/см3

(ПФП-1) и TC2
≈ 120000K, PC2

≈ 10000ГПа и
ρC2

≈ 10 г/см3 (ПФП-2). Авторы работы [2] рассчи-
тали в гелии параметры ПФП с однократной иониза-
цией гелия и относительно высокими параметрами
участка P (T )-границы ПФП примерно между на-
чальной точкой (T ≈ 4000K, P ≈ 550ГПа) и кри-
тической точкой (TC ≈ 20000K, PC ≈ 800ГПа). Так
же далеко находится гипотетическая граница еди-
ного ПФП с двукратной ионизацией, предсказанная
в теоретической модели работы [4]. Согласно [4], эта
граница приближенно соответствует участку изохо-
ры ρ ≈ 10 г/см3 c температурой от T ≈ 20000K до
T ≈ 100000K.

В последние годы во ВНИИЭФ удалось продви-
нуться в диапазон мегабарных давлений, используя
метод квазиизэнтропического сжатия газов в двух-
каскадных устройствах цилиндрической и сфери-
ческой геометрий. В экспериментах с гелием при
равном начальном давлении газа в обоих каска-
дах около 25 МПа свойства плазмы гелия, сжатой
до плотности примерно 8 г/см3 в области давле-
ний до 4800ГПа, исследовались в работах [15–18].
Согласно расчетам, проведенным в рамках хими-
ческой модели плазмы [3, 19], полученные состоя-
ния сильно неидеальной плазмы гелия при давлении
P ≈ 4800ГПа характеризуются высокими значения-
ми параметра кулоновской неидеальности ГD ≈ 20 и
параметра вырождения электронов neλ

3
e ≈ 20 (λe —

тепловая длина волны де Бройля для электрона).
В экспериментах [18, 20] с использованием двух-

каскадной сферической камеры с разделенными по-
лостями при соотношении начального давления га-
за во внешней и внутренней полостях двухкаскад-
ной сферической конструкции 9 : 1 исследованы
свойства квазиизэнтропически сжатой плазмы ге-
лия при высоких степенях сжатия до 900 раз. Вы-
бранные значения начальных давлений гелия позво-
лили обеспечить размер сжатой полости, доступный
для его регистрации на рентгенографическом обору-
довании ВНИИЭФ, и реализовать высокую степень
сжатия плазмы. В эксперименте [21] с использова-
нием сферической двухкаскадной камеры и заряда
ВВ с массой M ≈ 85 кг в тротиловом эквивален-
те неидеальная плазма гелия сжата до плотности
ρ ≈ 9 г/см3 давлением P ≈ 10000ГПа, а в экспери-
менте [22] — до плотности ρ ≈ 13 г/см3 давлением
P ≈ 16700ГПа.

Анализ опубликованных данных показывает, что
все результаты со сферическими устройствами из
работ [15–18,20–22] расположены на P–T -диаграмме
гелия в области однократно ионизованной плазмы
выше критической точки ПФП-1 [7], а результаты
опытов c цилиндрическими конструкциями с гели-
ем из [23] расположены ниже P (T )-границы ПФП-1.
Таким образом, до настоящего времени области со-
стояний гелия, где предсказываются плазменные
фазовые переходы ПФП-1 и ПФП-2 [7], оставались
недоступными для исследователей.

В настоящей работе представлены конструкции
новых двухкаскадных цилиндрических устройств,
которые позволили при постоянной конечной тем-
пературе T ≈ 21000К исследовать свойства ква-
зиизэнтропически сжатого гелия в диапазоне дав-
лений 200–600 ГПа, который включает в себя и
область теоретически предполагаемого [7] ПФП-1
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(P ≈ 400ГПа при T ≈ 20500К). Полученные данные
позволили проверить гипотезу о возможных измене-
ниях в сжимаемости плазмы гелия в области гипо-
тетического плазменного перехода ПФП-1.

2. ПОСТАНОВКА ЭКСПЕРИМЕНТА

Для исследования сжимаемости гелия в экспери-
ментах настоящей работы использованы конструк-
ции цилиндрической геометрии [24, 25], в том числе
со стержнем из стали в центре, позволяющие реа-
лизовать равномерный профиль давления по ради-
усу в плазме сжатого вещества. Сжатие образую-
щейся плазмы в таких устройствах осуществляет-
ся системой ударных волн (УВ), циркулирующих в
ее объеме, и стальных оболочек, сходящихся к цен-
тру под действием продуктов взрыва (ПВ) мощно-
го конденсированного взрывчатого вещества (ВВ).
Этот процесс получил название квазиизэнтропиче-
ского, так как после прохождения первой УВ даль-
нейшее сжатие плазмы происходит при существенно
меньшем нагреве, чем в случае однократного сжа-
тия, и при более длительном удержании вещества в
сжатом состоянии. Целью такого эксперимента яв-
ляется регистрация R(t)-траектории движения обо-
лочек нагружающего устройства и определение раз-
мера внутреннего каскада в момент его «останов-
ки», когда достигается максимальное сжатие иссле-
дуемого вещества. Особенность конструкций [24,25]
состоит в возможности локализации металлогазовой
смеси, возникающей при выбросе частиц металличе-
ской пыли [26,27], что не позволяет ей проникать во
внутреннюю полость, где измеряется сжимаемость
исследуемой плазмы. Для снижения возмущений от
системы инициирования в таких устройствах меж-
ду ВВ и цилиндрическим устройством использовали
прокладку из оргстекла с электроконтактными дат-
чиками на ее границах для контроля за движением
УВ.

Схема экспериментов неоднократно приводилась
в наших работах, см, например, [24, 25]. Для ре-
гистрации положения оболочек, сжимающих иссле-
дуемое вещество, использовано жесткое рентгенов-
ское излучение трех бетатронов БИМ234.3000 [28]
с граничной энергией электронов 60 МэВ, позво-
ляющих просвечивать объекты с массовой толщи-
ной до 230 г/см2, что примерно эквивалентно тол-
щине 20 см свинца. Экспериментальное устройство
с гелием размещалось перед бетонным сооружени-
ем, в котором смонтированы бетатроны. Особен-
ностью бетатронов ВНИИЭФ является их возмож-
ность работать в режиме последовательной генера-

ции трех импульсов рентгеновского излучения дли-
тельностью 150–180 нс. Это позволяет в эксперимен-
те зарегистрировать одновременно до девяти фаз
сжатия плазмы. В опытах использована оптико-
электронная система детектирования, которая акти-
вируется синхронно с импульсами бетатрона. В ка-
честве преобразователей рентгеновского излучения
в видимое использованы монокристаллы йодистого
натрия и силикат лютеция. Для устранения влия-
ния рассеянного излучения на высокочувствитель-
ные детекторы размер поля регистрации в каждой
из проекций ограничен свинцовыми коллиматора-
ми. Для защиты бетатронов и оптико-электронных
регистраторов рентгеновского излучения примене-
ны алюминиевые конусы.

При сохранении массы сжатого вещества его
плотность вычисляли из выражения

ρ = ρ0 (R0/Rmin)
n ,

где ρ0 — начальная плотность газа, R0 и Rmin —
внутренние радиусы оболочки в исходном состоянии
и в момент ее «остановки» соответственно,n = 2 для
цилиндрической геометрии. Давление сжатой плаз-
мы гелия получено на основе газодинамических рас-
четов, учитывающих реальные характеристики экс-
периментальных устройств.

Характеристики устройств и условия проведения
опытов приведены в табл. 1. Геометрия эксперимен-
тальных устройств показана на рис. 1.

Заполнение камеры гелием производилось от
термокомпрессора. Величина давления в процес-
се заполнения измерялась датчиком с классом
точности 0.25. Температура контролировалась
хромель-алюмелевой термопарой, расположенной
внутри трубопровода, использованного для на-
пуска газов. Давление газа Не1 и Не2 в полостях
оболочек 1 и 2 было одинаковым. Окончатель-
но плотность гелия вычислялась с учетом его
сжимаемости на основании известных табличных
данных [29].

В данной работе геометрия экспериментальных
устройств выбиралась таким образом, чтобы полу-
чить равномерный профиль давления по радиусу,
P (R), при максимальном сжатии плазмы гелия. Для
снижения кумуляции энергии в эксперименте №1 в
конструкции работы [25] вдоль оси установлен ме-
таллический цилиндрический стержень. При нали-
чии стержня отраженная УВ формируется на грани-
це R∗, где R∗ — радиус стержня. Тем самым умень-
шается амплитуда отраженной УВ, снижается гео-
метрическая кумуляция энергии и выравнивается
распределение давления по радиусу полости со сжа-
той плазмой. Металлический стержень с начальным
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Таблица 1. Характеристики устройств и условия проведения опытов. Здесь Mexpl — масса ВВ, T0 — температура газа,

P0 — давление, ρ0 — плотность

№ опыта Rорг, мм Mexpl, кг R∗, см r02, см R02, см T0, ◦C P0, атм ρ0, г/см3

1 100 24 0.45 4.1 4.5 25.6 255.7 0.0363

2 122.5 18 — 3.0 3.4 19.6 245.5 0.0361

3 100 24 — 3.0 3.4 6.3 236.6 0.0359

4 100 24 — 3.4 3.78 22.25 243.6 0.0356

5 93.5 22 — 5.0 5.4 10.3 255 0.0378

Примечание. Здесь прочерк означает отсутствие стального стержня в конструкциях. Масса ВВ указана в

тротиловом эквиваленте. В опыте №4 внутренняя оболочка изготовлена из сплава ВНЖ-95 (95% вольфрама, 3.5%

никеля и 1.5% железа).

Рис. 1. Геометрия цилиндрического экспериментального устройства в экспериментах с гелием. Здесь R∗ — радиус сталь-

ного стержня, r01 = 7.1 см и R01 = 7.5 см — внутренний и наружный радиусы оболочки первого каскада (Fe1) соответ-

ственно, r02 и R02 — радиусы оболочки второго каскада (Fe2), Rорг — внешний радиус оболочки из оргстекла, 1 и 2 —

состояния гелия в наружной и внутренней полостях устройства соответственно

радиусом R∗ = 0.45 см изготовлен из стали. В после-
дующих экспериментах №2, №3, №4 и №5 стержень
отсутствовал, а задача создания равномерного про-
филя давлений в сжатой плазме гелия решалась пу-
тем тщательного расчетного выбора геометрии экс-
периментальных устройств.

Впервые в практике подобных исследований в
эксперименте №5 использована конструкция из ра-
боты [25], внутри которой (рис. 2) разместили опто-
волокно диаметром 400 мкм (1 ) для регистрации из-
лучения с фронта цилиндрической УВ, PDV-датчик
(2 ) для измерения скорости движения границы
внутренней оболочки цилиндрического устройства и
минизеркала (3 ) диаметром 5 мм для передачи ин-
формации в каждом канале регистрации.

3. ЭКСПЕРИМЕНТАЛЬНЫЕ ДАННЫЕ

Опыт №1. В опыте зарегистрированы 9 фаз
сжатия гелия. Типичные изображения сжатых по-
лостей в четыре момента времени приведены на
рис. 3. Там же показаны результаты трассировки
сжатой полости с гелием. Обработка эксперимен-
тальных рентгенограмм выполнена функциональ-
ным методом из работы [30]. Здесь и далее времена
отсчитываются от подрыва детонаторов нагружаю-
щего устройства.

Расчет характеристик экспериментальных
устройств выполнен по одномерной газодина-
мической программе [31], предназначенной для
численного моделирования неустановившихся

движений сплошной среды, тестированной по экс-
периментальным данным, полученным в России и
за рубежом. В расчетах устройств гелий описывали
табличным уравнением состояния (УРС) Хрустале-
ва из библиотеки обменного фонда ВНИИЭФ.

Для всех областей железа использовали

• УРС ОСА [32] с откольной прочностью
σx = −4ГПа (хрупкий откол);

• дислокационную модель [33] с параметрами
Ct = 2.235, t0 = 0.4, τ0 = 1.9, a = 30000, H = 0.

Однофазное УРС железа [32] хорошо описывает
ударную адиабату, но сглаживает фазовый α – ε-пе-
реход первого рода при P ≈ 13ГПа. Расчеты с
учетом фазового перехода в железе по УРС из ра-
боты [34] не привели к существенному изменению
результатов. Область ВВ – ПВ описывали упрощен-
ным уравнением состояния в форме Зубарева [35].

Сравнение экспериментальных данных, получен-
ных в опыте №1, и R(t)-траекторий, рассчитанных
с использованием для гелия УРС ВНИИЭФ, пока-
зано на рис. 4a. Фрагмент R(t)-диаграмм вблизи мо-
мента максимального сжатия приведен на рис. 4b, на
котором, как и ранее [36], показана также структу-
ра двадцати УВ, циркулирующих в плазме гелия и
стальном стержне.

Подбор параметров расчетной схемы экспери-
ментальной конструкции для этого и последующих
экспериментов проводился по результатам тестиро-
вания движения УВ с помощью электроконтакт-
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Рис. 2. Схема регистрации свечения фронта УВ и скорости движения границы оболочки:

1 — оптоволокно; 2 — PDV-датчик; 3 — зеркала

Рис. 3. (В цвете онлайн) Типичные рентгенограммы и результаты трассировки оболочек с плазмой гелия в экспери-

менте №1: красные линии — границы стержня (сталь); синие — внутренняя граница оболочки второго каскада (ВГО-2);

белые — наружная граница оболочки второго каскада (НГО-2)

ных датчиков, расположенных на границах оболоч-
ки из оргстекла (точки в виде светлых квадрати-
ков). На рис. 4a видно, что расчет с использовани-
ем выбранной тактики счета хорошо описывает кон-
трольные точки (p. 1 и p. 2) движения УВ по оболоч-
ке из оргстекла и стальной оболочке первого каска-
да Fe1, а также измеренные рентгенографическим
методом значения радиусов границ внешней и внут-
ренней оболочек второго каскада Fe2 эксперимен-
тального устройства. Данные расчета воспроизво-
дят также динамику границы оболочки стального
стержня Fe3. На рис. 4b видно, что первая УВ в мо-
мент времени F достигает центра устройства и от-
ражается, а в момент K контакта отраженной УВ
с внутренней границей оболочки Fe2 плазма оказы-
вается уже дважды (квазиизэнтропически) сжатой.
С учетом дополнительного сжатия плазмы оболоч-
кой, кумуляции термодинамических параметров за
фронтом сходящейся УВ и ее поглощения последую-
щими волнами на этапе движения к центру устрой-
ства, в некоторый момент времени между F и K

начинается квазиизэнтропическое сжатие плазмы.
Поэтому, начиная с состояния K и во все последую-
щие моменты времени, получаемые эксперименталь-

ные данные можно отнести к результатам измере-
ния квазиизэнтропической сжимаемости.

Для всех девяти фаз сжатия, зарегистрирован-
ных в опыте, были выполнены расчеты термодина-
мических параметров P (R), ρ(R) и T (R) в плазме
гелия, которые приведены в табл. 2.

Из анализа полученных данных следует, что при-
мерно с четвертой фазы сжатия распределение дав-
ления в плазме гелия по радиусу становится прак-
тически равномерным вплоть до последней (9) фа-
зы рентгенографирования. Рассчитанные профили
давления P (R) для фаз рентгенографирования 4–9
приведены на рис. 5.

Опыт №2. В данном эксперименте использовано
двухкаскадное цилиндрическое устройство без цен-
трального стержня. Сравнение экспериментальных
и рассчитанных R(t)-данных для этого эксперимен-
та показано на рис. 6, а профиль давления при мак-
симальном сжатии плазмы гелия — на рис. 7. В экс-
перименте №2 плазма гелия была сжата до плот-
ности ρ = 2.30 г/см3 давлением P = 376ГПа при
температуре T = 19700К.
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Таблица 2. Параметры плазмы гелия в различных фазах сжатия в эксперименте №1

№ фазы t, мкс Renv , см Rbar , см P , ГПа ρexp , г/см3 ρcalc, г/см3 T , K

1 47.34 1.077 0.437 23.08 0.62 0.66 7864

2 48.00 0.866 0.419 49.61 1.05 0.877 8078

3 48.43 0.743 0.379 127 1.48 1.390 15207

4 48.81 0.696 0.376 218 1.76 1.744 19220

5 49.20 0.673 0.361 256 1.87 1.880 20039

6 49.58 0.718 0.371 245 1.59 1.868 18746

7 49.94 0.729 0.375 216.5 1.54 1.778 17620

8 50.29 0.731 0.360 167 1.49 1.586 16102

9 50.59 0.81 0.388 138 1.19 1.466 14839

Примечание. Renv и Rbar — внутренний радиус оболочки второго каскада и радиус стержня соответственно

Рис. 4. a) Экспериментальные данные и рассчитанные

R(t)-диаграммы: � — электроконтактная методика; ⋄, ◦,

+, × — данные рентгенографического эксперимента; b)

фрагмент R(t)-диаграмм вблизи момента максимального

сжатия: цифры 1–9 — фазы сжатия, расчеты НГО-2 (I ),

ВГО-2 (II ) и наружней границы стального стержня Fe3

(III ); F — фокусировка УВ; K — момент прихода отра-

женной УВ (ОУВ) на ВГО-2

Опыт №3. В данном эксперименте использова-
но то же двухкаскадное цилиндрическое устройство,
как и в опыте №2, но с большей массой ВВ (см.
табл. 1). Сравнение экспериментальных и рассчи-
танных R(t)-данных для этого эксперимента показа-

Рис. 5. Профили давления (расчет) в плазме гелия для

шести фаз 4–9 рентгенографирования в опыте №1

Рис. 6. (В цвете онлайн) Сравнение экспериментальных и

рассчитанных R(t)-данных в опыте №2. Эксперимент: © —

движение ВГО-2. Сплошная линия — расчет. Показаны

фрагмент рентгенограммы на момент времени t = 54мкс

и результаты функциональной обработки: желтые линии —

НГО-2; красные — ВГО-2

но на рис. 8a, а вблизи максимального сжатия — на
рис. 8b. В эксперименте №3 плазма гелия была сжата
до плотности ρ = 2.44 г/см3 давлением P = 476ГПа
при температуре T = 22300К.
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Рис. 7. Профиль давления в плазме гелия при макси-

мальном сжатии в опыте №2: сплошная линия — расчет;

штрихпунктирная линия — усредненное по массе значение

давления при максимальном сжатии

Рис. 8. a) Экспериментальные данные в опыте №3 и рас-

считанные R(t)-диаграммы: � — электроконтактная ме-

тодика; ⋄, ◦ — рентгенографическая методика; b) фраг-

мент R(t)-диаграмм вблизи момента максимального сжа-

тия; c) фрагмент рентгенограммы на момент времени

t = 51.4мкс. Сплошные линии — расчет: 1 — НГО-2; 2 —

ВГО-2; ∗ — момент максимального сжатия

Опыт №4. Сравнение экспериментальных R(t)-
данных с результатами расчета показано на рис. 9.
В расчете для ВНЖ-95 использовали УРС в фор-
ме Ми – Грюнайзена, построенное по данным рабо-
ты [37]. Распределение давления по радиусу в сжа-
той плазме гелия показано на рис. 10. Видно, что
тщательный выбор параметров экспериментального

Рис. 9. Сравнение R(t)-данных, полученных в эксперимен-

те №4, с результатами расчета. Эксперимент: ◦ — движе-

ние ВГО-2 (ВНЖ-95); ⋄ — результаты для НГО-2 (ВНЖ-

95), а также для НГО-1 и ВГО-1 (Fe1). Сплошные линии —

расчет

Рис. 10. Профиль давления при максимальном сжатии в

сжатой плазме гелия в эксперименте №4: сплошная ли-

ния — расчет; штрихпунктирная линия — усредненное по

массе значение давления при максимальном сжатии

устройства позволил получить практически равно-
мерный профиль давления в сжатой плазме гелия.

В эксперименте №4 плазма гелия была сжата до
плотности ρ = 2.87 г/см3 давлением P = 577ГПа
при температуре T = 20842К. На рис. 11 приведе-
ны фрагменты рентгенограмм опыта №4 в моменты
времени t1 = 52.82мкс и t2 = 53.01мкс с результата-
ми трассировки по методике из работы [30]. Отме-
тим, что на момент времени t2 приведен фрагмент
панорамной рентгенограммы, полученной с приме-
нением пакета из десяти сложенных вместе фото-
хромных экранов, что позволило зарегистрировать
положение всех границ экспериментального устрой-
ства.

Опыт №5. В данном экспериментальном
устройстве кроме сжимаемости регистрировали
скорость движения границы оболочки второго
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Рис. 11. (В цвете онлайн) Фрагменты рентгенограмм в эксперименте №4 в моменты времени t1 и t2. Оболочка из сплава

ВНЖ-95: синие линии — ВГО-2; красные — НГО-2. Оболочка Fe1: зеленые — ВГО-1; желтые — НГО-1

Рис. 12. (В цвете онлайн) Сравнение R(t)-данных, полу-

ченных в эксперименте №5, с результатами расчета. Экс-

перимент: � — данные с электроконтактных датчиков; ре-

зультаты рентгенографирования:◦ — ВГО-2;⋄ — НГО-2,

НГО-1 и ВГО-1; данные PDV-датчика: красная линия —

экспериментальная R(t)-траектория, ∗ — время выхода

УВ на границу R = 5 см. Сплошные черные линии — рас-

чет

каскада PDV-датчиком, а также яркостную темпе-
ратуру гелиевой плазмы на фронте первой УВ.

Сравнение экспериментальных R(t)-данных с ре-
зультатами расчета для этого устройства приведено
на рис. 12.

На рис. 12 видно, что расчет с использованием
выбранной тактики счета хорошо описывает кон-
трольные точки (p. 1 и p. 2) движения УВ по орг-
стеклу и стальной оболочке первого каскада Fe1,
а также измеренные рентгенографическим мето-
дом траектории НГО-2 и ВГО-2 экспериментально-
го устройства. Анализ данных показывает, что в экс-
перименте №5 плазма гелия была сжата до плот-
ности ρexp = 1.65 г/см3 давлением P = 240ГПа
при температуре T = 22388К. Отличие экспери-
ментальной плотности от рассчитанного значения
(ρcalc = 1.75 г/см3) составляет 6.7%. Ряд экспери-
ментальных рентгенограмм, полученных в данном
опыте, показан на рис. 13.

Экспериментальная диаграмма скорости W (t)

вместе с рассчитанной приведены на рис. 14, они
хорошо согласуются друг с другом. Средняя

Рис. 13. (В цвете онлайн) Экспериментальные рентгено-

граммы: a) начальная фаза движения; b) панорамное изоб-

ражение полостей устройства при максимальном сжатии.

Цветными линиями обозначены границы полостей: крас-

ные линии — ВГО-2; желтые — НГО-2; синие — ВГО-1;

зеленые — НГО-1

Рис. 14. Cкорость движения внутренней границы оболочки

экспериментального устройства: сплошная линия — экспе-

риментальная зависимость; штриховая — расчет; штрих-

пунктирная — среднее значение W (t) = 3.45 км/с
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скорость движения оболочки Fe2 в интервале
времен dt = 34–40мкс оценивается значением
W = 3.45 км/с.

В эксперименте №5 в качестве регистратора из-
лучения с фронта цилиндрической УВ использован
фотодиод ФД254 в комплексе с высокоскоростным
осциллографом. Излучение регистрировалось в по-
лосе пропускания фотодиода ∆λ = 334–1140 нм при
средней длине волны λ = 775 нм. Предварительно
измерительная линия была откалибрована с исполь-
зованием источника абсолютно черного тела с тем-
пературой T = 1770К. Типичная осциллограмма из-
лучения фронта УВ, зарегистрированная в экспери-
менте, приведена на рис. 15a, по которой, с учетом
калибровочных данных, рассчитана зависимость яр-
костной температуры на фронте УВ от времени в
плазме гелия (рис. 15b). Значения текущих темпера-
тур на фронте УВ в плазме гелия в наиболее харак-
терных точках, указанных стрелками, приведены в
подписях к рисунку.

4. ОБСУЖДЕНИЕ ПОЛУЧЕННЫХ ДАННЫХ

Как следует из рис. 15b, при чувствительности
нашей методики Tmin = 2500К регистрация темпе-
ратуры фронта УВ начинается в момент времени
t0 ≈ 40.2мкс (точка 1). За время dt ≈ 0.6мкс темпе-
ратура возрастает до T ≈ 6000К (т. 4), после чего в
течение короткого времени dt ≈ 0.2мкс происходят
рост температуры до T ≈ 11000К (т. 6) и последую-
щий спад. Проведенный анализ полученных данных
показал, что этот спад температуры связан со специ-
фикой конструкции канала регистрации излучения
с фронта УВ.

Рассмотрим процесс формирования мощной пер-
вой УВ и ее циркуляции в области исследуемо-
го вещества, показанные на рис. 16. Как видно на
рис. 16a, после ряда отражений первой УВ SW1 в
слое гелия Не1 в полости Не2 формируется сум-
марная УВ SW+, которая в момент начала свече-
ния фронта t1 ≈ 40.2мкс (т. 1) находится на радиусе
R ≈ 8мм (рис. 16b). При дальнейшем движении УВ
SW+ к оси устройства амплитуда свечения фрон-
та УВ нарастает и к моменту времени t2 ≈ 41мкс
(т. 2) достигает своего максимального значения. К
этому же времени УВ SW+ физически достигает от-
ражающей грани минизеркала диаметром 2.5 мм, а
затем зоны расположения оптоволокна (т. 3). Сни-
жение амплитуды излучения с этого момента может
быть связано с повреждением поверхности зеркала
и (или) световода ударной волной.

Экспериментальные значения текущих темпера-
тур на фронте УВ в зависимости от времени дви-
жения УВ SW+ показаны на рис. 17 в сравнении с
результатами расчета (кривая 1). Также на рис. 17
приведена рассчитанная зависимость усредненных
по массе температур (кривая 2), на которую нанесе-
ны значения температур в плазме гелия в моменты
рентгенографирования.

Пиковые значения температур на фронте УВ в
моменты F1 – F5 связаны с фокусировкой УВ на оси
экспериментального устройства, рассчитанная цир-
куляция которых показана на рис. 16b. Как видно на
этом рисунке, в момент времени F1 суммарная УВ
SW+ достигает центра устройства. В результате по-
следующих отражений УВ SW+ от границы сходя-
щейся к центру оболочки Fe2 в состояниях К1 – К4

происходит кумуляция энергии в этом и последу-
ющих состояниях F2 – F5, сопровождающаяся рез-
ким изменением температуры плазмы гелия на оси
устройства T ≈ 44000, 78000, 73000, 63000, 58000 К.
После достижения максимального значения в состо-
янии F2 рост пиковых значений температур замед-
ляется. В той фазе движения, пока УВ не достигнет
центра устройства, реализуется процесс УВ-сжатия
и, как видно на рис. 17, температуры на фронте УВ
и усредненные по массе практически совпадают до
t ≈ 40мкс.

Как было показано выше на рис. 14, осцил-
лограмма с PDV-датчика демонстрирует практи-
чески постоянную скорость движения внутренней
границы оболочки второго каскада (ВГО-2) до
t ≈ 40мкс. Это позволяет сделать вывод, что до
T ≈ 4000К не происходит образования плотного
слоя плазмы, способного экранировать зондирую-
щее лазерное излучение, используемое в гетеродин-
интерферометре [38].

Результаты по сжимаемости плазмы гелия, по-
лученные в пяти экспериментах настоящей работы,
приведены в P (ρ)-координатах на рис. 18 и демон-
стрируют хорошее согласие в исследованной обла-
сти давлений с данными работы [23]. Там же при-
ведены расчеты «холодной» (T = 0К) адиабаты и
изэнтропы, описывающей экспериментальные дан-
ные.

На плоскости P (T ) данные настоящей работы
показаны на рис. 19 вместе с результатами рабо-
ты [23] и расчетами из работы [7].
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Рис. 15. Зарегистрированная осциллограмма (a ) и яркостная температура на фронте УВ в плазме гелия (b ) в зависи-

мости от времени при T = 2500 (1 ), 3342 (2 ), 4190 (3 ), 6083 (4 ), 8954 (5 ), 10743 (6 )К

Рис. 16. (В цвете онлайн) а) Траектории УВ в начальной фазе: SW1 — первая УВ; SW+ — суммарная УВ; Fe1 и Fe2 —

оболочки первого и второго каскадов. b) R(t)-диаграммы: сплошная линия — траектория ВГО-2; красные штрихи —

траектории УВ SW+; F1 – F5 — моменты фокусировки УВ SW+; K1– K4 — моменты отражения УВ SW+ от ВГО-2

5. СРАВНЕНИЕ ПОЛУЧЕННЫХ
ЭКСПЕРИМЕНТАЛЬНЫХ ДАННЫХ С

РЕЗУЛЬТАТАМИ РАСЧЕТА ПО МОДЕЛИ
SAHA И ПОДХОДА AB INITIO В РАМКАХ

КВАНТОВОЙ МОЛЕКУЛЯРНОЙ
ДИНАМИКИ

В рамках теоретического сопровождения экс-
периментов ВНИИЭФ и сравнения различных

теоретических подходов помимо расчетов с УРС
ВНИИЭФ в данной работе были проведены допол-
нительные расчеты термодинамических параметров
ударно-сжатой плазмы гелия при параметрах
давления и плотности, достигнутых в настоящем
эксперименте. Для этой цели, как и ранее [22, 36],
использовались два подхода: традиционный метод
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Рис. 17. Сравнение экспериментальных данных с рассчитанной зависимостью температуры на фронте цилиндрической

УВ (кривая 1) от времени. Эксперимент: кружки — λ = 775 нм. Расчет: кривая 2 — усредненная по массе температура в

плазме гелия в зависимости от времени; ромбы — усредненные по массе значения температур в моменты рентгеногра-

фирования. На вкладке — область диаграммы вблизи фокусировки первой УВ

Рис. 18. (В цвете онлайн) Сжимаемость неидеальной плаз-

мы гелия. Эксперимент: ∗ — [23]; красные звездочки —

настоящая работа. Расчет: 1 — изотерма T = 0K; 2 —

изэнтропа S/R = 11.55 (УРС ВНИИЭФ); 3 — критиче-

ская точка (660 ГПа, 2 г/см3, 35000K) [7]; 4, 5 — границы

участка изотермы-изобары T ≈ 8000K ⇔ P ≈ 300 ГПа

в двухфазной зоне фазового перехода [7]; 6 и 7 — ча-

сти границ «купола» двухфазной области [7] со сторо-

ны атомарной (6 ) и плазменной (7 ) областей; 8 и 9 —

изэнтропы плазмы гелия, выходящие из единой точки

{ρ = 1.45 г/см3, P = 188 ГПа}, рассчитанные согласно

УРС SAHA и УРС QMD соответственно

расчета состава и термодинамических функций
неидеальной многократно ионизованной плазмы
в рамках «Химической модели плазмы» (chemical
picture), реализованной в коде SAHA [3, 19], а
также расчет в рамках современного подхода

Рис. 19. (В цвете онлайн) Термодинамические параметры

неидеальной плазмы гелия: ∗ — [23]; красные звездоч-

ки — настоящая работа; красная линия — средняя изо-

терма 21045 К; штрихи — граница плазменного фазового

перехода из атомарного состояния гелия в состояние од-

нократно ионизованной плазмы [7]; черный ромб — кри-

тическая точка плазменного фазового перехода [7]; ◦ —

гипотетическая тройная точка [7]; желтые ромбы — рас-

чет температуры (см. табл. 3) в химической модели (код

SAHA); зеленые кружки — то же с использованием УРС

QMD (код VASP с функционалом РВЕ [36])

ab initio — квантовой молекулярной динамики
(QMD) [39]. Процедура расчетов QMD реализована
с использованием известного пакета VASP [40] с
обменно-корреляционным функционалом с исполь-
зованием обобщенно-градиентного приближения
(GGA) с параметризацией PBE [41]. Конкрет-
но, в нашей настоящей работе были проведены
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следующие расчеты.
1) Для всех экспериментальных точек {Pi, ρi}exp

в рамках моделей SAHA и QMD были рассчита-
ны соответствующие этим моделям значения темпе-
ратур {Ti}. Пользуясь методическим достоинством
модели SAHA, с помощью этого кода мы рассчи-
тали также ряд дополнительных физически зна-
чимых характеристик термодинамических состоя-
ний {Pi, ρi, Ti}, соответствующих в рамках мо-
дели SAHA экспериментально достигнутым пара-
метрам {Pi, ρi}exp , а именно, равновесные степени
ионизации гелия, фактор сжимаемости (PiVi/RTi),
характеризующий знак и величину степени неиде-
альности плазмы в целом, показательный («де-
баевский») параметр кулоновской неидеальности
ΓD = e2/kT rD (rD — дебаевский радиус с учетом
многократной ионизации и частичного вырождения
электронного газа) и, наконец, параметр квантового
вырождения электронного газа neλ

3
e.

2) Также в рамках обоих подходов были рас-
считаны параметры показательной изэнтропы, «вы-
пущенной» из одной и той же начальной точки
{ρ = 1.45 г/см3, P = 188ГПа}, для сравнения с
приведенной на рис. 18 изэнтропой, рассчитанной с
использованием УРС ВНИИЭФ.

Для обоих указанных альтернативных расчетов
термодинамики гелия, SAHA и QMD, в настоящей
работе использовались численные методики и реа-
лизующие их расчетные коды, уже неоднократно ис-
пользовавшиеся в недавних работах [22, 36], где по-
дробно описаны важнейшие особенности двух ука-
занных альтернативных методик. По этой причине
более подробное описание опущено в настоящей ра-
боте. Все указанные выше величины, рассчитанные
как кодом SAHA, так и в рамках модели QMD (код
VASP с функционалом РВЕ), вместе с эксперимен-
тальными данными приведены в табл. 3, а также на
рис. 18 и 19 в P (ρ)- и P (T )-плоскостях. Эти результа-
ты демонстрируют хорошее согласие в исследован-
ной области давлений как друг с другом, так и с
экспериментальными данными работы [23].

6. ОБСУЖДЕНИЕ РЕЗУЛЬТАТОВ
СРАВНЕНИЯ ЭКСПЕРИМЕНТАЛЬНЫХ

ДАННЫХ ВНИИЭФ И ТЕОРЕТИЧЕСКИХ
РАСЧЕТОВ

Результаты по сжимаемости плазмы гелия в
P (ρ)-координатах, полученные в пяти эксперимен-
тах настоящей работы, приведены на рис. 18 и де-
монстрируют хорошее согласие в исследованной об-
ласти давлений с данными работы [23]. Там же пред-

ставлен расчет с использованием УРС ВНИИЭФ
изотермы T = 0K и изэнтропы, наилучшим обра-
зом описывающей экспериментальные данные. Так-
же на рис. 18 приведены результаты сравнительно-
го расчета согласно УРС SAHA и УРС QMD для
изэнтроп, выпущенных из единой точки с коорди-
натами {ρ = 1.45 г/см3, P = 188ГПа}, и показаны
доступные параметры границы первой стадии гипо-
тетического ПФП, предсказанного в [7]. Из приве-
денного на рис. 18 сравнения можно заключить, что
все три рассчитанные изэнтропы имеют разный на-
клон, т. е. предсказывают различную скорость зву-
ка. Наиболее «жестким» является УРС ВНИИЭФ,
более «мягким» оказывается УРС SAHA и наибо-
лее «мягким» — УРС QMD. Следует еще раз под-
черкнуть, что все три теоретические УРС, исполь-
зуемые в данной статье, не содержат в области па-
раметров, представленных на рис. 18, никаких ано-
малий типа фазовых переходов, как это предсказы-
вает теория [7]. При этом все три изэнтропы боль-
шей своей частью проходят глубоко в пределах гипо-
тетической двухфазной области, предсказываемой
теоретической моделью [7] (см. зону в границах 3,

4, 5, 6, 7), где по существующим представлениям
равновесные изэнтропы должны иметь существенно
меньшую скорость звука, т. е. существенно меньшую
«крутизну» в принятых на рис. 18 координатах [42].
Ввиду сказанного можно рассматривать большую
величину наклона серии экспериментальных точек
как аргумент в пользу отсутствия фазового разры-
ва в представленной зоне фазовой диаграммы.

На рис. 19 экспериментальные данные насто-
ящей работы показаны на плоскости P –T вме-
сте с результатами работы [23]. Помимо этого, на
рис. 19 представлены температуры {Ti} в точках
{Pi, ρi}exp, рассчитанные по теоретическим моде-
лям УРС SAHA и QMD.

Сравнение представленных на рис. 19 результа-
тов расчета температуры, полученных с помощью
трех принципиально различных теоретических под-
ходов, позволяет сделать следующие выводы.

1. Все три варианта набора температур, соответ-
ствующих экспериментальным точкам {Pi, ρi}exp,
близки друг другу и в хорошем приближении со-
ответствуют изотермическому характеру всей со-
вокупности точек с несущественно различающей-
ся величиной средней температуры. Однако следует
признать, что все три варианта УРС (ВНИИИЭФ,
SAHA и QMD) исходно и не предполагают никаких
фазовых аномалий в зоне экспериментально иссле-
дованных параметров.
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Таблица 3. Расчетные и экспериментальные параметры плазмы гелия в фазе максимального сжатия

Экспе-
УРС ВНИИЭФ УРС SAHA УРС QMD

римент ρexp ,

г/см3

Pcalc ,

ГПа

Tcalc ,

К
P
ρRT

Tcalc ,

K

ni

ni + na

ΓD neλ
3
e P

ρRT
Tcalc ,

K
P
ρRT

1 1.87 256 20039 3.27 18175 5.59 · 10−4 1.758 2.67·10−2 3.61 21997 2.97

2 2.30 376 19700 3.99 17564 5.66 · 10−4 2.059 3.48·10−2 4.48 22079 3.56

3 2.44 476 22300 4.20 22561 9.06 · 10−3 5.828 4.06·10−1 4.16 29081 3.22

4 2.87 577 20842 4.64 15606 3.05 · 10−4 2.015 2.79·10−2 6.20 22235 4.35

5 1.65 240 22388 — — — — — — — —

2. Наиболее весомый аргумент в пользу отсут-
ствия первого из предсказанных [7] обширных плаз-
менных (ionization-driven) фазовых переходов сле-
дует из анализа самого факта фиксации представ-
ленных на рис. 18 равновесных состояний плазмы
гелия в переменных давление – плотность. Напом-
ним, что плотность плазмы непосредственно изме-
ряется в эксперименте, в то время как достовер-
ность рассчитанных величин давления, строго гово-
ря, подкрепляется лишь хорошим совпадением из-
меренных и рассчитанных (с помощью не содер-
жащего температуру калорического УРС ВНИИЭФ
U(P, ρ)) основных измерявшихся кинематических
параметров процесса квазиизэнтропического сжа-
тия, т. е. R(t)- и W (t)-траекторий сжатия, представ-
ленных на рис. 5–10. Дело в том, что, как уже под-
черкивалось выше, каждая экспериментальная точ-
ка, приведенная на рис. 18 и 19 и в табл. 2 и 3,
в реальности является финалом цепочки равновес-
ных состояний, реализующихся в процессе ревер-
берации последовательности ударных сжатий при
квазиизэнтропическом достижении состояния мак-
симального сжатия. Примером такой цепочки явля-
ется серия состояний сжатия 1–5 эксперимента №1
в табл. 2. При этом в самой идеологии метода ква-
зиизэнтропического сжатия [43–45] подразумевает-
ся, что все обсуждаемые промежуточные состояния
на пути к состоянию максимального сжатия явля-
ются равновесными и, следовательно, оправдываю-
щими применение двух фундаментальных инстру-
ментов теоретического описания процесса квазииз-
энтропического сжатия — приближения локального
термодинамического равновесия и локального гид-
родинамического описания. Но в том-то и состо-
ит обсуждаемая особенность гипотетического плаз-
менного фазового перехода [7] по отношению к на-

стоящему эксперименту, что для всех эксперимен-
тальных точек, приведенных в табл. 3, все состоя-
ния обсуждаемых цепочек ударных сжатий и состо-
яния максимального сжатия оказываются (согласно
УРС ВНИИЭФ и расчетам работы [7]) попадающи-
ми на фазовой диаграмме P – ρ внутрь двухфазной
области проверяемого фазового перехода [7] и да-
же, по-видимому, внутрь «спинодальной» зоны это-
го фазового перехода, т. е. зоны абсолютной термо-
динамической неустойчивости вещества, для кото-
рой устойчивым равновесным состоянием является
состояние двухфазной смеси, обладающей бесконеч-
ной изотермической сжимаемостью, (∂ρ/∂P )T = ∞.
Представляется достаточно убедительным, что ди-
намика движения сжимающей оболочки в такой си-
туации, когда сжимаемое вещество вследствие фа-
зового превращения теряет свою «упругость», будет
существенно иной, нежели в случае «обычного» од-
нофазного состояния вещества c конечной сжимае-
мостью. Поэтому можно полагать, что в принятой
в настоящем эксперименте диагностике движение
сжимающей оболочки в случае фазового расслое-
ния в сжимаемом веществе будет по своему харак-
теру более походить на движение оболочки в специ-
альных тестовых условиях сжатия «пустой» сбор-
ки, т. е. при отсутствии сжимаемого вещества в цен-
тральной камере, когда упругость этого вещества не
препятствует свободному «схлопыванию» оболочек.
Никаких признаков подобного поведения на R(t)-
диаграммах в настоящих экспериментах не зафик-
сировано. Это может считаться прямым доказатель-
ством отсутствия предсказанного [7] ионизационно-
го фазового превращения в зоне изэнтропической
полосы, перекрываемой «цепочками» многократно-
го ударного сжатия настоящего эксперимента.
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7. ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Полученные в настоящей работе эксперимен-
тальные данные в P (ρ)- и P (T )-координатах не за-
фиксировали наличия в гелии аномалий, которые
могли бы указывать на существование плазменного
фазового перехода, предсказанного ранее теорети-
чески Эбелингом [5], а также в работах [1–14], но и
не позволяют сделать окончательного вывода о его
отсутствии. Возможно, что область плазменного фа-
зового перехода для сжатой плазмы гелия находится
в диапазоне более высоких давлений, что обосновы-
вает необходимость продолжения исследований.

Полученные экспериментальные данные показы-
вают, что расчет с использованием для гелия УРС
ВНИИЭФ адекватно описывает температуру сжа-
той плазмы на фронте цилиндрической УВ. С долей
сдержанного оптимизма это позволяет утверждать,
что температура плазмы гелия в момент максималь-
ного сжатия, рассчитанная с использованием УРС
ВНИИЭФ, также вычисляется правильно.

В дальнейших исследованиях термодинамиче-
ских параметров сжатой плазмы гелия авторы пред-
полагают поднять диапазон исследований изотерми-
чески сжатой плазмы гелия до давлений 2500 ГПа,
продолжить исследования излучательных характе-
ристик фронта УВ и экспериментально зарегистри-
ровать температуру плазмы гелия при максималь-
ном сжатии, по крайней мере, в экспериментах с ци-
линдрическими устройствами.

Благодарности. Авторы выражают благодар-
ность сотрудникам, принимавшим участие в ор-
ганизации, проведении экспериментов и обработ-
ке полученных данных: С. Е. Елфимову, Е. В. Ку-
лакову, А. С. Пупкову, А. В. Романову, Д. П. Туру-
тину, А. И. Гуркину, М. В. Логинову, Д. А. Линяеву,
Г. С. Яндубаеву, В. В. Ерастову, В. В. Ковалдову.
Авторы также выражают благодарность А. В. Шу-
тову за плодотворные обсуждения проблемы дина-
мического сжатия вещества при наличии в нем фа-
зовых превращений.

Финансирование. Настоящая работа выпол-
нена при финансовой поддержке Госкорпорации
«Росатом» по Государственной программе развития
техники, технологий и научных исследований в об-
ласти использования атомной энергии (РТТН) (про-
ект «Исследование теплофизических свойств ве-
ществ при сжатии до рекордно высоких давлений и
магнитных полей»), Российского фонда фундамен-
тальных исследований (проект 20-02-00287), Мини-
стерства науки и высшего образования РФ в рамках
программы по созданию молодежных лабораторий

(научная тема №FSWE-2021-0010 «Газодинамика
и физика взрыва») и Национального центра фи-
зики и математики (г. Саров Нижегородской обл.).

ЛИТЕРАТУРА

1. I. Iosilevskiy, V. Gryaznov, E. Yakub et al., Contrib.

Plasma Phys. 43, 316 (2003).

2. M. Schlanges, M. Bonitz, and A. Tschttschjan,

Contrib. Plasma Phys. 35, 109 (1995).

3. В. К. Грязнов, И.Л. Иосилевский, В. Е. Фортов,

Термодинамика ударно-сжатой плазмы в

квазихимическом представлении / Энцикло-

педия низкотемпературной плазмы под общей

ред.В. Е. Фортова. Том приложений III-1 /

Ред. А.Н. Старостин и И.Л. Иосилевский, Физ-

матлит, Москва (2004), cc. 111-139.

4. C. Winisdoerffer and G. Chabrier, Phys.Rev. E 71,

026402 (2005).

5. W. Ebeling, Contrib. Plasma Phys. 30, 553 (1990).

6. H. Hess, High Press. Res. 1, 203 (1989).

7. В. Эбелинг, А. Фёрстер, В. Фортов и др., Тепло-

физические свойства горячей плотной плазмы,

Москва –Ижевск: НИЦ «Регулярная и хаотиче-

ская динамика», Институт компьютерных иссле-

дований (2007).

8. A. Forster, T. Kalbaum, and W. Ebeling, High

Press. Res. 7, 375 (1991).

9. В. Т. Швец, ЖЭТФ 143, 182 (2013).

10. C. A. Seldam, Proc. Phys. Soc.A 70, 97 (1957).

11. В. П. Трубицын, Ф.Р. Улинич, ДАН СССР 142,

578 (1962).

12. D.A. Young, A.K. McMahan, and M. Ross, Phys.

Rev.B 24, 5119 (1981).

13. J. Meyer-ter-Vehn and W. Zittel, Phys.Rev.B 37,

8674 (1988).

14. M. Preising and R. Redmer, Contrib. Plasma Phys.

61, e202100105 (2021).

15. М. А. Мочалов, Р.И. Илькаев, В. Е. Фортов и др.,

ЖЭТФ 142, 696 (2012).

16. М. А. Мочалов, Р.И. Илькаев, В. Е. Фортов и др.,

Письма в ЖЭТФ 96, 172 (2012).

17. М. А. Мочалов, Р.И. Илькаев, В. Е. Фортов и др.,

ЖЭТФ 146, 169 (2014).

18. М. А. Мочалов, Р.И. Илькаев, В. Е. Фортов и др.,

Письма в ЖЭТФ 101, 575 (2015).

452



ЖЭТФ, том 163, вып. 3, 2023 Квазиизэнтропическое сжатие неидеальной плазмы гелия. . .

19. В. К. Грязнов, И.Л. Иосилевский, В. Е. Фортов, в

сб. Ударные волны и экстремальные состояния

вещества под ред.В. Е. Фортова и др., Наука,

Москва (2000), c. 299.

20. М. А. Мочалов, Р.И. Илькаев, В. Е. Фортов и др.,

ЖЭТФ 151, 592 (2017).

21. М. А. Мочалов, Р.И. Илькаев, В. Е. Фортов и др.,

Письма в ЖЭТФ 108, 692 (2018).

22. М. А. Мочалов, Р.И. Илькаев, В. Е. Фортов и др.,

ЖЭТФ 160, 735 (2021).

23. М. В. Жерноклетов, В.К. Грязнов, В. А. Аринин и

др., Письма в ЖЭТФ 96, 479 (2012).

24. V. E. Fortov, R. I. Il’kaev, V.A. Arinin et al., Phys.

Rev.Lett. 99, 185001 (2007).

25. М. А. Мочалов, Р.И. Илькаев, В. Е. Фортов и др. ,

ЖЭТФ 152, 1113 (2017).

26. В. А. Огородников, А. Г. Иванов, А.Л. Михайлов и

др., ФГВ 34, 103 (1998).

27. В. А. Огородников, С.В. Ерунов, А.О. Бликов и

др., ЖЭТФ 160, 621 (2021).

28. Yu.P. Kuropatkin, V.D. Mironenko, V.N. Suvorov

et al., in 11th IEEE Pulsed Power Conference/Digest

of technical papers, ed. by G. Cooperstein and

I. Vitkovitsky (1997), p. 1669.

29. В. В. Сычев, А.А. Вассерман, А.Д. Козлов и др.,

Термодинамические свойства гелия, ГСССД, Изд-

во стандартов, Москва (1984).

30. V.A. Arinin and B. I. Tkachenko, Pattern Recogn.

and Image Anal. 19, 63 (2009).

31. Н.Ф. Гаврилов, Г. Г.Иванова, В. И.Селин,В. Н.Со-

фронов, ВАНТ. Сер.: Методики и программы

численные решения задач математической

физики, Вып. 3, 11 (1982).

32. Б. Л. Глушак, Л.Ф. Гударенко, Ю.М. Стяжкин,

ВАНТ. Сер.: Математическое моделирование фи-

зических процессов, Вып. 2, 57 (1991).

33. И. Р. Трунин, С. В. Корицкая, В. Арнолд, Пре-

принт 75-2000, Саров (2000); S.V. Koritskaya,

I. R. Trunin, and W. Arnold, AIP Conf. Proc. 505,

475 (2000).

34. Б. А. Надыкто, А.И. Ломайкин, И.Н. Павлуша,

М. О. Ширшова, ВАНТ. Сер.: Теоретическая и

прикладная физика, Вып. 2, 43 (2012).

35. А.А. Евстигнеев, М. В. Жерноклетов, В. Н. Зуба-

рев, ФГВ 12, 758 (1976).

36. М. А. Мочалов, Р.И. Илькаев, В. Е. Фортов и др.,

ЖЭТФ 159, 1118 (2021).

37. Р.Ф. Трунин, Л.Ф. Гударенко, М.В. Жернокле-

тов, Г. В. Симаков, Экспериментальные данные

по ударно-волновому сжатию и адиабатиче-

скому расширению конденсированных веществ,

под ред.Р.Ф. Трунина, РФЯЦ-ВНИИЭФ, Саров

(2001).

38. O.T. Strand, D.R. Goosman, C. Martinez et al.,

Rev. Sci. Instrum. 77, 083108 (2006).

39. A.V. Chentsov and P.R. Levashov, Contrib. Plasma

Phys. 52, 33 (2012).

40. G. Kresse and J. Hafner, Phys.Rev.B 47, 558 (1993).

41. J. P. Perdew, K. Burke, and M. Ernzerhof, Phys.

Rev.Lett. 77, 3865 (1996).

42. В. Е. Фортов, Tepмодинамика динамических

воздействий нa вещество, Физматлит, Москва

(2019).

43. Ф.В. Григорьев, С. Б. Кормер, О.Л. Михайлова и

др., Письма в ЖЭТФ 16, 286 (1972).

44. Ф.В. Григорьев, С. Б. Кормер, О.Л. Михайлова и

др., ЖЭТФ 69, 743 (1975).

45. Ф.В. Григорьев, С. Б. Кормер, О.Л. Михайлова и

др., ЖЭТФ 75, 1683 (1978).

453



ЖЭТФ, том 163, вып. 3, 2023

К СВЕДЕНИЮ АВТОРОВ

В ЖЭТФ публикуются статьи, содержащие изложение оригинальных научных
результатов, не опубликованных и не предназначенных к публикации в другом мес-
те. В отдельных случаях по заказу редколлегии публикуются актуальные статьи
обзорного характера.

Редакция ЖЭТФ принимает статьи как на русском, так и на английском язы-
ках. С 1 сентября 2016 г. по требованию МАИК статьи, поступившие в редакцию на
английском языке, будут переводиться на русский язык для русскоязычной версии
журнала.

Редакция рекомендует направлять статьи в электронном виде по электронной
почте или загружать их в режиме «on-line» через сайт журнала http://jetp.ras.ru/

Издательство требует от авторов при публикации статьи заключения договора
о передаче авторских прав. Заполненные и подписанные договоры (форма догово-
ров отправляется авторам ВМЕСТЕ С КОРРЕКТУРОЙ) могут быть представлены
лично или по электронной почте в отсканированном виде (PDF файлы).

По всем вопросам можно обращаться в редакцию.

Адрес: 117334, Москва, ул. Косыгина, д. 2, Редакция ЖЭТФ

E-mail: jetp@kapitza.ras.ru Телефон: +7 (499) 137 56 22

454



ЖЭТФ, том 163, вып. 3, 2023

К СВЕДЕНИЮ АВТОРОВ

Редакция ЖЭТФ просит авторов при направле-
нии статей в печать руководствоваться приведен-
ными ниже правилами.

1. В ЖЭТФ публикуются статьи, содержа-
щие изложение оригинальных научных результатов,
не опубликованных и не предназначенных к публи-
кации в другом месте. В отдельных случаях по за-
казу редколлегии публикуются актуальные статьи
обзорного характера.

2. Статьи должны быть изложены с предель-
ной краткостью, совместимой с ясностью изложе-
ния, и окончательно обработаны. Следует избегать
повторения данных таблиц или графиков в тексте
статьи, а также представления численных результа-
тов в виде таблиц и графиков одновременно. Не сле-
дует злоупотреблять введением новых аббревиатур
в дополнение к общепринятым, таким как ЯМР, УФ
и т. д.

3. К статье необходимо прилагать короткую ан-
нотацию, в которой должны быть четко сформули-
рованы цель и результаты работ (аннотация и раз-
дел «Выводы» не должны дублировать друг друга).

4. Редакция принимает статьи:

а) по электронной почте по адресу
JETP@kapitza.ras.ru;

б) в «on-line» режиме на веб-странице журнала
(www.jetp.ac.ru);

В электронном варианте текст должен быть пред-
ставлен в формате LATEX или Word, рисунки —
в формате EncapsulatedPostScript (∗.eps), каждый
рисунок отдельным файлом. В том случае, если ста-
тья посылается по электронной почте, текст должен
быть представлен дополнительно в формате pdf.

5. Подстрочные примечания должны иметь
сплошную нумерацию по всей статье. Цитируемая
литература должна даваться не в виде подстрочных
примечаний, а общим списком в конце статьи с ука-
занием в тексте статьи ссылки порядковой цифрой
в прямых скобках (например, [1]). Литература дает-
ся в порядке упоминания в статье. Порядок оформ-
ления литературы виден из следующих примеров:

1. В. Б. Берестецкий, Е. М. Лифшиц, Л. П. Пита-
евский, Квантовая электродинамика, Наука,
Москва (1984), с. 1.

2. А. М. Сергеев, Р. И. Чернова, А. Я. Сергиенко,
ФТТ 30, 835 (1988).

3. R. Brewer, J. M. Faber, C. N. Malleson et al.,
Phys. Rev. A 18, 1632 (1978).

4. A. N. Stirling and D. Watson, in Progress in Low

Temperature Physics, ed. by D. F. Brewer, North
Holland, Amsterdam (1986), Vol. 10, p. 683.

5. К. Д. Громов, М. Э. Ландсберг, в сб. Тез. докл.

X Всесоюзн. конф. по физике низких темпе-

ратур (Ташкент, 1986), Наука, Москва (1987),
с. 434.

6. M. P. Elliot, V. Rumford, and A. A. Smith,
Preprint TH 4302-CERN (1988).

7. Л. Н. Шалимова, А. С. Крюков, Препринт
ОИЯИ №P-16-22 (1987).

8. Н. В. Васильев, Дисс. ... канд. физ.-матем. на-
ук, МГУ, Москва (1985).

9. A. Fang and С. Howald, E-print archives, cond-
mat/0404452.

6. Все рисунки должны быть выполнены чет-
ко, в формате, обеспечивающем ясность понимания
всех деталей. Надписи на рисунках следует по воз-
можности заменять цифрами и буквенными обозна-
чениями, разъясняемыми в подписи к рисунку или
в тексте.

7. Редакция посылает автору одну корректу-
ру по электронной почте в виде ∗.pdf-файла. Cпи-
сок исправлений должен быть отправлен автором
на электронный адрес журнала в течение недели.

9. К рукописи необходимо приложить электрон-
ный адрес (e-mail), почтовый адрес места работы
с индексом, фамилию, полное имя и отчество ав-
тора, с которым предпочтительно вести переписку,
а также номер контактного телефона.

11 ЖЭТФ, вып. 3
455



Главный редактор А. И. СМИРНОВ

Редколлегия:

д-р физ.-мат. наук С. О. АЛЕКСЕЕВ, канд. физ.-мат. наук Ю. С. БАРАШ,
д-р физ.-мат. наук И. Г. ЗУБАРЕВ,

д-р физ.-мат. наук Е. И. КАЦ (зам. гл. редактора, представительство ЖЭТФ во Франции),
д-р физ.-мат. наук В. П. КРАЙНОВ, д-р физ.-мат. наук А. С. МЕЛЬНИКОВ

д-р физ.-мат. наук М. С. ПШИРКОВ акад. М. В. САДОВСКИЙ,
канд. физ.-мат. наук С. С. СОСИН, член-корр. РАН С. В. ТРОИЦКИЙ (зам. гл. редактора),
д-р физ.-мат. наук А. В. ФИЛИППОВ, член-корр. РАН И. А. ФОМИН (зам. гл. редактора),

Редакционный совет:

акад. А. Ф. АНДРЕЕВ (председатель),
член-корр. РАН В. В. ЛЕБЕДЕВ, д-р физ.-мат. наук В. С. ПОПОВ

Зав. редакцией Н. Г. Церевитинова
Редакторы: Л. Б. Кульчицкая, Т. Г. Орехова, Т. Н. Смирнова

456


