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Экспериментально исследованы особенности нелинейного поглощения коллоидных растворов нанопла-

стинок CdSe толщиной 2.5 и 3.5 монослоя в зависимости от концентрации в случае их резонансного

стационарного возбуждения наносекундными лазерными импульсами. Обнаружен рост амплитуды диф-

ференциального пропускания и интенсивности насыщения поглощения на длинах волн экситонных пере-

ходов, связанных с тяжелыми дырками, для двух серий образцов при увеличении концентрации нанопла-

стинок в коллоидном растворе, что объяснено процессом заполнения фазового пространства экситонов.

Для коллоидных растворов нанопластинок высокой концентрации выявлена область отрицательных зна-

чений дифференциального пропускания при достаточно высокой интенсивности накачки и объяснена

переходом от режима насыщения поглощения к режиму оптического усиления.

DOI: 10.31857/S0044451024030015

1. ВВЕДЕНИЕ

В последние несколько десятилетий особый
практический и научный интерес вызывают
полупроводниковые структуры пониженной раз-
мерности. Совершенствование методов коллоидного
роста нанокристаллов привело в возможности со-
здания нанокристаллов с заданными оптическими
и электронными свойствами ввиду возможности
контроля параметров кристаллической решет-
ки, морфологии, размера и размерности, а также
возможности создания гетероструктурных нанокри-
сталлов: квантовых точек [1], нанотетраподов [2, 3],
нанопластинок [4–6] и наносвитков [7].

* E-mail: klimenko.ga17@physics.msu.ru

Квантово-размерные полупроводниковые кри-
сталлы характеризуются пространственным ограни-
чением движения носителей заряда, что определяет
значительную модификацию их энергетического
спектра от исходного спектра объемного полу-
проводника. Контролируя размер и размерность
нанокристаллов, возможно создавать объекты
с заданной эффективной шириной запрещенной
зоны, с управляемым дискретным оптическим
спектром. Помимо этого, определяющим отли-
чием квантово-размерных полупроводниковых
кристаллов от объемных полупроводников явля-
ются существенно бо́льшие сила осциллятора и
энергия связи экситонов. Общая особенность всех
низкоразмерных структур — особый вид спектров
поглощения и фотолюминесценции (ФЛ) вследствие
возможности проявления в них влияния формы
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Рис. 1. (В цвете онлайн) Линейные спектры поглощения коллоидных нанопластинок: CdSe393 (а) и CdSe463 (б )

наноструктур на энергию связи экситонов [8], ло-
кализацию зарядов [9], зарядово-индуцированный
эффект Штарка [10].

Вышеупомянутые особенности нанокристаллов
открывают исключительные возможности для
проектирования эффективных оптоэлектронных
приборов, принцип действия которых определяется
экситонными процессами. В качестве примеров
можно отметить успешное создание фототран-
зисторов [11], высокоэффективных солнечных
концентраторов [12–14], светодиодов [15–17], ра-
бочих элементов активной среды лазера [18],
модуляторов добротности [19], биомаркеров [20].

Сравнительно недавно был впервые синтезиро-
ван новый тип наночастиц [4] — полупроводнико-
вые двумерные нанокристаллы планарной геомет-
рии (CdSe, CdS, CdTe, CdSe/CdS, CdSe/CdZnS), по-
лучившие название «нанопластинки». За счет лате-
ральных размеров 30–200 нм и толщины, не превы-
шающей нескольких атомных слоев (3–7монослоев),
эффект размерного квантования в данных объектах
реализуется только в одном выделенном направле-
нии. Важной особенностью подобных нанокристал-
лов выступает возрастающее отношение поверхност-
ных атомов к атомам в объеме, что приводит к повы-
шению влияния поверхностных состояний на опти-
ческие свойства наноструктур [21, 22]. При захвате
носителей заряда на локализованные поверхностные
состояния в результате оже-рекомбинации [23–26]
возможно как увеличение времен релаксации ФЛ
при излучательной релаксации с поверхностных со-
стояний, так и ускоренная депопуляция при преоб-
ладании безызлучательных процессов. Данное свой-

ство особенно характерно и для ультратонких на-
нопластинок. Для контроля данных свойств с по-
мощью коллоидного синтеза выращиваются гете-
роструктурные нанокристаллы [27], в том числе
второго рода, которые представляют особый инте-
рес из-за эффекта фотоиндуцированного разделе-
ния зарядов [28, 29].

Кроме того, для нанопластинок характерны го-
раздо меньшие значения стоксова сдвига и времени
затухания люминесценции в сравнении с иными низ-
коразмерными структурами (в частности, с кванто-
выми точками) [30]. Третьим эффектом, выделяю-
щим нанопластинки на фоне остальных нанострук-
тур, является узкая полоса люминесценции [31].

Данная работа направлена на определение вли-
яния концентрации нанопластинок CdSe в колло-
идном растворе на нелинейное изменение поглоще-
ния в случае стационарного возбуждения носите-
лей заряда наносекундными лазерными импульса-
ми, а также на установление особенностей насыще-
ния поглощения, обусловленных эффектом заполне-
ния фазового пространства экситонов [32].

2. ИССЛЕДУЕМЫЕ ОБРАЗЦЫ И СХЕМА
ЭКСПЕРИМЕНТА

Объектом исследования были выбраны колло-
идные растворы нанопластинок CdSe : CdSe393 и
CdSe463 с толщинами 2.5 монослоя (1.2 нм) и 3.5мо-
нослоя (1.5 нм) соответственно (цифра в обозначе-
нии образцов указывает на длину волны экситонно-
го перехода 1hh–1e, связанного с тяжелыми дырка-
ми, рис. 1).
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Образцы были синтезированы методом колло-
идной химии и обладают кристаллической струк-
турой сфалерита. В качестве растворителя исполь-
зовался гексан, прозрачный в исследуемом оптиче-
ском диапазоне. Для проведения измерений колло-
идные растворы нанопластинок CdSe помещались
в стеклянную кювету толщиной 1мм. Все измере-
ния проводились при комнатной температуре. На-
чальная концентрация нанопластинок в коллоидном
растворе составляла порядка 1015 см−3. Последова-
тельное уменьшение концентрации в 2 и 3 раза про-
водилось путем добавления растворителя в исход-
ный коллоидный раствор. Для характеризации кол-
лоидных растворов нанопластинок CdSe различных
толщин и концентраций были измерены их линей-
ные спектры поглощения. На спектрах поглощения
коллоидных растворов нанопластинок CdSe с тол-
щинами 2.5монослоя (рис. 1а) максимум поглоще-
ния на длине волны 393 нм соответствует экситон-
ному переходу 1hh–1e. Положение данного макси-
мума не зависит от концентрации раствора. В за-
висимости от значения коэффициента поглощения
α (рассчитанного из закона Бугера I = I0e

−αd)
коллоидные растворы нанопластинок CdSe393 бы-
ли переобозначены как CdSe14, CdSe19 и CdSe32

для малой, средней и большой концентрации рас-
твора соответственно. Спектры линейного погло-
щения коллоидных нанопластинок CdSe толщиной
3.5монослоя (рис. 1б ) характеризуются двумя мак-
симумами, положение которых не зависят от кон-
центрации, и соответствуют экситонным переходам,
связанным с легкими (1lh–1e; 436 нм) и тяжелыми
(1hh–1e; 463 нм) дырками. Аналогично для колло-
идных растворов нанопластинок CdSe463 были вве-
дены обозначения CdSe17, CdSe28 и CdSe58 для ма-
лой, средней и большой концентрации раствора со-
ответственно. Разрешимость экситонных пиков при
комнатной температуре указывает на их значитель-
ную энергию связи [33] и монодисперсность нано-
кристаллов по толщине.

Для определения нелинейного изменения по-
глощения коллоидных растворов нанопластинок
был применен метод накачки и зондирования.
Возбуждение образцов осуществлялось импульса-
ми третьей гармоники (360 нм) лазера Nd3+ : YAP

(Nd3+ : YAlO3; λ = 1080 нм), работающего в режиме
модуляции добротности (длительность импульсов
τ ≈ 9 нс). Одновременное зондирование осуществ-
лялось широкополосной ФЛ органических красите-
лей BBQ (C48H66O2) для нанопластинок CdSe393,
а также Coumarin-120 (C10H9NO2) для нанопласти-
нок CdSe463. Подбор красителей определялся со-
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Рис. 2. (В цвете онлайн) Спектры ФЛ коллоидных нано-

пластинок CdSe393 при различных интенсивностях накач-

ки для растворов малой (а), средней (б ) и высокой (в)

концентрации (время экспозиции t = 3 с)

гласно их спектрам поглощения с целью охвата по
длинам волн основных полос экситонного поглоще-
ния исследуемых нанопластинок. Кроме того, учи-
тывались условия пространственного и временного
совмещения лучей накачки и зондирования. В част-
ности, длительность ФЛ красителей составляет по-
рядка 1 нс, что позволяло выполнить условие одно-
временного возбуждения и зондирования образцов.

309



Г. А. Клименко, А. М. Смирнов, М. В. Козлова и др. ЖЭТФ, том 165, вып. 3, 2024

Интенсивность возбуждающего излучения Ipump из-
менялась от 0.3 до 2.5МВт/см2 при помощи ней-
тральных светофильтров. Спектры пропускания и
ФЛ нанопластинок CdSe были измерены с помощью
CCD-камеры Pixis 256, совмещенной с полихромато-
ром SpectraPro 2300.

3. РЕЗУЛЬТАТЫ И ИХ ОБСУЖДЕНИЕ

По спектрам ФЛ нанопластинок CdSe (рис. 2 и
3) были построены зависимости длин волн, соответ-
ствующих максимуму ФЛ, и значений полуширины
пика ФЛ от интенсивности накачки (рис. 4а,б ).

По спектрам ФЛ коллоидных нанопластинок
CdSe393 (рис. 2), CdSe463 (рис. 3) при различных
концентрациях и интенсивностях накачки установ-
лены длины волн их максимумов (402 ± 3 нм и
472 ± 1 нм соответственно), отличных от длин волн
максимумов поглощения (393 нм и 463 нм соответ-
ственно) ввиду стоксова сдвига (около 10 нм; излу-
чение фотонов сдвигается относительно их погло-
щения в длинноволновую область в том числе за
счет передачи части энергии в излучение оптиче-
ского фонона). Кроме того, было обнаружено, что
для образцов CdSe463 ширина пиков ФЛ увеличи-
вается с ростом интенсивности накачки (рис. 4а,б ),
а максимум спектра ФЛ сдвигается в красную об-
ласть (рис. 4д,е). Уширение и сдвиг пиков ФЛ на
величину около 4 нм (или 23мэВ) объясняется излу-
чением заряженных экситонов (трионов) [34] и биэк-
ситонов [35]. Кроме этого, отмечено, что с увеличе-
нием плотности излучающих наночастиц амплиту-
ды пиков ФЛ при одинаковых уровнях возбуждения
имеют бо́льшие значения (рис. 4в,г).

Для определения особенностей нелинейного по-
глощения образцов был применен метод накачки и
зондирования, подробно описанный в работе [36].
По измеренным спектрам пропускания были рас-
считаны спектры дифференциального пропускания
(differential transmission, DT) [37]:

DT(λ) =
T (λ)− T0(λ)

T0(λ)
, (1)

где T (λ) и T0(λ) – спектры пропускания возбуж-
денных и невозбужденных образцов соответственно.
На рис. 5 и 6 представлены спектры DT коллоид-
ных нанопластинок при различных интенсивностях
накачки. Для образцов серии CdSe393 измеренный
максимум спектра DT связан с просветлением экси-
тонного перехода из подзоны тяжелых дырок. Для
образцов серии CdSe463 установлено наличие двух
максимумов, соответствующих экситонным перехо-
дам из подзон легких и тяжелых дырок.
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Рис. 3. (В цвете онлайн) Спектры ФЛ коллоидных нано-

пластинок CdSe463 при различных интенсивностях накач-

ки для растворов малой (а), средней (б ) и высокой (в)

концентрации (время экспозиции t = 3 с)

На основе этих данных были также построены
зависимости максимумов DT от интенсивности на-
качки (рис. 7, 8). Для определения интенсивностей
насыщения Is для каждого из исследуемых экси-
тонных переходов в нанопластинках CdSe была ис-
пользована полуэмпирическая зависимость ампли-
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Рис. 4. (В цвете онлайн) Зависимость полуширин (а, б ), интенсивностей (в, г) и длин волн (д, е) пиков ФЛ коллоидных

растворов CdSe393 (а, в, д) и CdSe463 (б, г, е) от интенсивности накачки. Синие штриховые линии представлены для

улучшения визуального восприятия экспериментальных данных

туды DT от интенсивности накачки [37]:

DT(I) = DTmax

(
1− 1

1 + I/Is

)
. (2)

Для нанопластинок CdSe393 (рис. 7), со-
гласно формуле (2), были получены значения
Is ≈ 0.5 ± 0.1МВт/см2 для образца низкой кон-

центрации CdSe14 и Is ≈ 0.6 ± 0.1МВт/см2

для образца средней концентрации CdSe19.
Для нанопластинок CdSe463 (рис. 8) были по-
лучены значения Is(lh) ≈ 0.9 ± 0.5МВт/см2 и
Is(hh) ≈ 1.4 ± 0.4МВт/см2 для образца низкой
концентрации CdSe17; Is(lh) ≈ 0.7 ± 0.2МВт/см2

и Is(hh) ≈ 1.6 ± 0.6МВт/см2 для образца сред-
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Рис. 5. (В цвете онлайн) Спектры дифференциального

пропускания коллоидных нанопластинок CdSe393 малой

(а), средней (б ) и высокой (в) концентрации при различ-

ных интенсивностях накачки

ней концентрации CdSe28. Это свидетельствует о
росте амплитуды DT и интенсивности насыщения
поглощения на длинах волн экситонных переходов
1hh–1e для обоих образцов, CdSe393 и CdSe463, при
увеличении концентрации нанопластин в коллоид-
ном растворе, что объяснено процессом заполнения
фазового пространства экситонов.
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Рис. 6. (В цвете онлайн) Спектры дифференциального

пропускания коллоидных нанопластинок CdSe463 малой

(а), средней (б ) и высокой (в) концентрации при различ-

ных интенсивностях накачки

Особый интерес представлял случай высокой
концентрации для коллоидных растворов нанопла-
стинок обеих толщин. Для раствора нанопластинок
CdSe393 в случае высокой концентрации (рис. 7б )
при умеренных значениях интенсивности накачки
(до 1.5МВт/см2) выявлен рост пропускания, то-
гда как при значениях интенсивности накачки бо-
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Рис. 7. (В цвете онлайн) Зависимость максимумов диф-

ференциального пропускания, соответствующих переходу

1hh–1e, от интенсивности накачки для коллоидных нано-

пластинок CdSe393 малой/средней (а) и высокой (б ) кон-

центрации

лее 1.5МВт/см2 обнаружен, наоборот, рост погло-
щения. Такой переход от увеличения к уменьше-
нию пропускания может быть объяснен проявлени-
ем вынужденного излучения при резонансном воз-
буждении экситонного перехода, связанного с тяже-
лыми дырками, и переходом от режима насыщения
поглощения к режиму оптического усиления [38].
Тем не менее наличие оптического усиления или
усиленного спонтанного излучения является суще-
ственным, но не в полной мере достаточным услови-
ем для реализации вынужденного излучения в силь-
но ограниченных системах. Отсутствие отрицатель-
ного DT-сигнала для экситонных переходов 1hh–1e
в коллоидных растворах с меньшей концентрацией
нанопластинок CdSe можно объяснить недостаточ-
ной интенсивностью накачки или сильно ограничен-
ной длиной активной среды (кювета 1мм).

По спектрам DT коллоидного раствора нанопла-
стинок CdSe463 высокой концентрации (рис. 8в) бы-
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Рис. 8. (В цвете онлайн) Зависимость максимумов диффе-

ренциального пропускания, соответствующих пикам 1lh–1e

(а) и 1hh–1e (б,в), от интенсивности накачки для колло-

идных нанопластинок CdSe463 малой/средней (а,б ) и вы-

сокой (в) концентрации

ли обнаружены рост пропускания и насыщение по-
глощения на длине волны экситонных переходов,
связанных с легкими и тяжелыми дырками, одна-
ко переход от насыщения поглощения к вынуж-
денному излучению выявлен не был (отсутствие
области с отрицательными значениями DT). Для
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экситонного перехода 1lh–1e, связанного с легки-
ми дырками, согласно формуле (2), было возможно
определить интенсивность насыщения поглощения
Is(lh) ≈ 0.5±0.1МВт/см2. В случае же экситонного
перехода 1hh–1e, связанного с тяжелыми дырками,
определить данную характеристику не представля-
ется возможным. При увеличении интенсивности
возбуждения выявлен резкий, практически линей-
ный, рост амплитуды DT, что может свидетель-
ствовать о граничном соотношении интенсивности
возбуждения и концентрации коллоидного раствора
нанопластинок CdSe463, при превышении которого
возможен переход к режиму оптического усиления.
Аналогичные результаты были продемонстрирова-
ны и объяснены в работе [38]. Недостижение опти-
ческого усиления в коллоидном растворе нанопла-
стинок популяции CdSe463 при тех же интенсивно-
стях возбуждения, что и для популяции CdSe393,
по-видимому, объясняется различными режимами
возбуждения. В случае с нанопластинками CdSe393

возбуждение осуществляется на длине волны, соот-
ветствующей резонансному возбуждению экситонов
1lh–1e, которые достаточно эффективно передают
энергию экситонам, связанным с тяжелыми дырка-
ми, 1hh–1e [5, 6], в то время как при возбуждении
на длине волны 360 нм в нанопластинках CdSe463

первоначально рождаются свободные электроны и
дырки, которым для связывания в экситоны необ-
ходимо отдать суммарно энергию Еb ≈ 0.77 эВ.

Таким образом, в последнем (нерезонансном)
случае для достижения оптического усиления тре-
буются большие интенсивности возбуждения. Кро-
ме этого, дополнительные сложности могут возни-
кать с избыточной энергией свободных электронов
и дырок, которые как приводят к передаче энер-
гии фононам и локальному нагреву нанопласти-
нок, так и провоцируют безызлучательную оже-
рекомбинацию [23–26], опустошающую рабочее со-
стояние.

Процесс оже-рекомбинации в полупроводнико-
вых нанокристаллах может дополнительно приво-
дить к захвату свободных носителей на поверхность
и проявляться в ФЛ с участием дефектов. В ис-
следуемых нанопластинках толщиной 2.5монослоя
(CdSe393) и 3.5 монослоя (CdSe463) [39] полоса ФЛ,
связанная с дефектами, располагается в диапазоне
длин волн 430–700 нм и 470–700 нм соответственно.
Как правило, интенсивность ФЛ на дефектах насы-
щается при уровнях возбуждения низких по сравне-
нию с насыщением поглощения основного экситон-
ного перехода, вследствие того, что время релакса-
ции превышает единицы микросекунд.

4. ВЫВОДЫ

Определено влияние концентрации коллоидных
нанопластинок CdSe различных толщин на нелиней-
ное изменение поглощения при стационарном воз-
буждении носителей заряда наносекундными лазер-
ными импульсами. Для образцов серии CdSe393 ре-
ализовано резонансное возбуждение экситонов, свя-
занных с легкими дырками. Обнаружен рост диф-
ференциального пропускания (DT) коллоидных рас-
творов нанопластинок CdSe различных концентра-
ций. Просветление, увеличивающееся с ростом оп-
тического возбуждения, объяснено заполнением фа-
зового пространства экситонов. Обнаружено уве-
личение DT коллоидного раствора нанопластинок
CdSe393 высокой концентрации (CdSe32) на длине
волны экситонного перехода из подзоны тяжелых
дырок в подзону проводимости только при интен-
сивностях накачки до 1.5МВт/см2. При интенсив-
ности накачки выше 1.5МВт/см2 выявлено отрица-
тельное DT, которое может быть объяснено пере-
ходом от насыщения поглощения к режиму оптиче-
ского усиления. При возбуждении свободных элек-
тронов и дырок, реализованном в коллоидном рас-
творе нанопластинок CdSe463, обнаружен рост DT
для всех исследуемых концентраций. В исследуемом
диапазоне интенсивностей возбуждения переход от
насыщения поглощения к режиму оптического уси-
ления не достигается, однако выявлен резкий рост
амплитуды DT, что может свидетельствовать о гра-
ничном соотношении интенсивности возбуждения и
концентрации коллоидного раствора нанопластинок
CdSe463, при превышении которого возможен пере-
ход к режиму оптического усиления.
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Теоретически исследуются квантовые вихри, образованные фотоэлектроном, полученным в результате

надбарьерной ионизации двумерного атома водорода предельно коротким лазерным импульсом. Ана-
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интерференционные эффекты, ответственные за появление вихрей. Для рассматриваемой модели об-

суждается использование различных калибровок при описании взаимодействия электрона с полем.
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1. ВВЕДЕНИЕ

Появление источников электромагнитных им-
пульсов с интенсивностью и длительностью сопоста-
вимыми с соответствующими атомными значениями
открыло возможности для исследования и управле-
ния состояниями одиночных атомов и молекул, а
также их ансамблей. Такие возможности востребо-
ваны как в квантово-информационных приложени-
ях, так и при исследовании новых режимов управ-
ления на атомарных масштабах [1–10].

Одним из нетривиальных эффектов при воздей-
ствии на атом лазерного импульса длительностью
всего в несколько атомных единиц времени явля-
ется появление вихревых структур в электронной
плотности. Первое теоретическое предсказание та-
ких структур было сделано в 2010 году в работе [11].
Позже в работах [12, 13] вихревые структуры были
выявлены в распределении по импульсам для фо-
тоэлектрона, вырванного в процессе ионизации ато-
ма гелия лазерным импульсом. Экспериментальное

* E-mail: larionov.nickolay@gmail.com

подтверждение вихревых образований появилось в
2017 году в работе [14]. В этом эксперименте рас-
сматривалась многофотонная ионизация атомов ка-
лия последовательностью фемтосекундных лазер-
ных импульсов.

В настоящее время теоретические исследования
подобных вихрей ведутся во многих научных груп-
пах [15–31]. Подходы к исследованию этих образова-
ний представлены как разработками оригинальных
численных методов решения нестационарного урав-
нения Шредингера или эквивалентных ему уравне-
ний квантовой гидродинамики (см., к примеру, [32]),
так и отысканием асимптотических решений.

В работах [16–19] нами исследовались такие вих-
ревые образования, как квантовые вихри [24], воз-
никающие при надбарьерной ионизации двумерного
водородоподобного атома сверхкоротким лазерным
импульсом. Эти вихри проявляют себя как специ-
фические неоднородности в пространственном рас-
пределении фотоэлектрона: центр вихря это нуль
волновой функции, вокруг которого векторное поле
скорости закручивается (отметим, что первый, кто
связал появление нулей волновой функции с возник-
новением вихрей, был Дирак [33]).

Используя нестационарную теорию возмущений,
мы получили аналитическое выражение для вол-
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новой функции фотоэлектрона, которая позволила
увидеть интерференционную природу вихрей и про-
анализировать их зависимость от некоторых пара-
метров импульса. Результаты аналитического под-
хода подтвердились численными расчетами.

В упомянутых работах поле лазерного импульса
моделировалось косинусоидальной зависимостью на
временном интервале [0, T ] (1 < T < 10 отн. ед.), со-
держащем всего несколько периодов колебаний. При
этом в моменты включения и выключения импуль-
са всегда задавалось максимальное значение ампли-
туды, т.е. реализовывалась вариация предельного
случая внезапного возмущения [34]. Другие вари-
ации воздействия лазерного импульса исследованы
не были.

В данной работе, оставаясь в рамках решений,
полученных в [17–19], будет исследовано влияние
начальной фазы поля импульса на образование
квантовых вихрей.

Все вычисления будут проведены в импульс-
ном пространстве. В частности, для идентифика-
ции квантовых вихрей в этом пространстве будет ис-
пользован так называемый «симметричный» поток
вероятности [19, 35], чувствительный к фазе волно-
вой функции.

Также будет уделено внимание интерференцион-
ным эффектам, ответственным за образование кван-
товых вихрей: в распределении фотоэлектрона по
импульсам выделим соответствующий интерферен-
ционный член.

Отдельно будет рассмотрен вопрос о выборе ка-
либровки при нахождении приближенного реше-
ния уравнения Шредингера для рассматриваемой
модели.

Статья построена следующим образом. В разд. 2
коротко приведен вывод волновой функции фото-
электрона и обсуждены используемые приближе-
ния. Даны выражения для потоков вероятностей. В
разд. 3 приведены результаты расчетов и их анализ.
В разд. 4 обсуждается использование различных ка-
либровок при описании взаимодействия электрона с
полем. Последний раздел подытоживает проделан-
ную работу.

В работе используется атомная система единиц:
~ = 1, me = 1, e = 1.

2. ТЕОРЕТИЧЕСКИЙ ПОДХОД

Оператор Гамильтона Ĥ двумерного атома во-
дорода, взаимодействующего с полем лазера, имеет
стандартный вид:

Ĥ = Ĥ0 + V̂ = Ĥ0 − d̂F(t), (1)

где Ĥ0 — невозмущенный гамильтониан атома, а
оператор взаимодействия V̂ записан в дипольном
приближении, где d̂ = −r̂ — оператор дипольно-
го момента атома и F(t) — вектор напряженности
электрического поля лазера.

Решение нестационарного уравнения Шрединге-
ра ищется в виде следующей суперпозиции:

|Ψ(t)〉 = |Ψ(0)
1,0〉e−iE1t +

+
∑

m

∞∫

0

bk,m(t)|Ψ(0)
k,m〉e−iEktkdk. (2)

Здесь первое слагаемое соответствует основ-
ному (начальному) состоянию атома с энергией
E1 = −1/2 [36, 37] (полагаем зарядовое число
Z = 1/2). Нижние индексы «1, 0» у вектора |Ψ(0)

1,0〉
указывают на главное квантовое число n = 1 и
проекцию момента m = 0 на ось z. Второе слагаемое
описывает состояние фотоэлектрона и представлено
суперпозицией цилиндрических волн. Индексы у
соответствующих векторов |Ψ(0)

k,m〉 характеризуют
энергию фотоэлектрона

Ek = k2/2 = (k2x + k2y)/2

и проекцию момента m = 0,±1,±2, .... Неизвестные
амплитуды bk,m(t), такие что bk,m(0) = 0, ∀ k,m.

Запись искомого состояния в виде (2) аналогична
записи, используемой в теории Келдыша [38,39], за
исключением того, что вместо волковских функций
стоят цилиндрические волны. Такая запись подра-
зумевает, что интенсивность лазерного поля долж-
на быть меньше атомной, так чтобы вероятность
ионизации атома была мала. Также подразумевает-
ся, что воздействие кулоновского потенциала оста-
точного иона на фотоэлектрон пренебрежимо мало.

Исследование квантовых вихрей в работе будем
проводить в импульсном пространстве. Для этого
спроецируем искомое состояние |Ψ(t)〉 (2) на соб-
ственные векторы |k〉 оператора импульса k̂. Тогда,
используя явный вид необходимых волновых функ-
ций [40]

Ψ
(0)
1,0(k) =

2Φ0(ϕk)

(k2 + 1)3/2
,

Ψ
(0)
k′,m(k) = (−i)|m| δ(k

′ − k)

k′
Φm(ϕk),

(3)

где

Φm(ϕk) =
eimϕk

√
2π

,

(k, ϕk) — полярные координаты импульса k, полу-
чаем
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Рис. 1. a и b — Плотность распределения фотоэлектрона по импульсам ln(ρ). c и d — Зависимости абсолютных значений

волновой функции bkx , bky от компонент kx, ky соответственно. Параметры импульса: F0 = 0.4, ω = π, α = 0, T = 4

Ψ(k, t) ≡ 〈k|Ψ(t)〉 =

=
2Φ0(ϕk)

(k2 + 1)3/2
e−iE1t +

+
∑

m

bk,m(t)(−i)|m|Φm(ϕk)e
−iEkt. (4)

Далее, подставляя разложение (4) в уравнение Шре-
дингера, получаем систему уравнений для нахожде-
ния неизвестных амплитуд bk,m(t):

∂bk,m(t)

∂t
=

=
−i
2

(F−(t)δm,+1 + F+(t)δm,−1)
6keiωk1t

(k2 + 1)5/2
+

+
(−i)|m−1|−|m|

2
F−(t)

( ∂
∂k

− ikt− m− 1

k

)
bk,m−1(t) +

+
(−i)|m+1|−|m|

2
F+(t)

( ∂
∂k

− ikt+
m+ 1

k

)
bk,m+1(t),

(5)

где ωk1 = (k2 + 1)/2 — частота перехода E1 → Ek и
введено обозначение

F±(t) = Fx(t)± iFy(t).

При выводе (5) было использовано явное выражение
для оператора взаимодействия в импульсном пред-
ставлении:

V̂ = F(t)i∇k, ∇k = ∂/∂k.

Отличие системы (5) от соответствующей си-
стемы уравнений, используемой нами ранее (см.
[17–19]), состоит в учете произвольной поляризации
поля F(t).

Решение системы (5) ищем в виде итерационного
ряда

bk,m(t) =
∞∑

s=0

b
(s)
km,10(t),

где b(s)km,10 ∼ F s, а добавленный нижний индекс «10»
указывает на начальное связанное состояние элек-
трона. Отсюда волновая функция фотоэлектрона во
втором порядке теории возмущений равна

319



Н. В. Ларионов ЖЭТФ, том 165, вып. 3, 2024

c)

-4 -2 2 4
kx, ky

0.2

0.4

0.6

0.8

1.0

bkx,
bky

d)

-4 -2 2 4
kx, ky

0.2

0.4

0.6

0.8

1.0

bkx,
bky

Рис. 2. a и b — Плотность распределения фотоэлектрона по импульсам ln(ρ). c и d — Зависимости абсолютных значений

волновой функции bkx , bky от компонент kx, ky соответственно. Параметры импульса: F0 = 0.4, ω = π, α = 0, T = 3

Ψ̃(k, t) = −i
√

2

π
b
(1)
k1,10(t) cos(ϕk)e

−iEkt +

+
1√
2π
b
(2)
k0,10(t)e

−iEkt−
√

2

π
b
(2)
k2,10(t) cos(2ϕk)e

−iEkt,

(6)

где тильда над Ψ указывает, что связанное состо-
яние опущено, т.е. интерференцией между началь-
ным и конечными состояниями электрона пренебре-
гается. Отметим, что в предыдущих наших работах
[17, 18] использовалось обозначение

Ψ̃(k, t) = b(k, t)e−iEkt.

Также при записи (6) было учтено, что

b
(1)
k1,10(t) = b

(1)
k−1,10(t), b

(2)
k2,10(t) = b

(2)
k−2,10(t).

Для наглядности выпишем явное выражение
для плотности распределения фотоэлектрона по им-
пульсам, которое понадобится нам при обсуждении
интерференционных эффектов

ρ(k, t) ≡ |Ψ̃(k, t)|2 =
1

π
{2 cos2(ϕk)|b(1)k1,10(t)|2 +

+
1

2
|b(2)k0,10(t)|2 + 2 cos2(2ϕk)|b(2)k2,10(t)|2 −

− 2Re
[
ib

(1)
k1,10(t)b

(2)∗

k0,10(t)
]
cos(ϕk) +

+ 4Re
[
ib

(1)
k1,10(t)b

(2)∗

k2,10(t)
]
cos(ϕk) cos(2ϕk)−

− 2Re
[
b
(2)
k0,10(t)b

(2)∗

k2,10(t)
]
cos(2ϕk)}, (7)

где Re[z] означает действительную часть z.
Теперь выпишем и обсудим преимущества так

называемого [19, 35] «симметричного» потока веро-
ятности

j̄(k, t) = − 1

2i
[Ψ̃∗(k, t)∇kΨ̃(k, t)−

− Ψ̃(k, t)∇kΨ̃
∗(k, t)]. (8)

Запишем найденную волновую функцию (6) в
виде

Ψ̃(k, t) =
√
ρ(k, t)e−iχ(k,t),
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Рис. 3. Векторное поле для «симметричного» потока j̄. T = 4 (a, c), T = 3 (b,d). b, d — Увеличенные области векторного

поля (красные прямоугольники), содержащие квантовые вихри

где χ(k, t) — фаза. Тогда, подставляя Ψ̃(k, t) в (8),
получаем

j̄(k, t) = −ρ(k, t)∇kχ(k, t).

Таким образом, поток j̄(k, t) чувствителен к фазе
волновой функции Ψ̃(k, t), в то время как стандарт-
ный поток в импульсном пространстве дается выра-
жением

j(k, t) = kρ(k, t).

Также будем использовать нормированный
«симметричный» поток

v̄(k, t) = j̄(k, t)/ρ(k, t) = −∇kχ(k, t),

который будем называть полем скоростей.

3. РЕЗУЛЬТАТЫ И ОБСУЖДЕНИЯ

Двумерный атом водорода облучается линейно
поляризованным вдоль оси x лазерным импульсом,
напряженность электрического поля которого имеет
вид

F(t) = exF0 cos(ωt− α) [θ(T − t)− θ(−t)] . (9)

где ex — единичный вектор в направлении оси x, F0

— постоянная амплитуда, ω — частота, α — началь-
ная фаза, θ(t) — функция Хевисайда, T — длитель-
ность импульса.

Плотность распределения (7) и «симметричный»
поток (8) (далее просто поток) будем рассматривать
на временах t > T :

ρ = ρ(kx, ky, t > T ), j̄ = (j̄x, j̄y),

где

j̄i = j̄i(kx, ky, t > T ), i = x, y.

3.1. Интерференционный вклад

Вначале проверим, какой из интерференционных
членов в выражении (7) отвечает за образование
квантовых вихрей. Выберем параметры импульса
близкие к тем, для которых ранее уже идентифи-
цировались вихри [16, 17]: F0 = 0.4, ω = π, α = 0,
T = 4.

На рис. 1 представлены графики плотности рас-
пределения фотоэлектрона по импульсам ρ (для
более четкого отображения графики строятся для

2 ЖЭТФ, вып. 3
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Рис. 4. Векторное поле для v̄. α = 0 (a), π/10 (b), π/3 (c), π/2 (d). Для всех графиков F0 = 0.4, ω = π, T = 4

ln(ρ)), а также нормированные на свои максимумы
следующие зависимости модуля волновой функции:

bkx ≡ |Ψ̃(kx, 0, t > T )|/|Ψ̃max|,
bky ≡ |Ψ̃(0, ky, t > T )|/|Ψ̃max|.

Для выбранных параметров импульса образуют-
ся два симметричных вихря с центрами в точках
kx0

= 0, ky0 = ±
√
2π − 1 ≈ ±2.3 (указаны стрелка-

ми, рис. 1a,c). Теперь, сравнивая плотность ρ (7) с
той же плотностью, но в которой отброшен один из
трех интерференционных членов, находим, что за
образование вихрей отвечает последнее слагаемое в
(7). Это слагаемое описывает интерференцию состо-
яний фотоэлектрона соответствующих цилиндриче-
ским волнам с квантовыми числами m = 0,±2.
Эти состояния есть результат двухфотонного пере-
хода через промежуточные состояния непрерывного
спектра:

|Ψ(0)
1,m=0〉 →

∑

k

|Ψ(0)
k,m=±1〉 → |Ψ(0)

k,m=0,±2〉,

На рис. 1 b, d построены графики без учета этого ин-
терференционного члена. Видно, что вихри отсут-
ствуют.

Аналогичный результат по влиянию интерфе-
ренционных членов можно получить и для других
значений длительности импульса, к примеру, когда
T нечетно и наблюдаются две пары симметричных
вихрей [16, 17].

На рис. 2 для T = 3 (остальные параметры та-
кие же, как на рис. 1), построены ρ и bkx , bky .
Исключение последнего интерференционного сла-
гаемого в (7) приводит к исчезновению вихрей
(рис. 2 b, d), центры которых даются координата-
ми kx0

= 0, ky0 = ±
√
4π/3− 1 ≈ ±1.78, kx0

= 0,

ky0 = ±
√
8π/3− 1 ≈ ±2.71 (рис. 2 a, c).

3.2. «Симметричный» поток j̄

Как показано в [19], квантовые вихри в импульс-
ном пространстве удобно идентифицировать с по-
мощью «симметричного» потока (8). На рис. 3 для
двух рассмотренных выше длительностей импульса
T = 3, 4 построено векторное поле j̄ = (j̄x, j̄y).

На рис. 3a,c видно, что в обоих случаях поле j̄

расходится из центра и на больших масштабах это
расхождение близко к радиальному. Однако в обла-
сти, где наблюдаются квантовые вихри, линии тока
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искривляются (выделено красными прямоугольни-
ками). На рис. 3b,d эти области увеличены.

Для одиночного изолированного вихря, который
имеет место при T = 4, отчетливо видно наличие
вращательной компоненты поля вокруг центра вих-
ря (см. также [19]). Для случая T = 3 такой кра-
сивой картины нет, но видна область слома линий
тока. Именно вдоль этой узкой области (светлая ду-
га), как это было показано нами ранее (см. рис. 4 в
[16]), и локализуются два вихря.

3.3. Чувствительность квантовых вихрей к

начальной фазе поля

На рис. 4 представлено векторное поле скоростей
v̄ = (j̄x/ρ, j̄y/ρ) для четырех случаев: α = 0 (a),
π/10 (b), π/3 (c), π/2 (d). Остальные параметры им-
пульса такие же, как на рис. 1.

Видно, что при увеличении фазы вихрь смещает-
ся. Для α близких к π/2 характерное вихревое пове-
дение поля v̄ наблюдается в существенно более уз-
ком интервале значений kx, нежели чем в случае,
когда α = 0. Для синусоидальной зависимости, т. е.
когда включение и выключение импульса перестают
быть внезапными, идентифицировать вихрь уже не
удается.

На рис. 5 построена зависимость модуля волно-
вой функции bky,min ≡ |Ψ̃(kx,min; ky, t > T )| от ky
при разных значениях проекции kx,min соответству-
ющих локальному минимуму Ψ̃. На графике видно
смещение центра вихря при увеличении фазы α.

0.0 0.5 1.0 1.5 2.0 2.5 3.0
ky

0.0002

0.0004

0.0006

bky,min

Рис. 5. Зависимость модуля волновой функции bky ,min от

проекции ky вблизи центра вихря: α = 0, kx,min = 0 —

сплошная линия, α = π/10, kx,min ≈ 0.04 — штрихи,

α = π/3, kx,min ≈ 0.09 — штрихпунктир. Для всех гра-

фиков F0 = 0.4, ω = π, T = 4

Важно отметить, что строгий нуль найденной
волновой функции Ψ̃ (6), указывающий на центр

вихря, имеет место только при α = 0. Для дру-
гих рассмотренных α 6= 0 соответствующие зна-
чения kx,min характеризуют локальные минимумы,
при этом bky,min 6= 0.

4. ВЗАИМОДЕЙСТВИЕ ЭЛЕКТРОНА С
ПОЛЕМ В «КАЛИБРОВКЕ СКОРОСТИ»

Как известно, точные решения уравнения Шре-
дингера, полученные в двух разных калибровках —
в «калибровке длины» и в «калибровке скорости»,
дают одинаковые предсказания для вероятностей
переходов в атомных системах. Конечно, это имеет
место только в том случае, когда нерелятивистская
система взаимодействует с той частью мод электро-
магнитного поля, длина волны которых существен-
но превышает размер системы (см., например, [41]).

В случае же приближенных решений, найден-
ных, к примеру, с использованием теории возмуще-
ний, результаты, полученные в разных калибровках,
не обязаны совпадать [38]. Поэтому представляет
интерес рассмотреть решаемую здесь задачу в «ка-
либровке скорости».

Выпишем соответствующий оператор возмуще-
ния

V̂ =
1

c
A(t)p̂+

1

2c2
A2(t), (10)

где векторный потенциал

A(t) = −cex
t∫

0

Fx(t
′)dt′,

Fx(t) = ex · F(t),
(см. (9)). Взяв искомую волновую функцию в виде
(2) и проделывая те же манипуляции, что и в случае
с «калибровкой длины», получаем следующие урав-
нения для неизвестных амплитуд:

∂bk,m(t)

∂t
=
Ax(t)

2c
(δm,+1 + δm,−1)

2keiωk1t

(k2 + 1)3/2
−

− (i)|m|+1−|m−1|Ax(t)

2c
k · bk,m−1(t)−

− (i)|m|+1−|m+1|Ax(t)

2c
k · bk,m+1(t)−

− i
A2
x(t)

2c2
bk,m(t)−

− i
A2
x(t)

c2
δm,0

eiωk1t

(k2 + 1)3/2
. (11)

Видно, что система (11) имеет более простой вид по
сравнению с системой (5), полученной в «калибров-
ке длины»: отсутствуют производные по k, т. е. эти
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уравнения относительно просты для численных вы-
числений.

Как показали предварительные расчеты, приме-
нение теории возмущений к системе (11), вплоть до
второго порядка включительно, позволяет обнару-
жить квантовые вихри, исследованные в данной ра-
боте. Результаты, получающиеся в двух разных ка-
либровках, близки друг другу. Имеющиеся неболь-
шие расхождения не затрагивают основные выводы
работы и могут быть исследованы отдельно.

Отметим, что при получении (11) использова-
лись те же базисные функции невозмущенной за-
дачи, что и при выводе системы (5). Такой выбор
оправдан сделанным в работе приближением вне-
запного включения и выключения возмущения [41].

5. ЗАКЛЮЧЕНИЕ

В данной статье теоретически исследовалось
влияние начальной фазы ионизирующего предель-
но короткого лазерного импульса на образование
квантовых вихрей. Показано, что варьирование фа-
зы может приводить как к локализованному вихрю
с хорошо определяемым центром, так и к «разма-
занной» вихревой структуре. При этом важным ас-
пектом здесь является реализация предельного слу-
чая внезапного возмущения, представляющего со-
бой разновидность «встряски» типа «включения»
[34].

Выделен интерференционный вклад в плотности
распределения фотоэлектрона, отвечающий за обра-
зование вихрей. Этот вклад обусловлен интерферен-
цией состояний фотоэлектрона, образованных при
двухфотонном переходе через промежуточные со-
стояния непрерывного спектра.

Подтверждена возможность идентификации
квантовых вихрей в импульсном пространстве с по-
мощью «симметричного» потока (8). В отличие от
работы [19], в которой рассмотрен случай четного T ,
в данной работе также исследован случай нечетного
T , когда появляются две пары квантовых вихрей.

Проведено обсуждение выбора калибровки при
описании взаимодействия электрона с полем.

Уравнения для амплитуд вероятностей в «ка-
либровке скорости» (11) имеют более простой вид,
чем в случае «калибровки длины» (5) и относитель-
но просты для численных расчетов. Обнаруженные
небольшие различия между результатами предвари-
тельных вычислений, полученными в разных калиб-
ровках, не сказываются на основных выводах ста-
тьи.

Благодарности. Автор выражает свою призна-
тельность С. В. Божокину за ценные замечания и
обсуждения полученных автором результатов.
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Представлено аналитическое решение канонической задачи дифракционного излучения равномерно дви-

жущегося точечного заряда на открытом конце круглого волновода со сплошным диэлектрическим за-

полнением. Рассмотрен случай движения вдоль оси. При решении использован модифицированный ме-

тод сшивания, приводящий к уравнению Винера –Хопфа –Фока, а после его формального решения —

к бесконечной линейной системе уравнений на коэффициенты возбуждения волноводных мод. Данная

система решается численно методом редукции с любой заданной точностью. Численные результаты по-

лучены для случая вылета заряда из волновода.

DOI: 10.31857/S0044451024030039

1. ВВЕДЕНИЕ

Под дифракционным обычно понимают излучение, которое генерируется равномерно движущимся то-
чечным зарядом (или иным источником) на различных неоднородностях и при этом не может быть сведено
к переходному излучению или излучению Вавилова – Черенкова [1]. От классических задач дифракции (наи-
более характерными из которых являются, например, дифракция плоской волны на полуплоскости, круг-
лом отверстии в проводящем экране или клине, а также излучение волноводной моды из открытого конца
волновода) данная задача отличается не математической сутью, а лишь специфическим видом источника,
который взаимодействует с неоднородностью своим кулоновским полем (последнее может быть разложено
по убывающим от траектории заряда плоским волнам). Однако исторически ситуация сложилась таким
образом, что несмотря на общность задач и методов решения, теория дифракционного излучения (ДИ) раз-
вивалась достаточно изолированно от теории дифракции, особенно в последние десятилетия, поэтому ряд
важных дифракционных задач с движущимся источником не был рассмотрен до сих пор.

Основы теории ДИ изложены, например, в фундаментальных обзорах [1, 2], где рассмотривались иде-
ально проводящие неоднородности в вакууме. В работе [1] изложена теория ДИ для ряда двумерных задач,
имеющих строгое решение, работа [2] посвящена развитию скалярной теории ДИ. Также следует упомя-
нуть ряд работ, где рассматривались волноводные задачи [3–5] и развивались иные методы расчета ДИ от
сложных неоднородностей [6–9].

Однако в последние годы существенно возросла важность теории ДИ при наличии диэлектрических
неоднородностей. В определенном смысле все началось с излучения Вавилова – Черенкова в волноводах
со слоистым заполнением, которое на протяжении последних десятилетий успешно используется в методе
«кильватерного ускорения» заряженных частиц [10–16]. Типично применяемой структурой является так

* E-mail: s.galyamin@spbu.ru
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называемый «капилляр», т. е. диэлектрическая трубка с осесимметричным ваккумным каналом (для про-
пускания заряженных частиц) и металлическим напылением снаружи. Те же капилляры, которые исполь-
зуются в рамках кильватерного ускорения, а также аналогичные, но более многослойные структуры, было
предложено использовать и для генерации узкополосного излучения (в том числе и в терагерцовом диапа-
зоне) [9, 17–20]. При этом возникает важный вопрос эффективного вывода сгенерированного излучения из
волновода в открытое пространство, который, будучи сформулирован математически, приводит к семейству
задач теории ДИ на открытом конце волновода с диэлектрическим заполнением.

Как известно из теории дифракции на аналогичных структурах, наличие диэлектрика существенно
усложняет задачу: например, возникают бесконечные линейные [21–24] или нелинейные [25, 26] системы,
а решение не строится в замкнутом виде. Возможно по этой причине до настоящего времени в литерату-
ре отсутствует строгое решение ряда классических задач ДИ с диэлектрической неоднородностью выше-
описанного типа (за исключением ряда работ автора данной статьи [26, 27], где, однако, рассматривалась
«закрытая» геометрия), в то время как аналогичные вакуумные структуры были с различных сторон про-
анализированы [3–5].

Настоящая работа посвящена изложению строгого аналитического подхода для анализа ДИ на открытом
конце круглого волновода со слоистым диэлектрическим заполнением, что устраняет отмеченный пробел
в теории ДИ (для наглядности изложения рассмотрен простейший случай сплошного заполнения). Идея
данного метода (на примере дифракции волноводной моды) представлена в статьях [21, 22] для плоско-
параллельной геометрии, а для цилиндрической геометрии этот метод развивался в наших недавних рабо-
тах [28, 29], хотя некоторые его элементы содержатся также и в статье [30].

Наконец, следует отметить, что с точки зрения терминологии в данном случае вероятно правильнее
было бы говорить не только о ДИ, но о совокупности ДИ и переходного излучения. Однако рассматрива-
емая задача и по постановке, и по методам решения наиболее близка к теории дифракции, поэтому мы не
упоминаем переходное излучение ни в названии, ни во Введении, но затронем этот вопрос при обсуждении
аналитических результатов.

2. ФОРМУЛИРОВКА ЗАДАЧИ И РЕШЕНИЕ

Задачу будем решать для амплитуд фурье-гармоник искомых полей (фактически — в гармоническом
режиме), т. е. предполагаем, что компоненты поля разложены в интеграл Фурье вида

Hϕ =

+∞∫

−∞

Hϕωe
−iωt dω = 2Re

+∞∫

0

Hϕωe
−iωt dω, (1)

и необходимо найти Hϕω и аналогичные амплитуды остальных компонент (используется цилиндрическая
система кооринат ρ, ϕ, z). Благодаря второму равенству в (1) достаточно считать, что ω > 0. Рассматривает-
ся полубесконечный круглый волновод радиуса a в вакууме, заполненный диэлектриком с ε > 1 (рис. 1). По
оси волновода равномерно со скоростью υ = cβ (c — скорость света в вакууме) движется точечный заряд q.
Для определенности будем считать, что черенковское условие выполнено, т. е. εβ2 > 1, однако на структуре
общего решения это предположение никак не сказывается.

Задача осесимметричная, поэтому вне источника остальные ненулевые компоненты поля выражаются
следующим образом:

Eρω =
1

ik0ε

∂Hϕω

∂z
, Ezω =

i

k0ερ

(
Hϕω + ρ

∂Hϕω

∂ρ

)
, (2)

где k0 = ω/c+ iδ (δ → +0, т. е. предполагается наличие малой положительной мнимой части у k0, которое
можно трактовать как введение малого затухания в вакуум).

Падающее поле внутри волновода (ρ < a, z < 0) имеет вид

H(i)
ϕω =

iqs

2c
ei

ω
υ
z

[
H

(1)
1 (ρs)− H

(1)
0 (as)

J0(as)
J1(ρs)

]
, (3)
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Рис. 1. Геометрия задачи и основные обозначения

где

s =
√
k20/β

2(εβ2 − 1), Im s > 0.

Падающее поле в вакууме зададим всюду вне волновода, оно имеет вид

H(i0)
ϕω =

iqs0
2c

ei
ω
υ
zH

(1)
1 (ρs0), (4)

где
s0 = iσ0, σ0 = k0

√
β−2 − 1, Reσ0 > 0.

Отраженное обратно в волновод поле имеет вид

H(r)
ϕω =

iq

2c

∞∑

m=1

MmJ1

(
ρj0m
a

)
e−ikzmz, (5)

где j0m — нули функции Бесселя J0(ξ),

kzm =

√
k20ε−

j20m
a2

, Im kzm > 0. (6)

Коэффициенты {Mm} требуется найти. Однако из условия Мейкснера на ребре ρ = a − 0, z = −0 можно
установить поведение этих коэффициентов при больших номерах [25, 26, 28, 29]:

Mm ∼ m−(1+τ) при m→ ∞, τ =
1

π
asin

ε− 1

2(ε+ 1)
, (7)

причем 0 < τ < 1/6.
Дальнейший ход решения аналогичен работе [28]. Дифракционное поле в вакууме (области «1» и«2», см.

рис. 1) описывается уравнением Гельмгольца:
[
∂2/∂z2 + ∂2/∂ρ2 + ρ−1∂/∂ρ+

(
k20 − ρ−2

)]
H(1,2)
ϕω = 0. (8)

Вводим в рассмотрение функции Ψ±(ρ, α), являющиеся по сути односторонними фурье-преобразованиями
поля Hϕω (здесь и далее нижний индекс ± означает, что функция голоморфна и не имеет нулей, соответ-
ственно, в верхней полуплоскости, Imα > −δ, или в нижней полуплоскости, Imα < δ):

Ψ
(1,2)
+ (ρ, α) = (2π)

−1

∞∫

0

dzH(1,2)
ϕω (ρ, z)eiαz, (9)

Ψ
(2
− (ρ, α) = (2π)−1

0∫

−∞

dzH(2)
ϕω(ρ, z)e

iαz, (10)
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и аналогичные фурье-преобразования поля E(1,2)
zω , например:

Φ
(1,2)
+ (ρ, α) = (2π)

−1

∞∫

0

dz
k0
i
E(1,2)
zω (ρ, z)eiαz . (11)

Дальнейшие преобразования подробно изложены в статье [28], поэтому здесь приведем их схематично. В
области «1» (ρ < a, z > 0) применяем одностороннее преобразование (9) к (8) и получаем неоднородное диф-
ференциальное уравнение на функцию Ψ

(1)
+ (ρ, α), в левой части которого стоит оператор Бесселя, а правая

часть определяется значениями ∂Hϕω/∂z|z=0 и Hϕω|z=0 и находится из граничных условий непрерывности
тангенциальных компонент поля в сечении z = 0. В области «2» (ρ > a, −∞ < z < +∞) к (8) применяем
обычное преобразование Фурье, представляя его в виде суммы (9) и (10), и получаем однородное уравнение
Бесселя на функцию Ψ

(2)
− (ρ, α) + Ψ

(2)
+ (ρ, α). Общие решения этих уравнений имеют следующий вид:

Ψ
(1)
+ (ρ, α) = C1J1(ρκ) +D1H

(1)
1 (ρκ) + Ψ̃(1)

p (ρ, α), (12)

Ψ
(2)
− (ρ, α) + Ψ

(2)
+ (ρ, α) = C2H

(1)
1 (ρκ), (13)

Ψ̃(1)
p (ρ, α) =

i

2π

iq

2c

[
ω/(υε)− α

κ2 − s2
s

(
H

(1)
1 (ρs)− H

(1)
0 (as)

J0(as)
J1(ρs)

)
−

− s0
ω/υ + α

H
(1)
1 (ρs0)−

−
∞∑

m=1

Mm
kzm/ε+ α

α2
m − α2

J1

(
ρj0m
a

)]
,

(14)

где C1,2, D1 — некоторые константы, которые будут определены ниже,

αm =

√
k20 −

j20m
a2

, Imαm > 0, (15)

— продольные волновые числа вакуумного волновода радиуса a.
Отметим, что принципиальным моментом для построения корректного решения является наличие в

общем решении (12) слагаемого D1H
(1)
1 (ρκ). Напомним, что Ψ

(1)
+ (ρ, α) является преобразованием дифрак-

ционного поля в вакуумной области, т. е. соответствует решению однородных уравнений Максвелла. Частное
же решение (14) содержит сингулярные на оси функции (засчет различия в падающем поле слева и спра-
ва от границы z = 0), особенность которых при ρ = 0 следует скомпенсировать подбором константы D1.
Данное обстоятельство является нетипичным, так как обычно в качестве решения однородного уравнения
Бесселя в области, содержащей нулевую точку, берутся только регулярные решения, т. е. функции Бесселя.

Итак, особенность при ρ→ 0 в (12) будет скомпенсирована при выборе

D1 =
−i
2π

iq

2c
κ

(
ω/(υε)− α

κ2 − s2
− 1

ω/υ + α

)
, (16)

поэтому можно переписать
Ψ

(1)
+ (ρ, α) = C1J1(ρκ) + Ψ(1)

p (ρ, α), (17)

где

Ψ(1)
p (ρ, α) =

i

2π

iq

2c

[
ω/(υε)− α

κ2 − s2

(
sH

(1)
1 (ρs)− κH

(1)
1 (ρκ)− s

H
(1)
0 (as)

J0(as)
J1(ρs)

)
−

− 1

ω/υ + α

(
s0H

(1)
1 (ρs0)− κH

(1)
1 (ρκ)

)
−

−
∞∑

m=1

Mm
kzm/ε+ α

α2
m − α2

J1

(
ρj0m
a

)]
.

(18)
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Аналогично

Φ
(1)
+ (ρ, α) = C1

iκ

k0
J0(ρκ) + Φ(1)

p (ρ, α), (19)

Φ
(2)
− (ρ, α) + Φ

(2)
+ (ρ, α) = C2

iκ

k0
H

(1)
0 (ρκ), (20)

Φ(1)
p (ρ, α) =

i

2π

i

k0

iq

2c

[
ω/(υε)− α

κ2 − s2

(
s2H

(1)
0 (ρs)− κ2H

(1)
0 (ρκ)− s2

H
(1)
0 (as)

J0(as)
J0(ρs)

)
−

− 1

ω/υ + α

(
s20H

(1)
0 (ρs0)− κ2H

(1)
0 (ρκ)

)
−

−
∞∑

m=1

Mm
j0m
a

kzm/ε+ α

α2
m − α2

J0

(
ρj0m
a

)]
.

(21)

Из условия E(2)
zω = 0 при ρ = a, z < 0 получаем

C2 =
Φ

(2)
+ (a, α) +

i

2π

iq

2c

i

k0

s20H
(1)
0 (as0)

α+ ωυ−1 − i0

iκk−1
0 H

(1)
0 (aκ)

. (22)

Сшивая Ezω при ρ = a, z > 0, получаем

C1 =
Φ

(2)
+ (a, α) − Φ

(1)
p (a, α)

iκk−1
0 J0(aκ)

. (23)

Далее, сшивая Hϕω при ρ = a, z > 0 и используя (23) и (21), получаем связь

Ψ
(2)
+ (a, α) =

k0
i

Φ
(2)
+ (a, α)J1(aκ)

κJ0(aκ)
+

i

2π

iq

2c

1

J0(aκ)

[
2i

aπ

ω/(υε)− α

κ2 − s2
J0(as)− J0(aκ)

J0(as)
+

+
s0

ωυ−1 + α

(
s0
κ
H

(1)
0 (as0)J1(aκ)− J0(aκ)H

(1)
1 (as0)−

2i

πas0

)]
−

− i

2π

iq

2c

∞∑

m=1

MmJ1(j0m)
kzm/ε+ α

α2
m − α2

.

(24)

Нетрудно видеть, что правая часть (24) не имеет точек ветвления, а также не имеет полюсов в точках об-
ращения в нуль знаменателей ωυ−1 + α и κ2 − s2. Однако формально она имеет «паразитные» полюса при
α = αp, p = 1, 2, . . ., которые должны быть скомпенсированы наложением так называемых «регуляризиру-

ющих соотношений» на функцию Φ
(2)
+ (a, α) (см. [28]):

k0
i
Φ

(2)
+ (a, αp)+

+
i

2π

iq

2c

1

J1(j0p)

[
j0p
a

(
2i

aπ

ω/(υε)− αp

(j0p/a)
2 − s2

+
1

ω/υ + αp

(
s20a

j0p
J1(j0p)H

(1)
0 (as0)−

2i

aπ

))
+

+
Mpa

2

(
kzp
ε

+ αp

)
J2
1 (j0p)

]
= 0, p = 1, 2, . . .

(25)

Теперь, подставляя (22) в (13) и используя связь (24), получаем уравнение Винера – Хопфа – Фока:

Ψ
(2)
− (a, α) +

2k0Φ
(2)
+ (a, α)

κG(α)
+

i

2π

iq

2c

1

J0(aκ)
×

×
[
2i

aπ

ω/(υε)− α

κ2 − s2
J0(as)− J0(aκ)

J0(as)
+

s0
ω/υ + α

(
s0
κ
H

(1)
0 (as0)J1(aκ)− J0(aκ)H

(1)
1 (as0)−

2i

as0π

)]
−

− i

2π

iq

2c

∞∑

m=1

MmJ1(j0m)
kzm/ε+ α

α2
m − α2

− i

2π

iq

2c

s20H
(1)
0 (as0)H

(1)
1 (aκ)

κH
(1)
0 (aκ)(α+ ωυ−1 − i0)

= 0, (26)
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где
G(α) = πaκJ0(aκ)H

(1)
0 (aκ).

Выполняя стандартные факторизации и асимптотические оценки, получаем формальное решение урав-
нения (26) в следующем виде:

Φ
(2)
+ (a, α) =

i

2π

iq

2c

κ+(α)G+(α)

2k0

[
∞∑

m=1

(MmJ1(j0m)Um+(α) + Vm+(α)) − s20H
(1)
0 (as0)T+(α)

]
, (27)

где
κ± =

√
k0 ± α, G(α) = G+(α)G−(α)

(для вычисления G±(α) могут быть использованы стандартные интегральные формулы из [25]),

Um+(α) = G+(αm)κ+(αm)
kzm/ε− αm
2αm(αm + α)

, (28)

Vm+(α) =
2i

aπ

G+(αm)κ+(αm)j0m
a2αmJ1(j0m)(αm + α)

(
ω/(υε) + αm

(j0m/a)
2 − s2

+
1

αm − ω
υ

)
, (29)

T+(α) =
2i

α+ ω/υ − i0

[
1

G+(α)κ+(α)
− 1

G+(−ω/υ)κ+(−ω/υ)

]
. (30)

Подставляя решение (27) в условие (25), получаем бесконечную линейную систему уравнений на искомые
коэффициенты {Mm}:

∞∑

m=1

WpmMm = wp, p = 1, 2, . . . , (31)

где

Wpm = J1(j0m)

[
κ+(αp)G+(αp)Um+(αp) + δmpia

(
kzm
ε

+ αm

)]
,

wp =
−2ij0p
aJ1(j0p)

[
2i

πa

ω/(υε)− αp

(j0p/a)
2 − s2

+
1

αp + ω/υ

(
s20a

j0p
J1(j0p)H

(1)
0 (as0)−

2i

aπ

)]
−

− κ+(αp)G+(αp)

[
∞∑

m=1

Vm+(αp) + is20H
(1)
0 (as0)T+(αp)

]
,

(32)

где δmp — символ Кронекера. Как можно показать, данная система сходится и может решаться числен-
но методом редукции (аналогично тому, как решалась похожая система в [28]), в результате чего набор
коэффициентов {Mm} можно считать известным. После этого нетрудно вычислить и поле вне волновода.

В частности, для области z > 0 имеем следующее единое представление для всех ρ (соответствующие
преобразования аналогичны преобразованиям в [28] и достаточно громоздки, поэтому мы их здесь не при-
водим):

H(1,2)
ϕω (ρ, z > 0) =

i

2π

iq

2c

∞∑

m=1

κ+(αm)G+(αm)

αm
Qm2πaL+

m(ρ, z)+

+
i

2π

iq

2c

s20H
(1)
0 (as0)

G+(−ω/υ)κ+(−ω/υ)
2πaL+

β (ρ, z).

(33)

Здесь

Qm =
1

2i

[
2i

πa

j0m
a2J1(j0m)

(
ω/(υε) + αm

(j0m/a)
2 − s2

+
1

αm − ω/υ

)
+MmJ1(j0m)

kzm/ε− αm
2

]
. (34)

Функция L+
m имеет вид (ее определение совпадает с формулой (47) в работе [28]):

L+
m(ρ, z) =

∫

−Γ′

+

κ(α)J1(ρκ)J0(aκ)

κ+(α)G+(α)(α − αm)
eiαz dα, (35)
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где контур −Γ′
+ идет из точки k0 вдоль разреза функции κ(α) в первом квадранте по берегу с argκ = 0.

Для этого контура справедлива следующая параметризация:

α = k′0k
′′
0 /α

′′ + iα′′, α′′ ∈ [k′′0 ,∞).

Функция L+
β отличается от L+

m заменой αm → ω/υ и имеет вид

L+
β (ρ, z) =

∫

−Γ′

+

κ(α)J1(ρκ)J0(aκ)

κ+(α)G+(α)(α − ω/υ)
eiαz dα. (36)

Для асимптотического анализа поля более удобно следующее представление для поля в области «2»
(ρ > a, −∞ < z <∞) с интегралами по вещественной оси α:

H(2)
ϕω (ρ, z) =

i

2π

iq

2c

∞∑

m=1

κ+(αm)G+(αm)

αm
QmI

(2)
m (ρ, z)+

+
i

2π

iq

2c

s20H
(1)
0 (as0)

G+(−ω/υ)κ+(−ω/υ)
I
(2)
β (ρ, z),

(37)

где

I(2)m (ρ, z) =

+∞∫

−∞

κ+(α)G+(α)H
(1)
1 (ρκ)

κ(α)H
(1)
0 (aκ)(α + αm)

e−iαz dα, (38)

I
(2)
β (ρ, z) =

+∞∫

−∞

κ+(α)G+(α)H
(1)
1 (ρκ)

κ(α)H
(1)
0 (aκ)(α+ ω/υ − i0)

e−iαz dα. (39)

Второе слагаемое в (33) и (37) описывает дифракционное излучение при вылете заряда из открытого конца
вакуумного волновода. В частности, второе слагаемое в (37) совпадет с соответствующим выражением в
работе [4] (с учетом очевидных переобозначений). Первое слагаемое в (33) и (37) (сумма по m) обусловле-
на наличием границы раздела вакуум-диэлектрик на торце волновода, поэтому его можно трактовать как
переходное излучение на границе раздела конечного размера, ограниченной стенками волновода. Отметим
также, что полученное выше решение справедливо как для случая вылета заряда из волновода (υ > 0,
рис. 1), так и для случая влета (υ < 0), однако в дальнейшем обсуждается только случай υ > 0.

Обсудим процедуру асмиптотического вычисления поля в дальней зоне (в области «2») с помощью ме-
тода перевала [32]. Поместим в точку x = y = z = 0 начало сферической системы координат R, θ, ϕ, угол
θ будем отсчитывать от положительного направления оси z. Асимптотика интеграла (38) исследована в
работе [28]. Как обычно, считаем, что выполнены неравенства, определяющие дальнюю зону, k0R ≫ 1, а
также R ≫ a и угол наблюдения θ лежит в диапазоне θ ≫ θmin, π − θ ≫ θmin, где θmin = 1/

√
k0R (отме-

тим, что всюду в дальнейшем предполагается, что 1/
√
k0R > a/R, т. е. минимальный и максимальный углы

наблюдения всегда лежат в области «2»).

Главный член асимптотики интеграла (38) имеет вид сферической волны:

I(2)m (ρ, z) ≈ πa
exp(ik0R)

R

κ−(k0 cos θ)

G+(k0 cos θ)

2J0(ak0 sin θ)

k0 cos θ−αm
. (40)

Асимптотика интеграла (39) строится в целом аналогичным образом. Отметим, что вклад полюса
α = −ω/υ + i0 является экспоненциально малым при β далеком от 1, поэтому его обычно не учитывают в
главном члене [33]. Однако при β → 1 вклад этого полюса перестает быть в общем случае пренебрежимо
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малым, кроме того при малых углах наблюдения θ он находится вблизи седловой точки. С учетом этого
факта асимптотика (39) имеет следующий вид (см. [32]):

I
(2)
β (ρ, z) ≈ I

(2)P
β (ρ, z)Φ(θ − θβ) + πa

exp(ik0R)

R

[
κ−(k0 cos θ)

G+(k0 cos θ)

2J0(ak0 sin θ)

k0 cos θ−ω/υ
−

−
√
κ(ω/υ)√
k0 sin θ

√
2J0(aκ(ω/υ))

b0(θ)G+(ω/υ)κ+(ω/υ)

]
±

± πa
exp(ik0R− i(3π/4))√

R sin θ
2iQ

(
∓i
√
k0Re

iπ
4 b0(θ)

)
exp

[
−ik0Rb20(θ)

]
√
2κ(ω/υ)J0(aκ(ω/υ))

G+(ω/υ)κ+(ω/υ)
,

(41)

где Φ(θ) — ступенчатая функция Хэвисайда, угол θβ определен равенством cos θβ = β или равенством

sin θβ = γ−1 (γ = 1/
√
1− β2 — Лоренц-фактор), вычет в полюсе α = −ω/υ+i0, обозначенный как I(2)Pβ (ρ, z),

связан с падающим полем вне волновода (4) соотношением

i

2π

iq

2c

s20H
(1)
0 (as0)

G+(−ω/υ)κ+(−ω/υ)
I
(2)P
β (ρ, z) = −H(i0)

ϕω (ρ, z), (42)

b0(θ) =
√
1− sin(θ + θ0), θ0 = π/2− iarcch(β−1), Re b0 < 0, (43)

знаки ± соответствуют argb0 ≶ 3π/4,

Q(y) =

∞∫

y

exp(−ξ2) dξ = e−y
2

∞∫

0

exp(−ξ2 − 2ξy) dξ. (44)

Первое слагаемое в (41), согласно равенствам (37) и (42), компенсирует падающее поле H(i0)
ϕω (ρ, z) в об-

ласти углов θ > θβ . Таким образом, собственное поле заряда вне волновода оказывается сосредоточенным
внутри конуса θ < θβ , угол раствора которого уменьшается с ростом Лоренц-фактора γ, θβ ∼ 1/γ при γ ≫ 1.
Однако границы этого конуса не являются резкими, поскольку равномерная асимптотическая формула (41)
описывает плавный переход от наличия вклада полюса к его отсутствию. Также поскольку обсуждаемый
первый член в выражении (41) пропорционален падающему полю H

(i0)
ϕω (ρ, z), данную асимптотику необходи-

мо рассматривать совместно с падающим полем. Целесообразно ввести соответствующую величину I(i0)(ρ, z)
согласно равенству

H(i0)
ϕω (ρ, z) =

i

2π

iq

2c

s20H
(1)
0 (as0)

G+(−ω/υ)κ+(−ω/υ)
I(i0)(ρ, z). (45)

Тогда сумма I(i0)(ρ, z) + I
(2)
β (ρ, z) пропорциональна полному полю в области «2» в случае вылета заряда из

открытого конца вакуумного волновода и, с учетом равномерной асимптотики (41) для второго слагаемого,
описывает плавный переход от наличия собственного поля заряда внутри конуса θ < θβ к его отсутствию
вне данного конуса.

При β → 1 первое слагаемое в квадратных скобках в (41) имеет особенность при θ → 0 (полюс приближа-
ется к седловой точке), эта особенность компенсируется вторым слагаемым в квадратных скобках, и в целом
квадратная скобка всегда конечна. Скачек первого слагаемого в (41) при θ = θβ , связанный с «включением»
функции Хэвисайда при θ > θβ, компенсируется скачком в последнем слагаемом, так как при переходе θ
через значение θβ полюс α = −ω/υ + i0 пересекает контур наискорейшего спуска, argb0(θ) переходит через
значение 3π/4 и значение функции Q(y) меняется скачком, величина которого определяется соотношением

Q(y) +Q(−y) =
√
π.

В случае, когда полюс далек от седловой точки, т. е. когда угол θ удовлетворяет неравенству

|
√
k0Rb0(θ)| ≫ 1,

имеем

±2iQ
(
∓i
√
k0Re

iπ
4 b0(θ)

)
exp

[
−ik0Rb20(θ)

]
≈ − exp(−iπ/4)√

k0Rb0(θ)
, (46)
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и асимптотика принимает более простой вид (т. е. переходит в обычную «неравномерную» асимптотику):

I
(2)
β (ρ, z) ≈ I

(2)P
β (ρ, z)Φ(θ − θβ) + πa

exp(ik0R)

R

κ−(k0 cos θ)

G+(k0 cos θ)

2J0(ak0 sin θ)

k0 cos θ − ω/υ
, (47)

где второе слагаемое аналогично по виду выражению (40) и описывает сферическую волну дифракционного
излучения.

Обсудим более подробно условие достаточной удаленности полюса от седловой точки, которое запишем
в виде

|
√
k0Rb0(θ)| =

√
Λ,

где Λ — некоторое «большое» число. После несложных преобразований имеем

|
√
k0Rb0(θ)| =

√
k0R

√
β−1 − cos θ =

√
Λ. (48)

При угле наблюдения θ = θβ условие (48) дает

k0R = Λβγ2,

что при γ ≫ 1 переходит в
k0R ≈ Λγ2.

При минимальном угле наблюдения

θ = θmin = 1/
√
k0R, k0R ≫ 1,

условие (48) дает

k0R =
Λ− 1/2

β−1 − 1
,

что при γ ≫ 1 переходит в
k0R ≈ (2Λ− 1)γ2.

Асимптотика функции Q(y), следующая из (46), достаточно хорошо работает уже при Λ = 10. Поэтому при
таком значении Λ и γ ≫ 1 использование «неравномерной» асимптотики (47) при θ = θβ оправданно на
расстояниях R ≥ 10γ2/k0, а при θ = 1/

√
k0R (т. е. на минимальном угле) — на расстояних R ≥ 19γ2/k0,

т. е. начиная с практически вдвое большего расстояния. Из (48) также следует, что если «неравномерная»
асимптотика при соответствующем R применима, например, при θ = θβ , то она также применима и при
всех бо́льших θ (|b0(θ)| монотонно возрастает с ростом θ). При θ ∼ θβ использование «неравномерной»
асимптотики неоправданно при Λ < 10, что будет проиллюстрировано далее.

3. ЧИСЛЕННЫЕ РЕЗУЛЬТАТЫ

В рамках современных практических применений рассматриваемой волноводной структуры наибольший
интерес представляет генерация излучения Вавилова – Черенкова (ИВЧ) релятивистскими электронными
сгустками в волноводе (в виде дискретного набора так называемых «черенковских мод») и его выход из от-
крытого конца в свободное пространство. Отметим, что в последнее время типичными являются эксперимен-
ты по регистрации ИВЧ в достаточно узком спектральном диапазоне. Например, в работе [34] спектр ИВЧ
измерялся в диапазоне длин волн 0.8-1.6см, в работе [35] исследовалось сверх-узкополосное ИВЧ в далеком
инфракрасном диапазоне с относительной шириной спектральной полосы порядка 10−4−10−5, в работе [36]
представлены результаты регистрации ИВЧ на длине волны 600нм при ширине полосы 10нм. Поэтому,
имея в виду такие узкополосные измерения, мы в данной работе ограничимся анализом фурье-гармоник
поля. Также в дальнейшем будут рассматриваться релятивистские скорости заряда, а для получения гра-
фических результатов для фурье-гармоник поля будут главным образом использоваться соответствующие
черенковские частоты.
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Рис. 2. (Цветной онлайн) Модуль фурье-гармоники полного поля (для случая вылета заряда из вакуумного волновода)

в дальней зоне области «2» при малых углах θ ∼ θβ , значении Лоренц-фактора γ = 20 и различных расстояниях R на

первой черенковской частоте, ω = ωCR
1 . Синяя линия рассчитана по формуле равномерной асимптотики (41), красная —

по формуле «неравномерной» асимптотики (47). Каждый график нормирован на максимум синей кривой. Параметры

задачи: a = 0.24 см, ε = 2 + 0.001i, q = −1 нКл, ωCR
1 ≈ 2π · 47.8 ГГц
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Рис. 3. (Цветной онлайн) Нормированные диаграммы направленности излучения точечного заряда при его вылете из

открытого конца вакуумного волновода при различных γ в диапазоне углов θ ∈ [θβ, π − θβ ]. Параметры задачи те же,

что и на рис. 2. Пунктирной линией показан угол θβ для γ = 20

При заданной скорости заряда β (или при заданном Лоренц-факторе γ) частота «черенковской моды»
fCR
l (l — номер моды) определяется из известного соотношения

ωCR
l = 2πfCR

l = cβj0l/(a
√
εβ2 − 1), (49)

где j0l — l-ый нуль функции Бесселя J0(ξ). Соотношение (49) означает, что kzl = ωCR
l /υ, т. е. l-ая волно-

водная мода синхронна с зарядом, при этом также выполняется равенство as = j0l.
На этой частоте, вообще говоря, падающее поле внутри волновода (3) равно бесконечности из-за наличия

J0(as) в знаменателе, что отражается также и на итоговых формулах (32) и (34), где в знаменателе стоит
выражение j20ma

−2 − s2, которое также обращается в нуль. Поэтому мы поступаем следующим образом:
вводим в диэлектрик малое поглощение, т. е. считаем, что

ε = ε′ + iε′′, ε′′ > 0 (ω > 0), ε′′ ≪ ε′.

Черенковская частота, вычисленная по формуле (49) с таким ε, также становится комплексной величиной
с малой отрицательной мнимой частью. Дальнейшие расчеты проводим на частоте ω = ReωCR

l , на которой
падающее поле (3) и соответствующие слагаемые в формулах (34) и (32) конечны, но имеют резкие мак-
симумы. Таким образом, частотный спектр переходного излучения на рассматриваемой границе раздела
конечного размера (первое слагаемое в (33) и (37)) имеет ярко выраженные максимумы на черенковских
частотах, т. е. имеет те же характерные особенности, что и падающее поле (3).

В первую очередь рассмотрим асимптотическое поведение суммы I(i0)(ρ, z) + I
(2)
β (ρ, z), совпадающей с

точностью до множителя с фурье-гармоникой полного поля в области «2» в случае отсутствия диэлектри-

335



С. Н. Галямин ЖЭТФ, том 165, вып. 3, 2024

ческого заполнения волновода (т. е. при вылете заряда из вакуумного волновода). На рис. 2 представлены
зависимости модуля этой величины в дальней зоне (k0R ≫ 1) при γ = 20 и сравнительно малых углах
θ (θ ∼ θβ). Частота ω для определенности выбрана равной первой черенковской частоте ωCR

1 , но никакой
сильной зависимости от близости (или удаленности) данной частоты к черенковским частотам полное поле
в вакуумном случае не имеет, что вполне естественно. Математически это выражается в том, что величина
Qm (34), имеющая резкую зависимость от частоты в окрестности ωCR

m , m = 1, 2 . . ., входит только в первое
слагаемое в (37). Синие линии рассчитаны по равномерной асимптотической формуле (41), красные линии
— по формуле «неравномерной» асимптотики (47). Видно, что при k0R = 5γ2 = 2000 (Λ = 5, левый график
на рис. 2) «неравномерная» асимптотика имеет заметный скачек при θ = θβ и существенно отличается от
равномерной практически во всем представленном на графике диапазоне углов. Математически это вызвано
тем, что при Λ = 5 аргумент функции Q в (41) недостаточно велик при этих углах наблюдения и формула
(46) несправедлива. С физической точки зрения это означает, что рассмотренный диапазон углов при дан-
ном R лежит в области, аналогичной по своей сути «области полутени», где сферическая волна излучения
неотделима от полного поля.

При k0R = 10γ2 = 4000 (Λ = 10, средний график на рис. 2) аргумент функции Q в (41) достаточно велик
при θ = θβ и бо́льших углах, поэтому кривые практически совпадают при θ ≥ θβ (скачек при θ = θβ также
становится несущественным), однако заметные отличия все еще имеются при θ < θβ . Наконец, при Λ = 19

(правый график на рис. 2) кривые практически совпадают во всем представленном диапазоне углов, в т.ч.
и при θ = θmin.

Однако диапазон углов, при котором (47) является асимптотикой исходного интеграла (39), ограничен
в области малых углов дополнительным неравенством θ ≫ θmin. При γ ≫ 1 угол θβ ≈ γ−1 и следовательно
при k0R ≥ 10γ2 удовлетворяет этому дополнительному неравенству, так как при этом θmin ≤ (

√
10γ)−1. По-

этому при θ ≥ θβ и R ≥ 10γ2/k0 формула (47) описывает асимпотику интеграла (39), а второе слагаемое в

этой формуле описывает асимптотику суммы I(i0)(ρ, z)+ I
(2)
β (ρ, z), т. е. с точностью до множителя — асимп-

тотику фурье-гармоники полного поля в вакуумном случае. В этом диапазоне углов и расстояний полное
поле представлено только сферической волной «вакуумного» дифракционного излучения, можно говорить
о диаграмме направленности этого излучения, а собственное поле заряда несущественно, так как скачек на
кривых рис. 2, связанный с этим полем, пренебрежимо мал.

На рис. 3 представлены нормированные диаграммы направленности дифракционного излучения на от-
крытом конце вакуумного волновода (т. е. «вакуумного» дифракционного излучения) при различных γ в
диапазоне углов θ ∈ [θβ , π − θβ ] на частоте первой «черенковской моды». Эти диаграммы определяются
множителем при exp(ik0R)/R второго слагаемого в (47). Видно, что с ростом γ в выбранных пределах
диаграмма практически не меняет своей формы, однако величина главного лепестка увеличивается.

Далее будет рассмотрено излучение при наличии диэлектрического заполнения волновода. На рис. 4
представлены диаграммы направленности излучения в дальней зоне (π − θβ ≥ θ ≥ θβ , R = 10γ2/k0), рас-

считанные по общей формуле (37) с учетом асимптотики интеграла I(2)m (ρ, z) в виде сферической волны (40)
и асимптотики интеграла I(2)β (ρ, z) в виде сферической волны (47) (второе слагаемое). Сплошная (красная)
линия соответствует полному полю, т. е. учитываются оба слагаемых в (37), пунктирная (зеленая) линия
соответствует первому слагаемому в (37) (сумма по m), штрихпунктирная (синяя) линия — второму слагае-
мому в (37). Кривые нормированы на максимум штрихпунктирной линии, т. е. на максимум дифракционного
излучения в вакуумном случае. От графика к графику увеличивается частота: на верхнем левом графике
(обозначенном «0%») частота равна ωCR

1 , далее на каждом графике указана прибавка к ωCR
1 в процентах

от разницы ωCR
2 − ωCR

1 .

Ровно на черенковской частоте «вакуумное» дифракционное излучение пренебрежимо мало (штрих-
пунктирная линия практически не видна на графике «0%») и поле излучения полностью определяется
первым слагаемым в формуле (37), излучение при малых углах («вперед») практически отсутствует, име-
ется сильное излучение «назад», т. е. при углах, близких к π − θβ . Отметим, что существенное излучение в
направлении, составляющим малый угол со стенкой волновода, имеет место и при возбуждении волновода
ТМ-модой [28,33]. С ростом частоты (добавка 2-10%) «вакуумное» дифракционное излучение начинает ска-
зываться при малых углах θ ∼ θβ, и при добавке в 20% оно превышает излучение «назад», обусловленное
первым слагаемым в (37). При этом излучение в других направлениях (отличных от «вперед» и «назад»)
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Рис. 4. (Цветной онлайн) Диаграммы направленности излучения точечного заряда при его вылете из открытого конца

волновода с дилектрическим заполнением при γ = 20 и R = 10γ2/k0 в диапазоне углов θ ∈ [θβ , π − θβ ] на частотах,

смещенных с первой черенковской частоты ωCR
1 на долю разности ωCR

2 −ωCR
1 , указанную в процентах на каждом графике.

Сплошная (красная) линия рассчитана по формуле (37), зеленая (пунктирная) линия — вклад первого слагаемого в (37),

синяя (штрихпунктирная) — вклад второго слагаемого в (37). Кривые нормированы на максимум синей (штрихпунктир-

ной) линии. Остальные параметры те же, что и на рис. 2, ωCR
2 ≈ 2π · 109.9 ГГц

существенно меньше. Наконец, при добавке 50% «вакуумное» дифракционное излучение практически опре-
деляет полное излучение.

На рис. 5 представлены диаграммы излучения на черенковских частотах с номерами l = 1, 2, 5, 10, кривые
нормированы на максимум «вакуумного» дифракционного излучения (само оно не представлено ввиду пре-
небежимой малости, что видно по нормировке). Также видно, что с ростом номера «черенковской» моды
увеличивается угол максимума излучения в переднее полупространство и уменьшается ширина соответ-
ствующего главного лепестка. При малых l очень сильно излучение «назад», с ростом номера моды его
роль уменьшается. При l ≥ 2 имеются слабые побочные лепестки, наличие которых связано с излучением
распространяющихся мод, номер которых отличен от l.

4. ЗАКЛЮЧЕНИЕ

В данной работе представлено строгое решение задачи о дифракционном излучении равномерно движу-
щегося точечного заряда на открытом конце круглого волновода со сплошным диэлектрическим заполнени-
ем. Решение состоит из двух компонент. Первая компонента — это дифракционное излучение на открытом
конце волновода без диэлектрического заполнения, так называемое «вакуумное» дифракционное излучение.
Вторую компоненту можно трактовать как переходное излучение на ограниченной кромками волновода гра-
нице раздела диэлектрик-вакуум. На частотах излучения Вавилова – Черенкова (они удовлетворяют усло-
вию as = j0m, m = 1, 2 . . .) первая компонента пренебежима мала, и диаграмма направленности излучения
определяется второй компонентой, как правило она имеет ярко выраженный главный лепесток при угле

3 ЖЭТФ, вып. 3
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Рис. 5. Диаграммы направленности излучения точечного заряда при его вылете из открытого конца волновода с дилек-

трическим заполнением при γ = 20, R = 10γ2/k0 на черенковской частоте с номером l = 1, 2, 5, 10 (номер указан на

каждом графике) в диапазоне углов θ ∈ [θβ , π − θβ ]. Кривые рассчитаны по формуле (37) и нормированы на максимум

второго слагаемого в этой формуле. Параметры задачи те же, что и на рис. 4, ωCR
5 ≈ 2π · 297.2 ГГц, ωCR

10 ≈ 2π · 609.8 ГГц

наблюдения, существенно большем нуля. Вдали от черенковских частот первая компонента доминирует и
формирует диаграмму направленности с узким лепестком в окрестности оси структуры (соответствующий
угол максимума по порядку величины равен обратному Лоренц-фактору заряда).

Отметим, что с точки зрения практических применений, описанных во Введении, необходимо было бы
исследовать более реалистичную структуру, имеющую на оси вакуумный канал для беспрепятственного
пролета заряда. Сделанное приближение об однородности диэлектрического заполнения вызвано главным
образом соображениями максимально возможной простоты и наглядности изложения. Решенная в данной
работе задача является необходимым первым шагом на пути решения более сложных задач, например, зада-
чи о дифракционном излучении на открытом конце волновода с вакуумным каналом и слоем диэлектрика.
Представленный метод можно без принципиальных трудностей применить как к описанной двухслойной
структуре, так и к более многослойным структурам аналогично тому, как это было сделано в наших ра-
ботах [28, 29, 37], где рассматривались задачи без внешнего источника с возбуждением в виде волноводной
моды.

Финансирование. Работа выполнена при финансовой поддержке Российского научного фонда (проект
№18-72-10137).
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Проведено детальное исследование физических процессов, ответственных за образование спектра атома

водорода, возникающего при движении атома поперек сильного магнитного поля — так называемый элек-

тродинамический эффект Штарка, известный также как MSE (Motional Stark Effect). Исследованы меха-

низмы формирования населенностей возбужденных водородных уровней при столкновениях с протонами

плазмы. Сопоставлены данные теории и экспериментов по полным и парциальным по параболическим

квантовым числам сечениям возбуждения уровней в системе координат движущегося атома. Предложен

универсальный подход для расчета сечений с учетом их адиабатического уменьшения в области ма-

лых энергий в параболическом базисе волновых функций, селективный по параболическим квантовым

числам. Развитый метод применен для построения радиационно-столкновительной кинетической моде-

ли для расчета парциальных населенностей возбужденных штарковских подуровней с учетом ионизации

протонами. Выявлены источники термодинамически неравновесной природы населенностей штарковских

подуровней электродинамического эффекта Штарка в широком диапазоне изменения плотности плазмы.

Рассчитаны интенсивности штарковских π- и σ-компонент линии Hα в зависимости от энергии пучка,

величины магнитного поля и плотности плазмы. Рассчитаны некоторые поляризационные характеристи-

ки спектров MSE в термоядерной плазме с магнитным удержанием. Полученные результаты находятся в

разумном соответствии с имеющимися литературными данными. Развитый подход представляет интерес

как общефизический, так и для MSE-спектроскопии в токамаках и других экспериментальных условий.

DOI: 10.31857/S0044451024030040

1. ВВЕДЕНИЕ

Наблюдение электродинамического эффекта
Штарка или MSE (Motional Stark Effect) приме-
няется в целях диагностики при зондировании
плазмы пучком нейтрального водорода поперек
магнитного поля B. При этом регистрация и анализ
поляризационных характеристик эмиссионного
спектра, формирующегося в электрическое поле

F =
v ×B

c
,

возникающем в системе координат движущегося cо
скоростью v атома при пересечении им магнитных

* E-mail: demura45@gmail.com

силовых линий, дают информацию о величине и рас-
пределении магнитных полей и связанных с ними
токов [1–7], где c — скорость света. Действительно,
спектр водородного атома в стационарном однород-
ном электрическом поле F состоит из штарковских
π-компонент, поляризованных вдоль F, и σ-компо-
нент с поляризацией поперек F, расщепление кото-
рых пропорционально величине электрического по-
ля [1, 2]. Вследствие этого при отсутствии изотро-
пии для реальной геометрии плазменной установки,
например, токамака, можно выделять и анализи-
ровать поляризованные составляющие наблюдаемо-
го эмиссионного спектра [1–20]. Экспериментальные
реализации методики являются локальными и об-
ладают довольно хорошим пространственным раз-
решением [1–20]. В случае токамака ее можно при-
менить для выявления профиля наклона магнитной
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силовой линии γp(r) = arctg(Bp(r)/Bt) (где Bt — то-
роидальное, а Bp — связанное с током разряда поло-
идальное магнитные поля, r — величина малого ра-
диуса, отсчитываемого от положения магнитной оси
плазмы в тороидальной разрядной камере) путем
определения локальных отклонений вектора B от
исходного вектора тороидального поля Bt на малый
угол [1–7]. Знание профиля угла магнитной силовой
линии, в свою очередь, позволяет установить про-
странственные распределения абсолютных величин
параметров разряда, например коэффициента запа-
са устойчивости шнура, разрядного тока, и оценить
профиль плотности тока в разряде токамака [1–7].

Проблеме MSE-диагностики посвящена обшир-
ная литература, в которой обсуждаются как теоре-
тические основы метода MSE [1–20], так и его реа-
лизация и интерпретация в эксперименте [1–20]. Од-
нако обе эти задачи являются очень комплексными
и сложными. В настоящей же работе рассматрива-
ются только теоретические аспекты этой проблемы.

Для использования MSE-диагностики в экспе-
рименте предполагается измерение интенсивности и
поляризации излучения атомов пучка в плазме. Для
этого необходимо знать населенности штарковских
подуровней. Это предполагает решение задачи по
атомной кинетике штарковских состояний. Для ре-
шения кинетической задачи штарковских подуров-
ней необходимы скоростные коэффициенты столк-
новительных и радиационных процессов в бази-
се параболических волновых функций водородного
атома, которые включают описание возбуждения,
девозбуждения, радиационного распада и иониза-
ции при столкновениях с протонами и электронами
плазмы с учетом переходов как между уровнями с
разным главным квантовым числом n, так и между
подуровнями одного n. Специфика этой кинетиче-
ской задачи состоит в необходимости использования
штарковского (параболического) базиса, в то время
как ранее такого рода данные рассчитывались толь-
ко в базисе сферических волновых функций с усред-
нением по магнитным квантовым числам, вовлечен-
ных во взаимодействие уровней атома [11,17–20]. На
следующем шаге населенности штарковских состоя-
ний используются для вычисления спектра излуче-
ния и определения его поляризационных характери-
стик для целей MSE-диагностики. На выходные дан-
ные влияют не только выбор базиса волновых функ-
ций, но и методы и приближения, используемые для
вычисления сечений процессов и их скоростных ко-
эффициентов в условиях отсутствия термодинами-
ческого равновесия и в присутствии внешнего элек-
трического поля электродинамической природы.

В отличие от ранее полученных результатов, в
данной работе на всех этапах расчета использует-
ся параболический базис волновых функций и бор-
новские сечения столкновительных процессов с нор-
мированной вероятностью соответствующих пере-
ходов. Отклонение от борновского приближения в
области малых скоростей учитывается введением
адиабатического фактора, возникающего из расче-
тов методом сильной связи двухуровневой систе-
мы [21]. Проведенное детальное сравнение с лите-
ратурными данными [11, 22–24] демонстрирует вы-
сокую эффективность и надежность предлагаемого
подхода и полученных результатов.

2. РАСЧЕТ СЕЧЕНИЙ ВОЗБУЖДЕНИЯ
ШТАРКОВСКИХ ПОДУРОВНЕЙ В

ПАРАБОЛИЧЕСКОМ БАЗИСЕ ВОЛНОВЫХ
ФУНКЦИЙ ВОДОРОДОПОДОБНОГО ИОНА

2.1. Общие положения

Наблюдаемый спектр излучения штарковской
структуры уровней, образующейся при движении
пучка быстрых атомов поперек магнитного поля,
формируется атомными процессами, определяющи-
ми населенности верхних уровней индивидуальных
штарковских компонент. Возбуждение штарковских
подуровней (компонент) определяется в основном
столкновениями с быстрыми протонами, движущи-
мися с надтепловой скоростью в системе коорди-
нат атома. Характерные скорости нейтралов диа-
гностических пучков [11, 17–20], а следовательно,
и в протон-атомных столкновениях сравнимы или
несколько превосходят значения типичных величин
атомных скоростей электронов на первой боров-
ской орбите, отвечающих энергии протонов порядка
25 кэВ. С точки зрения физики атомных столкнове-
ний этот диапазон скоростей является промежуточ-
ным между быстрыми (борновский предел) и мед-
ленными (адиабатический предел) столкновениями.
Параметр адиабатичности, определяемый отноше-
нием разности энергий верхнего и нижнего уровней
к частоте возмущения, сильно различается для пе-
реходов из основного состояния и между возбужден-
ными уровнями. Для переходов из основного состоя-
ния учет адиабатического фактора существен, тогда
как для переходов между возбужденными уровнями
им можно пренебречь, если разность энергий соот-
ветствующих уровней невелика, например, для пе-
реходов между состояниями с одним и тем же глав-
ным квантовым числом n.
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При рассмотрении неупругих столкновений тя-
желых частиц — атомов водорода с протонами —
импульс быстрой частицы практически не меняет-
ся [25], а эффективный переданный импульс q от-
носительно мал и c хорошей точностью практически
перпендикулярен импульсу падающей частицы [25].
Для расчета эффективных сечений возбуждения пе-
реходов в атоме водорода при столкновениях с про-
тонами в работе используются параболические вол-
новые функции. Рассмотрение разбито на три слу-
чая: 1) возбуждение из основного состояния; 2) пе-
реходы между возбужденными состояниями; 3) пе-
реходы между штарковскими подуровнями внутри
данного уровня c главным квантовым числом n.

На рис. 1 представлена схема взаимного направ-
ления векторов в лабораторной системе координат
пучка: q — переданный импульс, который лежит в
одной плоскости с индуцированным электрическим
полем F и составляет с ним произвольный угол α;
B — вектор магнитного поля, v — скорость ионов
плазмы, которые налетают на нейтралы диагности-
ческого пучка в лабораторной системе. Эта скорость
по величине равна скорости пучка V и направлена
в противоположную сторону.

α

x

q

B

F

y

z

v

Рис. 1. Схема векторов MSE

Расчет эффективных сечений столкновения про-
водился в первом борновском приближении [24, 25]
(атомные единицы):

σ(v) = 2π

qmax∫

qmin

dq

q3
W (q),

qmin =
∆E

v
, qmax = 2v,

(1)

где ∆E — разница энергий между уровнями,W (q) —
вероятность перехода, определяемая формулой

W (q) =

2π∫

0

dα

2π
W (α, q), W (α, q) =

4|R(α, q)|2
v2

, (2)

R(α, q) — матричный элемент перехода [25]. В пара-

болическом базисе (с учетом выбранной геометрии
задачи) он имеет вид

R(α, q) = 〈n′k′m′|eiq·r|nkm〉 =

=

∞∫

0

dξ

∞∫

0

dη
ξ + η

4

2π∫

0

dϕ

2π
Ψ∗
n′k′m′(ξ, η, ϕ)×

× exp

{
iq

(
ξ − η

2
cosα+

√
ξη sinα sinϕ

)}
×

×Ψnkm(ξ, η, ϕ), (3)

где n, k,m — главное, электрическое и магнитное
квантовые числа начального состояния, n′, k′,m′ —
главное, электрическое и магнитное квантовые чис-
ла конечного состояния; Ψnkm и Ψn′k′m′ — парабо-
лические волновые функции начального и конечно-
го состояний соответственно; ξ, η — параболические
координаты, ϕ — азимутальный угол.

Используя интегральное представление функции
Бесселя первого рода с целым порядком s [26],

Js(x) =
1

2π

π∫

−π

exp{−isτ + x sin τ dτ},

проинтегрируем (3) по азимутальному углу ϕ:

2π∫

0

dϕ

2π
exp

{
i∆mϕ+ q

√
ξη sinα sinϕ

}
=

= ei∆mπ
π∫

−π

dϕ′

2π
exp

{
−i∆mϕ′ + iq

√
ξη sinα sinϕ′

}
=

= (−1)∆mJ∆m(x), (4)

ϕ = π − ϕ′, ∆m = m−m′, x = q
√
ξη sinα.

Тогда выражение для матричного элемента приоб-
ретет вид

R(α, q) = (−1)∆m
∞∫

0

dξ

∞∫

0

dη
ξ + η

4
×

×Ψ∗
n′,k′,m′(ξ, η) exp

{
iq
ξ − η

2
cosα

}
Ψn,k,m(ξ, η)×

× J∆m(q
√
ξη sinα), (5)

где Ψn,k,m(ξ, η) и Ψn′,k′,m′(ξ, η) — координатные ча-
сти параболических волновых функций. Во избежа-
ние путаницы следует указать, что маркировка вол-
новых функций с помощью электрического кванто-
вого числа k делается для краткости и упрощения
записи, поскольку эти функции являются произве-
дением двух волновых функций, зависящих от раз-
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ных переменных и параболических квантовых чисел
n1 и n2 соответственно, а k = n1−n2 [25,27]. И имен-
но в терминах параболических квантовых чисел n1,
n2 проводятся реальные вычисления [25] матричных
элементов.

2.2. Обобщение борновского приближения с

учетом нормировки вероятности и

адиабатического фактора

Как известно, условия применимости первого
борновского приближения могут нарушаться, если
выражение для вероятности перехода оказывается
больше единицы [28, 29]. Этот недостаток принято
устранять введением принудительной нормировки
выражения для вероятности перехода в борновском
приближении [28, 29], для чего необходимо решать
трансцендентные уравнения на каждом шаге инте-
грирования, при представлении эффективного сече-
ния столкновения в виде интеграла по прицельному
параметру ρ [28, 29]. Однако в силу эквивалентно-
сти квазиклассического и волнового рассмотрений
борновского приближения [30] в настоящей работе
нормировка достигается новым более простым спо-
собом — введением фактора ветвления по передан-
ному импульсу q. При этом нормированная вероят-
ность имеет вид

Wnorm (q) =
W (q)

1 +W (q)
. (6)

Кроме этого, при малых энергиях стандартные бор-
новские сечения неупругих переходов нарушаются,
что приводит, как известно, к резкому возрастанию
сечений в области малых скоростей [21, 25, 28, 29].
Корректный учет перехода в область медленных
столкновений представляет собой сложную пробле-
му, связанную с решением задачи сильной связи
атомных состояний, которая, однако, радикально
зависит от числа учитываемых уровней. В данной
работе указанная проблема решается на основе ме-
тода сильной связи в двухуровневой системе [20], в
котором учитывается сильная попарная связь меж-
ду основным и возбужденным состояниями. Этот
метод позволяет перейти к малым скоростям пу-
тем умножения выражения W (q) на дополнитель-
ный адиабатический фактор. Адиабатический фак-
тор определяется экспонентой с показателем, рав-
ным отношению частоты перехода ω = ∆E/~ к об-
ратному времени столкновений

τ−1
col =

v

ρW
∼ v2

n2

со знаком минус [21], где ρW — радиус Вейскопфа.
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Рис. 2. Суммарное сечение возбуждения уровня с n = 3

из основного состояния: 1 — эксперимент [22]; 2 — модель

сильной связи, учитывающая 7 состояний [23]; 3 — метод

Борна [24]; 4 — метод Глаубера [11]; 5 — метод Борна с

нормировкой вероятности (6); 6 — метод Борна с норми-

ровкой вероятности и адиабатическим фактором (7); 7 —

расчет по аппроксимационной формуле [33]

В этом случае нормированная вероятность опреде-
ляется формулой

Wnorm(q) =
W (q) exp

{
− ∆En2

v2

}

1 +W (q) exp
{
− ∆En2

v2

} . (7)

Дальнейшая подстановка (6) и (7) в (1) позволя-
ет получить нормированные эффективные сечения
возбуждения, с корректным поведением в области
малых энергий столкновения.

Анализ имеющихся литературных данных [11,
22–24] показывает, что даже для атома водорода ре-
зультаты вычислений сечений возбуждения разны-
ми методами сильно отличаются как друг от друга,
так и в сравнении с экспериментом [22]. На рис. 2
представлены результаты расчетов сечений возбуж-
дения уровня n = 3 из основного состояния в первом
борновском приближении [24, 25] (далее для крат-
кости называемого методом Борна), методом силь-
ной связи [23] и методом Глаубера [11, 31, 32]. При-
веденные на рисунке сечения (кривые 4–6) являют-
ся суммой парциальных сечений возбуждения пере-
хода по параболическим квантовым числам km. Из
представленного сравнения следует, что суммарное
сечение, рассчитанное в борновском приближении в
параболическом базисе по формуле (6), совпадает с
аналогичным суммарным сечением, рассчитанным в
сферических координатах [24]. Это условие должно
выполняться из общих соображений [25] и является
индикатором точности проведенных расчетов. В об-
ласти малых энергий с экспериментом лучше согла-
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Рис. 3. Эффективные сечения перехода 100 → 210: 1 —

метод Глаубера [11]; 2 — метод Борна с нормировкой веро-

ятности (6); 3 — метод Борна с нормировкой вероятности

и адиабатическим фактором (7)

суются расчеты методом Борна c нормировкой ве-
роятности и с учетом адиабатического фактора (7)
и методом Глаубера [11]. При больших энергиях до-
статочно хорошее согласие с экспериментальными
данными показывают как метод Борна, так и ме-
тод Глаубера [11]. В то же время суммарное сечение,
рассчитанное в модели сильной связи [23], учитыва-
ющей 7 состояний, лежит гораздо ниже остальных.

Следует отметить, что расчеты в [11] также про-
водились в базисе сферических волновых функций
(ВФ) n′l′m′, но заданных в столкновительной систе-
ме координат, с использованием их преобразования
поворотом в ВФ nlm, определенные в системе ко-
ординат, связанной с электрическим полем, и по-
следующего выражения в этой системе параболиче-
ских ВФ через указанные ВФ nlm. Такое громоздкое
преобразование приводит к появлению в выражении
для эффективных сечений членов, обусловленных
интерференцией амплитуд рассеяния, и значитель-
но усложняет анализ и получение результатов.

Для построения кинетической радиационно-
столкновительной модели необходимы расчеты
парциальных сечений возбуждения переходов по
параболическим квантовым числам. На рис. 3 и 4
представлено сравнение парциальных сечений воз-
буждения из основного состояния, рассчитанных
методом Борна с нормировкой вероятности (6)
и с учетом адиабатического фактора (7). Видно,
что при учете адиабатического фактора в области
малых энергий сечения возбуждения уменьшаются,
а при большой энергии сечения приближаются к
борновскому пределу.

Кроме эффективных парциальных сечений воз-
буждения из основного состояния для анализа атом-

10 100 10000.00

0.01

0.02

0.03

0.04

0.05

0.06

0.07

0.08

0.09

0.10

 (
a2 0)

E, 

 
 

2

3

1

Рис. 4. Эффективные сечения перехода 100 → 320 : 1 —

метод Глаубера [11]; 2 — метод Борна с нормировкой веро-

ятности (6); 3 — метод Борна с нормировкой вероятности

и адиабатическим фактором (7)

ной кинетики в рамках такого же подхода были вы-
полнены численные расчеты парциальных сечений
переходов между возбужденными уровнями nkm с
разными главными квантовыми числами, а также
переходов без изменения главного квантового чис-
ла. Как функции энергии эти сечения ведут себя в
той или иной мере подобно описанным выше зависи-
мостям, но демонстрируют сильный разброс значе-
ний для разных конкретных nkm верхнего и ниж-
него уровней, который может достигать несколько
порядков. При этом, например, сечения переходов
между состояниями с главными квантовыми числа-
ми, отличающимся на 1, могут быть как одного по-
рядка с сечениями без изменения n, так и отличать-
ся от них на несколько порядков. Поэтому отсут-
ствие результатов расчета таких сечений в литера-
туре и иррегулярность значений сильно усложняют
анализ атомной кинетики в nkm-представлении.

3. РАДИАЦИОННО-СТОЛКНОВИТЕЛЬНАЯ
КИНЕТИКА ЗАСЕЛЕНИЯ ШТАРКОВСКИХ

ПОДУРОВНЕЙ

На основе рассчитанных в базисе параболиче-
ских волновых функций данных по радиационно-
столкновительным процессам была построена ки-
нетическая модель для определения населенностей
всех состояний атома водорода в диапазоне глав-
ных квантовых чисел n = 1–6. Скорости радиаци-
онных распадов рассчитывались по формулам Гор-
дона [27]. Сечения возбуждения и девозбуждения в
столкновениях с протонами были вычислены в соот-
ветствии с процедурой, описанной в разд. 2. Реша-
лась система из 56 линейных алгебраических урав-
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нений, определяющая заселение штарковских под-
уровней Na:

−Na[Np
∑

b

gbvσab(v) +ATot
a +Npσ

ion
a (v)] +

+
∑

b6=a

Nb[Aba + gaNpvσba(v)] = 0,

ATot
a =

∑

b<a

Aab, a, b = 1–56, (8)

где a, b — наборы квантовых чисел nkm соответ-
ствующего состояния, ga, gb — статистический вес
состояния, Aab — вероятность радиационного рас-
пада, Np — плотность плазмы, σion

a (v) — сечение
ионизации уровня a [33, 34]. При этом рассматри-
валось два случая: 1) без ионизации из-за столк-
новений с протонами (σion (v) = 0); 2) с ионизаци-
ей. Для эффективных интегральных сечений иони-
зации уровней с главным квантовым числом n были
использованы аппроксимационные формулы [33,34],
которые получены фиттингом результатов расчетов
методом Монте-Карло [35]. Поскольку парциальные
сечения столкновительной ионизации параболиче-
ских состояний отсутствуют в литературе, использо-
вались полные сечения ионизации протонами, при-
веденные в [33,34]. Кинетическая модель была огра-
ничена только состояниями n = 1–6, при этом для
описания кинетики подуровней с n = 6 использова-
лись полные аппроксимационные сечения возбужде-
ния из [33,34]. Такой выбор базиса основан на утвер-
ждениях [17–19] о малом влиянии кинетики верхних
уровней с n > 5 на населенности штарковских под-
уровней с n = 3, определяющих поляризационные
характеристики излучения линии Hα. Кроме того,
как видно из проведенных ранее расчетов [17, 18],
при плотности плазмы ∼ 1013 см−3 населенности со-
стояний с ростом n резко уменьшаются по величине,
а абсолютная амплитуда скачков населенностей раз-
ных состояний km в пределах одного n становится
очень малой, поэтому использование огрубленного
подхода в виде полных сечений ионизации протона-
ми выглядит вполне оправданным в контексте заяв-
ленных целей. Кроме того, в предположении стаци-
онарности дополнительным условием является ра-
венство суммы относительных населенностей всех
уровней 1. На рис. 5 показаны рассчитанные в рабо-
те населенности уровней при величине магнитного
поля B = 3Tл, энергии пучка E = 50 кэВ и плотно-
сти плазмы Np = 3 · 1013 см−3.

Сравнение с данными работы [17] обнаруживает
относительно удовлетворительное согласие распре-
делений населенностей в диапазоне n = 1–6, если
принять во внимание, что в [17] кинетическая схе-
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Рис. 5. Расчетные относительные населенности ni = Ni/gi
штарковских подуровней i = nkm, деленные на статисти-

ческий вес при B = 3 Тл, Np = 3 · 1013 см−3, E = 50 кэВ:

1 — данные работы [17]; 2 — расчет по кинетической мо-

дели без учета ионизации протонами (состояния n = 1–6);

3 — расчет по кинетической модели с учетом ионизации

протонами (состояния n = 1–6); 4 — расчет по кинети-

ческой модели с учетом ионизации протонами (состояния

n = 1–5)

ма включала уровни с n = 1–10 и решалась система
нестационарной кинетики с учетом столкновитель-
ной ионизации ионами и перезарядки на нейтраль-
ном пучке, а также электрон-атомных столкнове-
ний [11]. В работе [17] использовался метод Глаубера
для расчета сечений возбуждения с помощью сфе-
рических волновых функций nlm с последующим
переходом к параболическим квантовым числам.
Проведенное сравнение демонстрирует существен-
ное влияние ионизации протонами на распределение
населенностей верхних уровней, и в меньшей сте-
пени — на распределение населенностей нижних с
n = 2–3. Кроме того, также продемонстрировано
влияние числа учтенных состояний. Показано, что
населенности состояний n = 3–5, полученные в ки-
нетической модели с n = 1–6, лежат ниже населен-
ностей, которые получены с n = 1–5. В то же время
для состояний уровня с n = 3 эта разница относи-
тельно мала. Также видно, что результаты нашей
работы воспроизводят форму распределения насе-
ленностей из работы [17], поскольку в ней также ис-
пользовались сечения ионизации при столкновениях
с протонами и перезарядки из [33], которые не зави-
сят от электрического k и магнитного m квантовых
чисел. Имеющиеся отличия могут быть связаны так-
же c тем, что в нашей кинетической модели прене-
брегалось вкладом столкновений с электронами по
сравнению с протонами.
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Рис. 6. Расчетные относительные населенности верхних

штарковских подуровней линии Hα, деленные на статисти-

ческий вес ni = Ni/gi при B = 3 Тл, Np = 3 · 1013 см−3,

E = 50 кэВ. 1 — данные работы [17]; 2 — расчет по кинети-

ческой модели без учета ионизации протонами (состояния

n = 1–6); 3 — расчет по кинетической модели с учетом

ионизации протонами (состояния n = 1–6 ); 4 — расчет по

кинетической модели с учетом ионизации протонами (со-

стояния n = 1–5)

В работе [17] проведен также расчет населенно-
стей с учетом ионизации индуцированным (электро-
динамическим) электрическим полем, однако этот
канал не оказывает существенного влияния на насе-
ленности уровней с n = 2–6. Действительно, расче-
ты по полуэмпирической формуле [36], показывают,
что скорость ионизации полем при E = 100 кэВ и
B = 5Тл для уровней с n = 5 ничтожно мала, а
для n = 6 на 8–10 порядков ниже других каналов
распада — радиационного, девозбуждения и иони-
зации протонами. Этот канал распада необходимо
будет включать, если расчеты кинетики будут охва-
тывать также уровни с n > 8.

На рис. 6 в увеличенном масштабе представле-
ны расчетные относительные населенности верхних
штарковских подуровней компонент линии Hα. Как
видно из этого сравнения, населенности в модели
с n = 1–5 мало отличаются от случая n = 1–6.
Это находится в соответствии с сопоставлением ре-
зультатов расчетов с n = 1–10 в [17] и с n = 1–5
в [19]. При этом влияние канала ионизации прото-
нами очень существенно, в то время как в цитиру-
емых работах, с которыми проводилось сравнение,
это никак не отмечалось и не анализировалось.

Действительно, как показывает анализ, среднее
отклонение в процентах настоящих расчетов насе-
ленностей для системы уровней n = 1–6 и условий
на рис. 6 от данных [17] без учета ионизации прото-

нами составляет около 1840%, с учетом ионизации —
около 39%, а для n = 3 — около 62–42%.

В работах [8,11,17–20] справедливо указывалось,
что заселение штарковских подуровней атомов диа-
гностического пучка должно быть неравновесным —
нетермодинамическим, однако при этом результа-
ты кинетических расчетов никак не анализирова-
лись на предмет характера этой неравновесности.
Сопоставление скоростных коэффициентов, прове-
денное нами для условий, представленных на рис. 5,
показывает, что скорости возбуждения протонами и
скорости переходов между возбужденными уровня-
ми значительно превосходят радиационные констан-
ты, что соответствует условиям статистического ха-
рактера населенностей штарковских подуровней. С
другой стороны, ввиду малости разности энергий
этой системы квантовых состояний по сравнению с
энергией пучка, все сечения возбуждения приблизи-
тельно одинаковы, что в конечном итоге приводит к
равной населенности всех состояний (кривая 2 на
рис. 5). В то же время скорости ионизации протона-
ми при плотности Np = 3 · 1013 см−3 намного боль-
ше радиационных констант, поэтому населенности
в итоге определяются равновесием между процесса-
ми возбуждения и ионизации. Скорости ионизации
протонами растут заметным образом по мере уве-
личения n, в то время как скорости возбуждения в
среднем приблизительно постоянны, что и приводит
к уменьшению населенностей в этом случае с ростом
n (см. рис. 5). Как мы видим, подобно данным, при-
веденным в [17–20], населенности в пределах фикси-
рованного главного квантового числа слегка убыва-
ют при уменьшении электрического квантового чис-
ла. Это объясняется тем, что сечения возбуждения
имеют тенденцию к снижению по мере увеличения
магнитного квантового числа верхнего подуровня.

С другой стороны, при малой плотности плазмы
следует ожидать реализацию коронального равно-
весия, когда населенности определяются отношени-
ем скорости возбуждения из основного состояния к
скорости полного радиационного распада. На рис. 7
показаны результаты расчетов относительных насе-
ленностей при энергии пучка E = 50 кэВ и плотно-
сти плазмы Np = 1010 см−3.

Для такой малой плотности скорость иониза-
ции при столкновениях с протонами уже оказыва-
ется меньше радиационных констант и существенно-
го вклада в распределение населенностей не вносит.
Поскольку при этом скорости возбуждения разных
уровней по-прежнему близки по величине, распреде-
ление населенностей в зависимости от nkm приоб-
ретает характер своеобразных пилообразных коле-
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Рис. 7. Расчетные относительные населенности штарков-

ских подуровней линии Hα, деленные на статистический

вес ni = Ni/gi при B = 3 Тл, Np = 1010 см−3, E = 50 кэВ.

1 — расчет по кинетической модели без учета ионизации

протонами (состояния n = 1–6); 2 — расчет по кинети-

ческой модели с учетом ионизации протонами (состояния

n = 1–6)

баний около некоторого среднего значения по мере
чередования отношения статистических весов, при-
нимающих для штарковских подуровней только два
значения 1 или 2, что, собственно, и отображено на
рис. 7. При этом, несмотря на такое нестандартное
поведение населенностей, имеет место корональное
равновесие.

4. СИНТЕТИЧЕСКИЙ MSE-СПЕКТР
ИЗЛУЧЕНИЯ ЛИНИИ Hα

В MSE-диагностике, как правило, анализируют-
ся поляризационные характеристики эмиссионного
спектра штарковского мультиплета линии Hα [1–20].
Абсолютная полная интенсивность I3j−2i некоторой
индивидуальной штарковской компоненты 3j → 2i

линии Hα определяется стандартным выражением

I3j−2i = A3j−2i~ω3j−2i
N3j

g3j
, (9)

где A3j−2i — вероятность радиационного распада с
подуровня 3j на подуровень 2i, ~ω3j−2i — энергия
между уровнями, N3j, g3j — населенность и стати-
стический вес состояния 3j [27], а цифры в ниж-
них индексах равны значениям главных квантовых
чисел соответствующих уровней. Для расчета ин-
тенсивностей компонент линии решается стационар-
ная система кинетических уравнений для населен-
ностей штарковских подуровней верхнего уровня 3j

с учетом его связи с другими уровнями. Как указы-
валось выше, в работе используются эффективные

сечения столкновительных переходов, рассчитан-
ные методом Борна с нормировкой вероятности и
адиабатическим фактором (см. разд. 2). В статисти-
ческом пределе [27] — большой плотности — счита-
ется, что заселение уровней происходит пропорци-
онально их статистическому весу, а интенсивность
ISt3j−2i определяется выражением

ISt3j−2i ∼ A3j−2i~ω3j−2i, (10)

так что населенности разных штарковских подуров-
ней одинаковы! Однако, как показывают деталь-
ные кинетические расчеты в неравновесной систе-
ме плазма + пучок нейтральных атомов с энергией,
много большей температуры плазмы, наблюдается
разница населенностей штарковских подуровней да-
же при очень большой плотности плазмы.

В динамическом пределе [27] — малой плотно-
сти — населенности уровней определяются соотно-
шением между возбуждением из основного состоя-
ния и полной вероятностью радиационного распада
ATot

3j , а интенсивность компоненты 3j в динамиче-

ском пределе IDyn
3j для системы уровней n = 1 – 6

определяется выражением

IDyn
3j = A3j−2i~ω3j−2i

Npv

ATot
3j

[
σ1−3j +

+
∑

a

A4a−3jσ1−4a

ATot
4a

+
∑

b

A5b−3jσ1−5b

ATot
5b

+

+
∑

c

A6c−3jσ1−6c

ATot
6c

]
. (11)

Здесь σ1−nj,a,b,c — сечения возбуждения из основно-
го состояния на уровень с главным квантовым чис-
лом n и набором электрического и магнитного кван-
товых чисел km (j — для n = 3, a — для n = 4, b —
для n = 5, c — для n = 6) с учетом адиабатическо-
го фактора,Ana,b,c−3j — вероятность радиационного
распада с уровня n = 4, 5, 6 на уровень 3j, ATot

na,b,c —
полная вероятность радиационного распада, Np —
плотность плазмы, v — скорость пучка.

На рис. 8–10 представлены синтетические спек-
тры линии Hα с длиной волны 656 нм, соответству-
ющие различным параметрам плазмы и пучка. Все
относительные интенсивности нормированы на со-
ответствующую расчетную величину интенсивности
центральной компоненты линии. Для понимания со-
отношения между кинетическим и статистическим
распределениями интенсивностей во врезках приве-
дены константы увеличения или уменьшения значе-
ний в случае нормировки кинетических распределе-
ний на значение статистической интенсивности цен-
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Рис. 8. Синтетический MSE-спектр излучения линии Hα

в относительных единицах для B = 5 Тл, Np = 1010 см−3,

E = 100 кэВ: 1 — расчет методом Борна с нормировкой ве-

роятности и адиабатическим фактором (9) с учетом иони-

зации; 2 — статистическое распределение населенностей

(10); 3 — распределение населенностей в динамическом

пределе (11); 4 — расчет из работы [19] методом Глаубера
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Рис. 9. Синтетический MSE-спектр излучения линии Hα в

относительных единицах для B = 3 Тл, Np = 1013 см−3,

E = 50 кэВ: 1 — метод Борна с нормировкой вероятно-

сти и адиабатическим фактором (9) с учетом ионизации;

2 — статистическое распределение населенностей (10); 3 —

расчет из работы [10] методом Глаубера

тральной компоненты. На оси абсцисс πd или σd обо-
значaют относительное положение центра сублиний
отдельных штарковских компонент в соответствии
с их поляризацией (π или σ) и относительным рас-
щеплением d = (3kj − 2ki) (в единицах (3/2)F ) от
положения центральной компоненты линии. Для де-
монстрации синтетического спектра выбран гауссов-
ский профиль штарковских компонент с одинаковой
полушириной δ = 0.25 в тех же относительных еди-
ницах оси абсцисс на рис. 8. Величина полуширины
выбрана исключительно в целях наглядного отобра-
жения спектра линии.
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Рис. 10. Синтетический MSE-спектр излучения линии Hα

в относительных единицах для B = 3 Тл, Np = 1016 см−3,

E = 50 кэВ: 1 — расчет методом Борна с нормировкой ве-

роятности, адиабатическим фактором (9) и с учетом иони-

зации; 2 — расчет методом Борна с нормировкой вероятно-

сти и адиабатическим фактором (9) без учета ионизации;

3 — статистическое распределение населенностей (10)

Для расчета населенностей использовалась кине-
тическая модель, учитывающая ионизацию водоро-
да при столкновении с протонами [32] в предположе-
нии наблюдения в направлении, перпендикулярном
скорости пучка.

Из сопоставления (10) и (11) следует, что статис-
тические населенности всегда больше динамическо-
го предела и соответственно результатов кинетиче-
ского расчета при малой плотности, но при большой
плотности это соотношение неочевидно. Это под-
тверждается результатами расчетов синтетического
спектра Hα с помощью описанной выше кинетиче-
ской модели, которые представлены на рис. 8. В то
же время рис. 8–10 имеют в основном демонстраци-
онный характер, так как соответствующие расчеты
были выполнены, чтобы выявить характер измене-
ния синтетического спектра в зависимости от вели-
чины магнитного поля, плотности плазмы и энергии
пучка. Например, для таких больших значений маг-
нитного поля, как на рис. 8, уже необходимо учиты-
вать квадратичный эффект Зеемана и упрощенное
представление о MSE здесь неприменимо [37].

Из рис. 8–10 видно, как реализуется корональное
приближение при малой плотности плазмы и стати-
стический предел в плотной плазме. По мере увели-
чения плотности на рис. 9, 10 отличие синтетических
интенсивностей, полученных из расчетов полной ки-
нетики с учетом ионизации протонами, от статисти-
ческих уменьшается. Кроме того, на рис. 10 заметно,
что учет ионизации отклоняет отношение интенсив-
ностей от статистического предела, что свидетель-
ствует об изменении характера равновесия.
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Рис. 11. Отношение интенсивностей I(σ1)/I(σ0) линии

Hα в зависимости от плотности плазмы (B = 5 Тл,

E = 100 кэВ): 1 — расчетные данные по (9) с учетом иони-

зации; 2 — динамический предел (11); 3 — статистический

предел (10); 4 — данные [17]; 5 — данные работы [19]
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Рис. 12. Отношение интенсивностей I(σ1)/I(σ0) линии

Hα в зависимости от плотности плазмы (B = 5 Тл,

E = 100 кэВ): 1 — расчетные данные по (9); 2 — дина-

мический предел (11); 3 — статистический предел (10);

4 — данные [17]; 5 — данные работы [19]

Проведенное сопоставление относительных ин-
тенсивностей на рис. 8–10, нормированных на соот-
ветствующее значение интенсивности центральной
компоненты, демонстрирует хорошее согласие с ре-
зультатами других авторов.

Результаты этого анализа показывают, что и при
малых, и при больших плотностях «кинетические»
населенности в системе нейтральный энергичный
пучок – плазма много меньше статистических и но-
сят неравновесный нетермодинамический характер.
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Рис. 13. Отношение интенсивностей I(π4))/I(π3) линии

Hα в зависимости от плотности плазмы (B = 5 Тл,

E = 100 кэВ): 1 — расчетные данные (9) с учетом иониза-

ции; 2 — динамический предел (11); 3 — статистический

предел (10); 4 — данные [17]; 5 — данные работы [19]
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Рис. 14. Отношение интенсивностей I(π4)/I(π3) линии

Hα в зависимости от плотности плазмы (B = 5 Тл,

E = 100 кэВ): 1 — расчетные данные по (9) без учета иони-

зации; 2 — динамический предел (11); 3 — статистический

предел (10); 4 — данные [17]; 5 — данные работы [19]

5. ПРЕДЕЛЬНЫЕ СЛУЧАИ ОТНОШЕНИЯ
ИНТЕНСИВНОСТЕЙ

На рис. 11–16 представлены отношения интен-
сивностей некоторых компонент линии Hα как
функции плотности плазмы. Из рисунков видно,
что при малых плотностях плазмы реализуется ко-
рональное равновесие, и отношение интенсивностей
близко к динамическому пределу, а в пределе боль-
ших плотностей отношение интенсивностей прибли-
жается к статистическому пределу. Отклонение от
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Рис. 15. Отношение суммы интенсивностей σ-компонент

Iσ, деленной на статистический вес равный 2 из-за двух

независимых поляризаций, к сумме интенсивностей π-ком-

понент Iπ линии Hα в зависимости от плотности плазмы

(B = 5 Тл, E = 100 кэВ): 1 — расчетные данные по (9)

с учетом ионизации; 2 — динамический предел (11); 3 —

статистический предел (10); 4 — данные [17]; 5 — данные

работы [19]
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Рис. 16. Отношение суммы интенсивностей σ-компонент

Iσ, деленной на статистический вес равный 2 из-за двух

независимых поляризаций, к сумме интенсивностей π-ком-

понент Iπ линии Hα в зависимости от плотности плазмы

(B = 5 Тл, E = 100 кэВ): 1 — расчетные данные по (9)

без учета ионизации; 2 — динамический предел (11); 3 —

статистический предел (10); 4 — данные [17]; 5 — данные

работы [19]

него связано с ионизацией атомов пучка при столк-
новениях с протонами плазмы. Проведено сравнение
с результатами работ [17] и [19], в которых для рас-
чета сечений возбуждения использовались сфериче-
ские волновые функции с последующим переходом в
параболический базис, а сами сечения вычислялись
методом Глаубера. В работе [17] в кинетической мо-

дели рассматривались состояния вплоть до n = 10, в
то время как в [19] расчеты были ограничены состо-
яниями с n = 5. Можно заметить влияние отноше-
ния интенсивностей компонент от числа учтенных
состояний.

6. ПОЛЯРИЗАЦИОННЫЕ
ХАРАКТЕРИСТИКИ MSE-СПЕКТРОВ

ИЗЛУЧЕНИЯ

В случае, если конструкционные особенности
установки позволяют осуществить наблюдение по
направлению, перпендикулярному скорости пучка,
линия наблюдения образует угол θ с направлением
электрического поля. Тогда вектор колебаний элек-
трического поля электромагнитной волны (ЭМВ)
излучения будет составлять угол π/2−θ с направле-
нием электрического поля. Вектор колебаний излу-
чения π-компонент вдоль электрического поля будет
иметь проекцию на вектор поляризации ЭМВ, про-
порциональный cos(π/2 − θ) = sin θ. В то же время
вектор колебаний σ-компонент в плоскости, перпен-
дикулярной скорости, будет составлять с вектором
поляризации ЭМВ угол θ и давать вклад в интен-
сивность Iσ cos2 θ, где Iσ обозначает половину сум-
марной интенсивности σ-компонент линии. Также
σ-компоненты будут давать вклад в поляризацию
ЭМВ, перпендикулярную плоскости, образованной
вектором электрического поля и направлением на-
блюдения, и направленную вдоль скорости с интен-
сивностью, равной Iσ. Тогда степень поляризации
излучения относительно направления скорости при
таком наблюдении можно выразить в виде

P =
I‖ − I⊥

I‖ + I⊥
=
Iπ sin

2 θ + Iσ cos
2 θ − Iσ

Iπ sin
2 θ + Iσ(cos2 θ + 1)

=

=
(Iπ − Iσ) sin

2 θ

Iπ sin
2 θ + Iσ(cos2 θ + 1)

. (12)

Важно отметить, что в пределе больших плотно-
стей и в отсутствие ионизации степень поляризации
стремится к нулю при любом угле наблюдения в ста-
тистическом пределе. На рис. 17 приведены зависи-
мости степени поляризации излучения линии Hα от
угла θ при различных плотностях плазмы, получен-
ные в рамках настоящей кинетической модели без
учета ионизации протонами.

Как видно на рис. 17, при увеличении плотно-
сти плазмы степень поляризации линии Hα стре-
мится к нулю при любом значении угла θ. При этом,
как отмечалось в разд. 3, учет ионизации нарушает
статистический предел, и поэтому даже при боль-
шой плотности степень поляризации не стремится
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Рис. 17. Степень поляризации линии Hα без учета вли-

яния ионизации в зависимости от угла θ (B = 5 Тл,

E = 100 кэВ) при разных значениях плотности плазмы

Ne [см−3]: 1 — 1010; 2 — 3 · 1013; 3 — 1016
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Рис. 18. Степень поляризации линии Hα с учетом вли-

яния ионизации в зависимости от угла θ (B = 5 Тл,

E = 100 кэВ) при разных значениях плотности плазмы

Ne [см−3]: 1 — 1010; 2 — 3 · 1013; 3 — 1016

к нулю, как это видно на рис. 18. Также интерес-
но проследить за поведением степени поляризации
при фиксированном угле наблюдения в зависимости
от плотности плазмы. Такие зависимости приведены
на рис. 19 и 20.

7. ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Проведено исследование поляризационных ха-
рактеристик эмиссионного спектра штарковских
компонент линии Hα в условиях наблюдения
перпендикулярно направлению диагностического
пучка нейтралов для MSE-диагностики, инжекти-
руемого поперек магнитного поля установки. Для
получения синтетического спектра развит метод
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Рис. 19. Cтепень поляризации линии Hα при B = 5 Тл,

E = 100 кэВ, θ = 90◦: 1 — без учета влияния ионизации

в зависимости от плотности плазмы; 2 — статистический

предел в этих условиях

1010 1011 1012 1013 1014 1015 1016
1E--4

1E--3

0.01

0.1

P

Np, --3

3

2

1

5

4

Рис. 20. Степень поляризации линии Hα с учетом влия-

ния ионизации в зависимости от плотности плазмы при

различных углах (B = 5 Тл, E = 100 кэВ): 1 — θ = 30◦;

2 — θ = 45◦; 3 — θ = 90◦; 4 — статистический предел при

θ = 90◦; 5 — статистический предел при θ = 30◦

расчета эффективных сечений возбуждения пере-
ходов между штарковскими подуровнями водоро-
доподобного атома при столкновениях с протонами,
основанный на методе Борна с нормированной
вероятностью перехода и адиабатическим факто-
ром, обеспечивающим более корректное поведение
эффективных сечений в области малых энергий
столкновения, когда формально применимость
метода Борна нарушается. Расчеты проведены в
базисе параболических волновых функций с осью
квантования вдоль направления электродинами-
ческого электрического поля в системе координат
покоя диагностического пучка. Как и в методе Глау-
бера [11, 31, 32], при этом учитывается, что в этой
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области энергий столкновений тяжелых частиц [11],
характерной для пучков нейтралов MSE-диагности-
ки, эффективный передаваемый импульс перпенди-
кулярен направлению скорости пучка. Создана ки-
нетическая радиационно-столкновительная модель
расчета населенностей штарковских подуровней во-
дородного атома в базисе параболических волно-
вых функций с квантовыми числами n1n2m, охва-
тывающая все состояния с главным квантовым чис-
лом n в интервале 1–6. Проведены расчеты насе-
ленностей штарковских подуровней для n = 1–6
с учетом и без учета процесса столкновительной
ионизации протонами и на их основе рассчитаны
синтетические эмиссионные спектры интенсивности
штарковских компонент линии Hα для разных па-
раметров плазмы и диагностического пучка. Пока-
зано, что при малой плотности плазмы распределе-
ние населенностей по штарковским подуровням со-
ответствует корональному равновесию. При повы-
шении плотности плазмы сохраняется нетермоди-
намический характер равновесия, при котором на-
селенности штарковских подуровней определяются
в основном процессами возбуждения и ионизации
при столкновениях с протонами. Таким образом, в
отличие от предыдущих исследований проанализи-
рованы и найдены причины нетермодинамическо-
го характера населенностей штарковских подуров-
ней нейтральных атомов энергичного пучка в термо-
ядерной плазме с магнитным удержанием. Исследо-
вано поведение отношения интенсивностей отдель-
ных штарковских компонент в зависимости от плот-
ности плазмы и параметров диагностического пучка
в пределах статистического и динамического заселе-
ния уровней. Прослежены зависимости поляризаци-
онной характеристики линии Hα от плотности плаз-
мы и углов наблюдения относительно направления
индуцированного электрического поля поперек ско-
рости пучка. Выявлено изменение статистического
предела поляризационной характеристики под вли-
янием процесса ионизации протонами для разных
углов наблюдения относительно направления инду-
цированного электрического поля. Все стадии иссле-
дования сопровождаются сравнением с литератур-
ными данными, которое демонстрирует разумное со-
ответствие с результатами настоящей работы.

Необходимо подчеркнуть, что предыдущие рас-
четы [17, 19], выполненные с помощью сечений,
рассчитанных в nlm-базисе сферических волновых
функций, в основном были нацелены на использова-
ние уже имеющихся данных, хотя верифицирован-
ной базы сечений возбуждения водородных уров-
ней до сих пор не существует. Представленный и

использованный в настоящей работе весь набор се-
чений и скоростных коэффициентов рассчитан чис-
ленно универсальным образом в параболическом ба-
зисе волновых функций впервые в соответствии с
физической постановкой задачи. При этом хотя и
наблюдается некоторое отличие кинетических рас-
четов, относительное и качественное их поведение
демонстрирует подобие, что в целом подтверждает
достоверность и надежность результатов настоящей
работы.

Полученные результаты представляют общефи-
зический интерес и могут быть использованы для
планирования и интерпретации экспериментальных
измерений, ориентированных на определение про-
филя наклона магнитной силовой линии [1–7], ко-
торый, в свою очередь, позволяет установить про-
странственные распределения абсолютных величин
параметров разряда [3], например, таких как ко-
эффициент запаса устойчивости шнура [3], разряд-
ный ток [1–7] и профиль плотности тока в разряде
токамака [1–7].
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Исследовано формирование мезопористых пленок дихалькогенидов переходных металлов (MoS2, WS2)

в ходе процесса химического газофазного осаждения с использованием газообразного сероводорода и

термически распыляемого переходного металла (Mo или W). Исследованы морфология, спектры ком-

бинационного рассеяния света, фотолюминесцентные свойства и электрическая проводимость пленок

дихалькогенидов переходных металлов, полученных при различных концентрациях прекурсоров и дли-

тельности осаждения. Проведенный анализ позволил выявить основные стадии роста пленок: формиро-

вание островков в виде изолированных двумерных кристаллитов; частичное наложение кристаллитов при

их постепенном разрастании в плоскости подложки; формирование сплошной планарной пленки; образо-

вание и дальнейший рост пластинчатых кристаллитов, ориентированных перпендикулярно к поверхности

подложки. Качественные изменения морфологии, фотолюминесцентной и электрической проводимостей

на различных стадиях формирования покрытий дихалькогенидами переходных металлов объясняются с

учетом взаимодействия их электронной подсистемы с подложкой и соседними кристаллитами.

DOI: 10.31857/S0044451024030052

1. ВВЕДЕНИЕ

Дихалькогениды переходных металлов (ДПМ)
представляют собой класс соединений, которые,
благодаря своим уникальным свойствам, привлека-
ют значительное внимание в научном и техническом
сообществе в последние десятилетия [1–3]. Кристал-
лическая решетка ДПМ имеет слоистую структу-
ру. Отличительным свойством этой структуры яв-
ляется то, что все ковалентные связи между ато-

* E-mail: loginov.ab15@physics.msu.ru

мами замыкаются внутри слоя, а межслоевая связь
реализуется слабым вандерваальсовым взаимодей-
ствием, что, в частности, позволяет легко отделять
слои друг от друга и использовать изолированные
слои для проведения исследований, для создания
устройств электроники на основе монослоев ДПМ и
для других целей. Химическая формула ДПМ обыч-
но записывается как MoX2, где M — атом переход-
ного металла (Mo,W,Re,V,Ta и др.), а X — халь-
коген (S, Se,Te). Одиночный слой ДПМ может быть
представлен в виде чередующихся двумерных гек-
сагональных структур, две из которых образованы
атомами халькогенов, а между ними расположена
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третья из атомов переходного металла. Результи-
рующая структура монослоя ДПМ при такой упа-
ковке атомов X–M–X оказывается лишенной центра
инверсии, что приводит, совместно со сравнитель-
но большой массой атомов, к возникновению ряда
уникальных свойств (наличие неэквивалентных до-
лин (K и K′) в законе дисперсии электронов, спи-
новое расщепление валентной зоны и др.) и делает
возможным рассматривать такие материалы в каче-
стве основы для создания перспективных устройств
спинтроники и долинтроники [4, 5].

Отдельные монокристаллы ДПМ, содержащие
один или несколько слоев, проявляют ярко выра-
женные двумерные свойства. Эффекты размерно-
го квантования, связанные с малой толщиной таких
кристаллитов (вплоть до 10 нм), приводят к прояв-
лению физических свойств, обусловленных двумер-
ным характером электронного газа в этих струк-
турах [6, 7]. В частности, значительно уменьшенное
диэлектрическое экранирование приводит к увели-
чению энергии связи связанных состояний электро-
нов и дырок и ведет к возможности существова-
ния экситонов и трионов (и наблюдения связанных с
ними эффектов) при комнатных температурах, что
открывает дорогу к их практическому использова-
нию [8,9]. Замена типа переходных атомов в химиче-
ской структуре при мало изменяющейся кристалли-
ческой решетке может кардинально изменить свой-
ства ДПМ. Так, в зависимости от числа d-электро-
нов у переходного атома зоны в электронном спек-
тре заполняются различными способами, и ДПМ
может проявлять как металлические, так и полупро-
водниковые или диэлектрические свойства. Сочета-
ние различных типов ДПМ со схожей кристалличе-
ской решеткой ведет к формированию эпитаксиаль-
ных гетеропереходов, которые могут быть использо-
ваны в различных электронных устройствах [10–12].

Особый интерес ДПМ представляют для опто-
электроники. При уменьшении количества слоев в
кристалле до одного полупроводниковые ДПМ пе-
реходят от непрямозонного состояния к прямозон-
ному, вследствие чего многократно повышаются ве-
роятность электронных переходов и эффективность
соответствующих процессов, связанных с поглоще-
нием или испусканием фотонов. Так, например, мо-
нослой MoS2 (одного из самых распространенных
представителей ДПМ) может поглощать до 20% па-
дающего на него светового излучения в некотором
диапазоне длин волн [13, 14]. Важное влияние на
свойства ДПМ оказывает морфология исследуемых
образцов. Подавляющее число работ сконцентриро-
вано на изучении и применении пленок или отдель-

ных кристаллитов ДПМ, плоскости атомных слоев
в которых параллельны подложке (так называемые
планарные кристаллиты) [15–17]. Но, так как свой-
ства ДПМ кристаллита зависят в том числе и от
его окружения (например, от характеристик сопри-
касающейся с ним подложки), определенный инте-
рес представляют пленки ДПМ, состоящие из кри-
сталлитов, атомные слои которых ориентированы
перпендикулярно подложке, и контакт между ними
ограничен относительно небольшой областью. Та-
кие кристаллиты называют «вертикально ориенти-
рованными». Пленки, состоящие из большого чис-
ла таких вертикально ориентированных кристалли-
тов, имеют более высокую удельную поверхность и
объем материала на единицу площади подложки по
сравнению с планарными слоями, что может коли-
чественно и качественно улучшить некоторые пара-
метры устройств, создаваемых на их основе [18, 19].

Одним из самых простых (и наиболее распро-
страненных до настоящего времени) методов по-
лучения различных двумерных материалов, в том
числе и ДПМ, стал метод механического расщепле-
ния объемного кристалла [20]. Получаемые таким
образом планарные кристаллиты ДПМ имеют по-
перечные размеры вплоть до нескольких десятков
микрометров и обладают наилучшим по сравнению
с другими методами структурным качеством. Ме-
тод механического расщепления широко использу-
ется при изучении фундаментальных свойств пла-
нарных ДПМ структур, однако мало пригоден для
применения в промышленном производстве из-за
плохой воспроизводимости результатов и невозмож-
ности масштабирования такой технологии.

Метод химического осаждения из газовой фа-
зы (CVD — сhemical vapor deposition) рассматрива-
ется в настоящее время в качестве одного из наи-
более перспективных альтернативных способов по-
лучения тонкопленочных дихалькогенидов переход-
ных металлов [21]. С использованием этого метода
возможен синтез материалов с достаточно высокой
степенью чистоты, контролируемой морфологией и
химическим составом. CVD-процесс состоит в фор-
мировании материалов в результате химической ре-
акции, протекающей на поверхности подложки, на-
ходящейся в контакте с газовой фазой, содержащей
необходимые прекурсоры. Для получения ДПМ пре-
курсоры, содержащие переходные металлы и халь-
когены, вводятся в реакционную камеру, как пра-
вило, посредством термического разложения исход-
ных реагентов. К преимуществам метода химиче-
ского осаждения из газовой фазы можно отнести
возможности контроля толщины пленки, ее струк-
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туры и химического состава, а также способности
осаждения на больших площадях и поверхностях
различного профиля.

Развитие этого метода необходимо для совер-
шенствования технологии производства устройств
электроники и оптоэлектроники, основанных на
ДПМ, таких как транзисторы, солнечные элемен-
ты, светодиоды и другие [10, 12, 22]. Морфология
ДПМ-пленок, которая существенным образом вли-
яет на все их свойства и возможность примене-
ния, сильно зависит от параметров CVD-синтеза.
Несмотря на широкую распространенность CVD-
метода, параметры синтеза в большинстве случаев
выбираются эмпирически на основе достаточно об-
щих исходных представлений. В частности, в свя-
зи с этим представляется необходимым исследова-
ние механизмов формирования ДПМ-пленок, вклю-
чая выявления взаимосвязи изменений их физиче-
ских свойства с параметрами используемых процес-
сов синтеза. Детальное изучение процесса форми-
рования пленок ДПМ необходимо также для раз-
вития методов контролируемого изменения физиче-
ских свойств, морфологии и особенностей структу-
ры получаемых материалов.

В настоящей работе представлены результаты
экспериментального исследования формирования
пленок MoS2 и WS2 с целью выявления особенно-
стей изменения их морфологических и физических
свойств при использовании предложенной нами
новой разновидности методики CVD-синтеза [23],
включающей использование в качестве прекурсоров
газообразного сероводорода и термически распы-
ляемого Mo или W. Структурно-морфологические
свойства и состав полученных пленочных мате-
риалов анализировались с помощью растровой
электронной микроскопии (РЭМ), спектроскопии
комбинационного рассеяния света (КРС) и фо-
толюминесцентной (ФЛ) спектроскопии. Также
проводилось исследование электрической проводи-
мости образцов получаемых пленок.

2. ЭКСПЕРИМЕНТАЛЬНАЯ ЧАСТЬ

Для синтеза пленок MoS2 и WS2 использовалась
новая вариация CVD-метода, представленная нами
ранее [23]. Отличительной особенностью данного ме-
тода является использование в качестве исходных
реагентов газообразного сероводорода и металличе-
ских молибдена или вольфрама в виде тонких нитей.

Реакционная камера объемом 5 л предвари-
тельно откачивается двухступенчатым пластин-
чато-роторным вакуумным насосом до давления

8.0 · 10−3 мбар. Сероводород через игольчатый
натекатель, контролирующий его поток, посту-
пает в реакционную камеру. Контролируемый с
помощью датчика Пирани уровень давления в
реакционной камере достигается уравниванием
скоростей откачки, задаваемой форвакуумным
насосом, и поступления сероводорода через ре-
гулируемый натекатель. Синтез всех образцов,
исследованных в данной работе, проводился при
давлении сероводорода в камере 8.0 · 10−1 мбар.
Поток сероводорода, поступающего в камеру по
кварцевой трубке, направляется на систему па-
раллельных нитей из Mo или W. Нити крепятся к
металлическим держателям и нагреваются проте-
кающим через них электрическим током величиной
500–900мА на одну нить до температуры, лежащей
в диапазоне от 1000 до 2000◦C. Температура нитей
контролируется с помощью оптического пирометра
через стеклянную крышку реакционной камеры. В
результате постепенного термического испарения
нагретых нитей создается газообразный поток
атомов металла, увлекаемый потоком сероводорода.
Сероводород, обдувающий нагретые нити, частично
разлагается на водород и серу. Перпендикулярно
(или под углом до 40◦) к общему потоку газа на
заданном расстоянии 5–30мм от нитей располага-
ется подложка. Подложка крепится к кремниевой
пластине, выполняющей также роль нагревателя.

Резистивный нагрев кремниевой пластины при
пропускании тока позволяет устанавливать темпе-
ратуру закрепленной на ней подложки на выбран-
ном уровне от комнатной до 1300◦C. Температу-
ра подложки также контролируется оптическим пи-
рометром. При этом неоднородность распределе-
ния температуры по поверхности подложки учи-
тывалась с помощью методики, представленной в
работе [24].

На рис. 1 схематически представлен использо-
ванный метод осаждения ДПМ-пленок с помощью
CVD-синтеза в смеси паров металла (Mo или W) и
сероводорода (H2S), активируемого за счет контакта
с нагретыми металлическими нитями. Представлен-
ный на рис. 1 пример показывает использование в
качестве подложки окисленного кремния (Si(100)) с
толщиной слоя оксида (SiO2) 300 нм. В работе также
использовались подложки других типов: полирован-
ные пластины Si с кристаллографической ориента-
цией поверхности (100) и (111); пластины плавлено-
го кварца; пластины плавленого кварца с молибде-
новой пленкой толщиной 3 нм, нанесенной методом
магнетронного распыления; свежесколотая слюда;
поликристаллическая корундовая керамика с разме-
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Рис. 1. Схема использовавшегося в работе метода CVD-

синтеза ДПМ-пленок (MoS2 или WS2) на подложке в ви-

де окисленного кремния с использованием в качестве пре-

курсоров газообразного сероводорода (H2S) и получаемо-

го термическим распылением нитей металла (Mo или W

соответственно)

ром зерен 1–10мкм; такая же керамика со слоем Pt,
нанесенным электролитическим образом. Возмож-
ность быстрого (характерное время порядка 1 с) и
независимого изменения концентраций прекурсоров
в газовой смеси существенно отличает использован-
ную методику от традиционной, использующей пре-
курсоры, формирующиеся, например, путем разло-
жения порошкообразных S и MoO3 или WO3 [25].
Одним из результатов данного преимущества была
малая длительность формирования сплошного по-
крытия MoS2, которая составляла около 15 с, что на
порядок меньше по сравнению, например, с тради-
ционной методикой [25]. Также использованная ме-
тодика обеспечивает возможность контролируемо-
го осаждения и, соответственно, исследования про-
цесса формирования пленок, включая изменение их
структурно-морфологических особенностей, на са-
мых ранних этапах, что было использовано в на-
стоящей работе. Скорость формирования сплошно-
го покрытия в использованной нами конфигурации
CVD-синтеза определяется поступающими в реак-
ционную зону на поверхности подложки потоками
металла (определяется скоростью испарения метал-
лических нитей и зависит, в частности, от их тем-
пературы) и сероводорода, а также от расстояния
между подложкой и нитями. При этом, как будет
показано ниже, результаты осаждения слабо зави-
сят от материала и температуры (в диапазоне 500–
800◦C) подложки.

Для выявления и изучения различных стадий
формирования пленок MoS2 и WS2 было проведе-
но несколько серий экспериментов по CVD-синтезу,
отличающихся друг от друга температурой нитей,
потоком сероводорода и расстоянием от нитей до
подложки при неизменной температуре подложки,
равной 780◦C. Полученные образцы пленок иссле-
довались с помощью растрового электронного мик-
роскопа (РЭМ, Supra 40, Carl Zeiss), снабженного
конфокальным оптическим микроскопом спектро-
метра комбинационного рассеяния света (HORIBA
LabRAM HR Evolution UV–VIS–NIR–Open) с воз-
буждением с помощью лазера Nd : YAG (532 нм,
14мВт) и спектрометра для измерения фотолюми-
несценции (Horiba Jobin-Yvon NanoLog-4), оснащен-
ного ПЗС-детектором InGaAs (для работы в диапа-
зоне 850–1600 нм) и ФЭУ R928P (для работы в диа-
пазоне 180–850 нм). Измерение электрической про-
водимости пленок осуществлялось с помощью пико-
амперметра Keithley 6487.

3. РЕЗУЛЬТАТЫ И ОБСУЖДЕНИЕ

Состав продуктов осаждения, получаемых в хо-
де проведенных исследований, определялся матери-
алом используемых металлических нитей (Mo или
W). На рис. 1 представлены характерные РЭМ-изо-
бражения пленок MoS2, полученных при варьирова-
нии длительности осаждения от 15 до 120 с. По дан-
ным предыдущих исследований [23], а также в соот-
ветствии с приведенными ниже результатами КРС-
спектроскопии состав получаемых пленок соответ-
ствует MoS2. В данных экспериментах в качестве
подложки использовались пластины монокристал-
лического Si с оксидным слоем толщиной 300 нм.
Температура подложек поддерживалась на уровне
780◦C. Через каждую из семи молибденовых нитей
толщиной 60мкм протекал ток 0.83А, что приво-
дило к их нагреву до температур порядка 1500◦C.
Поток сероводорода устанавливался таким образом,
чтобы давление в камере, откачиваемой форваку-
умным насосом, составляло 8.0 · 10−1 мбар. Расстоя-
ние от молибденовых нитей до подложки составля-
ло 5мм. Из РЭМ-изображений видно, что даже при
минимальном времени осаждения, равном 15 с, на
поверхности подложки формируется практически
сплошное покрытие в виде гладкой пленки без яв-
ных признаков наличия морфологических выступов
(рис. 2с). При увеличении времени осаждения на-
блюдались выступающие над основной гладкой по-
верхностью образования, ориентированные перпен-
дикулярно подложке. Пластинчатая форма и ори-
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Рис. 2. РЭМ-изображения MoS2-материала, полученного на подложках из окисленного кремния при различных длитель-

ностях процесса CVD-синтеза: a, b — длительность процесса 5 мин, ток накала 0.77 А на одну нить, расстояние между

подложкой и нитями 6 и 5 мм соответственно; c, d, e, f — ток накала 0.83 А на одну нить, расстояние между подлож-

кой и нитями 5 мм, длительность осаждения 15, 30, 60, 120 с соответственно. Стрелкой указано место формирования

вертикально ориентированного кристаллита. Изображения получены в одном масштабе, масштабный отрезок на всех

изображениях равен 300 нм

ентация таких образований относительно подложки
становятся более явными с увеличением длитель-
ности процесса осаждения (рис. 2d, e, f ). При дли-
тельности 120 с пластинчатые образования наномет-
ровой толщины достигают латеральных размеров
(вдоль и перпендикулярно поверхности подложки)
100–200 нм (рис. 2f ). Для изучения более ранних
стадий формирования пленки MoS2 были проведены
эксперименты CVD-синтеза, в которых для умень-
шения скорости осаждения ток, протекающий через
каждую из семи молибденовых нитей был снижен
до 0.77A. При таком токе накала нитей и рассто-
янии между нитями и подложкой, равном 6мм, за
5мин формировались покрытия, характерная мор-
фология которых представлена на рис. 2а. Как вид-
но из представленного на этом рисунке РЭМ-изо-
бражения, осаждаемый материал состоит из изо-
лированных друг от друга островков плоской фор-
мы с поперечными размерами 50–150 нм. Некоторые
из островков имеют огранку, соответствующую кри-
сталлической структуре MoS2. При таких же пара-
метрах роста, но при уменьшении расстоянии меж-
ду нитями и подложкой до 5мм (рис. 2b) скорость
осаждения увеличивалась, и морфология пленки
менялась. С увеличением длительности осаждения
наблюдается постепенное слияние островков. При
этом в местах их соприкосновения формируются ли-
нейные структуры, которые после заполнения ос-
новной части поверхности подложки, видимо, стано-
вятся центрами зарождения пластинчатых образо-

ваний, ориентированных перпендикулярно подлож-
ке и наблюдаемых, например, на рис. 2d, e, f.

Аналогичные изменения морфологии пленок в
процессе осаждения наблюдались и при синтезе
с использованием вольфрамовых нитей диаметром
10мкм. Из-за меньшего давления паров испаряемо-
го металла (W) [26] такие нити приходилось нагре-
вать до больших температур порядка 1700◦C, про-
пуская через каждую из семи нитей ток 0.42А. На
рис. 3 представлены РЭМ-изображения полученных
пленок WS2, процесс осаждения которых проходил
на подложках, плоскость которых была располо-
жена под углом к плоскости нитей. Таким обра-
зом, на каждом из образцов можно было опреде-
лить влияние расстояния между подложкой и ни-
тями на скорость осаждения и, как следствие, на
морфологию пленки. В качестве подложек также
использовались пластины Si с оксидным слоем тол-
щиной 300 нм. Температура подложек устанавлива-
лась равной 920◦C, давление сероводорода в каме-
ре равнялось 80 ·10−1 мбар, время синтеза составля-
ло 8мин. При таких параметрах в тех областях на
подложке, расстояние до которых от вольфрамовых
нитей было максимальным (5мм), наблюдался рост
отдельных кристаллитов WS2 правильной треуголь-
ной формы с латеральными размерами около 1мкм
(рис. 3a). При уменьшении расстояния до нитей (т. е.
при более высокой скорости осаждения), кристалли-
ты WS2, как и в случае с MoS2 (см. рис. 2d), на-
чинали «сталкиваться» друг с другом, что в ко-
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Рис. 3. РЭМ-изображения WS2-материала, полученного в процессе синтеза, проводившегося при различных расстояниях

между W-нитями и подложкой: 5 мм (a); 4.6 мм (b); 4.2 мм (c); 3.8 мм (d); 3.4 мм (e); 3 мм (f ). Стрелками указаны

места формирования вертикально ориентированных кристаллитов. Все изображения представлены в одном масштабе,

масштабный отрезок равен 1 мкм

Рис. 4. РЭМ-изображения MoS2-пленок, полученных на различных подложках при использовании одинаковых параметров

CVD-процесса: полированные Si-пластины (a); пластины плавленого кварца (b); Mo на плавленом кварце (c); свежеско-

лотая слюда (d); корундовая поликристаллическая керамика Al2O3 (e); Pt на корундовой керамике (f ). Все изображения

представлены в одном масштабе, масштабный отрезок равен 500 нм

нечном итоге приводило к формированию сплош-
ной пленки, а линейные структуры, образующиеся
в местах контактов островков двумерного WS2, вы-
ступали в качестве зародышеобразования для по-
следующего формирования пластинчатых кристал-
литов, ориентированных перпендикулярно поверх-
ности подложки (рис. 3b,c). В областях подложки,
расположенных на меньших расстояниях до нитей,
пленка полностью покрывала подложку и наблю-
дался выраженный рост вертикально ориентирован-
ных кристаллитов (стенок) из мест их зародышеоб-
разования на межостровковых (межзеренных) гра-
ницах. Существенным отличием в динамике роста
пленок WS2 по сравнению с MoS2 была значительно
меньшая скорость образования исходных островков.
Размер кристаллитов WS2, перед тем как они начи-
нали соприкасаться друг с другом, составлял око-

ло 1мкм, и кристаллиты успевали приобрести пра-
вильную треугольную огранку. Размер кристалли-
тов MoS2 перед их срастанием был почти на порядок
меньше и составлял в среднем около 150 нм.

Эксперименты по осаждению MoS2-пленок так-
же проводились с использованием подложек, из-
готовленных из различных материалов, различаю-
щихся составом, кристаллографической ориентаци-
ей и степенью шероховатости поверхности. В каче-
стве подложек использовались: полированные пла-
стины Si с кристаллографической ориентацией по-
верхности (100) и (111); пластины Si(100) с оксид-
ным слоем толщиной 300 нм; пластины плавлено-
го кварца; пластины плавленого кварца с молибде-
новой пленкой толщиной 3 нм, нанесенной методом
магнетронного распыления; свежесколотая слюда;
поликристаллическая корундовая керамика с разме-
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a b

Рис. 5. a — КРС-спектры MoS2-материала, полученного при разных длительностях осаждения. Спектры нормированы

на интенсивность линии 520 см−1, соответствующей кристаллическому кремнию. Для наглядности спектры смещены в

вертикальном направлении. b — Зависимость расстояния между КРС-пиками MoS2 от длительности осаждения

ром зерен 1–10мкм; такая же керамика со слоем Pt,
нанесенным электролитическим образом. Процесс
синтеза проходил при температурах подложек 500–
700◦C, при токе накала молибденовых нитей 0.83А,
расстоянии от поверхности подложек до нитей 5мм,
давлении сероводорода 8.0 · 10−1 мбар и длительно-
сти осаждения 7мин. Как это следует из РЭМ-изо-
бражений, некоторые из которых представлены на
рис. 4, морфология пленок, полученных при указан-
ных условиях, была примерно одинаковой для всех
типов подложек, независимо от состава материала и
степени шероховатости (шероховатость у корундо-
вой керамики и электролитически осажденной пла-
тины была существенно выше, чем у подложек дру-
гих типов). При попытке использования металли-
ческого Ni в качестве подложки вместо осаждения
MoS2-пленки наблюдалось сульфидирование никеля
с образованием NiS. Стойкость к воздействию серо-
водорода при температурах 500–800◦C является, ви-
димо, единственным ограничением при выборе под-
ложек для получения пленок MoS2. При соблюде-
нии этого условия материал подложек не оказывает
существенного влияния на механизм формирования
пленок MoS2. Это, в частности, может служить ос-
нованием для возможности обобщения результатов
исследований, проведенных различными методами
(КРС, ФЛ, измерение электрического сопротивле-
ния) для пленок, выращенных на разных подлож-
ках, выбиравшихся из соображений удобства реали-
зации каждой конкретной методики.

Результаты РЭМ-исследований выявили морфо-
логические изменения в получаемом при осаждении
материале, которые указывают на наличие опреде-

ленных стадий в формировании ДПМ-пленок, оди-
наковых для их обоих типов. Такое подобие морфо-
логических характеристик этих материалов, а так-
же морфологии мезопористых нанографитных пле-
нок, также получаемых с помощью CVD [27], может
объясняться их слоистой атомной структурой. Об-
разцы MoS2, отвечающие различным стадиям роста
пленок, также исследовались методом спектроско-
пии КРС. В качестве примера КРС-спектры для ма-
териала, полученного на подложках из полирован-
ного Si при длительностях процесса осаждения 15,
30, 60, 90 с, приведены на рис. 5a. Спектры норми-
ровались на интенсивность линии 520 см−1, соответ-
ствующей кремнию. При этом на рис. 5 спектры для
наглядности смещены в вертикальном направлении.
На данных спектрах видны характерные для MoS2
линии (E1

2g- и A1g-моды), расположенные на часто-
тах 383 и 407 см−1, а также КРС-линия кремния
(521 см−1), из которого была изготовлена подлож-
ка [18]. С увеличением длительности осаждения на-
блюдалось увеличение интенсивности MoS2-линий и
некоторое смещение их максимумов по отношению
друг к другу и к линии Si в спектрах КРС. На рис. 5b
изображена зависимость расстояния между макси-
мумами КРС-линий MoS2 от длительности осажде-
ния. Принимая во внимание тот факт, что положе-
ние максимумов КРС-линий MoS2 определяется, в
том числе, количеством атомных слоев [18], пред-
ставленные на рис. 5b данные указывают на немо-
нотонный ход зависимости числа атомных слоев в
кристаллитах MoS2, составляющих полученный ма-
териал, от длительности процесса осаждения: на на-
чальном этапе толщина кристаллитов увеличивает-
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a b

Рис. 6. a — Спектры ФЛ-пленок MoS2, полученных при различной длительности процесса осаждения (для наглядности

спектры смещены относительно друг друга по вертикали, а нормировочные коэффициенты указаны рядом с соответству-

ющими кривыми). b — Зависимость интенсивности самого интенсивного ФЛ-пика от времени осаждения

ся от примерно 2–3 до 4–5 атомных слоев, а затем,
после 60 с, число слоев уменьшается.

Такая взаимосвязь числа слоев и положения ли-
ний КРС коррелирует с РЭМ-наблюдениями, в ко-
торых на начальных стадиях отмечается формиро-
вание и постепенное увеличение поперечных раз-
меров и толщины пластинчатых кристаллитов при
сохранении преимущественно горизонтального рас-
положения составляющих их атомных слоев. На
втором этапе преимущественным оказывается обра-
зование и рост кристаллитов MoS2, образованных
атомными слоями, ориентированными в вертикаль-
ном направлении (т. е. перпендикулярно подложке),
с меньшей толщиной, соответствующей 2–3 слоям.

Совместно с измерением КРС-спектров реги-
стрировались и спектры ФЛ MoS2-пленок, харак-
терные примеры которых представлены на рис. 6a.
Спектры ФЛ нормировались по интенсивности на
максимум КРС-линии 408 см−1. Такая нормиров-
ка позволяет учесть аддитивный вклад в интенсив-
ность ФЛ, определяемый объемом материала, по-
падающего в область возбуждения. Как видно на
рис. 6a, нормированные спектры ФЛ меняются ка-
чественным образом по мере увеличения длитель-
ности осаждения. Нормировочные коэффициенты
указаны на рисунке для каждого из спектров. При
малых длительностях осаждения (15–30 с) в ФЛ-
спектрах видны две полосы с максимумом на дли-
нах волн 632 и 680 нм. Согласно литературным дан-
ным, такие ФЛ-полосы связаны с B-экситоном [28]
и A-экситоном (трионом) [29]. При дальнейшем уве-
личении времени осаждения спектр ФЛ существен-

но меняется: возникает пик на длине волны 655 нм,
который связан с распадом A-экситона, а интенсив-
ность B-экситонного пика существенно снижается.

Дальнейшее увеличение длительности осажде-
ния приводит к тому, что интенсивность A-экситон-
ного пика возрастает на несколько порядков, и пи-
ки B- и A-экситонов перестают быть различимыми
на его фоне. Отмеченное видоизменение спектров
ФЛ может объясняться тем, что на начальных эта-
пах роста пленки кристаллиты MoS2 располагаются
преимущественно параллельно подложке, соприка-
саясь с ней всей своей плоскостью. Такое располо-
жение оптимально для обеспечения взаимодействия
электронных подсистем кристаллита и подложки,
которое может приводить к созданию n-типа про-
водимости в MoS2 и, как следствие, к снижению ин-
тенсивности A-экситонного пика ФЛ [30,31].

При увеличении длительности осаждения из ли-
нейных дефектов на границах плоских зерен на-
чинают образовываться кристаллиты MoS2, ори-
ентированные перпендикулярно поверхности, кото-
рые связаны с подложкой не всей плоскостью, а
лишь небольшой областью на их торце. Отсут-
ствие эффективного контакта с подложкой приво-
дит к уменьшению степени допирования и, соот-
ветственно, снижению эффективности подавления
интенсивности A-экситонной полосы ФЛ, т. е. к ро-
сту интенсивности этой полосы c увеличением раз-
меров вертикально ориентированных кристаллитов.
На рис. 6 b представлена зависимость максимальной
интенсивности ФЛ (при нормировке спектра ФЛ на
КРС-линию 408 см−1) от длительности осаждения,
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a b

c

Рис. 7. a — Зависимость величины тока между контактами от длительности осаждения MoS2-материала. Измерения си-

лы тока проводились при постоянном приложенном напряжении 2.0 В между Pt-контактами. b и c — РЭМ-изображения

пленок, полученных при времени осаждения 500 и 120 с соответственно

которая, так же как и зависимость, представлен-
ная на рис. 5b, имеет немонотонный характер, отра-
жающий наличие различных стадий формирования
MoS2-материала.

Дальнейшее увеличение длительности осажде-
ния ведет, как было показано ранее [23], к утолще-
нию вертикально ориентированных кристаллитов, и
снижению интенсивности ФЛ вследствие того, что
MoS2 при увеличении числа слоев перестает быть
прямозонным полупроводником и электронные пе-
реходы с излучением фотона идут более низкими
темпами [29].

В дополнение к описанным исследованиям КРС
и ФЛ были проведены измерения электрической
проводимости формируемого MoS2-материала непо-
средственно в ходе CVD-процесса (in situ). Для это-
го на поверхность Al2O3-подложки электролитиче-
ским способом были нанесены два Pt-контакта в ви-
де вложенных друг в друга гребенок. В ходе оса-
ждения измерялся ток (с помощью пикоампермет-
ра Keithley 6487) между платиновыми контактами
при постоянном приложенном напряжении 2В. Гра-
фик зависимости протекаемого тока (проводимости)
от времени осаждения представлен на рис. 7a. На
данном графике отчетливо выделяются 4 области,
которые указывают на наличие различных стадий
формирования материала. Область I характеризу-
ется минимальным значением протекающего тока,
величина которого определяется собственной прово-
димостью Al2O3-подложки.

В областях II, III, IV, выделенных на рис. 7a, от-
мечалось изменение величины протекающего тока,
которое может быть аппроксимировано степенны-

ми зависимостями с различными показателями, ука-
занными на графике, представленном в двойных ло-
гарифмических координатах. Наличие указанных 4-
х областей в зависимости изменения электрической
проводимости осаждаемого материала от времени
согласуется с данными по изменению КРС (рис. 5b)
и ФЛ (рис. 6b). На начальном этапе, соответствую-
щем области I на рис. 7a, идет формирование кри-
сталлитов MoS2, изолированных (в том числе элек-
трически) друг от друга. Соответственно, электри-
ческая проводимость между контактами на подлож-
ке оказывается минимальной и неизменной вплоть
до момента, когда возникает контакт между отдель-
ными кристаллитами и образуется первый соединя-
ющий два электрических контакта кластер из кри-
сталлитов MoS2. На этапе формирования материа-
ла, соответствующем области II на рис. 7a, площадь
контактов между отдельными кристаллитами уве-
личивается, т. е. идет их постепенное срастание и
образование сплошной пленки. После того как обра-
зуется первый непрерывный канал протекания элек-
трического тока от одного электрического контакта
до другого по MoS2-пленке, проводимость начина-
ет резко увеличиваться. Наблюдаемое резкое уве-
личение проводимости может быть описано с помо-
щью перколяционной модели проводимости, в кото-
рой проводимость растет с увеличением числа путей
протекания электрического тока через пленку [32].

Этот этап может быть охарактеризован степен-
ной зависимостью с показателем βII = 3.6 ± 0.1. На
этапе формирования осаждаемого материала, соот-
ветствующем области III на рис. 7a, дальнейшее уве-
личение электрической проводимости определяется
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ростом толщины MoS2-пленки. Регистрируемая ве-
личина тока изменяется практически линейно с уве-
личением длительности осаждения (показатель сте-
пени βIII = 1.0 ± 0.2). Можно отметить, что ана-
логичные зависимости, содержащие три этапа, бы-
ли получены для изменения проводимости для пле-
нок из углеродных нанотрубок при увеличении их
концентрации [32]. Различия в показателях степен-
ных зависимостях для нанотрубок (см. [32]) и пле-
нок MoS2 (см. рис. 7a) определяются, видимо, тем,
что контакты между нанотрубками точечные, а для
плоских кристаллитов MoS2 — линейные. Кроме
этого, при формировании MoS2-пленок наблюдается
также этап, соответствующий области IV на рис. 7a,
на котором рост электрической проводимости мо-
жет объясняться образованием вертикально ориен-
тированных кристаллитов. Область контактов та-
ких кристаллитов увеличивается по мере увеличе-
ния длительности процесса осаждения, что приво-
дит к росту показателя в степенной зависимости ве-
личины протекающего между контактами электри-
ческого тока: βIV = 1.266± 0.003.

После завершения проведения CVD-процесса,
сопровождавшегося in situ-измерением сопротивле-
ния пленок, с помощью РЭМ проводился анализ
морфологии образцов. Соответствующие РЭМ-изо-
бражения для образцов, полученных при длитель-
ности синтеза 500, 120 с, представлены на рис. 7a,b.
Морфология пленки, полученной при длительности
синтеза 500 с (рис. 7b), идентична пленкам, получав-
шимся на подложках других типов (см. рис. 4). При
длительности осаждения 120 с (рис. 7c) наблюдают-
ся заметные различия, определяемые, в том числе,
зернистой структурой материала подложек Al2O3:
вертикально ориентированные кристаллиты MoS2
образуются на поверхности в центральной части зе-
рен Al2O3 (боковая часть кадра на рис. 7с), однако
на границе между зернами (в центре кадра) коли-
чество таких кристаллитов значительно меньше, и
пленка соответствует структуре MoS2 с кристалли-
ческой ориентацией слоев преимущественно парал-
лельно поверхности подложки.

Данное наблюдение может быть объяснено тем,
что при постоянном потоке газообразных прекурсо-
ров на наклоненной по отношению к нему поверхно-
сти количество молекул-прекурсоров, попадающих
на единицу площади (следовательно, и скорость ро-
ста пленки), меньше, чем на поверхности, располо-
женной перпендикулярно газовому потоку. Таким
образом, на рис. 7c пленка на границе зерен еще
находится на завершающей стадии формирования
сплошной пленки, а область вдали от границы —

уже на стадии образования вертикально ориентиро-
ванных кристаллитов.

I II

III IV

Рис. 8. Стадии роста пленок ДПМ: I — формирование изо-

лированных островков; II — перколя.ционная стадия; III —

формирование сплошной пленки; IV — нуклеация и рост

вертикально ориентированных кристаллитов

Таким образом, данные, полученные с помощью
различных методик (РЭМ, КРС, ФЛ и in situ-из-
мерений электрической проводимости) согласуются
друг с другом и, в частности, свидетельствуют о на-
личии нескольких стадий в формировании материа-
ла, которые схематически представлены на рис. 8 и
включают следующие этапы.

I. Образование отдельных кристаллитов на по-
верхности подложки. Атомные слои в кристалли-
тах ориентированы параллельно поверхности под-
ложки. Отсутствие контактов между кристаллита-
ми приводит к отсутствию электрической прово-
димости. При этом хороший контакт с подложкой
приводит к перераспределению зарядов и допирова-
нию кристаллитов электронами, которое проявляет-
ся в преобладании полос A- и B-экситонов в спектре
ФЛ и подавлении полосы, связанной с A-экситоном.
Толщина таких кристаллитов в соответствии с дан-
ными КРС, составляет 2–3 атомных слоя MoS2.

II. Объединение кристаллитов, разрастающихся
вдоль поверхности подложки. Рост размеров кри-
сталлитов вдоль поверхности подложки приводит к
возникновению между ними контактов, в том чис-
ле электрических. Возникающая при этом электри-
ческая проводимость увеличивается с увеличением
длительности осаждения. Однако толщина отдель-
ных кристаллитов остается аналогичной этапу I (2–3
атомных слоя).

III. Рост количества атомных слоев в кристал-
литах MoS2, формирующих сплошную пленку.
Продолжение процесса осаждения приводит к
увеличению толщины пленки MoS2, которое
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сопровождается ростом ее электрической проводи-
мости и интенсивности ФЛ, отсутствие A-экситон-
ного пика в спектре которой свидетельствует о со-
храняющемся взаимодействии с подложкой и эф-
фективном допировании электронами.

IV. Образование и рост кристаллитов MoS2, ори-
ентированных перпендикулярно подложке. Линей-
ные структурные дефекты, возникшие при контакте
кристаллитов, разрастающихся вдоль поверхности
подложки, служат центрами образования кристал-
литов, растущих перпендикулярно подложке. От-
сутствие прямого контакта с подложкой приводит к
устранению допирования и соответствующему сня-
тию подавления A-экситонного пика в спектре ФЛ.
Толщина вертикально ориентированных кристалли-
тов на начальных стадиях их роста составляет 2–3
атомных слоя. По мере увеличения длительности
осаждения толщина и латеральные размеры кри-
сталлитов увеличиваются, что ведет к снижению ин-
тенсивности A-экситонного пика и смещению его по-
ложения в длинноволновую область (см. [23]).

Данная модель роста и перехода от «латераль-
ной» морфологии пленок к «вертикальной» также
может применяться для описания осаждения дру-
гих двумерных (слоистых) материалов, таких как
графен, гексагональный нитрид бора и др.

4. ЗАКЛЮЧЕНИЕ

В результате проведенной работы были получе-
ны данные, указывающие на наличие нескольких
стадий в процессе получения ДПМ-материалов при
осаждении из газовой фазы. Наблюдаемые изме-
нения в спектрах ФЛ согласуются с предлагаемой
моделью формирования таких материалов в части,
объясняющей проявление экситонов различного ти-
па из-за взаимодействия или его отсутствия форми-
рующихся ДПМ-кристаллов MoS2 и WS2 с подлож-
кой. Разработана модель роста пленок ДПМ (таких
как MoS2 и WS2) в ходе химического осаждения из
газовой фазы, в котором в качестве прекурсоров ис-
пользуются газообразный сероводород и термически
распыляемый молибден или вольфрам. Выявлен-
ные для MoS2 и WS2 стадии формирования пленок
включают следующие этапы: 1) образование изоли-
рованных кристаллических островков; 2) образова-
ние контактов между разрастающимися кристалли-
тами; 3) формирование сплошной поликристалли-
ческой пленки; 4) образование и рост вертикально
ориентированных кристаллитов. Морфологические
особенности пленок на данных стадиях были выяв-
лены с помощью растровой электронной микроско-

пии (РЭМ). По результатам КРС- и ФЛ-спектроско-
пии было установлено, что среднее количество слоев
в кристаллитах пленки меняется немонотонно. Пока
пленка не стала сплошной, кристаллиты состоят из
2–3 слоев, затем количество слоев вырастает до 4–5.
Однако после образования вертикально ориентиро-
ванных кристаллитов их толщина вновь снижается
до 2–3 слоев, что отражается на положении линий
в спектрах КРС. Спектры ФЛ также качественно
меняются в ходе осаждения пленки. На начальных
этапах в спектре ФЛ преобладают линии, связан-
ные с рекомбинацией A- и B-экситонов, однако при
формировании вертикальных структур появляется
новый пик, связанный с рекомбинацией A-экситона,
на фоне которого исходные экситонные пики через
определенное время осаждения перестают быть раз-
личимы. Измерения проводимости пленки в ходе ее
осаждения также подтверждают описанную модель.
Зависимость проводимости от времени соответству-
ет четырем этапам, которые могут быть сопостав-
лены со стадиями роста пленки, представленными
в предлагаемой модели роста. Определение стадий
формирования пленок ДПМ и физических свойств,
характерных для каждой из стадий, способствуют
развитию технологий CVD-синтеза ДПМ-материа-
лов с заранее заданными свойствами.
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Моделирование методами классической молекулярной динамики и статики для ряда монокристаллов си-

стемы FeNiCrCoCu показало, что с ростом энтропии смешения монотонно убывают средняя энтальпия

формирования межузельных дефектов и их сдвиговая восприимчивость. Для межузельных дефектов в

кристаллах и подсистем дефектов стекол того же состава установлено, что средние девиаторные компо-

ненты дипольных тензоров убывают с ростом энтропии смешения, при этом убывание происходит сильнее

в высокоэнтропийной области. Все это может свидетельствовать о наличии корреляции между энтропией

смешения и свойствами подсистемы дефектов кристаллического и стеклообразного состояний.

DOI: 10.31857/S0044451024030064

1. ВВЕДЕНИЕ

Важнейшим термодинамическим потенциалом,
характеризующим стеклообразное состояние, явля-
ется энтропия. В первую очередь это связано с поис-
ком сплавов с высокой стеклообразующей способно-
стью [1–5]. Интерес к энтропии стекол значитель-
но усилился в последние два десятилетия в свя-
зи с интенсивными исследованиями высокоэнтро-
пийных сплавов (ВЭС) [6–10]. Широко распростра-
ненное определение понятия «высокоэнтропийный
сплав» основано на вычислении энтропии смешения

Smix = −RΣci ln(ci),

где ci — атомные концентрации компонентов сплава,
R — газовая постоянная [7, 10]. Высокоэнтропийны-
ми считаются сплавы, для которых Smix > 1.5.

Кристаллические ВЭС обычно имеют гранецен-
трированную кубическую, гексагональную или объ-
емноцентрированную кубическую решетку [11–14].
ВЭС имеют специфические механические, транс-

* E-mail: konchakov.roman@gmail.com

портные, электрические и магнитные свойства [11,
15–17], их тепловые свойства чрезвычайно чув-
ствительны к малым изменениям энтропии смеше-
ния [18]. Например, изменение Smix на величину
0.02R приводит к существенному (в 1.5–2 раза) из-
менению ширины области переохлажденной жид-
кости и интервала плавления [18]. Магнитные и
магнитокалорические свойства высокоэнтропийных
стекол системы GdScCoNiAl также очень чувстви-
тельны к изменению энтропии смешения. В частно-
сти, малое изменение Smix приводит к значительно-
му изменению намагниченности, температуры Кю-
ри, магнитной энтропии [18]. Таким образом, важ-
ной задачей является выяснение роли энтропии в
формировании свойств ВЭС в кристаллическом и
стеклообразном состояниях.

Основным структурным свойством стеклообраз-
ного состояния является наличие локальной ико-
саэдрической симметрии [19–23]. При этом в стек-
ле имеются наноразмерные области, отличающие-
ся, в сравнении с окружающей аморфной матри-
цей, избыточной энергией, пониженным сопротив-
лением сдвиговым перестройкам и низкочастотны-
ми особенностями спектра колебательной плотно-
сти состояний. Такие области называют дефекта-
ми стеклообразного состояния. Современные пред-
ставления о структуре и происхождении дефектов
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в стеклах чрезвычайно разнообразны и широко об-
суждаются. Например, дефектами в стекле называ-
ют свободный объем [24], зоны сдвиговой трансфор-
мации [25], дефекты течения [26], жидкоподобные
области [27], динамические неоднородности [28], об-
ласти неаффинных смещений [29], струноподобные
солитоны [30], квазиточечные дефекты [31], упругие
диполи [32].

Модель упругих диполей представляется нам
привлекательной, так как позволяет сопоставить ха-
рактеристики дефектов в стекле и соответствую-
щем материнском кристалле, где таковыми являют-
ся межузельные дефекты в гантельной конфигура-
ции [33], а также построить гипотезу о происхож-
дении дефектов в стекле. Например, в работе [34]
был предложен механизм формирования аморфной
матрицы и дефектов в аморфном алюминии на ос-
нове кластеризации межузельных гантелей, возни-
кающих в процессе плавления кристалла. Как по-
казал модельный расчет энтропии формирования
межузельных дефектов в алюминии, более полови-
ны избыточной энтропии стеклообразного состоя-
ния (разность энтропии стекла и соответствующе-
го материнского кристалла) может формировать-
ся уже на этапе плавления за счет генерации меж-
узельных гантелей [35].

Исходя из изложенного, можно предположить,
что более подробное изучение подсистемы дефек-
тов окажется полезным для понимания особенно-
стей стекол, в том числе высокоэнтропийных. За-
дача настоящей работы заключалась в расчете ря-
да характеристик дефектов в кристаллическом и
стеклообразном состояниях и установлении корре-
ляции этих характеристик с энтропией смешения
Smix . Какие-либо аналогичные исследования нам не
известны.

2. МЕТОДИКА МОДЕЛИРОВАНИЯ

Для исследования былы выбраны сплавы си-
стемы FeNiCrCoCu, так как в области высокоэн-
тропийных состояний (т. е. при Smix > 1.5) кри-
сталлы этой системы имеют устойчивую однофаз-
ную структуру в виде деформированной ГЦК-ре-
шетки, что облегчает вычисление модулей упру-
гости. Расчеты методами классической молекуляр-
ной динамики и статики выполнялись в пакете
LAMMPS [36] c межатомным потенциалом из рабо-
ты [37]. Этот потенциал уже был нами ранее исполь-
зован для расчета характеристик дефектов в кри-
сталле Fe20Ni20Cr20Co20Cu20 [38] и идентификации
дефектов в стекле того же состава [33].

Состав модельной системы варьировался следу-
ющим образом. Содержание железа увеличивалось с
шагом в 4 ат.%, начиная с наиболее высокоэнтропий-
ного состояния с равным содержанием компонентов,
а содержание всех остальных компонентов уменьша-
лось соответственно на 1 ат.%.

Исходные кристаллические состояния полу-
чались путем генерации ГЦК-решеток размером
4000 атомов (т. е. 10 × 10 × 10 трансляций) со слу-
чайным расположением атомов разных элементов
в соответствующих пропорциях. Cтеклообразные
состояния создавались путем закалки расплава от
T = 3000К до нулевой температуры со скоростью
охлаждения 5 · 1013 К/с.

Энтальпия формирования Hf межузельных де-
фектов рассчитывалась по формуле

Hf = Hrel −Hini

N ± 1

N
,

где Hini — энтальпия идеальной решетки, Hrel — эн-
тальпия системы после внедрения дефекта и релак-
сации струкутры. Межузельные дефекты в гантель-
ной конфигурации вносились в систему при T = 0K
c последующей релаксацией структуры методом со-
пряженных градиентов.

Модули сдвига вычислялись при нулевой темпе-
ратуре как отношение изменения механических на-
пряжений к соответствующим малым деформаци-
ям модельной системы. Сдвиговая восприимчивость
межузельных гантелей β рассчитывалась по форму-
ле Гранато [39]

G/Gperf = exp(−βc),

где Gperf и G — модули сдвига бездефектного кри-
сталла и кристалла, содержащего межузельные де-
фекты гантельной конфигурации в концетрации c

соответственно.
Спектры колебательной плотности состояний

(vibrational density of states, VDOS) вычислялись
как квадрат модуля преобразования Фурье авто-
корреляционной функции скорости. При этом для
каждой кофигурации модельной системы прово-
дилось усреднение 100 колебательных спектров
VDOS.

Дипольный тензор Pij упругих диполей (меж-
узельных дефектов) определяется как прозводная
тензора механических напряжений σij по числу n

дефектов в единице объема при поcтоянной вели-
чине деформации ε [40]:

Pij =
∂σij
∂n

∣∣∣∣
ε

. (1)
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В компьютерной модели дипольные тензоры де-
фектов можно вычислять по приближенной форму-
ле [32, 33]

Pij ≈ V0

(
σN+ni

ij − σNij

)
/nint , (2)

где N — число атомов в идеальной кристаллической
решетке, nint — число межузельных дефектов, V0 —
объем модельной системы.

В случае стекла, для которого не существует об-
щепринятого корректного определения бездефект-
ного состояния, каждому атому модельной системы
ставился в соответствие дипольный тензор

Pij = V0
(
σNij − σN−1

ij

)
, (3)

где σNij и σN−1
ij — тензоры напряжений до и по-

сле удаления этого атома [33]. Перед удалением осу-
ществлялась оптимизация структуры с изменением
объема модельной системы. После удаления прово-
дилась оптимизация структуры без изменения объ-
ема, сохраняя ε = const, как этого требует форму-
ла (1).

Расчитанные тензоры Pij приводились к диаго-
нальному виду и представлялись как сумма шаро-
вой и девиаторной компонент:

Pij =
1

3
δijPll +

(
Pll −

1

3
δijPll

)
. (4)

Концентрации дефектов в стеклах оценивалась
двумя способами. Концентрация cg вычислялась на
основе межузельной теории [39] по формуле

cg = − 1

β
ln
Gglass

Gcryst

,

где Gglass и Gcryst — модули сдвига стекла и соот-
ветствующего материнского кристалла. Концентра-
ция cd вычислялась на основе анализа распределе-
ния максимальных девиаторных компонент диполь-
ных тензоров всех атомов стекла (более подробно
описано в следующем разделе).

3. РЕЗУЛЬТАТЫ МОДЕЛИРОВАНИЯ И
ОБСУЖДЕНИЕ

На рис. 1 показана зависимость модулей сдвига
G кристаллов и стекол от концентрации железа в
сплаве. На этом же рисунке показано изменение эн-
тропии смешения Smix при варьировании химиче-
ского состава. Видно, что с изменением химическо-
го состава модуль сдвига кристаллов монотонно ме-
няется, при этом бо́льшие значения модуля сдвига
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Рис. 1. Модули сдвига монокристаллов и стекол системы

FeNiCrCoCu (левая шкала) и энтропия смешения (правая

шкала) в зависимости от концентрации железа в сплаве
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Рис. 2. Сдвиговая восприимчивость межузельных дефек-

тов в монокристаллах системы FeNiCrCoCu (левая шкала)

и средняя энтальпия формирования межузельных дефек-

тов (правая шкала) в зависимости от энтропии смешения

наблюдаются в области более высоких значений эн-
тропии смешения. Модуль сдвига стекла меняется
не так сильно, но в среднем монотонно растет с рос-
том концентрации железа.

В рамках рассматриваемой схемы варьирования
составов каждому сплаву однозначно соответству-
ет определенное значение энтропии смешения Smix .
Поэтому можно рассматривать зависимость различ-
ных характеристик дефектов от энтропии смешения
как от независимого параметра.

На рис. 2 показана зависимость средней энталь-
пии формирования межузельных дефектов 〈Hf 〉 от
энтропии смешения. Видно, что во всех случаях ве-
личина 〈Hf 〉 достаточно высокая в сравнении с та-
ковой для отдельных компонентов [41], т. е. сплавы

5 ЖЭТФ, вып. 3
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Рис. 3. Распределение максимальных девиаторных

компонент дипольных тензоров атомов в стекле

Fe24Ni19Cr19Co19Cu19

системы FeNiCrCoCu могут обладать хорошей ради-
ационной устойчивостью. При этом более интенсив-
ное изменение энтальпии формирования межузель-
ных дефектов происходит в интервале высокоэнтро-
пийных состояний (при Smix > 1.5), эта область вы-
делена прямоугольником.

На том же рис. 2 показана зависимость сдвиго-
вой восприимчивости межузельных дефектов β [39]
от энтропии смешения. Видно, что рост Smix приво-
дит к монотонному изменению сдвиговой восприим-
чивости, которая является интеральной характери-
стикой межузельных дефектов. Как и в случае 〈Hf 〉,
более сильное изменение β происходит в высокоэн-
тропийной области.

Как упоминалось выше, структурные дефекты в
стеклообразном и кристаллическом состояниях име-
ют общую микроскопическую природу — являются
упругими диполями. Следовательно, можно пред-
полагать, что величина Smix будет коррелировать
и со свойствами подсистемы дефектов в стеклах.
Выделение подсистемы дефектов в стеклах дела-
лось по схеме, которая была предложена нами в
работе [33]. Согласно этой схеме, подсистему де-
фектов формируют атомы, у которых девиаторные
компоненты дипольных тензоров превышают сред-
ние значения в 2.5 раза. На рис. 3 для примера по-
казано распределение максимальных девиаторных
компонент дипольных тензоров атомов в стекле
Fe24Ni19Cr19Co19Cu19. Как и в работе [33], это рас-
пределение имеет вид, близкий к логнормальному
распределению (показано сплошной кривой).

В качестве косвенного подтверждения гипотезы
о том, что на основе анализа дипольных тензоров
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Рис. 4. Спектры колебательной плотности состояний стек-

ла Fe24Ni19Cr19Co19Cu19 и его подсистемы дефектов

можно идентифицировать подсистему дефектов сте-
кол, на рис. 4 показаны колебательные плотности со-
стояний стекла Fe24Ni19Cr19Co19Cu19 и его дефект-
ной подсистемы. Видно, что в области низких час-
тот (около 2ТГц) наблюдаются пики, характерные
для дефектов межузельного типа в кристаллах и де-
фектов в стеклах [42–44]. На рис. 5 в качестве при-
мера показана визуализация с помощью программы
OVITO [45] распределения атомов (и их ближайших
соседей), формирующих часть подсистемы дефек-
тов в стекле Fe20Ni20Cr20Co20Cu20, индексы Воро-
ного которых равны 〈0, 1, 10, 2〉 и 〈0, 2, 8, 2〉 . Видно,
что конфигурация подсистемы дефектов неоднород-
на по атомному окружению.

Рис. 5. Визуализация части подсистемы дефектов с ин-

дексами Вороного 〈0, 1, 10, 2〉 и 〈0, 2, 8, 2〉 и их ближайшего

окружения в стекле Fe20Ni20Cr20Co20Cu20
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Рис. 6. Концентрации дефектов в стеклах системы

FeNiCrCoCu, рассчитанные на основе анализа девиатор-
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Рис. 7. Относительное число многогранников Вороного в

стеклах системы FeNiCrCoCu в зависимости от энтропии

смешения

На рис. 6 показано сравнение оценок концентра-
ции дефектов cg и cd в стеклах, рассчитанных на
основе межузельной теории и из анализа распреде-
лений девиаторных компонет дипольных тензоров
соответственно. Видно, что значения концентрации
дефектов в обоих случах достаточно разумные и ка-
чественно согласуются, особенно в высокоэнтропий-
ной области (выделена прямоугольником).

В качестве структурной характеристики иссле-
дуемых систем мы использовали распределение
многогранников Вороного, которые однознач-
но определяются набором четырех индексов
〈n3, n4, n5, n6〉. На рис. 7 показано относительное
число наиболее встречающихся многогранников
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Рис. 8. Нормированные средние значения девиаторных

компонент дипольных тензоров дефектов в монокристал-

лах и стеклах системы FeNiCrCoCu в зависимости от эн-

тропии смешения

Вороного в зависимости от энтропии смешения.
За единицу принято количество соответствующих
многогранников в системе Fe20Ni20Cr20Co20Cu20,
имеющей наибольшую энтропию смешения. На
том же рисунке отдельно показано относительное
количество икосаэдрических кластеров с индексами
Вороного 〈0, 0, 12, 0〉, которые представляют особый
интерес [20, 46].

Многогранники Вороного с индексами 〈0, 1, 10, 2〉
и 〈0, 2, 8, 2〉 являются наиболее распространенными
среди дефектов, их суммарная концентрация в
стекле Fe20Ni20Cr20Co20Cu20 около 0.6%. В свою
очередь, многогранники с индексами 〈0, 3, 6, 3〉,
〈0, 3, 6, 4〉 и 〈0, 4, 4, 6〉 можно отнести к аморфной
матрице, так как их суммарная концентрация в
наиболее высокоэнтропийном стекле около 32%.

Концентрация икосаэдрических кластеров в том
же стекле около 0.5%. При этом ядро икосаэдриче-
ского кластера составляют 13 атомов. Если к ним
прибавить атомы, находящиеся в первой координа-
ционной сфере атомов ядра, то объем икосаэдриче-
ского кластера составляет около 45 атомных объ-
емов. Далее можно оценить объемную долю этих
кластеров (исходя из 5% концентрации междоузлий,
см. рис. 6), она получается около 35%, что выглядит
вполне разумно.

На рис. 7 видно, что, как и в случае сдвиго-
вой восприимчивости, более резкое изменение ко-
личества многогранников Вороного, соответствую-
щих дефектам и икосаэдрическим кластерам, про-
исходит в высокоэнтропийной области, выделенной
прямоугольником.
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Дефекты межузельного типа представляют со-
бой упругие диполи, а величина девиаторных
компонент дипольных тензоров упругих диполей
непосредственно определяет степень их взаимо-
действия с полем сдвиговых напряжений. Как
было ранее показано в работе [33] для стекла
Fe20Ni20Cr20Co20Cu20, при сдвиговой деформации
модельной системы происходит поворот осей упру-
гих диполей. При этом наибольшие углы пово-
рота наблюдаются именно в области подсистемы
дефектов.

На рис. 8 приведены зависимости нормирован-
ных средних девиаторных компонент дипольных
тензоров от энтропии смешения для дефектов в мо-
нокристаллах и стеклах. Нормировка делалась на
значения соответствующих величин в состоянии с
наибольшей энтропией смешения (т. е. при равен-
стве концентраций всех компонентов). Видно, что
с ростом Smix обе величины убывают. Как и для
предыдущих характеристик дефектов, более интен-
сивное снижение происходит в высокоэнтропийной
области, выделенной прямоугольником.

Снижение средних значений девиаторных ком-
понент дипольных тензоров может являться след-
ствием снижения средней энтальпии формирования
дефектов, что способствует формированию больше-
го количества дефектов и большей степени их кла-
стеризации. При этом кластеризация дефектов меж-
узельного типа приводит к уменьшению девиатор-
ных компонент, которые приближаются к величи-
нам характерным для аморфной матрицы [33].

4. ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Для 16-ти металлических сплавов системы
FeNiCrCoCu, различающихся энтропией смешения,
были рассчитаны средние энтальпии формирования
межузельных дефектов в кристалле, их сдвиговые
восприимчивости и девиаторные компоненты ди-
польных тензоров. Установлено, что с ростом энтро-
пии смешения эти характеристики монотонно убы-
вают, при этом убывание в области высокоэнтропий-
ных состояний происходит быстрее.

Для стекол того же состава были рассчитаны
средние девиаторные компоненты дипольных тензо-
ров подсистемы дефектов. Установлено, что с рос-
том энтропии смешения эти компоненты, как и
в кристалле, монотонно убывают. Таким образом,
можно сделать вывод, что характеристики дефек-
тов, как в кристаллическом, так и в стеклообразном
состояниях, коррелируют с энтропией смешения.

Выполнена оценка концентрации дефектов в
стеклах, основанная на анализе распределений де-
виаторных компонент дипольных тензоров атомов.
Показано, что при этом получаются разумные вели-
чины концентрации дефектов, согласующиеся с со-
ответствующими оценками на основе межузельной
теории.

Полученные результаты могут оказаться полез-
ными для понимания роли энтропии смешения в
формировании специфических свойств высокоэн-
тропийных сплавов в кристаллическом и стеклооб-
разном состояниях.

Финансирование. Работа выполнена при под-
держке Российского научного фонда (грант № 23-
12-00162).
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Широко известны такие фазы сульфида серебра, как объемно-центрированный кубический аргентит и

моноклинный акантит. Традиционно акантит рассматривается как единственная низкотемпературная фа-

за сульфида серебра. Низкотемпературный моноклинный акантит можно рассматривать как результат

упорядочения атомов серы в неметаллической объемно-центрированной кубической подрешетке арген-

тита, сопровождающегося перераспределением атомов серебра. Однако нельзя исключить возможное

существование других низкотемпературных фаз сульфида серебра. Поиск модельных фаз сульфида се-

ребра выполнен с использованием эволюционного алгоритма. Рассмотрена возможность образования

фаз Ag2S с кубической, тетрагональной, орторомбической, тригональной, моноклинной и триклинной

симметриями. Расчет энергии когезии и энтальпии образования показал, что энергетически наиболее

благоприятно образование низкосмметричных фаз Ag2S. Вычислены упругие константы жесткости cij
всех предсказанных фаз Ag2S и определена их механическая устойчивость. Рассчитаны плотности элек-

тронных состояний предсказанных фаз Ag2S. Найдены каналы переходов беспорядок–порядок, связанные

с образованием из неупорядоченного аргентита низкотемпературного нерелаксированного моноклинного

акантита α-Ag2S и кубического (пространственная группа Pn3m) сульфида серебра Ag2S. Определены

пространственные распределения модулей Юнга и всестороннего сжатия кубического (пространственная

группа Pn3m) сульфида серебра Ag2S и установлена слабая анизотропии его упругих свойств.

DOI: 10.31857/S0044451024030076

1. ВВЕДЕНИЕ

Основными фазами сульфида серебра Ag2S

являются моноклинный (пространственная группа
P21/c) акантит α-Ag2S и объемно-центрирован-
ный кубический (пространственная группа Im3m)
аргентит β-Ag2S [1]. При охлаждении ОЦК-арген-
тита β-Ag2S ниже температуры 450K происходит
фазовый переход с образованием моноклинного
акантита α-Ag2S [2]. В кубическом аргентите
β-Ag2±δS с δ ≈ 0.002 может наблюдаться как
небольшой дефицит, так и небольшой избыток

* E-mail: gusev@ihim.uran.ru

серебра. Крупнокристаллический (bulk) моноклин-
ный акантит α-Ag2S является стехиометрическим,
тогда как наночастицы сульфида серебра с разме-
ром менее 50 нм являются нестехиометрическими,
имеют состав Ag1.93S и содержат вакантные узлы в
металлической подрешетке [3].

Согласно [4,5], структура акантита α-Ag2S явля-
ется результатом искажения ОЦК-подрешетки ато-
мов серы S в структуре аргентита β-Ag2S. Превра-
щение аргентит – акантит сопровождается искаже-
нием ОЦК-подрешетки атомов S до моноклинной
подрешетки и смещениями атомов серы и сереб-
ра [6]. В общем случае превращение ОЦК-аргентита
в низкотемпературный моноклинный акантит мож-
но рассматривать как упорядочение в ОЦК-подре-
шетке атомов серы S [7]. Вариант упорядочения
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аргентита с образованием моноклинной (простран-
ственная группа P21) фазы Ag2S был предложен в
работе [8]. По-видимому, при понижении темпера-
туры в сульфиде серебра кроме акантита могут об-
разовываться другие фазы сульфида серебра Ag2S

с иными структурами. Возможные модельные фа-
зы сульфида серебра Ag2S могут иметь кубическую,
тетрагональную, орторомбическую, тригональную,
моноклинную и триклинную симметрии.

Предсказание возможных модельных фаз суль-
фида серебра, имеющих иную, чем моноклинный
акантит, структуру, важно для получения сульфи-
дов серебра и сульфидных гетеронаноструктур ти-
па Ag2S/ZnS с регулируемой шириной запрещенной
зоны, что расширит потенциальное применение как
сульфидов Ag2S, так и гетероструктур Ag2S/ZnS.
В частности, применение фаз сульфида серебра, от-
личающихся по структуре от моноклинного аканти-
та, благодаря более высокой скорости переключения
позволит усовершенствовать работающие на основе
гетероструктур Ag2S/Ag резистивные переключате-
ли и энергонезависимые устройства памяти. Кро-
ме того, фазы сульфида серебра, отличающиеся от
моноклинного акантита, могут использоваться для
фотокаталитического окисления примесей в воде, а
также для фотокаталитического расщепления во-
ды как метода получения водорода. Именно потен-
циальная возможность существования низкотемпе-
ратурных фаз сульфида серебра, являющихся про-
изводными от высокотемпературного аргентита β-
Ag2S, но отличных от акантита α-Ag2S, вызвала
интерес к моделированию подобных структур. За-
метим, что экспериментально низкотемпературные
фазы Ag2S, отличные от акантита, никто не на-
блюдал, так как трансформация кристаллической
структуры акантита при температуре ниже 300K
кинетически затруднена, а дифракционные карти-
ны возможных родственных фаз Ag2S трудно раз-
личимы.

При моделировании фаз Ag2S учитывалось, что
ближайшие расстояния между атомами Ag долж-
ны быть больше, чем удвоенный атомный радиус
серебра, равный 0.144–0.146 нм [9], т. е. больше, чем
0.288–0.292 нм. Другими словами, атомы Ag в мо-
дельных фазах сульфида серебра Ag2S могут на-
ходиться друг от друга на расстоянии не менее
0.288–0.292 нм. В качестве энергетических харак-
теристик модельных фаз Ag2S рассчитывались их
энтальпии образования и энергии когезии, а для
оценки механической стабильности предсказанных
фаз использовались рассчитанные упругие констан-
ты жесткости cij .

2. МЕТОДЫ МОДЕЛИРОВАНИЯ

Поиск возможных модельных фаз Ag2S выпол-
нялся с помощью программы USPEX (Universal
Structure Predictor: Evolutionary Xtallography) [10].
Эволюционный алгоритм USPEX, использованный
для предсказания и моделирования кристалличе-
ских структур сульфидов серебра, подробно описан
в работах [11–13].

Полная энергия предсказанных модельных
структур рассчитывалась методом функционала
электронной плотности (DFT) [14] с использовани-
ем приближения обобщенного градиента (GGA) в
версии [15] и метода проекционных присоединен-
ных волн (PAW) [16], реализованного в коде VASP
(Vienna ab initio simulation package) [17]. Ступен-
чатая релаксация для определения равновесных
параметров элементарных ячеек и положений
атомов проводилась с помощью эволюционного
алгоритма USPEX [10], а также с использованием
алгоритма сопряженного градиента и квазиньюто-
новского алгоритма RMM-DIIS, представленных в
программном пакете VASP [18].

Термодинамическая устойчивость модельных
фаз сульфидов серебра Ag2S с разной кристалли-
ческой структурой оценивалась по их энтальпии
образования ∆Hf при T = 0К и P = 0 по реак-
ции 2Ag + S = Ag2S из металлического серебра
Ag (пространственная группа №225 — Fm3̄m) и
орторомбической серы S (пространственная груп-
па №70 — Fddd). Энтальпии образования ∆Hf

предсказанных фаз Ag2S определялись с учетом
реального числа атомов в элементарных ячейках
Ag, S и Ag2S. Элементарная ячейка металлического
серебра содержит четыре атома Ag (NAg–cond = 4),
элементарная ячейка орторомбической серы S

содержит 128 атомов S (NS–cond = 128), а пред-
сказанная фаза Ag2S содержит Z формульных
единиц. Число формульных единиц Ag2S совпадает
с числом атомов S в прогнозируемой фазе. С уче-
том этого энтальпия образования ∆Hf фазы Ag2S

определялась по формуле

∆Hf =

=
1

Z

[
Ephase −

NAgEAg–cond

NAg–cond
− NSES–cond

NS–cond

]
, (1)

где Ephase — энергия предсказанной фазы Ag2S,
EAg–cond = −10.86 эВ — энергия конденсирован-
ного металлического серебра Ag с кубической
(пространственная группа F m3̄m) структурой,
ES–cond = −528.17 эВ — энергия конденсированной
серы S с орторомбической (пространственная груп-
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па Fddd) структурой, NAg и NS — числа атомов
Ag и S в элементарной ячейке прогнозируемой
фазы Ag2S; Z — количество формульных единиц
в предсказываемой фазе Ag2S. Деление на Z

нормирует значения ∆Hf на одну формульную
единицу Ag2S (т. е. на один атом S). Энергии Ephase ,
EAg–cond и ES–cond были предварительно рассчита-
ны методом функционала электронной плотности в
программном пакете VASP.

Электронная структура и полная энергия фаз
Ag2S были изучены в рамках теории функциона-
ла плотности [14] с использованием приближения
обобщенного градиента [15] и метода проекционных
присоединённых волн [17], реализованных в коде
VASP [16, 18]. Диаграммы плотности электронных
состояний (DOS) рассчитывались методом тетраэд-
ров с поправками Блёхля (Blöchl) [19]. Кривые зон-
ной структуры строились по траекториям k-точек с
помощью инструмента SeeK-path, предложенного в
работе [20].

Константы упругой жесткости cij рассчитыва-
лись методом конечных разностей, реализованным
в программном пакете VASP [16–18]. Механическая
устойчивость модельных структур определялась с
использованием необходимых и достаточных крите-
риев, приведенных в работе [21].

3. РЕЗУЛЬТАТЫ И ОБСУЖДЕНИЕ

Согласно эволюционному алгоритму USPEX, на-
ряду с моноклинным акантитом α-Ag2S в качестве
альтернативных низкотемпературных фаз предпо-
ложительно могут формироваться кубические (про-
странственные группы Pn3m и Fd3m), тетрагональ-
ные (пространственные группы P4c2 и P4/mmm)
и тригональные (пространственные группы R3̄ и
R3̄m) фазы Ag2S.

Энергетические характеристики этих модельных
фаз Ag2S, предсказанных с помощью кода USPEX,
приведены в табл. 1.

Элементарные ячейки модельных кубических,
тетрагональных и тригональных фаз Ag2S, кото-
рые предположительно могут формироваться как
альтернативные низкотемпературные фазы наряду
с моноклинным акантитом α-Ag2S, показаны на
рис. 1. Векторы трансляции и атомные координаты
в элементарных ячейках этих модельных фаз Ag2S

приведены в табл. 2. Все эти модельные кристалли-
ческие структуры, а также описанные далее пред-
сказанные орторомбические, моноклинные и три-
клинная структуры Ag2S были визуализированы с
помощью программы VESTA [22].

Энтальпии образования ∆Hf модельных куби-
ческих фаз Ag2S с пространственными группами
Pn3m и Fd3m, показанных на рис. 1a, равны −0.191

и +3.573 эВ/форм. ед. (см. табл. 1). Ясно, что об-
разование модельной кубической (пространствен-
ная группа Fm3m) фазы Ag2S термодинамически
невозможно, тогда как модельная кубическая (про-
странственная группа Pn3m) структура Ag2S до-
статочно выгодна по энтальпии образования. Мо-
дельные тетрагональные структуры Ag2S с про-
странственными группами P4c2 и P4/mmm, рас-
считанные в коде USPEX, показаны на рис. 1b.
Энтальпии образования ∆Hf этих структур рав-
ны +0.394 и +1.313 эВ/форм. ед. (см. табл. 1). Судя
по положительным величинам энтальпий образова-
ния ∆Hf , образование таких тетрагональных струк-
тур сульфида серебра энергетически невозможно.
Рассчитанные энтальпии образования ∆Hf модель-
ных тригональных структур Ag2S (пространствен-
ная группа R3̄ и R3̄m), показанных на рис. 1c, почти
одинаковы и равны +0.042 и +0.041 эВ/форм. ед.
соответственно (см. табл. 1). Ясно, что образование
этих модельных тригональных структур Ag2S тоже
энергетически невыгодно.

Таким образом, среди кубических, тетрагональ-
ных и тригональных модельных фаз только пред-
сказанная кубическая (пространственная группа
Pn3m) структура Ag2S с энтальпией образова-
ния −0.191 эВ/форм. ед. может быть альтернатив-
ной низкотемпературной фазой сульфида серебра.

Элементарные ячейки модельных орторомбиче-
ских фаз Ag2S с пространственными группами
Cmce и Cmcm показаны на рис. 2. Векторы транс-
ляции и атомные координаты в элементарных ячей-
ках орторомбических фаз Ag2S приведены в табл. 3.
Рассчитанные энтальпии образования ∆Hf этих
структур равны −0.219 и −0.199 эВ/форм. ед. со-
ответственно (см. табл. 1), поэтому их образование
вполне возможно.

C помощью кода USPEX были рассчитаны так-
же моноклинные (пространственная группа P21/c)
модели структуры α-Ag2S (акантит) до релакса-
ции и после релаксации (рис. 3). Нерелаксированная
структура соответствует моноклинной (простран-
ственная группа P21/c) структуре акантита α-Ag2S,
описанной в работе [23]. Первоначальная релакса-
ция проводилась по энергии, затем структура пе-
ресчитывалась с более точными критериями сходи-
мости. Векторы трансляции и атомные координа-
ты в элементарных ячейках нерелаксированной и
релаксированной моноклинных (пространственная
группа P21/c) фаз сульфида серебра со структу-
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Таблица 1. Рассчитанные энтальпия образования ∆Hf и полное понижение симметрии Ntot предсказанных фаз сульфида

серебра. Ephase — энергия предсказанной структуры Ag2S, рассчитанная методом DFT в коде VASP

Симметрия и
пространственная группа

Число
атомов Z Ephase , эВ

∆Hf ,
эВ/(Ag2S
форм. ед.)

Ntot

NAg NS

Кубическая (224–Pn3m) 4 2 2 −19.498 −0.191 1.5

Кубическая (227–Fd3m) 32 16 16 −95.749 3.573 8

Тетрагональная (116–P4c2) 8 4 4 −36.655 0.394 12

Тетрагональная (123–P4/mmm) 2 1 1 −8.2445 1.313 1.5

Тригональная (148–R3̄) 2 1 1 −9.516 0.042 4

Тригональная (166–R3̄m) 4 2 2 −19.033 0.041 4

Орторомбическая (64–Cmce) 16 8 8 −78.216 −0.219 30

Орторомбическая (63–Cmcm) 8 4 4 −39.027 −0.199 12

Моноклинная (14–P21/c)
нерелаксированный акантит

8 4 4 −38.361 −0.033 24

Моноклинная (14–P21/c)
релаксированный акантит

8 4 4 −39.028 −0.199 30

Моноклинная (14–P21/c) 8 4 4 −39.107 −0.219 36

Триклинная (1–P1) 8 4 4 −39.125 −0.223 96

рой акантита α-Ag2S приведены в табл. 4. Лучшей
по энтальпии образования оказалась релаксирован-
ная моноклинная (пространственная группа P21/c)
модель акантита α-Ag2S. Энтальпии образования
∆Hf нерелаксированной структуры акантита равна
−0.033 эВ/форм. ед., тогда как энтальпии образова-
ния ∆Hf релаксированной структуры акантита су-
щественно меньше и составляет −0.199 эВ/форм. ед.
(см. табл. 1).

Расчет показал, что рентгенограмма нерелакси-
рованного акантита с большой точностью совпада-
ет с экспериментальными рентгенограммами круп-
нокристаллического моноклинного (пространствен-
ная группа P21/c) акантита α-Ag2S [23]. После ре-
лаксации акантита несколько изменились парамет-
ры элементарной ячейки и, соответственно, коорди-
наты атомов Ag и S (см. табл. 4). В результате атом-
ных смещений в релаксированной фазе наблюда-
ется более упорядоченное размещение атомов, осо-
бенно атомов Ag, по сравнению с нералаксирован-
ным акантитом (см. рис. 3). В частности, атомы Ag

преимущественно располагаются в атомных плоско-
стях, перпендикулярных осям a и c элементарной
ячейки. Заметим, что в многочисленных экспери-
ментальных исследованиях сульфида серебра, обоб-
щенных в работе [5], в качестве низкотемпературной
фазы независимо от способа и условий синтеза на-
блюдался только нерелаксированный акантит.

Расчет других модельных структур Ag2S пока-
зал, что описанная в литературе [4,23] моноклинная
структура акантита α-Ag2S является не единствен-
но возможной и наиболее энергетически выгодной
низкотемпературной фазой сульфида серебра. В ре-
зультате расчетов удалось найти моноклинную (про-
странственная группа P21/c) фазу Ag2S (рис. 4, сле-
ва) с более низкой энергией в основном состоянии
по сравнению с релаксированным акантитом. Век-
торы трансляции и атомные координаты в элемен-
тарной ячейке этой моноклинной (пространствен-
ная группа P21/c) фазы сульфида серебра приведе-
ны в табл. 5. Энтальпия образования ∆Hf этой мо-
ноклинной (пространственная группа P21/c) фазы
Ag2S равна −0.219 эВ/форм. ед. (см. табл. 1), т. е. на
0.02 эВ/форм. ед. меньше энтальпии релаксирован-
ного акантита.

В результате проведенного моделирования дру-
гих возможных структур Ag2S удалось установить,
что моноклинные фазы сульфида серебра Ag2S не
самые энергетически выгодные низкотемператур-
ные фазы. Расчеты позволили найти триклинную
(пространственная группа P1) фазу Ag2S (рис. 4,
справа). Эта фаза Ag2S имеет самые низкие энергию
когезии Ecoh = −8.304 эВ/форм. ед. и энтальпию об-
разования ∆Hf = −0.223 эВ/форм. ед. (см. табл. 1)
в основном состоянии при T = 0K и P = 0. Векторы
трансляции и атомные координаты в элементарной
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Рис. 1. Элементарные ячейки возможных упорядоченных структур Ag2S, производных от аргентита: a — модельные

кубические фазы Ag2S с пространственными группами 224–Pn3m и 227–Fd3m, b — модельные тетрагональные фазы

Ag2S с пространственными группами 116–P4c2 и 123–P4/mmm, c — модельные тригональные фазы Ag2S с простран-

ственными группами 148–R3̄ и 166–R3̄m

ячейке триклинной (пространственная группа P1)
фазы Ag2S приведены в табл. 5.

Расчеты модельных структур сульфида сереб-
ра Ag2S с помощью эволюционного алгоритма
USPEX [10–13] показали, что понижение симмет-
рии фаз Ag2S от кубической, тетрагональной и
тригональной до орторомбической, моноклинной
и, особенно, триклинной кристаллографических
систем сопровождается уменьшением их энергии
и образованием наиболее энергетически выгодных
структур. Действительно, превращение высокотем-
пературного кубического (пространственная группа

Im3m) аргентита β-Ag2S в любую модельную
структуру Ag2S будет происходить с понижением
симметрии.

Кристаллографические точечные группы и все
элементы их симметрии перечислены в моногра-
фии [24] в соответствии с обозначениями, приняты-
ми в [25]: 48 элементов полной кубической группы
симметрии m3m (Oh) последовательно обозначены
от h1 до h48.

Точечная группа m3m (Oh) ОЦК-аргентита
β-Ag2S включает все 48 элементов симметрии
h1–h48 кубической группы [24], т. е. Nh–arg = 48.
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Таблица 2. Предсказанные модельные кубические, тетрагональные и тригональные структуры Ag2S

Симметрия
Пространственная
группа

Атом
Позиция и
кратность

Атомные координаты
в модельных структурах

x/a ≡ x/a y/b ≡ y/b z/c ≡ z/c

Кубическая 1) 224–Pn3m Ag 4(b) 0.2500001 0.2500001 0.2500001

S 2(a) 0 0 0
2) 227–Fd3m Ag 32(e) 0.0800106 0.0800106 0.0800106

S1 8(a) 0 0 0

S2 8(b) 0.5 0.5 0.5

Тетрагональная 3) 116–P4c2 Ag1 4(e) 0.2303562 0.2303562 0.25

Ag2 4(f) 0.2303562 0.2303562 0.75

S1 2(b) 0.5 0.5 0.25

S2 2(c) 0 0 0
4) 123–P4/mmm Ag1 1(a) 0 0 0

Ag2 1(b) 0 0 0.5

S 1(d) 0.5 0.5 0.5

Тригональная 5) 148–R3̄ Ag 2(c) 0.2500007 0.2500007 0.2500007

S 1(a) 0 0 0
6) 166–R3̄m Ag1 2(c) 0.1249771 0.1249771 0.1249771

Ag2 2(c) 0.3750229 0.3750229 0.3750229

S1 1(a) 0 0 0

S2 1(b) 0.5 0.5 0.5

1) Параметры предсказанной элементарной ячейки (пространственная группа Pn3m): a = b = c = 0.544009 нм, Z = 2,

V = 0.16099736 нм3, a = [100]cub , b = [010]cub , c = [001]cub .
2) Параметры предсказанной элементарной ячейки (пространственная группа Fd3m): a = b = c = 1.723559 нм, Z = 8,

V = 5.120101924 нм3, a = [100]cub , b = [010]cub , c = [001]cub .
3) Параметры предсказанной элементарной ячейки (пространственная группа P4c2): a = b = 0.628234 нм,

c = 0.715433 нм, Z = 4, V = 0.282365157 нм3, a = [100]tetr , b = [010]tetr и c = [001]tetr .
4) Параметры предсказанной элементарной ячейки (пространственная группа P4/mmm): a = b = 0.357475 нм,

c = 0.546104 нм, Z = 1, V = 0.069785624 нм3, a = [100]tetr , b = [010]tetr , c = [001]tetr .
5) Параметры предсказанной элементарной ячейки (пространственная группа R3̄): a = b = c = 0.440645 нм,

α = 60.005◦, V = 0.060506592 нм3, Z = 1.
6) Параметры предсказанной элементарной ячейки (пространственная группа R3̄m): a = b = c = 0.763092 нм,

α = 33.5637◦ , V = 0.120980424 нм3, Z = 2.

Вращательное снижение симметрии Nrot равно
отношению числа элементов симметрии точеч-
ной группы аргентита к числу элементов сим-
метрии Nh–phase , входящих в точечную группу
рассматриваемой модельной структуры Ag2S, т. е.
Nrot = Nh–arg/Nh–phase = 48/Nh–phase . Понижение
трансляционной симметрии равно относительному
изменению объема элементарной ячейки при пре-
вращении аргентита в модельную структуру Ag2S.
Общее понижение симметрии Ntot = Nrot × Ntr

есть произведение вращательного понижения сим-
метрии на понижение трансляционной симметрии.
Например, при переходе аргентита в моноклин-

ный акантит α-Ag2S объем элементарной ячейки
увеличивается в два раза, т. е. Ntr = 2; точечная
группа 2/m (C2h) акантита включает Nh–acanth = 4

элемента симметрии h1, h4, h25 и h28, поэтому
Nrot = 12, а общее понижение симметрии Ntot

равно 24. Понижение симметрии Ntot предсказан-
ных модельных фаз Ag2S относительно аргентита
приведено в табл. 1. На примере структур сульфида
серебра с одинаковой моноклинной (пространствен-
ная группа P21/c) симметрией особенно наглядно
видно, что наибольшее понижение симметрии при-
водит к образованию фаз с наименьшей энтальпией
образования (см. табл. 1).
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Рис. 2. Элементарные ячейки модельных орторомбических фаз Ag2S с пространственными группами 64–Cmce

и 63–Cmcm

Таблица 3. Предсказанные модельные орторомбические структуры Ag2S

Пространственная
группа

Атом
Позиция и
кратность

Атомные координаты в модельных структурах

x/a ≡ x/aorthorh y/b ≡ y/borthorh z/c ≡ z/corthorh
1) 63–Cmcm Ag 4(b) 0 0.5 0

Ag 4(c) 0 0.04657 0.25

S 4(c) 0 0.68496 0.25
2) 64–Cmce Ag1 8(e) 0.25 0.22162 0.25

Ag2 8(f) 0 0.02841 0.75496

S 8(f) 0 0.72452 0.39559

1) Параметры предсказанной элементарной ячейки (пространственная группа Cmcm): a = 0.461442 нм,

b = 0.738306 нм, c = 0.791054 нм, V = 0.269500 нм3, Z = 4.
2) Параметры предсказанной элементарной ячейки (пространственная группа Cmce): a = 0.832398 нм,

b = 0.834841 нм, c = 0.862424 нм, V = 0.599315 нм3, Z = 8.

Все рассмотренные модельные низкотемператур-
ные фазы Ag2S весьма похожи по своему электрон-
ному строению. В их зонной структуре наблюдает-
ся запрещенная зона шириной от 0.6 до 1.5 эВ, ука-
зывающая на полупроводниковые свойства предска-
занных фаз Ag2S. Для релаксированных структур
Ag2S ширина запрещенной зоны Eg изменяется от
1.02 до 1.16 эВ и близка к экспериментально изме-
ренным значениям 0.9–1.1 эВ [5].

Зонная структура нерелаксированного и релак-
сированного моноклинного (пространственная груп-
па P21/c) акантита α-Ag2S показана рис. 5a и 5b со-
ответственно. Хорошо видно, что нерелаксирован-
ный акантит является прямозонным полупровод-
ником. В результате релаксации зонная структура
несколько изменилась, так как электрон, находя-
щийся вблизи дна зоны проводимости, приобрел им-
пульс, отличающийся от импульса электрона, распо-

ложенного вблизи максимума валентной зоны. Та-
ким образом, релаксированный акантит становится
непрямозонным полупроводником.

Плотности состояний нерелаксированного и ре-
лаксированного моноклинного (пространственная
группа P21/c) акантита α-Ag2S показаны на рис. 6a
и 6b соответственно. Структура нерелаксированно-
го акантита, сформированная по рентгеноструктур-
ным данным [23], имеет значительно меньшую ши-
рину запрещенной зоны, 0.72 эВ, по сравнению с
Eg = 1.02 эВ релаксированного акантита α-Ag2S.
Состояния вблизи уровня Ферми сформированы 4d-
орбиталями Ag, состояния 3p S наиболее выражены
в диапазонах энергий ниже 0.5–2.0 и 4.5–6.0 эВ от-
носительно уровня Ферми.

Полная и парциальные плотности состояний
предсказанной триклинной (пространственная
группа P1) структуры Ag2S с наименьшей эн-
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Рис. 3. Элементарные ячейки моноклинных (пространственная группа P21/c) фаз со структурой акантита α-Ag2S. a —

структура до релаксации [23], b — структура после релаксации

Рис. 4. Элементарная ячейка модельной моноклинной (пространственная группа P21/c) фазы Ag2S (слева) с наимень-

шей среди предсказанных моноклинных структур энтальпией образования ∆Hf = −0.219 эВ/форм. ед. и элементарная

ячейка модельной триклинной (пространственная группа P1) фазы Ag2S (справа) с наименьшей энтальпией образования

∆Hf = −0.223 эВ/форм. ед.

тальпией образования ∆Hf = −0.223 эВ/форм. ед.
(см. табл. 1) показаны на рис. 6c. Ширина запре-
щенной зоны Eg триклинного сульфида серебра
равна 1.16 эВ. Ширина запрещенной зоны Eg ор-
торомбического (пространственная группа Cmce)
сульфида серебра составляет 1.04 эВ (рис. 6d), что
чуть больше Eg релаксированного акантита. Для
моноклинного (пространственная группа P21/c)
акантита и орторомбического (пространственная
группа Cmce) сульфида серебра край валентной зо-
ны вблизи уровня Ферми имеет наклон (см. рис. 6a,
6b и 6d) и напоминает экспериментальные опти-

ческие спектры [26, 27]. Ширина валентной зоны
акантита приближенно равна 4–6 эВ, что совпада-
ет с данными эксперимента по фотоэлектронной
спектроскопии сульфида серебра [8, 28].

Предсказанная кубическая (пространственная
группа Pn3m) структура Ag2S была предложена
как производная от структуры ОЦК (простран-
ственная группа Im3m) аргентита β-Ag2S. Энталь-
пия образования ∆Hf = −0.191 эВ/форм. ед. этой
структуры является одной из наименьших среди
предсказанных фаз сульфида серебра. Электронная
структура предсказанной кубической (простран-
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Таблица 4. Моноклинные (пространственная группа 14 − P21/c) α-Ag2S структуры акантита до релаксации [27] и после

релаксации

Моноклинная
(пространственная
группа P21/c) α-Ag2S

Атом
Позиция и
кратность

Атомные координаты в модельных структурах

x/a ≡ x/amon y/b ≡ y/bmon z/c ≡ z/cmon

1) Нерелаксированная
элементарная ячейка [27]

Ag1 4(e) 0.07157 0.48487 0.80943

Ag2 4(e) 0.27353 0.67586 0.56247

S 4(e) 0.4922 0.2341 0.13217
2) Релаксированная
элементарная ячейка

Ag1 4(e) 0.04498 0.74996 0.47750

Ag2 4(e) 0.50004 0.00001 0.25002

S1 4(e) 0.31581 0.25002 0.34210

1) Параметры нерелаксированной элементарной ячейки (пространственная группа P21/c): a = 0.42264 нм,

b = 0.69282 нм, c = 0.953171 нм, α = 90◦, β = 125.554◦ , γ = 90◦, V = 0.227068 нм3, Z = 4.
2) Параметры релаксированной элементарной ячейки (пространственная группа P21/c): a = 0.435628 нм,

b = 0.791975 нм, c = 0.871257 нм, α = 9◦, β = 116.111◦ , γ = 90◦, V = 0.269911 нм3, Z = 4.

(a) (b)

Рис. 5. Зонная структура нерелаксированного (a) и релаксированного (b) моноклинного (пространственная группа P21/c)

акантита α-Ag2S

ственная группа Im3m) фазы Ag2S (см. рис. 6e)
заметно отличается от плотностей состояний дру-
гих низкотемпературных фаз Ag2S. Валентная
зона кубической (пространственная группа Pn3m)
структуры Ag2S расщеплена, а ширина запре-
щенной зоны составляет 1.54 эВ, т. е. примерно
на 50% больше, чем Eg других предсказанных
структур Ag2S.

Найдем каналы структурных фазовых перехо-
дов беспорядок–порядок, связанные с образовани-
ем предсказанных моноклинного (пространственная
группа P21/c) нерелаксированного акантита α-Ag2S
и кубической (пространственная группа Pn3m) фа-

зы Ag2S из ОЦК-аргентита (пространственная груп-
па Im3m) β-Ag2S. Согласно [4] векторы трансляции
элементарной ячейки идеальной моноклинной (про-
странственная группа P21/c) фазы α-Ag2S в базис-
ной решетке с ОЦК-структурой имеют вид

aP21/c = (abcc + bbcc − cbcc)/2 =

= {1/2 1/2 −1/2}bcc,

bP21/c = (abcc − bbcc) = {1 −1 0}bcc
и

cP21/c = 2cbcc = {0 0 2}bcc.

382



ЖЭТФ, том 165, вып. 3, 2024 Предсказание низкотемпературных фаз. . .

Таблица 5. Предсказанные модельные моноклинная (пространственная группа 14–P21/c) и триклинная (пространствен-

ная группа 1–P1) структуры Ag2S

Симметрия и
пространственная группа

Атом
Позиция и
кратность

Атомные координаты в модельных структурах

x/a ≡ x/a y/b ≡ y/b z/c ≡ z/c
1) Моноклинная
(пространственная группа
14− P21/c)

Ag1 4(e) 0.52641 0.24248 0.47333

Ag2 4(e) 0.02658 0.25188 0.47346

S 4(e) 0.52441 0.39461 0.22983
2) Триклинная
(пространственная группа
1− P1)

Ag1 1(a) 0.86160 0.11768 0.65392

Ag2 1(a) 0.18251 0.45397 0.34767

Ag3 1(a) 0.68702 0.45957 0.35685

Ag4 1(a) 0.02431 0.56922 0.00840

Ag5 1(a) 0.52371 0.56411 0.00802

Ag6 1(a) 0.36410 0.10713 0.66484

Ag7 1(a) 0.00327 0.00177 0.00153

Ag8 1(a) 0.50720 0.00312 0.01042

S1 1(a) 0.62789 0.41309 0.70515

S2 1(a) 0.90766 0.15612 0.30911

S3 1(a) 0.11466 0.85369 0.70273

S4 1(a) 0.42086 0.71554 0.31158

1) Параметры нерелаксированной моноклинной элементарной ячейки (пространственная группа P21/c):

a = 0.590253 нм, b = 0.863974 нм, c = 0.836796 нм, α = 90◦, β = 135.1413◦ , γ = 90◦, V = 0.301002437 нм3, Z = 4.
2) Параметры триклинной элементарной ячейки (пространственная группа P1: a = 0.593602 нм, b = 0.706832 нм,

c = 0.781798 нм, α = 116.4408◦ , β = 110.9258◦ , γ = 91.3246◦ , V = 0.267753731 нм3, Z = 4.

Базисные векторы b∗
i обратной решетки,

b∗
1 = a∗P21/c

, b∗
2 = b∗

P21/c
, b∗

3 = c∗P21/c
,

определяются через трансляционные векторы ai
(a1 ≡ a∗P21/c

, a2 ≡ b∗
P21/c

, a3 ≡ c∗P21/c
) элементар-

ной ячейки по формуле

b∗
t = 2π

aj × ak

a1 · (a2 × a3)
, (2)

где i, j, k = 1, 2, 3.

Согласно расчету векторы обратной решетки
нерелаксированного моноклинного акантита α-Ag2S
равны

a∗ = {1 1 0}, b∗ = {−1/2 −1/2 0},
c∗ = {1/4 1/4 1/2}

в единицах 2π/a. Первая зона Бриллюэна базис-
ной объемно-центрированной кубической решетки
имеет форму ромбододекаэдра. Комбинирование и

трансляция найденных векторов обратной решетки
показали, что в первой зоне Бриллюэна базисной
объемно-центрированной кубической неметалличе-
ской подрешетки аргентита находятся шесть неэк-
вивалентных сверхструктурных векторов. Два из
них — сверхструктурные волновые векторы

k
(1)
9 = b3/2, k

(2)
9 = (b2 − b1)/2,

которые принадлежит шестилучевой лифшицевской
звезде {k9} с элементами — представителями сим-
метрии h1, h2, h5, h6, h9 и h11. Четырьмя други-
ми сверхструктурными векторами являются сверх-
структурные волновые векторы

k
(1)
4 = µb3 = (1/4 1/4 0),

k
(2)
4 = µ(b2 − b1) = (1/4 −1/4 0)

и противоположные волновые векторы

k
(7)
4 = −k

(1)
4 , k

(8)
4 = −k

(2)
4 .
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Рис. 6. Полная и парциальные Ag 4d-, Ag 5s- и S 3p-плот-

ности состояний модельных структур сульфида серебра.

Нерелаксированный (a) и релаксированный (b) моноклин-

ный (пространственная группа P21/c) акантит α-Ag2S; c —

предсказанная триклинная (пространственная группа P1)

структура Ag2S, d — предсказанная орторомбическая (про-

странственная группа Cmce) структура Ag2S, е — релак-

сированная кубическая (пространственная группа Pn3m)

структура Ag2

Эти векторы являются лучами 12-лучевой нелиф-
шицевской звезды {k4} с текущим параметром
µ4 = 1/4 и элементами симметрии h1, h2, h5, h6,
h9, h11, h25, h26, h29, h30, h33 и h35. Здесь и далее
нумерация и описание звезд {ks} волновых векто-
ров обратной решетки ОЦК-структуры и их лучей
даны в соответствии с [29],

b1 = (0 1 1), b2 = (1 0 1), b3 = (1 1 0)

— структурные векторы обратной решетки базисной
ОЦК-решетки в единицах 2π/a; поворотные элемен-
ты симметрии hi кубической группы в матричном
виде описаны в [24]. Эти шесть сверхструктурных
векторов входят в канал фазового перехода, свя-

занный с образованием обсуждаемой моноклинной
(пространственная группа P21/c) сверхструктуры
α-Ag2S (рис. 7a).

Векторы трансляции примитивной кубической
(пространственная группа Pn3m) ячейки фазы
Ag2S в базисной решетке с ОЦК-структурой имеют
вид

aPn−3m = (1/2 1 0), bPn−3m = (−1/2 1 0),

cPn−3m = (1/2 0 1).

Согласно расчету по формуле (2), базисные векторы
b∗
i обратной решетки кубической фазы Ag2S,

b∗
1 = aPn−3m, b∗

2 = bPn−3m, b∗
3 = cPn−3m,

найденные через трансляционные векторы прими-
тивной кубической ячейки, равны

a∗ = {1 1/2 −1/2}, b∗ = {1 −1/2 −1/2},
c∗ = {0 0 1}

в единицах 2π/a. Комбинируя и транслируя эти век-
торы, получаем, что в первой зоне Бриллюэна базис-
ной объемно-центрированной кубической неметал-
лической подрешетки находятся три неэквивалент-
ных сверхструктурных вектора:

k
(1)
12 = c∗ = (0 0 1), k

(2)
12 = a∗ − b∗ = (0 1 0),

k
(5)
12 = −b∗ + k

(3)
12 = (0 1/2 1/2).

Два сверхструктурных вектора принадлежат 3-лу-
чевой лифшицевской звезде k12 с элементами —
представителями симметрии h1, h5 и h9 и один век-
тор принадлежит 6-лучевой лифшицевской звезде
k9 с элементами — представителями симметрии h1,
h2, h5, h6, h9 и h11. Эти три сверхструктурных век-
тора входят в канал фазового перехода, связанный
с образованием кубической (пространственная груп-
па Pn3m) сверхструктуры Ag2S (рис. 7b).

Таким образом, удалось найти каналы перехо-
дов беспорядок–порядок, связанные с образовани-
ем предсказанных моноклинного (пространственная
группа P21/c) нерелаксированного акантита α-Ag2S
и кубической (пространственная группа Pn3m) фа-
зы Ag2S из объемно-центрированного (простран-
ственная группа Im3m) аргентита β-Ag2S.

Постоянные упругой жесткости cij предсказан-
ных модельных фаз сульфида серебра Ag2S рассчи-
тывались в программном пакете VASP. Постоянные
упругой податливости sij определялись вычислени-
ем матриц (S) констант упругой податливости, кото-
рые обратны матрицам (C), т. е. (S) = (C)−1. Мы на-
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Рис. 7. Сверхструктурные векторы обратной решетки нерелаксированного моноклинного (пространственная группа P2/c)

акантита α-Ag2S (a) и предсказанной кубической (пространственная группа Pn3m) фазы Ag2S (b), входящие в соот-

ветствующие каналы фазовых переходов беспорядок–порядок, и их положение в первой зоне Бриллюэна ОЦК-решетки

неупорядоченного аргентита β–Ag2S

шли матрицы (S) предсказанных структур Ag2S вы-
числением обратных матриц с использованием про-
граммы [30] для расчета обратных матриц.

Рассчитанные упругие константы cij использова-
лись для оценки механической стабильности пред-
сказанных модельных фаз Ag2S с помощью крите-
риев Борна [31] и необходимых и достаточных усло-
вий упругой устойчивости разных кристаллических
систем, описанных в работе [21].

Необходимым, но не достаточным условием ме-
ханической стабильности кристалла любой симмет-
рии является положительность всех диагональных
элементов матрицы констант упругой жесткости,
т. е. cii > 0, i = 1–6.

Критерии устойчивости кубических кристаллов
имеют вид [21, 31]

cii > 0, c11 > c12, c44 > 0, с11 + 2с12 > 0.

Эти критерии выполняются для кубических (про-
странственная группа Fd3m и Pn3m) модельных
фаз Ag2S, поэтому они являются механически ста-
бильными. Однако положительная энтальпия обра-
зования кубической фазы с пространственной груп-
пой Fd3m исключает существование такой фазы.

Условия механической стабильности тетраго-
нальных и тригональных кристаллов имеют вид [21]

c11 > |c12|, c44 > 0, c66 > 0,

(c11 + c12)c33 > 2c213
и

c11 > |c12|, c44 > 0, (c11 + c12)c33 > 2c213,

(c11 − c12)c44 > 2c214 + 2c215.

Константы упругой жесткости рассмотренных мо-
дельных тетрагональных (пространственная группа
P4/mmm и P4c2) и тригональных (пространствен-
ная группа R3̄ и R3̄m) фаз Ag2S не удовлетворяют
этим условиям, поэтому предсказываемые тетраго-
нальные и тригональные фазы Ag2S механически
нестабильны.

Необходимые и достаточные условия механиче-
ской стабильности [21] выполняются для орторомби-
ческих (пространственные группы Cmcm и Cmce)
модельных фаз Ag2S, поэтому данные фазы яв-
ляются механически устойчивыми. Для нерелакси-
рованного и релаксированного моноклинного (про-
странственная группа P21/c) акантита α-Ag2S кон-
станты упругой жесткости

cii > 0, c22 + c33 > 2c23,

c11 + c22 + c33 > 2(c12 + c13 + c23), c33c55 > c235

и
c44c66 > c246

удовлетворяют необходимым и достаточным усло-
виям механической устойчивости, поэтому указан-
ные моноклинные (пространственная группа P21/c)
фазы Ag2S механически стабильны. Для триклин-
ной (пространственная группа P1) модельной фа-
зы Ag2S константы упругой жесткости cii > 0. С

6 ЖЭТФ, вып. 3
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учетом этого можно считать, что триклинная (про-
странственная группа P1) модельная фаза Ag2S

удовлетворяет условиям механической устойчиво-
сти и является механически устойчивой.

Таким образом, среди рассмотренных низко-
температурных модельных фаз сульфида сереб-
ра механической стабильностью обладают толь-
ко кубическая (пространственная группа Pn3m),
орторомбические (пространственная группа Cmcm

и Cmce), моноклинные (пространственная группа
P21/c) и триклинная (пространственная группа P1)
структуры Ag2S.

Рассчитанные константы упругой жесткости
предсказанной кубической (пространственная
группа Pn3m) структуры Ag2S равны

c11 = 46.2, c12 = 43.2, c44 = 1.2Па.

Кубические кристаллы обладают анизотропией
упругих свойств [32]. Согласно [32] зависимости
модулей упругости от кристаллографического
направления можно представить через тригономет-
рические функции направляющих углов θ. Другой
вариант представления зависимостей модуля Юнга
Ehkl, постоянной Пуассона µhkl и модуля сдвигаGhkl
кубических кристаллов от кристаллографического
направления [hkl] реализован в работе [33]. Нали-
чие угловых зависимостей модулей упругости или
зависимостей модулей от кристаллографического
направления [hkl] свидетельствует об анизотропии
упругих свойств кубических кристаллов.

Упругая матрица кубических кристаллов вклю-
чает всего три независимые положительные кон-
станты упругой жесткости c11, c12 и c44. Соглас-
но [33] модули упругости Юнга E и сдвига G и по-
стоянная Пуассона µ кубических кристаллов имеют
вид

Ehkl =

=
(c11 − c12)(c11 + 2c12)c44

(c11 + c12)c44 − (2c44 − c11 + c12)(c11 + 2c12)Γ
,

(3)

Ghkl =
2(c11 − c12)c44

4c44 − 6(2c44 − c11 + c12)Γ
, (4)

µhkl =
1

2
− Ehkl

2(c11 + 2c12)
. (5)

В формулах (3)–(5) величина Γ представляет собой
фактор анизотропии кубических кристаллов,

Γ =
h2k2 + h2l2 + k2l2

(h2 + k2 + l2)2
.

Модуль всестороннего сжатия B кубических кри-
сталлов не зависит от направления [hkl] [32] и равен

B =
c11 + 2c12

3
. (6)

Рис. 8. Пространственное распределение модуля упру-

гости Ehkl объемно-центрированного кубического (про-

странственная группа Im3m) аргентита β-Ag2S при тем-

пературе 470 K

Рассчитанные константы упругой жесткости вы-
сокотемпературного сульфида серебра — объем-
но-центрированного кубического (пространственная
группа Im3m) аргентита β-Ag2S при T = 470K
равны

c11 = 89.6, c12 = 4.0, c44 = 17.2ГПа.

Как уже было отмечено, аргентит β-Ag2S является
высокотемпературной фазой сульфида серебра, от-
носительно которой предсказанные низкотемпера-
турные структуры Ag2S являются упорядоченны-
ми фазами. Рассчитанное пространственное трех-
мерное распределение модуля упругости Ehkl ОЦК-
аргентита β-Ag2S при температуре 470K показано
на рис. 8.

Максимальная величина модуля упругости Ehkl
аргентита β-Ag2S при T = 470K в направлениях
[100], [010] и [001] и обратных направлениях равна
83.3ГПа, минимальную величину 40.14ГПа модуль
упругости Ehkl аргентита β-Ag2S имеет в направле-
ниях [±0.7071 ± 0.7071 ± 0.7071].

Пространственные трехмерные распределе-
ния модуля Юнга Ehkl и модуля всестороннего
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Рис. 9. Пространственные распределения модуля Юнга Ehkl (a) и модуля всестороннего сжатия B (b) предсказанного

кубического (пространственная группа Pn3m) сульфида серебра Ag2S

сжатия Bhkl кубического (пространственная груп-
па Pn3m) сульфида серебра Ag2S показаны на
рис. 9. Наибольший модуль Юнга Emax = 44.5ГПа
наблюдается для внешней деформации, прило-
женной вдоль одного из кристаллографических
направлений [001], [010] или [100]. Наименьшая
величина Emin = 35.7ГПа наблюдается в восьми
эквивалентных направлениях [±1 ±1 ±1] в точках
с координатами h = k = l = ±0.7071. Модуль
всестороннего сжатия Bhkl одинаков во всех на-
правлениях [hkl] и имеет сферическую форму,
рассчитанная величина модуля Bhkl кубического
(пространственная группа Pn3m) сульфида серебра
Ag2S составляет 44.2ГПа.

Для оценки анизотропии кубических кристаллов
используется критерий анизотропии Зенера [34]

Aan =
2c44

c11 − c12
.

Критерий Зенера Aan = 1 соответствуют идеально
изотропным кубическим кристаллам. Для аргенти-
та β-Ag2S критерий Зенера Aan = 0.4, что указывает
на значительную анизотропию упругих свойств ар-
гентита. Для обсуждаемого кубического (простран-
ственная группа Pn3m) сульфида серебра Ag2S кри-
терий Aan = 0.8, что свидетельствуют о небольшой
анизотропии упругих свойств предсказанного куби-
ческого (пространственная группа Pn3m) сульфида
серебра, особенно в сравнении с аргентитом.

4. ЗАКЛЮЧЕНИЕ

С помощью эволюционного алгоритма USPEX
выполнен поиск модельных низкотемпературных
фаз сульфида серебра. Рассмотрена возможность
образования фаз Ag2S, имеющих кубическую, тет-
рагональную, орторомбическую, тригональную, мо-
ноклинную и триклинную симметрии. Расчет эн-
тальпии образования показал, что энергетически
наиболее благоприятно образование низкосиммет-
ричных фаз Ag2S. Определена механическая устой-
чивость всех предсказанных фаз Ag2S. Показано,
что кубическая (пространственная группа Pn3m),
орторомбические (пространственные группы Cmcm

и Cmce) и моноклинные (пространственные груп-
пы P21 и P21/c) предсказанные фазы Ag2S явля-
ются механически стабильными. Установлено, что
в зонной структуре всех рассмотренных низкотем-
пературных модельных фаз сульфида серебра име-
ется запрещенная зона, свидетельствующая об их
полупроводниковых свойствах. Найдены каналы пе-
реходов беспорядок–порядок, связанные с образо-
ванием из неупорядоченного аргентита низкотемпе-
ратурного нерелаксированного моноклинного (про-
странственная группа P21/c) акантита α-Ag2S и ку-
бического (пространственная группа Pn3m) суль-
фида серебра Ag2S. Определены пространственные
распределения модуля Юнга Ehkl и модуля всесто-
роннего сжатия Bhkl кубического (пространствен-
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ная группа Pn3m) сульфида серебра Ag2S, установ-
лена слабая анизотропии упругих свойств предска-
занного кубического сульфида серебра.

Финансирование. Исследование выполнено
при поддержке Российского научного фонда (про-
ект №19-79-10101-П) в Институте химии твердого
тела УрО РАН. Вычисления были выполнены на
суперкомпьютере Uran в Институте математики и
механики УрО РАН.
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Исследован фазовый переход из парамагнитной в ферромагнитную фазу в вандерваальсовом объемном

соединении Fe3GeTe2. Использован ренормгрупповой подход, действие для которого построено с ис-

пользованием теоретико-группового анализа определения неприводимого представления пространствен-

ной группы, ответственного за этот переход, в случае локализованных на железе магнитных моментов.

Показано, что такое представление, допускающее ориентацию магнитных моментов вдоль оси c кристал-

ла, существует. Влияние вакансий в одной из позиций железа на этот переход рассмотрено с помощью

метода реплик по аналогии с описанием вмороженных примесей. Найден степенной закон изменения

намагниченности вблизи перехода с учетом наличия вакансий. Определено условие, когда вакансии по-

давляют этот переход. Возможное влияние сильных электронных корреляций и свободных электронов

на устойчивость ферромагнитной фазы проанализировано с помощью t–J-модели для невырожденных

электронов. В обобщенном приближении случайных фаз дополнительный вклад свободных электронов в

формирование дальнего ферромагнитного порядка осуществляется через паулиевскую восприимчивость

газа свободных электронов. Выписано условие устойчивости ферромагнитного состояния в этом случае.

DOI: 10.31857/S0044451024030088

1. ВВЕДЕНИЕ

Слоистые материалы со слабой межслойной ван-
дерваальсовой связью вызывают повышенный ин-
терес. Связано это с тем, что свойствами систе-
мы можно управлять, заменяя одни слои на другие
или понижая размерность соединения, выделяя од-
нослойные компоненты. Понижение же размерности
приводит к усилению квантовых эффектов, что мо-
жет оказаться полезным в приложениях. Примером
такого соединения является дихалькогенид железа
Fe3GeTe2. Это соединение является металлическим
ферромагнетиком [1–3].При этом из расчетов на ос-
нове функционала плотности найдено, что дальний
порядок сохраняется вплоть до одного слоя. По-
этому данное соединение является перспективным
для устройств хранения информации. Отметим, что

* E-mail: menshenin@imp.uran.ru

практически однослойную структуру этого соедине-
ния пока получить не удалось.

Соединение Fe3GeTe2 впервые было синтезиро-
вано в 2006 году [1]. Оно кристаллизуется в гекса-
гональную структуру, описываемую пространствен-
ной группой P63/mmc(D4

6h). Атомы железа занима-
ют две неэквивалентные кристаллографические по-
зиции, обозначаемые в [4] как 2c и 4e соответственно.
Для стехиометрического состава при условии пол-
ной занятости для позиций Fe смешанная валент-
ная формула для атома переходного металла мо-
жет быть записана согласно (Fe2+) (Fe3+2 ) (Ge4−)
(Te2−2 ) [1]. Соединение является слоистым. Каждый
слой представляет собой сэндвич-структуру с дву-
мя слоями атомов теллура, покрывающими трой-
ной слой Fe3Ge с обеих сторон [1]. Ниже 230К была
обнаружена спонтанная намагниченность, указыва-
ющая на ферромагнитное поведение. Имеет место
сильная магнитная анизотропия вдоль оси c кри-
сталла. Вакансии, имеющиеся в позиции 2c, подав-
ляют ферромагнитное упорядочение.
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В литературе вызывает много споров вопрос о
природе дальнего магнитного порядка. В некоторых
работах утверждается, что это соединение является
зонным магнетиком [2,3]. В этом случае, как утвер-
ждают авторы этих работ, выполняется критерий
Стонера для ферромагнитного упорядочения.

Обратим теперь внимание на применимость са-
мого критерия Стонера к системам с сильными
электронными корреляциями. О наличии таких кор-
реляций в рассматриваемом соединении указано в
работе [3]. Он может быть получен для этих си-
стем из гамильтониана Хаббарда [5] в приближении,
когда двухчастичное кулоновское отталкивание за-
меняется одночастичным взаимодействием. Однако
это приближение физически является очень гру-
бым. Дело в том, что по порядку величины плот-
ность состояний на уровне Ферми обратно пропор-
циональна энергии Ферми. Сама же энергия Фер-
ми по порядку величины равна интегралу перескока
электрона на другой узел. Критерий Стонера позво-
ляет прийти к заключению, что параметр кулонов-
ского отталкивания на узле по порядку величины
равен интегралу перескока. Поэтому теория возму-
щений по параметру, равному отношению кулонов-
ского отталкивания к интегралу перескока, не спра-
ведлива ввиду того, что это отношение оказывается
порядка единицы. Сам же критерий Стонера полу-
чен именно на основе этой теории возмущений. Кро-
ме того, критерий Стонера завышает устойчивость
ферромагнитной фазы.

В других работах [6–8] обращается внимание на
то, что только наличием свободных электронов фер-
ромагнетизм в этом соединении не описывается и
нужно учитывать вклад локализованных электро-
нов, а также наличие сильных электронных кор-
реляций. Высказано также мнение, что магнитные
свойства могут описываться в модели Гейзенберга
локализованных магнитных моментов [9, 10].

Отметим для полноты картины, что объемное
соединение Fe3GeTe2 демонстрирует большой ано-
мальный эффект Холла [11], физику кондо-решет-
ки [12], сильное увеличение массы электрона [13] и
магнитокалорический эффект.

Цель настоящей работы состояла в анализе маг-
нитного фазового перехода из парамагнитной фазы
в ферромагнитную фазу на основе ренормгруппово-
го подхода. При этом в рамках теоретико-группово-
го рассмотрения находится неприводимое представ-
ление пространственной группы, по которому про-
исходит переход, и построено действие, инвариант-
ное относительно этого представления. Влияние ва-
кансий в позициях железа на этот переход описы-

вается в предположении, что они могут рассматри-
ваться, исходя из метода реплик, по аналогии с вмо-
роженными примесями. В рамках t–J-модели про-
анализирована устойчивость ферромагниной фазы,
принимая во внимание сильные электронные корре-
ляции, о наличии которых в этом соединении упо-
миналось выше.

2. МАГНИТНОЕ ПРЕДСТАВЛЕНИЕ
ГРУППЫ P63/mmc(D4

6h)

Во Введении уже было сказано, что соединение
Fe3GeTe2 обладает фазовым переходом из парамаг-
нитной в ферромагнитную фазу с сильной c-акси-
альной анизотропией ниже 230К. Магнитоупоря-
доченная фаза подавляется с увеличением концен-
трации вакансий. При этом вакансии наблюдаются
только в позиции 2c атомов железа. Проанализиру-
ем этот переход исходя из теории фазовых перехо-
дов второго рода. Результаты упругого нейтронного
рассеяния, приведенные в работе [6] на рис. 1, указы-
вают на то, что этот переход относится ко второму
роду.

Найдем прежде всего неприводимое представле-
ние (НП) пространственной группы P63/mmc(D

4
6h),

по которому может происходить этот переход. В
данном подходе мы считаем, что на ионах железа,
находящихся в кристаллографических позициях [4]
2c(3d6) и 4e(3d5) локализованы магнитные моменты.
Это представление должно входить в состав магнит-
ного представления пространственной группы. По-
этому нам необходимо сначала определить характе-
ры магнитного представления. Найдем последние.

Используя равенство [14]

grj = ri + ap, (1)

где g —элемент пространственной группы, rj — на-
чальное положение иона железа в нулевой ячейке,
ri — его конечное положение в этой ячейке, ap — воз-
вращающая трансляция, с помощью которой атом
возвращается в нулевую ячейку, определим те эле-
менты пространственной группы, которые оставля-
ют атомы железа на месте. Рассмотрим сначала ио-
ны железа в позиции 2c. В этой позиции в нулевой
ячейке координаты атомов равны [15] (2/3, 4/3, 1/2
и (4/3, 2/3, 3/2). Они заданы в гексагональной си-
стеме координат. Установка в [15] совпадает с уста-
новкой в интернациональных таблицах [4].

С помощью равенства (1) просто показать, что
атомы 1 и 2 не меняют своих позиций (с точностью
до возвращающих трансляций) под действием сле-
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дующих элементов пространственной группы (в обо-
значениях монографии [15]):

e, h3, h5, h8, h10, h12, h14, h16, h18, h19, h21, h23,

где указана только «вращательная» часть элемента
пространственной группы gi = {hi|τi}, τi — нетри-
виальная трансляция. Атомы меняются местами под
действием оставшихся элементов группы. Для пози-
ции 4e атомы железа не меняют своего положения
под действием элементов e, h3, h5, h19, h21, h23. Най-
дем теперь характеры элементов магнитного пред-
ставления, которые для нулевого волнового вектора
определяются равенствами [14]

χk=0
m = SpRhδh

∑

j

δj,gj , (2)

где χk=0
m — характер элемента группы, SpRh —

сумма диагональных элементов вращательной ча-
сти элемента g, δh = 1 для элементов первого ро-
да [16] и δh = −1 для элементов второго рода, дель-
та-символ δj,gj означает, что суммирование идет по
тем атомам, которые не перемещаются под действи-
ем элемента g. Из равенства (2) получим следующие
значения отличных от нуля характеров элементов в
магнитном представлении

χk=0
m (e) = 18,

χk=0
m (g8) = χk=0

m (g10) =

= χk=0
m (g12) = χk=0

m (g16) = −2, (3)

χk=0
m (g19) = χk=0

m (g21) = χk=0
m (g23) = −6,

χk=0
m (g14) = χk=0

m (g18) = 4.

Характеры остальных элементов группы рав-
ны нулю. Обычным образом, используя дан-
ные монографии [15], касающиеся НП группы
P63/mmc(D

4
6h), находим, что в состав магнитного

представления входят только два двукратных
одномерных представления этой группы, а именно,
2τ3 и 2τ6.

Рассмотрим сейчас величины [14]

S
k,ζ
λ (i) =

∑

h∈G0
k

d∗kζλ[µ]δi,gjδh ×

× exp(−ik · ap(g, j))×

×
(
Rhx,[β], R

h
y,[β], R

h
z,[β]

)
, (4)

которые могут трактоваться как векторы атомных
магнитных моментов системы, образующих магнит-
ную структуру с волновым вектором k. В равен-
стве (4) d∗kζλ[µ] — сопряженный матричный элемент

ζ-го НП пространственной группы, индексы µ, j, β

должны фиксироваться, G0
k — точечная группа вол-

нового вектора. Отметим, что для ферромагнитного
упорядочения волновой вектор равен нулю.

Можно показать, исходя из равенства (4), что
представление τ3 позволяет существование только
вектора S = (0, 0, 1) на ионах железа в позиции
2c, т. е. их магнитные моменты ориентированы
вдоль оси z. Поскольку для намагниченности
все элементы пространственной группы являют-
ся четными элементами [17], пространственная
инверсия g13 в обозначениях монографии [15]
не меняет направления магнитного момента,
{h13|000}Mz = δh13

(−Mz) = Mz. Аналогичным
образом устанавливается, что для позиции 4e ионов
железа представление τ3 также допускает ориента-
цию магнитных моментов вдоль оси z кристалла.
Это означает, что переход в ферромагнитное со-
стояние должен происходить по представлению τ3.
Таким образом, теория групп допускает переход в
ферромагнитное состояние с анизотропией вдоль
оcи z только по НП τ3 .

Отметим теперь, что разложение магнитного
представления по НП пространственной группы с
учетом двумерных представлений включает двумер-
ные представления 2τ9, 2τ12, τ10, τ11. Эти представле-
ния, однако, не генерируют векторов S, ориентиро-
ванных вдоль оси z.

Таким образом, мы приходим к выводу, что пе-
реход из парамагнитного состояния в ферромагнит-
ную фазу может происходить только по представле-
нию τ3 , причем в формировании дальнего порядка
участвуют атомы железа в обеих кристаллографи-
ческих позициях. Отметим, что теоретико-группо-
вой анализ подтверждает, что эта фаза будет иметь
анизотропию вдоль оси z.

Вернемся теперь к представлению τ3. Фазовый
переход из парамагнитной в ферромагнитную фа-
зу характеризуется однокомпонентным параметром
порядка, который обозначим как ϕ(x). Тогда дей-
ствие S, инвариантное относительно представле-
ния τ3, записывается в виде

S(ϕ) =

∫
ddx

(
− 1

2

∂ϕ(x)

∂x

∂ϕ(x)

∂x
−

− ξ

2
ϕ2(x) − b

24
ϕ4(x)

)
, (5)

где ξ = T − TC , T — температура системы, TC — за-
травочная температура Кюри, b — заряд [18] (кон-
станта, характеризующая взаимодействие в систе-
ме). Выражение (5) полностью совпадает с неренор-
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мированным действием одномерной модели ϕ4. Опи-
сание фазового перехода на основе этой модели ме-
тодом ренормгруппы хорошо известно [19, 20]. Най-
дена устойчивая критическая точка и определены
все критические индексы в 5-петлевом приближе-
нии. Мы не будем их здесь выписывать. Их можно
найти, например, в монографии [18].

Влияние вакансий на этот фазовый переход про-
ведем аналогично учету вмороженных примесей в
методе реплик. Тогда учет вакансий можно осуще-
ствить в виде добавки к обычному действию ϕ4 вза-
имодействия вида [21]

Vvac =

∫
ddxψ(x)ϕ2(x), (6)

где ψ(x) — гауссово случайное поле вакансий со
средним значением

〈ψ(x)〉 = 0

и коррелятором

∆ψ(x) = 〈ψ(x)ψ(x′)〉 = λ0δ(x− x′)

c затравочной константой λ0 > 0, пропорциональ-
ной концентрации вакансий, d = 4 − 2ε, ε ≪ 1,
d — размерность пространства. Формальное описа-
ние вакансий методом реплик позволяет применить
n-компонентное поле ϕa, a = 1, . . . , n c неренорми-
рованным действием

S1 =

∫
ddx

{
−ψ

2(x)

2λ0
− 1

2

∂ϕa(x)

∂x

∂ϕa(x)

∂x
−

− ξ

2
ϕa(x)ϕa(x)−

− b

24

∑

a

ϕ4
a(x) + ψ(x)ϕa(x)ϕa(x)

}
. (7)

В равенстве (7) подразумевается суммирование
по повторяющимся индексам. Поскольку нас не ин-
тересуют свойства собственно вакансий, в действии
(7) можно избавиться от поля ψ(x). Проинтегрируем
для этого функционал

Z =

∫
DψDφ exp

{∫
ddx

(
−1

2

∂ϕa(x)

∂x

∂ϕa(x)

∂x
−

− ξ

2
ϕa(x)ϕa(x)−

b

24

∑

a

ϕ4
a(x)

)}
×

× exp

{∫
ddx

(
−ψ

2(x)

2λ0
+ ψ(x)ϕa(x)ϕa(x)

)}
, (8)

где
Dπ =

∏

a

Dϕa,

имеющий смысл статистической суммы, по полю

ψ(x). Это можно сделать точно, так как функцио-
нальный интеграл по этому полю является гауссо-
вым. Имеем

∫
Dψ exp

{∫
ddx

(
−ψ

2(x)

2λ0
+ ψ(x)ϕa(x)ϕa(x)

)}
=

= exp

{∫
ddx

λ0
2
(ϕa(x)ϕa(x))

2

}
√
2πλ0. (9)

Тогда действие (7) может быть переписано в виде

S1 =

∫
ddx

{
−1

2

∂ϕa(x)

∂x

∂ϕa(x)

∂x
−

− ξ

2
ϕa(x)ϕa(x)−

b

24

∑

a

ϕ4
a(x) −

− b1
24

(ϕa(x)ϕa(x))
2

}
, (10)

где b1 = −12λ0, а множитель
√
2πλ0 мы опусти-

ли как несущественный. Действие (10) представля-
ет собой действие для двухзарядной Onϕ

4-модели.
Полный анализ критического поведения такой мо-
дели в двухпетлевом приближении приведен в моно-
графии [18]. Особенностью рассматриваемого слу-
чая является то, что в конце расчетов необходимо
положить n = 0 [18].

Оказывается, что в этом случае приходится стро-
ить разложения не по малому параметру ε, а по√
ε [22]. Для этой ситуации в трехпетлевом прибли-

жении (в пределе n = 0) найдены критические ин-
дексы [23]. Поведение намагниченности M в окрест-
ности критической точки, исходя из данных [23],
имеет вид

M ∼ |T − T ∗
c |β ,

β =
1

2
− 3

4

(
6

53

)2√
2ε− 1284 + 189ζ(3)

532
ε,

T ∗
c — температура перехода в феррромагнитную фа-

зу, ζ — дзета-функция Римана. Однако для рассмат-
риваемой модели устойчивость критической точки
может быть нарушена, если выполняется неравен-
ство

−12λ0 + b < 0. (11)

С ростом концентрации вакансий положитель-
ная константа λ0 возрастает по величине, что приве-
дет к выполнению (11). Тогда переход в ферромаг-
нитную фазу будет подавлен.

Использованный выше подход, основанный на
теоретико-групповом анализе, базировался на пред-
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положении, что на ионах железа локализован маг-
нитный момент. Обоснование его наличия в рамках
зонной теории является следующим. В зонной тео-
рии металлов давно известно, что волновые функ-
ции d-состояний очень сильно локализованы внут-
ри атомного остова. Поэтому их перекрытие меж-
ду соседними атомами может приводить к образо-
ванию только узких зон. В переходных металлах не
все внутренние d-уровни заполнены и они находятся
близко к s- и p-уровням валентных электронов. Ги-
бридизация s- и p-уровней приводит к возникнове-
нию зоны прововодимости. Узкая d-зона находится
внутри зоны проводимости и гибридизируется с ней
в точках, где эти зоны пересекаются [24]. Эта ги-
бридизация приводит к тому, что d-электроны ока-
зываются лишь частично локализованными. Дело в
том, что при образовании кристалла атомные вол-
новые функции электронов исчезают из-за перекры-
тия атомных потенциалов. Однако это исчезновение
не всегда будет полным; например, вблизи началь-
ных d-уровней могут сохраниться виртуальные свя-
занные состояния. Волновая функция в этих состо-
яниях характеризуется большой амплитудой внут-
ри остова, но не является строго там локализован-
ной [24]. В результате электрон с большой вероят-
ностью находится на переходном ионе, участвуя в
формировании локального момента, но существует
вероятность того, что он участвует и в проводимо-
сти. Однако этот одноэлектронный подход для обос-
нования появления локального магнитного момента
в сильнокоррелированных металлах на основе 3d-
переходных металлах плохо работает. Более подхо-
дящим оказывается подход с использованием моде-
ли Хаббарда. Для сильного отталкивания двух элек-
тронов на узле в электронном спектре этой модели
появляются две хаббардовские подзоны однократно
и двукратно занятых состояний [25]. Если отталки-
вание на узле стремится к бесконечности, а сред-
нее число электронов на узле меньше единицы, то
число пар стремится к нулю. Тогда однократно за-
нятые состояния формируют локальные магнитные
моменты [25].

Подойдем поэтому к проблеме появления ферро-
магнитной фазы в соединении Fe3GeTe2, используя
модель Хаббарда, а точнее t–J-модель. Единствен-
ное условие, которое нам потребуется из предыду-
щего рассмотрения, состоит в том, что переход про-
исходит по одномерному представлению. Поэтому
сделаем предположение, что для описания ферро-
магнитного состояния можно использовать модель
Хаббарда для невырожденных электронов. Пояс-
ним, что понимается под словами невырожденные

электроны в этой модели. Известно [24], что об-
щая модель взаимодействующих электронов, зонная
структура которых может быть описана в подходе
сильной связи, чрезвычайно сложна для исследова-
ния. Значительное упрощение для изучения свойств
таких электронов проводится в модели Хаббарда, в
которой существенным для исследования является
только один орбитально невырожденный уровень, а
все другие уровни не включаются в рассмотрение.
Последнее утверждение основано на предположении
о большой энергетической щели между этими уров-
нями и выделенным уровнем.

В работе [6] приведено значение параметра U ,
описывающего кулоновское отталкивание электро-
нов на одном узле, U ≈ 5 эВ. При таком большом
значении параметра U слагаемое в гамильтониане
Хаббарда, описывающее кулоновское отталкивание
электронов на узле, рассматривается как гамильто-
ниан нулевого приближения, а кинетическое слагае-
мое, связанное с перескоком электрона на соседний
узел, играет роль возмущения [5]. Исключая из рас-
смотрения состояния системы с двумя электронами
на узле и отбрасывая члены, зависящие от трех уз-
лов, можно найти гамильтониан t–J-модели, в ко-
тором гамильтониан нулевого приближения линеен
по операторам Хаббарда, а возмущение квадратич-
но по этим операторам. Последнее обстоятельство
позволяет построить диаграммную технику для опе-
раторов Хаббарда, в которой электронная функция
Грина и функции Грина для поперечных и продоль-
ных спиновых компонент существенно отличаются
от таковых в диаграммной технике для фермион-
ных и спиновых операторов [5].

Гамильтониан t–J-модели имеет вид

H = t
∑

i,j,σ

Xσ0
i X0σ

j +

+ J
∑

i,j

(
X−+
i X+−

j −X++
i X−−

j

)
. (12)

В гамильтониане (12) t — матричный элемент пере-
скока электрона на соседний узел, Xαβ

i — оператор
Хаббарда, α, β = 0,+,−, где «+» означает состояние
со спином вверх, «−» — состояние со спином вниз,
«0» — состояние без спина на узле, J — обменный
интеграл. Для этой модели в работе [5] показано, что
фурье-образ функции Грина для поперечных спино-
вых компонент,

D⊥(1–2) = 〈T X̃+−(1)X̃−+(2)〉, (13)

где T — упорядочение по времени, символ «тильда»
означает представление взаимодействия, в парамаг-
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нитном состоянии в обобщенном приближении слу-
чайных фаз может быть записан в виде

−D∗
⊥(k) = χ(k) = χ0(k)([1 − Λ(k)][1−Q(k)] +

+ χ0(k)[Φ(k) + J(k)])−1. (14)

В последнем равенстве

χ0(k) =
1

2

n0

T
δω(n),0 −Π(k),

ω(n) — мацубаровская частота,

n0 = 2 exp
(µ
T

)(
1 + 2 exp

( µ
T

))−1

,

а величины Λ, Q,Π,Φ в парамагнитной фазе опре-
деляются равенствами

Π(k) =
1

N

∑

k(1)

G(k(1)− k)G(k(1)),

Q(k) =
1

N

∑

k(1)

ǫ(k(1))G(k(1)− k)G(k(1)),

Λ(k) =
1

N

∑

k(1)

ǫ(k(1)− k)G(k(1)− k)G(k(1)), (15)

Φ(k) =
1

N

∑

k(1)

ǫ(k(1)− k)ǫ(k(1))×

×G(k(1)− k)G(k(1)),

где N — число узлов решетки. В последних соотно-
шениях электронная функция Грина берется в виде

G(k) = (iω(n)− E(k))−1,

E(k) =

(
1− n

2

)
ǫ(k)− µ,

(16)

где n — среднее число электронов на данном узле,
µ — химический потенциал.

После аналитического продолжения

iω(n) → ω + iδ

выражение (14) описывает восприимчивость пара-
магнитной фазы. В монографии [5] сформулирова-
но утверждение, что χ0(k, ω) представляет собой
сумму вкладов от локализованных и коллективизи-
рованных состояний электронов. Локализованный
вклад, обратно пропорциональный температуре, со-
ответствует закону Кюри. Коллективизированный
вклад является паулиевским. Этот вклад, связан-
ный с электронной петлей, отвечает за восприим-
чивость газа невзаимодействующих свободных элек-
тронов. В этой же монографии показано, что при
энергии Ферми ǫF > 0 парамагнитная фаза теряет

устойчивость при T = 0, как видно из (14) в случае
выполнения условия

Φ(0, 0) + κtz < 0, (17)
т. е.

κtz <
ǫ2F

(1− n/2)2
N

(
ǫF

1− n/2

)
. (18)

В неравенстве (17) κ = t/U , z — число бли-
жайших соседей, N(ǫ) — плотность состояний ис-
ходной электронной зоны до ее расщепления на две
хаббардовские подзоны [5]. Видно, что при k = 0

(U → ∞) основное состояние ферромагнитно при
нулевой температуре. С ростом κ ферромагнитное
состояние подавляется. Таким образом, из t–J-мо-
дели следует, что в формировании ферромагнитной
фазы участвуют как локализованные, так и свобод-
ные электроны.

3. ЗАКЛЮЧЕНИЕ

В работе проведен анализ магнитного фазового
перехода второго рода из парамагнитной в ферро-
магнитную фазу в слоистом вандерваальсовом со-
единении Fe3GeTe2. Важная составляющая этого
рассмотрения состояла в том, чтобы установить тот
факт, что локализованные на атомах железа маг-
нитные моменты участвуют в формировании даль-
него магнитного порядка. Это удалось сделать в
рамках теоретико-группового определения непри-
водимого представления пространственной группы
P63/mmc(D

4
6h), по которому происходит переход,

базирующемся на исходном предположении о на-
личии таких магнитных моментов. Показано, что
магнитный переход в одноосный ферромагнетик с
ориентацией момента вдоль оси c кристалла, может
происходить только по представлению τ3, базисной
функцией которого является магнитный момент с
указанной выше ориентацией. Важно обратить вни-
мание на то, что в теоретико-групповом анализе
неявно приняты во внимание все взаимодействия,
отвечающие за формирование как кристаллической
структуры, так и магнитного состояния системы.
Параметр порядка перехода оказывается одномер-
ным. Построено действие системы, инвариантное от-
носительно представления τ3. Это действие совпа-
дает с действием одномерной ϕ4-модели. Поэтому
известны все критические индексы этого перехода,
получаемые из ренормгруппового анализа.

Влияние вакансий на этот переход было осу-
ществлено с помощью метода реплик и сведено
к описанию двухзарядной Onϕ

4-модели в пределе
n → 0 в конечных результатах. Ренормгрупповой
анализ задачи в этом пределе проведен в работах,
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указанных выше. На основе этих результатов най-
дено температурное поведение магнитного момента
вблизи критической точки, а также приведено усло-
вие, при выполнении которого ферромагнетизм по-
давляется вакансиями.

Расчеты, проведенные в работе [6] на основе
модели Хаббарда, показали, что для исследуемого
соединения параметр отталкивания электронов на
узле U ≈ 5 эВ. На основании этого результата в
работе было сделано предположение, что устойчи-
вость ферромагнитной фазы можно проанализиро-
вать с использованием t–J-модели для невырожден-
ных электронов. В этом случае удается показать,
что в формировании ферромагнитного упорядоче-
ния участвуют как локализованные, так и свобод-
ные электроны. Свободные электроны дают паули-
евский вклад в динамическую магнитную восприим-
чивость системы.

Таким образом, критерий Стонера, являющий-
ся указанием на то, что дальний магнитный поря-
док формируется только свободными электронами,
не является точным в соединении Fe3GeTe2.

Финансирование. Работа выполнена в рамках
государственного задания Шифр «Квант», грант
№122021000038-7.
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В магнитных полях до 90 кЭ в температурном диапазоне 4.2–300 К выполнены экспериментальные ис-

следования магнитных и магнитострикционных свойств монокристалла альфа-моносульфида марганца

(α-MnS) с кубической (NaCl-типа) структурой. Обнаружены аномалии в полевых зависимостях намагни-

ченности и продольной магнитострикции, коррелирующие с поведением диэлектрической проницаемости

вещества. Установлено, что в области температур ниже 130 К при изменении магнитного поля наблю-

дается магнитный переход типа спин-флоп (Hsf ∼ 50 –70 кЭ), обусловленный магнитной анизотропией

в плоскости легкого намагничивания. Изотермические исследования продольной магнитострикции и от-

носительного изменения диэлектрической проницаемости при этих же температурах показали, что обе

характеристики достигают значений порядка 10−3 в полях 50 –70 кЭ, испытывая аномалии при спин-

флоп-переходе.

DOI: 10.31857/S004445102403009X

1. ВВЕДЕНИЕ

Интенсивное исследование соединений 3d-эле-
ментов (MnO, α-MnS, NiO) с гранецентрирован-
ной кубической (ГЦК) структурой NaCl-типа (про-
странственная группа Fm3̄m, центросимметричная
решетка) обусловлено обнаружением в них ряда фи-
зических свойств, важных для развития магнони-
ки и стрейнтроники, таких как спин-фононное вза-
имодействие, гибридизация фононных и магнонных
мод, размерные эффекты, спин-флоп-переход [1–9].

Известны три структурные модификации мо-
носульфида марганца [10], среди которых только
альфа-фаза (α-MnS) является изоструктурной и
изомагнитной окислам MnO и NiO. Вещества груп-
пы MnO являются коллинеарными антиферромаг-
нетиками второго типа с ГЦК-решеткой NaCl-ти-
па [11, 12]. Антиферромагнитный переход в α-MnS

* E-mail: agm@iph.krasn.ru

при температуре Нееля TN = 150К сопровожда-
ется ромбоэдрическим искажением кубической гра-
нецентрированной решетки [13–16], которое в слу-
чае MnO подтверждается методом инфракрасной
спектроскопии. В отличие от MnO [17] в α-MnS с
аналогичной кристаллической и магнитной струк-
турой искажения решетки NaCl-типа методом ин-
фракрасной спектроскопии не обнаружено [18]. Од-
нако в результате исследования α-MnS и его твер-
дых растворов методом мессбауэровской спектро-
скопии [19,20] установлено локальное искажение ок-
таэдрических позиций кубической гранецентриро-
ванной решетки в антиферромагнитном состоянии.
В области магнитного перехода обнаружена анома-
лия температурного коэффициента расширения ре-
шетки [21], подтверждающая взаимосвязь магнит-
ных и структурных свойств α-MnS. Изменение элек-
трических и диэлектрических свойств кристалла α-
MnS в магнитоупорядоченной фазе обнаружено в
работах [22, 23]. Одним из возможных механизмов,
объясняющих взаимосвязь электрических, диэлек-
трических, магнитных и структурных свойств явля-
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ется обменно-стрикционный механизм, важность ко-
торого для соединений типа MnO, α-MnS и NiO об-
суждалась в работах [11–13, 24–27]. Магнитострик-
ция α-MnS ранее не изучалась за исключением его
твердых растворов FexMn1−xS [28], температурные
зависимости намагниченности α-MnS исследованы в
магнитных полях до 50 кЭ [23]. Возможность спин-
флоп-перехода в соединении MnO впервые рассмот-
рена в работе [29]. Результаты экспериментальных
исследований для поликристалла MnO и для моно-
кристалла NiO представлены в работах [30] и [8].

В данной статье представлены результаты экспе-
риментального исследования влияния сильных маг-
нитных полей до 90 кЭ на намагниченность и про-
дольную магнитострикцию монокристалла α-MnS.
При намагничивании кристалла вдоль оси [100] в
области T < 130K обнаружен скачок намагниченно-
сти, обусловленный спин-флоп-переходом, который
вызван магнитной анизотропией в «легкой» плоско-
сти. Исследования продольной магнитострикции и
относительного изменения диэлектрической прони-
цаемости показали, что обе характеристики испы-
тывают аномалии при спин-флоп-переходе.

2. ОБРАЗЦЫ И ЭКСПЕРИМЕНТАЛЬНЫЕ
МЕТОДИКИ

Технология синтеза монокристалла альфа-мо-
носульфида марганца (α-MnS) представлена в ра-
боте [31]. Образцы были протестированы мето-
дом рентгеноструктурной дифракции в интервале
100–300К. Рентгенограммы порошкообразного об-
разца α-MnS для последующего уточнения структу-
ры методом Ритвельда получены на дифрактометре
D8-ADVANCE (Kα-излучение Cu) с использованием
линейного детектора VANTEC. Эксперименты про-
ведены при помощи температурной камеры Anton
Paar TTK450. Расчеты и обработка массивов экспе-
риментальных данных проведены с использовани-
ем программы DDM [32]. Было выполнено уточне-
ние параметров ячейки, шкального фактора, про-
фильных параметров и смещения нуля. Экспери-
ментальная (точки) и теоретическая (сплошные ли-
нии) рентгенограммы исследуемого образца α-MnS

при T = 300К приведены на рис. 1.
Установлено, что при этой температуре кристал-

лическая структура вещества соответствует кубиче-
ской гранецентрированной решетке типа NaCl (пр.
группа Fm3̄m) с параметром элементарной ячей-
ки a = 5.224(7) Å, результат согласуется с таблич-
ными данными (International Centre for Diffraction
Data, 2016, Card 00-006-0518 green) и результата-

Рис. 1. Рентгенограммы монокристалла α-MnS при

T = 300 К: экспериментальная (точки) и теоретиче-

ская (сплошные линии). Вставка: SEM-скан поверхности

кристалла

ми [13,14]. Дополнительных структурных линий на
рентгенограммах, указывающих на наличие примес-
ных фаз, не обнаружено. Микроструктура монокри-
сталла α-MnS и его элементный химический состав
исследовались методом сканирующей электронной
микроскопии (SEM) и EDS на оборудовании JEOL
JSM-7001F с рентгеновским дисперсионным спек-
трометром (Oxford Instruments). На вставке рис. 1
показан один из SEM-сканов образца (разрешение
100 нм). Исследовались обе стороны плоскопарал-
лельного монокристалла в разных точках поверх-
ности. На основании результатов анализа более 10

измеренных спектров сделан вывод, что какие-ли-
бо дополнительные примеси в образце отсутству-
ют, а состав образца α-MnS в среднем соответствует
содержанию Mn0.992S1.008. Исходный монокристалл
имел форму параллелепипеда с гранями, совпадаю-
щими с плоскостями типа (100) решетки типа NaCl

и впоследствии был разделен на три части, каж-
дая из которых далее использовалась для измере-
ния диэлектрических (2 × 3 × 1мм3), магнитных
(2×2×1мм3), резонансных и магнитострикционных
свойств (2×2×7мм3). Измерения магнитострикции
выполнены на емкостном дилатометре [33], разра-
ботанном на базе измерительной установки PPMS,
позволяющей проводить измерения магнитострик-
ции и коэффициента линейного температурного рас-
ширения при температурах от 1.85 до 350K, маг-
нитных полях до 90 кЭ. Измерялась продольная
магнитострикция в магнитном поле, приложенном
вдоль направления [100] образца. Температура из-
мерительной ячейки в процессе полевых измере-
ний поддерживалась постоянной с точностью ±0.5◦.
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Учитывались паразитные емкости соединительных
проводов и измерительной ячейки. Относительная
ошибка измерения не превышала 5%. Измерения на-
магниченности выполнены на магнитометре PPMS-
9Т в интервале температур 4.2–300К в магнитных
полях до 90 кЭ для ориентации магнитного поля
H ‖ [100]. Измерение диэлектрической проницае-
мости ǫr выполнено с помощью измерителя RLC
Agilent Technologies E4980A. На противоположные
плоскости пластинки толщиной d = 1мм наносил-
ся проводящий клей на эпоксидной основе с сереб-
ряным наполнителем. При измерении диэлектриче-
ской проницаемости ǫr переменное (f = 100 кГц)
электрическое поле E = 1600В/м было ориентиро-
вано в направлении [010] и перпендикулярно маг-
нитному полю H ‖ [100]. Для подтверждения повто-
ряемости результатов циклические измерения на-
магниченности и магнитострикции в магнитном по-
ле выполнялись многократно при каждой заданной
температуре.

3. РЕЗУЛЬТАТЫ И ОБСУЖДЕНИЕ

На рис. 2 приведены полевые зависимости намаг-
ниченности кристалла α-MnS, измеренные при тем-
пературах 200 и 300 К в магнитных полях до 90 кЭ
(здесь 3 — данные работы [23]).

В интервале температур T > 150К намагни-
ченность кристалла α-MnS имеет линейную зави-
симость, характерную для парамагнетиков. Тем-
пературные зависимости магнитной восприимчиво-
сти для изучаемого монокристалла α-MnS, измерен-
ные в магнитных полях до 50 кЭ, приведены в ра-
боте [23]. Полученные данные близки к результа-
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Рис. 3. Температурная зависимость обратной молярной

восприимчивости монокристалла α-MnS, измеренная в

магнитном поле H = 500 Э (красный) и 30 кЭ (синий). Вер-

тикальными линиями показан линейный участок на тем-

пературной зависимости обратной молярной восприимчи-

вости. На вставке — температурная зависимость прямой

молярной восприимчивости монокристалла α-MnS

там [14, 34]. При температурах выше температуры
Нееля обратная магнитная восприимчивость 1/χ(T )

монокристалла α-MnS (рис. 3) соответствует закону
Кюри – Вейсса с отрицательной парамагнитной тем-
пературой Кюри – Вейсса Θ = −520± 5К и эффек-
тивным магнитным моментом µeff = (5.93±0.01)µB.
Приведенные экспериментальные значения Θ и µeff

являются усредненными по всей серии измерений в
различных полях. Полученное значение эффектив-
ного магнитного момента µeff согласуется с теоре-
тическим значением 5.916µB с величинами g = 2,
S = 5/2.

Значения температуры Нееля TN и парамагнит-
ной температуры Кюри – Вейсса Θ позволяют оце-
нить параметры 180-градусного и 90-градусного об-
менов J2(180

◦) = −4.2К, J1(90◦) = −5.3К с по-
мощью известных соотношений [35] для антиферро-
магнетиков с ГЦК-решеткой и магнитным упорядо-
чением второго типа:

kBTN = −(2/3)S(S + 1)6J2
и

kBΘ = (2/3)S(S + 1)[12J1 + 6J2]

с гамильтонианом обменного взаимодействия

H = 2J1

12∑

i=1

SiSi+1 + 2J2

6∑

j=1

SjSj+1,

где суммирование по i ведется по ближайшим 12 со-
седям, по j — по 6 вторым соседям.

Магнитное упорядочение второго типа в ГЦК-
решетке и соответствующие обменные интегралы J1
и J2 представлены на рис. 4.
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Рис. 4. Кристаллографическая ячейка α-MnS с магнит-

ным упорядочением второго типа. Показаны пути обмена

J2(180◦) и J1(90◦) через ионы серы. Синим и красным

цветом обозначены ионы марганца, принадлежащие раз-

личным подрешеткам

В работах [14, 16] предполагалось, что в обла-
сти TS = 130К в моносульфиде марганца с ГЦК-
структурой (α-MnS) при понижении температуры
ромбоэдрическое сжатие кристаллической решетки
сменяется ромбоэдрическим удлинением.

В результате экспериментальных исследований
установлено, что в магнитоупорядоченном состоя-
нии полевые зависимости намагниченности и магни-
тострикции кристалла α-MnS существенно различа-
ются в температурных областях выше и ниже 130К.

В области 130–150К полевые зависимости на-
магниченности σ(H) монокристалла α-MnS сохра-
няют линейный характер в полях до 90 кЭ. Вели-
чины продольной магнитострикции λ‖ в магнитных
полях до 90 кЭ в этом интервале температур типич-
ны для изоструктурных и изомагнитных соедине-
ний MnO, NiO [36, 37] и не превышают значений
λ‖ = +(1 ± 0.5) · 10−5. Механизм изменения маг-
нитострикции в изоструктурных антиферромагне-
тиках MnO, NiO неоднократно обсуждался в лите-
ратуре [11,12,16,36,37] и связывался с формировани-
ем сложной доменной структуры, включающей маг-
нитные S- и структурные T -домены. При темпера-
турах ниже TS = 130К магнитные и магнитострик-
ционные свойства монокристалла α-MnS резко изме-
няются. Обнаружено, что при изменении величины
магнитного поля в интервале от −90 кЭ до 90 кЭ в
области критического магнитного поля ±Hс наблю-
дается скачкообразное и обратимое изменение вели-
чины намагниченности ±σ(H), сопровождающееся
магнитным гистерезисом. На рис. 5 приведены по-
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Рис. 5. Полевые зависимости намагниченности монокри-

сталла α-MnS, измеренные при разных температурах. На

вставке: три возможных направления легких осей анизо-

тропии (ЛО) типа 〈110〉 в ГЦК-решетке типа NaCl обозна-

чены цифрами 1, 2, 3

левые зависимости намагниченности кристалла α-
MnS, измеренные в магнитных полях до 90 кЭ при
различных температурах.

Результаты экспериментального исследования, в
частности, различие в величинах магнитной воспри-
имчивости до и после перехода, а также наличие ги-
стерезиса свидетельствуют, что при заданной тем-
пературе в области Hс = Hsf монокристалл α-MnS

претерпевает магнитный переход типа спин-флоп.
При охлаждении образца до температуры жидкого
гелия наблюдается уменьшение величины Hс = Hsf

примерно от 70 кЭ для T = 100К до примерно 50 кЭ
при 4.2К с одновременным ростом величины скач-
ка намагниченности. Из представленных выше экс-
периментальных результатов следует, что критиче-
ское поле Hsf ∼ 50 кЭ, найденное при T = 4.2К
для кристалла α-MnS, практически совпадает с по-
лем спин-флоп-перехода в NiO [8] и MnO [30]. Об-
наруженный экспериментально спин-флоп-переход
в NiO (Hsf = 54 кЭ при T = 5K) объясняется [8]
в рамках модели [29] поворотом магнитных момен-
тов ионов никеля в плоскостях типа (111), перпен-
дикулярных тригональной оси 〈111〉, от направле-
ния [112̄] к направлению [11̄0]. В отличие от NiO [8]
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и MnO [30], в которых наличие спин-флоп-перехода
фиксировалось по косвенным признакам (из анали-
за температурных зависимостей магнитной воспри-
имчивости в поликристаллических образцах [30] или
из полевых зависимостей производных от намагни-
ченности по полю для монокристалла [8]), для α-
MnS полевые зависимости намагниченности (рис. 5)
имеют классический вид спин-флоп, проявляющий-
ся в виде скачка намагниченности в области крити-
ческого поля.

Обсудим природу спин-флоп-перехода, наблюда-
емого в кристалле α-MnS в магнитном поле при
H ‖ [100]. В результате нейтронографических иссле-
дований [16, 21, 38] при H = 0 установлено, что маг-
нитная структура α-MnS при T = 4.2К описывается
в рамках представления, учитывающего направ-
ление вектора распространения антиферромагнит-
ной структуры Q = k(1/2, 1/2, 1/2), который соот-
ветствует удвоению магнитной ячейки относитель-
но кристаллографической и выделяет направление
ромбоэдрической деформации кубической решетки
〈111〉Q. В магнитных плоскостях типа (111), перпен-
дикулярных направлению 〈111〉, магнитные момен-
ты ионов Mn2+ ориентированы вдоль оси типа [11̄0].

Анализ экспериментальных данных, представ-
ленных выше, выполнен в предположении, что α-
MnS аналогично MnO и NiO является легкоплос-
костным антиферромагнетиком, в котором в ре-
зультате ромбоэдрических искажений формируется
сложная доменная структура, состоящая из струк-
турных Т-доменов и магнитных S-доменов. Вслед-
ствие кубической симметрии парамагнитного состо-
яния в реальном кристалле возможны четыре на-
правления ромбоэдрических искажений 〈111〉, что
вызывает формирование структурных Т-доменов
четырех типов. Перпендикулярно направлению ис-
кажения 〈111〉 располагаются ферромагнитно-упо-
рядоченные плоскости типа (111), являющиеся лег-
кими плоскостями анизотропии. Соседние плоско-
сти (111) связаны между собой антиферромагнит-
ным обменом. На вставке рис. 5 показана такая
плоскость (111) для одного из четырех возмож-
ных Т-доменов. Вследствие слабой тригональной
анизотропии в легких плоскостях существуют три
возможных направления легких осей анизотропии
(ЛО) типа 〈11̄0〉. Поскольку плоскость содержит три
таких направления, обозначенных на рисунке ЛО1,

ЛО2 и ЛО3, в области кристалла, занятой одним Т-
доменом, формируются три типа магнитных S-до-
менов с различными направлениями антиферромаг-
нитного вектора L = M1 − M2. При намагничива-
нии вдоль одной из легких осей анизотропии (ЛО1,

ЛО2 или ЛО3) спин-флоп-переход сопровождается
поворотом вектора L от направления соответствую-
щей ЛО (например, [11̄0] для ЛО1) к трудной оси
[2̄11]. Очевидно, что при ориентации поля H ‖ [100]

в магнитном домене с ЛО1 спин-флоп-переход не
происходит, так как вектор L уже перпендикулярен
к направлению поля H, и полевая зависимость на-
магниченности в этом домене определяется магнит-
ной восприимчивостью χ⊥. В остальных S-доменах
с ЛО2 и ЛО3 антиферромагнитные векторы состав-
ляют одинаковый угол π/4 с направлением поля, и
полевые зависимости намагниченности в этих доме-
нах в области полей H < Hsf определяются супер-
позицией восприимчивостей χ = (χ⊥ + χ‖)/2.

В рамках псевдокубической симметрии решет-
ки легкие плоскости остальных трех типов Т-до-
менов совмещаются с исходной легкой плоскостью,
показанной на вставке рис. 5, последовательным
вращением на угол π/2 вокруг направления поля
H ‖ [100]. Это объясняет, почему для этого направ-
ления поля, несмотря на наличие Т-доменов, спин-
флоп-переход происходит одновременно при одина-
ковом для всех Т-доменов значении H100

sf и поэтому
имеет четко выраженную форму.

Таким образом, наблюдаемый при ориентации
магнитного поля H ‖ [100] скачок намагниченности
является отражением спин-флоп-переходов, проис-
ходящих в S-доменах с ЛО2 и ЛО3. А истинное
критическое поле Hsf переходов для этих направле-
ний может быть определено как проекция соответ-
ствующего критического поля H100

sf на ЛО2 и ЛО3.
Следовательно, истинное значение критического по-
ля спин-флоп-перехода в легкой плоскости для на-
правления [100]: Hsf = H100

sf cos(π/4) = 36.2 кЭ при
T = 4.2К. Это значение позволяет определить эф-
фективное поле анизотропии в легкой плоскости как
HA3 = H2

sf /2HE. Необходимое для этих вычисле-
ний значение эффективного обменного поля мож-
но оценить из полевой зависимости намагниченно-
сти для области H > Hsf (рис. 5), в которой на-
магниченность определяется магнитной восприим-
чивостью χ⊥ = M0/HE [39], где M0 — намагни-
ченность антиферромагнитных подрешеток. Таким
образом, схлопывание антиферромагнитных подре-
шеток наступает в магнитном поле H = 2HE. Из
экспериментального значения χ⊥ = 7.15 · 10−5 см3/г
и намагниченности насыщения MS = 5µB/ф. ед.
для иона Mn2+ получается величина обменного по-
ля HE = 2.2 · 106 Э (или 297К). С использованием
этого параметра получаем эффективное поле ани-
зотропии в легкой плоскости кристалла α-MnS при
T = 4.2К как HA3 = 290Э. Если сравнить с полем
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анизотропии относительно главной оси анизотропии
〈111〉 HA1 = 12.5 кЭ (получено из щели для высо-
кочастотной ветви антиферромагнитного резонанса
ωc = 22 см−1 [18]), то такое соотношение выглядит
типичным для легкоплоскостных антиферромагне-
тиков, в которых анизотропия в легкой плоскости
определяется инвариантами более высокого поряд-
ка, чем анизотропия относительно главной оси кри-
сталла. В то же время абсолютное значение по-
ля HA3 оказалось неожиданно большим для S-ио-
на Mn2+. Это значение почти в три раза превышает
аналогичный параметр для NiO (HA3 = 110Э [8]),
магнитоанизотропные свойства которого определя-
ются ионом Ni2+ с сильной спин-орбитальной свя-
зью. Для монокристалла MnO по данным антифер-
ромагнитного резонанса [40] магнитная анизотро-
пия в легкой плоскости при Т = 77К не обнаруже-
на. Для сравнения еще можно привести эффектив-
ное поле анизотропии HA3 = 3.3Э в легкой плос-
кости ромбоэдрического кристалла YFe3(BO3)4 [41],
магнитные свойства которого также определяются
S-ионом Fe3+.

Учитывая, что при исследовании полевых зави-
симостей намагниченности кристалла α-MnS в об-
ласти температур 130–150К спин-флоп-переход не
проявляется, можно предположить, что появление
относительно сильной анизотропии в легкой плос-
кости при T < 130К обусловлено сменой знака ром-
боэдических искажений решетки при этой темпера-
туре и усилением этих искажений при дальнейшем
понижении температуры. Отметим еще одну особен-
ность спин-флоп-перехода в α-MnS. В опрокинутом
состоянии при H > Hsf антиферромагнитные век-
торы L во всех доменах ориентированы перпенди-
кулярно приложенному магнитному полю. Следо-
вательно, при спин-флоп-переходе фактически про-
исходит монодоменизация кристалла. Однако сов-
падение полевых зависимостей намагниченности в
области H < Hsf при магнитоциклировании гово-
рит о том, что при обратном переходе из опрокину-
того состояния доменная структура восстанавлива-
ется. Наиболее вероятная причина восстановления
доменной структуры заключается в том, что в кри-
сталле существуют локальные (скорее всего росто-
вые) напряжения, ориентация которых различает-
ся в различных областях кристалла. В результате,
при переходе в упорядоченное состояние в каждой
конкретной области кристалла эти напряжения спо-
собствуют выбору определенного типа домена Ti с
одной из четырех возможных осей ромбоэдрических
искажений типа 〈111〉. Поскольку приложение внеш-
него магнитного поля не изменяет этих напряжений,
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Рис. 6. Полевые зависимости относительной диэлектриче-

ской проницаемости (δǫr/ǫr) и продольной магнитострик-

ции λ‖ = δl/l для монокристалла α-MnS

то при уменьшении поля и переходе из монодомен-
ного спин-флоп-состояния в коллинеарную фазу ис-
ходная доменная структура восстанавливается так
же, как и при переходе из парамагнитного в маг-
нитоупорядоченное состояние. На рис. 6 приведены
полевые зависимости магнитострикции λ‖ монокри-
сталла α-MnS, измеренные при температурах 4.2, 50
и 100К.

Отметим три яркие особенности магнитострик-
ции, характерные для области температур ниже
130К. Прежде всего, из сопоставления данных,
представленных на рис. 5 и 6, следует, что в области
спин-флоп-перехода наблюдается аномальное изме-
нение продольной магнитострикции λ‖ в магнитном
поле. Скачок магнитострикции при Hsf возраста-
ет при понижении температуры, подобно скачку на-
магниченности образца, и достигает отрицательных
значений порядка 10−3, что на два порядка превы-
шает значения, наблюдаемые для образца α-MnS в
температурном интервале 130–150К.

Кроме того, существенно различается характер
полевой зависимости магнитострикции выше и ни-
же спин-флоп-перехода. Если при H < Hsf магни-
тострикция нелинейно зависит от магнитного по-
ля, то при H > Hsf ее абсолютная величина ли-
нейно уменьшается с ростом поля. Интересной осо-
бенностью λ‖(H) в области выше спин-флоп-пере-
хода является необычный полевой гистерезис, на-
блюдаемый при T = 4.2 и 50К. При уменьше-
нии поля в области Hsf = 90 кЭ наблюдается су-
щественно нелинейное изменение магнитострикции,
которое практически зеркально отображает поведе-
ние при H 6 Hsf . Гистерезисное поведение λ‖(H)

выше спин-флоп-перехода хорошо воспроизводится
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при магнитоциклировании. Отметим, что величина
λ‖(H) для кристалла α-MnS оказалась на порядок
выше, чем в FexMn1−xS [28]. Данные о поведении
магнитострикции для MnO и NiO в сильных маг-
нитных полях нам не известны.

Отметим, что оцененное выше поле анизотропии
в легкой плоскости кристалла α-MnS является эф-
фективным полем, которое, скорее всего, содержит
не только вклад магнитной кристаллографической
анизотропии, но и другие вклады — в первую оче-
редь вклад ростовой анизотропии и магнитоупру-
гий вклад. Возможно, именно значительный магни-
тоупругий вклад является причиной необычно боль-
шого значения эффективного поля анизотропии в
легкой плоскости кристалла.

На рис. 6 также представлены полевые зави-
симости изменения действительной части диэлек-
трической проницаемости (δǫr/ǫr), измеренные при
T = 4.2К и T = 10К (f = 100 кГц). Результаты
свидетельствуют, что обнаруженное ранее [23] из-
менение (δǫr/ǫr) монокристалла α-MnS в области
Hс ∼ 50 кЭ при 4.2К коррелирует с магнитным пе-
реходом типа спин-флоп и магнитострикционным
процессом. При этом относительное изменение вели-
чины (δǫr/ǫr) при H = Hsf имеет порядок 10−3, со-
поставимый с изменением величины магнитострик-
ции λ‖. Поскольку аномальные изменения (δǫr/ǫr)
и λ‖ для α-MnS в магнитном поле происходят одно-
временно при спин-флоп-переходе, а также, учиты-
вая одинаковый порядок изменения этих характери-
стик при переходе, можно предположить, что маг-
нитодиэлектрический эффект связан с изменением
магнитострикции.

4. ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Выполнены исследования намагниченности и
магнитострикции монокристалла α-MnS с кубиче-
ской гранецентрированной решеткой типа NaCl в
широком диапазоне температур 4.2–300К и магнит-
ных полей до 90 кЭ. Обнаружено, что в области тем-
ператур ниже 130К при изменении магнитного по-
ля, ориентированного вдоль кристаллографической
оси [001], наблюдается скачок намагниченности при
достижении критического поля, которое в зависимо-
сти от температуры меняется в интервале 50–70 кЭ.
Показано, что этот скачок обусловлен спин-флоп-
переходом, происходящим в легкой плоскости типа
(111) кристалла и обусловлен магнитной анизотро-
пией в этой плоскости.

Изотермические исследования продольной маг-
нитострикции и относительного изменения диэлек-
трической проницаемости при этих же температу-
рах показали, что обе характеристики достигают
значений порядка 10−3 в полях 50–70 кЭ, испыты-
вая аномалии при спин-флоп-переходе.

Благодарности. Авторы благодарны О. А. Ба-
юкову и Д. А. Балаеву за плодотворное обсуждение
экспериментальных результатов, а также центру
коллективного пользования ФИЦ КНЦ за предо-
ставленную возможность выполнения эксперимен-
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Методом Монте-Карло выполнены исследования фазовых переходов и термодинамических свойств дву-

мерной антиферромагнитной модели Поттса с числом состояний спина q = 4 на решетке кагоме с взаи-

модействиями первых J1 и вторых J2 соседей. Исследования проведены для величины взаимодействия

вторых соседей в интервале 0 6 r = |J2/J1| 6 1. Обнаружено, что при значении r = 0 в системе на-

блюдается беспорядок и сильное вырождение основного состояния. Показано, что учет ферромагнитных

взаимодействий вторых соседей снимет вырождение основного состояния. Проведен анализ характера

фазовых переходов в рассмотренном интервале r. Показано, что в интервале 0.2 6 r 6 1 наблюдается

фазовый переход второго рода.

DOI: 10.31857/S0044451024030106

1. ВВЕДЕНИЕ

Исследование фазовых переходов (ФП) и тер-
модинамических свойств соединений, имеющих ре-
шетку кагоме привлекает большое внимание. Это
связано с тем, что в таких соединениях вследствие
особой геометрии решетки могут возникать фруст-
рации. В антиферромагнитных соединениях, имею-
щих решетку кагоме, фрустрации наблюдаются при
учете обменных взаимодействий ближайших сосе-
дей. В ферромагнетиках с решеткой кагоме с ан-
тиферромагнитными взаимодействиями вторых со-
седей фрустрации возникают из-за конкуренции об-
менных взаимодействий между первыми и вторы-
ми соседями. Эффекты фрустрации играют важ-
ную роль в магнитных спиновых системах. Фруст-
рированные магнетики проявляют свойства, отлич-
ные от соответствующих нефрустрированных маг-
нитных систем, что вызывает повышенный интерес
к изучению явлений фрустрации в магнитных си-
стемах [1–3]. Для изучения физических свойств та-

* E-mail: sheikh77@mail.ru

ких магнетиков широко используются модели Изин-
га, Гейзенберга, Поттса и др. Эти модели описывают
большой класс реальных физических систем: слои-
стые магнетики, пленки жидкого гелия, сверхпрово-
дящие пленки, адсорбированные пленки и др [1,4,5].
На сегодняшний день классические модели Изинга
и Гейзенберга достаточно хорошо изучены и многие
их свойства известны [6–10]. В отличие от моделей
Изинга и Гейзенберга, для модели Поттса существу-
ет совсем немного надежно установленных фактов.
В последние годы исследованию спиновых систем,
описываемых моделью Поттса, было посвящено зна-
чительное число работ [4, 11–16], в которых были
получены ответы на многие вопросы. Было показа-
но, что физические свойства модели Поттса зависят
от пространственной размерности решетки, числа
состояний спина q, величины взаимодействия вто-
рых соседей и от геометрии решетки [11–19]. Боль-
шинство имеющихся результатов получены для мо-
дели Поттса с числом состояний спина q = 2 и
q = 3 [11–13]. В зависимости от числа состояний спи-
на q и пространственной размерности модель Поттса
демонстрирует ФП первого или второго рода. Дву-
мерная модель Поттса с числом состояний спина
q = 4 довольно уникальна и до сих пор мало изу-
ченна. Эта модель может быть использована для

404



ЖЭТФ, том 165, вып. 3, 2024 Исследование фазовых переходов. . .

описания поведения некоторых классов адсорбиро-
ванных газов на графите [20]. Данная модель инте-
ресна и тем, что значение q = 4 является гранич-
ным значением интервала 2 6 q 6 4, где наблюда-
ется ФП второго рода и области значений q > 4,
в котором ФП происходит как переход первого ро-
да [4]. В данной работе нами проводится исследова-
ние двумерной антиферромагнитной модели Поттса
с числом состояний спина q = 4 на решетке кагоме с
учетом ферромагнитных обменных взаимодействий
вторых соседей. Данная модель даже без учета вза-
имодействий вторых соседей является фрустриро-
ванной вследствие особой геометрии решетки. Учет
ферромагнитных взаимодействий вторых соседей в
данной модели может привести к изменению вырож-
дения основного состояния, появлению различных
фаз и ФП, а также влиять на его термодинамиче-
ские и магнитные свойства. Исследование влияния
величины ферромагнитного взаимодействия вторых
соседей на ФП и термодинамические свойства дву-
мерной антиферромагнитной модели Поттса с чис-
лом состояний спина q = 4 на решетке кагоме в лите-
ратуре практически не встречается. В связи с этим в
данной работе нами проводится исследование ФП и
термодинамических свойств этой модели в широком
интервале значений величины взаимодействия вто-
рых соседей. Исследование рассматриваемой моде-
ли на основе современных методов и идей позволит
получить ответ на ряд вопросов, связанных с физи-
кой фрустрированных спиновых систем и систем с
конкурирующими обменными взаимодействиями.

2. МОДЕЛЬ И МЕТОД ИССЛЕДОВАНИЯ

Гамильтониан модели Поттса с числом состоя-
ний q = 4 с учетом взаимодействий первых и вторых
соседей может быть представлен в следующем виде
[21, 22]:

H = −J1
∑

〈i,j〉,i6=j

cos θi,j − J2
∑

〈i,k〉,i6=k

cos θi,k, (1)

где J1 и J2 — параметры обменных антиферромаг-
нитного (J1 < 0) и ферромагнитного (J2 > 0) вза-
имодействия соответственно для первых и вторых
соседей, r = |J2/J1| — величина взаимодействия
вторых соседей, θi,j , θi,k — углы между взаимодей-
ствующими спинами Si–Sj и Si–Sk. В данной ра-
боте рассматривается интервал значений 0 6 r 6 1

с шагом 0.1. Суммирование в уравнении (1) прово-
дится для каждой пары соседних спинов. В данной
модели каждый спин имеет четыре ближайших со-
седа, поэтому суммирование проводилось 4N раз.

J
2

J
1

Рис. 1. Модель Поттса с числом состояний спина q = 4

на решетке кагоме. На вставке для каждого из четырех

возможных направлений спина приведено соответствую-

щее цветовое представление

N = L× L — количество спинов в системе, L = 12–
72, где L измеряется в размерах элементарной ячей-
ки. Такая же процедура проводится и для следу-
ющих ближайших соседей. Схематическое описа-
ние исследуемой модели представлено на рис. 1. Как
видно на рисунке, у каждого спина есть четыре бли-
жайших (J1) и четыре следующих за ближайшими
(J2) соседа. Спины, обозначенные кружками одного
и того же цвета, имеют одинаковое направление. На
вставке к рисунку для каждого из четырех возмож-
ных направлений спина приведено соответствующее
цветовое представление. Направления спинов зада-
ны таким образом, что выполняется равенство

θi,j =

{
0, если Si = Sj;

109.47◦, если Si 6= Sj.

или

cos θi,j =

{
1, если Si = Sj ;

−1/3, если Si 6= Sj .
(2)

Согласно условию (2) для двух спинов, Si и
Sj , энергия парного обменного взаимодействия
Ei,j = −J1, если Si = Sj . В случае, когда Si 6= Sj,
энергия Ei,j = J1/3. Таким образом, энергия пар-
ного взаимодействия спинов равна одной величине
при их одинаковом направлении и принимает
другое значение при несовпадении направлений
спинов. Для модели Поттса с q = 4 в трехмерном
пространстве такое возможно только при ори-
ентации спинов, как показано на вставке рис. 1.
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В настоящее время одним из наиболее эффектив-
ных для исследования подобных систем является
алгоритм Ванга – Ландау метода Монте-Карло
(МК) [23], особенно в низкотемпературной области.
Поэтому нами в данном исследовании был исполь-
зован этот алгоритм. Данный алгоритм является
реализацией метода энтропийного моделирования
и позволяет вычислить функцию плотности состо-
яний системы. Алгоритм Ванга – Ландау основан
на том, что, совершая случайное блуждание в
пространстве энергий с вероятностями, обратно
пропорциональными плотности состояний g(E), мы
получаем равномерное распределение по энерги-
ям. Подобрав вероятности перехода такими, что
посещение всех энергетических состояний стало
бы равномерным, можно получить изначально
неизвестную плотность состояний g(E), зная ко-
торую, можно вычислить значения необходимых
термодинамических параметров при любой темпе-
ратуре. Поскольку плотность состояний g(E) очень
быстро растет с увеличением размеров исследуемых
систем, для удобства хранения и обработки боль-
ших чисел пользуются величиной ln g(E). Более
подробно алгоритм Ванга – Ландау изложен в ра-
боте [13]. Определив плотность состояний системы,
можно рассчитать значения термодинамических
параметров при любой температуре. В частности,
внутреннюю энергию U , свободную энергию F ,
теплоемкость C и энтропию S можно вычислить,
используя следующие выражения:

U(T ) =

∑
E Eg(E)e−E/kBT∑
E g(E)e−E/kBT

≡ 〈E〉T , (3)

F (T ) = −kBT ln

(
∑

E

g(E)e−E/kBT

)
, (4)

C = N(|J1| /kBT )2 · (〈U2〉 − 〈U〉2), (5)

S(T ) =
U(T )− F (T )

T
, (6)

где K = |J1|/kBT , N — число частиц, T — темпе-
ратура (здесь и далее температура дана в едини-
цах |J1|/kB), U является нормированной величиной.
Расчеты проводились для систем с периодическими
граничными условиями (ПГУ).

3. РЕЗУЛЬТАТЫ МОДЕЛИРОВАНИЯ

На рис. 2 представлены температурные зависи-
мости теплоемкости C для разных значений r, по-
лученные для системы с линейным размером L = 24
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Рис. 2. Температурные зависимости теплоемкости C

(здесь и далее статистическая погрешность не пре-
вышает размеров символов, использованных для по-
строения зависимостей). Как видно на рисунке, для
значения r = 0.1 на температурной зависимости теп-
лоемкости отсутствует острый пик, а наблюдается
сглаженный пик. Отсутствие ярко выраженного пи-
ка теплоемкости объясняется тем, что при r 6 0.1 в
данной модели отсутствует порядок. Для значений
r = 0.2 и r = 0.3 наблюдается расщепление теп-
лоемкости. Наблюдаются два пика и один плавный
«горб». При увеличении величины r плавный «горб»
и низкотемпературный пик исчезают и на темпе-
ратурной зависимости теплоемкости остается один
ярко выраженный пик. Наличие «горба» свидетель-
ствуют о низкоразмерности системы, а расщепление
теплоемкости обычно наблюдается для фрустриро-
ванных спиновых систем [2, 24]. Для исследуемой
нами модели расщепление теплоемкости связано с
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Рис. 3. Температурная зависимость намагниченности m

тем, что учет обменных взаимодействий вторых со-
седей приводит к появление частично упорядочен-
ного магнитного состояния. Рост r сопровождается
сдвигом максимумов в сторону высоких температур
и увеличению значения максимумов. Увеличение аб-
солютных значений максимумов теплоемкости про-
исходит за счет роста вклада обменных взаимодей-
ствий вторых соседей.

Намагниченность системы m вычислялась по
формуле

m =
1

N

N∑

i=1

Si, (7)

где Si — трехкомпонентный единичный вектор
Si = (Sxi , S

y
i , S

z
i ). Он может принимать одно из

четырех направлений, представленных на встав-
ке рис. 1.

На рис. 3 представлены графики зависимости на-
магниченности m от температуры для разных зна-
чений r. При отсутствии взаимодействий вторых
соседей в системе отсутствует порядок и значение
намагниченности близко к нулю. При учете взаи-
модействий вторых соседей в системе наблюдается
частичное упорядочение и намагниченность в низ-
котемпературной области имеет отличные от нуля
значения. Это объясняется тем, что взаимодействие
вторых соседей приводит к изменению магнитной
структуры основного состояния, и в системе возни-
кает частичный порядок. На рисунке видно, что для
r > 0.1 с ростом температуры намагниченность m

плавно снижается, что свидетельствует в пользу ФП
второго рода.

Зависимости энтропии S от температуры пред-
ставлены на рис. 4. Как видно на рисунке, для всего
рассмотренного диапазона значений r с увеличени-

0.0 0.5 1.0 1.5 2.0 2.5
0.0

0.3

0.6

0.9

1.2

1.5

S/
N

kBT/|J1|

   r = 0
        0.1
        0.2
        0.3
        0.4

ln(4) = 1.38629

0.0 0.5 1.0 1.5 2.0 2.5
0.0

0.3

0.6

0.9

1.2

1.5
ln(4) = 1.38629

S/
N

kBT/|J1|

   r = 0.5
         0.6
         0.7
         0.8
         0.9
         1  

Рис. 4. Температурная зависимость энтропии S
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Рис. 5. Гистограммы распределения энергии для r = 0.5
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ем температуры энтропия стремится к теоретически
предсказанному значению ln 4. Для случая r = 0

в низкотемпературной области энтропия стремится
к отличному от нуля значению. При этом это зна-
чение энтропии сильно отличается от нуля. Такое
поведение энтропии свидетельствует о том, что при
r = 0 основное состояние системы сильно вырожде-
но. Кроме того, известно, что в системах с фрустра-
циями энтропия S при низких температурах должна
стремиться к отличному от нуля значению. В диа-
пазоне 0.1 6 r 6 1 в низкотемпературной области
энтропия стремится к нулю. Это значит, что в дан-
ном диапазоне r отсутствует вырождение основного
состояния. Таким образом, мы видим, что учет фер-
ромагнитных взаимодействий вторых соседей при-
водит к снятию вырождения основного состояния,
даже при малых значениях r.

Для определения рода ФП нами использовался
гистограммный анализ данных метода МК [23, 25].
Этот метод позволяет надежно определить род ФП.
Методика определения рода ФП этим методом по-
дробно описана в работах [26, 27]. Полученные на
основе гистограммного анализа данных результа-
ты показывают, что в данной модели в интерва-
ле 0.2 6 r 6 1.0 наблюдается ФП второго рода.
Это продемонстрировано на рис. 5. На этом рисун-
ке представлены гистограммы распределения энер-
гии для систем с различными линейными размера-
ми для значения r = 0.5. Графики построены для
температуры близкой к критической (T = 0.718).
На рисунке видно, что в зависимости вероятности
W от энергии наблюдается один максимум для всех
значений L, который свидетельствует о ФП второго
рода. Наличие одного максимума на гистограммах
распределения энергии является достаточным усло-
вием для ФП второго рода. Кроме того, на рисун-
ке видно, что при увеличении линейных размеров
системы ширина гистограммы уменьшается, что ха-
рактерно для ФП второго рода. Отметим, что один
максимум на гистограммах распределения для ис-
следуемой модели наблюдается для значений r в ин-
тервале 0.2 6 r 6 1.0. Это позволяет нам утвер-
ждать, что в этом интервале значений r наблюда-
ются ФП второго рода.

4. ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Исследование фазовых переходов и термодина-
мических свойств двумерной антиферромагнитной
модели Поттса с числом состояний спина q = 4 на
решетке кагоме с учетом ферромагнитных взаимо-
действий вторых соседей выполнено с использовани-

ем алгоритма Ванга – Ландау метода Монте-Карло.
Проведен анализ характера фазовых переходов в
широком интервале значений величины взаимодей-
ствия вторых соседей r. Показано, что в интервале
0.2 6 r 6 1 наблюдается фазовый переход второго
рода. Для значений r 6 0.1 в системе отсутству-
ет порядок и наблюдаются фрустрации. Показано,
что при значении r = 0 основное состояние системы
сильно вырождено. Учет ферромагнитных взаимо-
действий вторых соседей приводит к снятию вырож-
дения основного состояния для значений r > 0.1.
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ВЛИЯНИЕ ЛЕГИРОВАНИЯ КРЕМНИЕМ НА
ТЕРМОДИНАМИЧЕСКИЕ, МАГНИТНЫЕ И УПРУГИЕ

СВОЙСТВА ОЦК-СПЛАВОВ Fe–Cr

А. В. Пономарева *

Национальный исследовательский технологический университет «МИСиС»
119049, Москва, Россия

Поступила в редакцию 4 июля 2023 г.,
после переработки 4 июля 2023 г.

Принята к публикации 19 ноября 2023 г.

В рамках теории функционала электронной плотности выполнено исследование влияния легирования Si

на магнитные и упругие свойства, а также термодинамическую стабильность при T = 0 K ферромаг-

нитных твердых растворов Fe–Cr в ОЦК-структуре. Выполнены расчеты параметров решетки, энтальпии

смешения, упругих констант, объемных модулей, модулей Юнга и сдвига неупорядоченных бинарных

Fe–Cr- и тройных Fe–Cr–Si-сплавов, содержащих 2.3 и 4.7 ат.% Si. Получены эффективные химические

взаимодействия конфигурационного гамильтониана, магнитные характеристики и обменные взаимодей-

ствия гамильтониана Гейзенберга. Проведен сравнительный анализ всех полученных свойств для тройных

Fe–Cr–Si-сплавов с соответствующими значениями бинарных Fe–Cr-сплавов. Обнаружено, что добавле-

ние 2.3 ат.% Si увеличивает термодинамическую стабильность Fe–Cr-сплавов, этот эффект усиливается

при увеличении концентрации кремния до 4.7 ат.%. Показано, что этот результат обусловлен химически-

ми взаимодействиями Fe–Si и Cr–Si в дополнение к магнитным взаимодействиям Fe–Cr, которые опреде-

ляют стабильность разбавленных двойных сплавов. Продемонстрировано, что при добавлении кремния

наблюдается увеличение упругой константы C44, значения констант C11, C12 и модулей упругости близ-

ки соответствующим значениям двойных Fe–Cr-сплавов. Анализ концентрационных зависимостей пара-

метра пластичности G/B и карт распределения разностной зарядовой плотности позволил установить

корреляции между изменением соотношения компонент атомной связи и свойствами сплавов.

DOI: 10.31857/S0044451024030118

1. ВВЕДЕНИЕ

Бинарная система Fe–Cr является основой для
большого класса важных технологических матери-
алов. Сплавы системы Fe–Cr обладают низкой ско-
ростью набухания под действием нейтронного облу-
чения, низким коэффициентом теплового расшире-
ния, высокой теплопроводностью и прочностью при
высоких температурах, что позволяет использовать
их в том числе в качестве материалов корпусов реак-
торов, контейнеров для топливных композиций, обо-
лочек тепловыделяющих элементов активных зон
реакторов на тепловых нейтронах [1, 2].

Изучению свойств бинарной системы Fe–Cr по-
священы многочисленные исследования. В настоя-

* E-mail: alena.ponomareva@misis.ru

щее время квантовомеханические расчеты с исполь-
зованием теории функционала плотности позволя-
ют получать надежные результаты термодинами-
ческих, механических, магнитных свойств матери-
алов, прогнозировать характеристики сложных си-
стем. Теоретические исследования сплавов на осно-
ве системы Fe–Cr позволили получить ряд важных
выводов и общих закономерностей системы, напри-
мер, о стабильности [3–7], взаимодействии с дефек-
тами [8–10], магнитных [5, 7, 11, 12] и упругих свой-
ствах [13–16].

В работах [3–7] на основе расчетов энтальпии об-
разования неупорядоченных ОЦК-сплавов Fe–Cr в
ферромагнитном состоянии была обнаружена ано-
мальная стабильность сплавов при низких концен-
трациях хрома. Было показано, что при увеличе-
нии концентрации хрома энтальпия образования
становится положительной, проходя через макси-
мум вблизи эквиатомного состава. Концентрацион-
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ная область с содержанием хрома более 20 ат.% со-
ответствует сплавам, которые испытывают спино-
дальный распад при температуре около 800 К, что
отрицательно сказывается на механических свой-
ствах системы и требует поиска решения нейтра-
лизации негативного результата. Помимо этого, по-
скольку интервал отрицательных значений энталь-
пии образования в Fe–Cr-сплавах достаточно узкий,
увеличение фазовой стабильности также является
актуальной задачей.

Легирование является эффективным методом
улучшения параметров стали и сплавов, в том чис-
ле повышения механических характеристик и изме-
нения границ стабильности. Например, в теоретиче-
ских работах [11,17,18] показано, что добавление Ni,
Mo, Mn уменьшает стабильность Fe–Cr-сплавов, в то
же время Al оказывает стабилизирующее действие.
При этом в работе [18] был сделан вывод, что при
определенных концентрационных комбинациях Ni и
Al в Fe–Cr–Ni–Al-сплавах прогнозируется одновре-
менное увеличение их термодинамической стабиль-
ности и пластичности без существенного ухудшения
механических свойств.

В настоящей работе изучается влияние леги-
рования кремнием на свойства сплавов системы
Fe–Cr. Кремний в сталях и сплавах на основе
железа используется в качестве легирующего эле-
мента, способного повышать трещиностойкость
и коррозионную стойкость за счет формирова-
ния защитного слоя на поверхности материала.
В работе [19] изучалось коррозионное поведение
Fe–xCr–ySi (x = 5, 10 ат.% и y = 5, 10 ат.%) спла-
вов при температуре 600◦C в различных газовых
смесях с одинаковым парциальным давлением
кислорода. Результаты оптической и сканирующей
электронной микроскопии показали, что при кон-
центрации хрома более 5 ат.% и кремния 5–10 ат.%
в атмосфере H2–CO2 наблюдался рост оксидных
слоев, что значительно повышало коррозионную
стойкость сплавов. Это согласуется с данными
работы [20], в которой авторы наблюдали, что
для сплава Fe85Cr10Si5 высокотемпературная
коррозия практически прекращается при темпера-
турах 870–1070 K. Результаты работы [21] также
продемонстрировали благоприятное влияние Si
на стойкость к окислению сталей с 9 ат.% Cr.
Авторами работы [22] был разработан межатом-
ный потенциал (MEAM) для системы Fe–Cr–Si и
получены профили взаимодействия, структурные
и упругие характеристики для чистых элемен-
тов, бинарных соединений и для одного состава
Fe86Cr12Si2 (масс.%) коммерческой стали трой-

ной системы, который применяется в качестве
высокотемпературного коррозионностойкого ма-
териала. Показано, что предсказанные свойства с
использованием разработанного потенциала хорошо
согласуются с расчетами в рамках теории функцио-
нала плотности и доступными экспериментальными
данными. Авторы предполагают, что разработан-
ный потенциал может быть применен в качестве
различных приложений, например, для проекти-
рования многокомпонентных слоистых материалов
на основе системы Fe–Cr–Si для работы в условиях
экстремальных температур и доз облучения.

В настоящей работе исследованы термодинами-
ческие, магнитные и упругие свойства ОЦК-сплавов
тройной системы Fe–Cr–Si в ферромагнитном со-
стоянии с концентрацией хрома xCr = 0–50 ат.% и
концентрацией кремния xSi = 2.3, 4.7 ат.%. Получе-
ны значения параметров решетки, энтальпии сме-
шения, упругих констант, объемных модулей, моду-
лей Юнга и сдвига, эффективные химические пар-
ные взаимодействия, магнитные характеристики и
обменные взаимодействия исследуемых систем. По-
строены карты разностной зарядовой плотности, ко-
торые позволили визуализировать изменение атом-
ной связи при легировании.

2. ДЕТАЛИ РАСЧЕТОВ

Моделирование ab initio свойств систем Fe–Cr и
Fe–Cr–Si проводилось при температуре T = 0 K
с помощью методов проекционно-присоединенных
плоских волн (PAW) [23, 24], реализованного в па-
кете VASP [25–27] и точных маффин-тин-орбиталей
(EMTO) в сочетании с приближением когерентно-
го потенциала (CPA) для моделирования беспоряд-
ка замещения [28, 29]. При использовании метода
PAW атомный беспорядок сплавов замещения моде-
лировался с использованием техники специальных
квазислучайных структур (SQS) [30] на 128-атомной
ОЦК-суперячейке. Энергия обрезания плоских волн
была выбрана равной 500 эВ. Интегрирование по
зоне Бриллюэна было выполнено по методу специ-
альных точек Монкхорста – Пака [31] на сетке раз-
мером 4x4x4. Для учета обменно-корреляционных
эффектов использовалось обобщенное градиентное
приближение с функционалом PBE [32]. Критерий
сходимости электронной подсистемы выбран рав-
ным 10–4 эВ для двух последующих итераций, а пет-
ля ионной релаксации в рамках метода сопряжен-
ных градиентов останавливалась, когда силы ста-
новились порядка 10–3 эВ/Å. Значения параметров
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решетки и объемного модуля упругости получены
с помощью регрессии по уравнению состояния Бир-
ча – Мурнагана. С использованием полученных зна-
чений равновесных параметров был рассчитан тен-
зор упругости Cij через соотношения напряжение–
деформация с учетом ±1% и ±2% относительных
деформаций решетки. Значения C11, C12 и C44 бы-
ли получены соответствующим усреднением [33] из-
за понижения симметрии решетки при использова-
нии SQS. Модули упругости были получены из кон-
стант Cij с использовнием усреднения для кубиче-
ских кристаллов по Хиллу [34].

Для расчетов EMTO полная плотность заряда
(FCD) [35] была представлена одноцентровым раз-
ложением волновых функций электронов по сфери-
ческим гармоникам с орбитальными моментами до
lmax = 8. Расчеты проводились для базисного на-
бора, включающего валентные spdf -орбитали. Ин-
тегрирование в обратном пространстве осуществля-
лось по сетке 29 × 29 × 29 k-точек, интегрирова-
ние по энергии проводилось в комплексной плос-
кости с использованием полуэллиптического конту-
ра, состоящего из 24 точек. Полные энергии по-
лучены с использованием приближения обобщенно-
го градиента [32]. Эффективные парные взаимодей-
ствия определялись в ферромагнитном состоянии с
помощью метода экранированных обобщенных воз-
мущений (SGPM) [36, 37]. Константы экранирова-
ния, необходимые для расчета электростатического
вклада в эффективные парные взаимодействия, бы-
ли извлечены из расчетов на 1024-атомной суперя-
чейке с использованием метода точных локальных
самосогласованных функций Грина (ELSGF) [38].
Анализ зарядов Бадера [39], полученный из тополо-
гического представления распределения плотности
заряда, был выполнен с использованием кода, раз-
работанного в работе [40] для сетки NG(X,Y, Z)F

размером 400× 400× 400.

3. РЕЗУЛЬТАТЫ И ОБСУЖДЕНИЕ

3.1. Термодинамические свойства и

магнитные взаимодействия

Для оценки фазовой стабильности тройных
сплавов Fe–Cr–Si, содержащих 2.3 и 4.7 ат.%
кремния, рассмотрим влияние легирования крем-
нием одновременно на энтальпию смешения ∆H и
парные потенциалы Vp(X–Y) конфигурационного
гамильтониана [41], поскольку в многокомпонент-
ном сплаве знак ∆H не гарантирует однозначной
тенденции к упорядочению или кластеризации.

Если в многокомпонентном сплаве ∆H имеет
отрицательные значения одновременно со всеми
положительными квазибинарными величинами
Vp(X–Y), то это соответствует энергетическо-
му предпочтению наличия пар разнородных
атомов X–Y на расстоянии радиуса координаци-
онной сферы p, что характеризует склонность
сплава к образованию твердого раствора. Если ∆H

имеет положительные значения и хотя бы одно
значение Vp(X–Y) отрицательно, то это является
признаком наличия у сплава тенденции к фазовому
расслоению [42]. Рассчитанные энтальпии смешения
∆H = EFe1−x−yCrxSiy − (1 − x − y)EFe − xECr − yESi

исследуемых сплавов, где Ei — полные энергии
соответствующих систем, представлены на рис. 1. В
качестве основного состояния были использованы
ОЦК-Fe в ферромагнитном состоянии, ОЦК-Cr в
немагнитном состоянии, Si в структуре алмаза.
Следует отметить, что для Fe–Cr–Si-сплавов на
оси y при нулевой концентрации хрома распо-
ложены точки, соответствующие значениям ∆H

Fe–Si-сплавов с концентрациями кремния 2.3 и
4.7 ат.%.

Помимо метода суперячейки, в котором для
описания неупорядоченной структуры использу-
ется квазинеупорядоченная периодическая модель
(PAW-SQS), для сплавов системы Fe–Cr–4.7Si эн-
тальпия смешения ∆H была рассчитана с помощью
подхода, основанного на формализме функции Гри-
на, в котором беспорядок замещения описывается
в приближении когерентного потенциала (EMTO-
CPA). Проводится сравнение результатов двух
методов, чтобы затем извлечь эффективные пар-
ные Vp(X–Y) и обменные Jp(X–Y) взаимодействия,
которые напрямую можно рассчитать, используя
метод EMTO-CPA.

Графики энтальпии смешения бинарных Fe–xCr-
сплавов для двух методов хорошо согласуются меж-
ду собой (рис. 1), при этом в полной мере воспроиз-
водят область аномальной стабильности при низкой
концентрации хрома, полученную в предыдущих
исследованиях с помощью методов PAW, EMTO,
ELSGF [3–7], которые показывают интервал отри-
цательных значений ∆H и наличие минимума на
кривой при низком содержании хрома. Концентра-
ция хрома, отвечающая минимуму, зависит от ме-
тода и составляет от 3 до 10 ат.%. В данном рас-
чете кривые, полученные обоими методами, имеют
минимумы при x ≈ 4 ат.% Cr, при этом при исполь-
зовании метода EMTO-CPA значения ∆H становят-
ся положительными при x ≈ 6 ат.% Cr, а в методе
PAW-SQS кривая ∆H лежит ниже EMTO-графика,
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Рис. 1. (В цвете онлайн) Энтальпия смешения бинарных

Fe–Cr и тройных Fe–Cr–Si сплавов, рассчитанная с помо-

щью методов PAW-SQS и EMTO-CPA

имеет более плоскую область минимальных значе-
ний и пересекает ось x примерно при 9 ат.% хрома.
При увеличении концентрации хрома значения ∆H

становятся положительными и растут при увеличе-
нии x, значения метода EMTO-CPA показывают бо-
лее резкий рост, чем значения, полученные мето-
дом PAW-SQS. Наблюдаемое различие в результа-
тах двух методов может являться следствием учета
в методе PAW-SQS релаксации решетки и эффекта
локального окружения в данной системе, наличие
которого будет продемонстрировано ниже.

Добавление 2.3 ат.% кремния сдвигает точку с
нулевой концентрацией хрома в область отрица-
тельных значений до −0.028 эВ (в методе PAW-
SQS). При увеличении концентрации хрома вид кри-
вой ∆H для Fe–xCr–2.3Si-сплавов подобен Fe–Cr-
зависимости, при этом наблюдается увеличение глу-
бины минимума и его смещение в сторону меньшей
концентрации хрома, однако из-за сдвижки на ну-
левой концентрации хрома область отрицательных
значений энтальпии смешения увеличивается c 9 до
18 ат.% Cr. Сдвиг ∆H для Fe–2.3Si-сплава в сто-
рону отрицательных энергий качественно согласу-
ется с результатами исследования мессбауэровско-
го спектра на ядрах 57Fe при комнатной темпера-
туре для Fe–Si-сплавов [43]. В работе было получе-
но значение энергии растворения примеси Si в ОЦК
Fe, равное −0.38 эВ/атом, т. е. процесс растворе-
ния примеси соответствует экзотермической реак-
ции, что не противоречит результатам данного ис-
следования. Увеличение концентрации кремния до
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Рис. 2. (В цвете онлайн) Рассчитанные методом EMTO-

CPA параметры бинарных (для Fe–xCr) и квазибинарных

(для Fe–xCr–4.7Si) парных взаимодействий конфигураци-

онного гамильтониана V1(X–Y) на первой КС

4.7 ат.% еще сильнее сдвигает точку xCr = 0 до
−0.054 эВ (−0.048 эВ) в методе PAW-SQS (EMTO-
CPA), при этом область положительных значений
энтальпии увеличивается до 25 ат.% Cr (18 ат.%).

В работе [5] было установлено существование от-
талкивания между атомами Cr в бинарной Fe–Cr-
системе при xCr < 12 ат.%, которое является силь-
ным для ближайших соседей, существенным по
крайней мере до шестой координационной сферы
(КС) центрального атома и имеет магнитное про-
исхождение. Появление атомов Cr в качестве бли-
жайших соседей увеличивало энтальпию образова-
ния на величины до 10 мэВ/атом. Для того чтобы
выяснить наличие тенденции к кластеризации при-
месей Si в Fe–Cr–Si-сплавах были проведены расче-
ты для Fe–xCr–2.3Si-сплавов в области стабильно-
сти с концентрацией хрома 0, 2.34, 3.90, 5.47 ат.%, в
которых атомы Si находятся только в 1–2 КС друг
друга. Для всех концентраций хрома энергии таких
сплавов были выше (примерно на 5 мэВ/атом), чем
для неупорядоченного твердого раствора (рис. 1).
Это согласуется с анализом значений энергии связи
между двумя атомами Si в сплавах Fe–Si, проведен-
ным в работе [43], который показал, что взаимодей-
ствие между атомами Si в исследованных матери-
алах носит отталкивающий характер. Поэтому да-
лее исследования проводились на SQS-ячейках с па-
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раметрами ближнего порядка Уоррена – Каули [44],
близкими к нулю до 4 КС, что соответствует неупо-
рядоченному состоянию.

С помощью рис. 2 рассмотрим поведение эффек-
тивных парных кластерных взаимодействий бли-
жайших соседей V1(X–Y) гамильтониана

Hconf = −1

2

∑

p

∑

X6=Y

Vp(X–Y)
∑

i,j∈p

δcXi δc
Y

j ,

где δcXi — флуктуация концентрации компонента X
на позиции i от его средней концентрации в спла-
ве. Значения V1(X–Y) в методе EMTO-CPA име-
ют квазибинарное представление, достоинством ко-
торого является его прямая связь с гамильтониа-
нами и взаимодействиями бинарных систем компо-
нентов, входящих в состав многокомпонентной си-
стемы [41]. Значения V1(X–Y) были получены для
ферромагнитных сплавов с фиксированной концен-
трацией кремния xSi = 4.7 ат.% для равновесных
объемов в каждой концентрационной точке. Как
видно на рис. 2 и продемонстрировано в предыду-
щих исследованиях [7, 11, 45], разбавленные бинар-
ные Fe–Cr-сплавы имеют положительные значения
эффективных межатомных взаимодействий на пер-
вой КС, что указывает на тенденцию к образова-
нию твердого раствора. Этот результат согласуется
с отрицательными расчетными значениями энталь-
пии смешения Fe–Cr-сплавов. При увеличении кон-
центрации хрома примерно до 18 ат.% парные вза-
имодействия меняют знак, демонстрируя появление
тенденции к кластеризации в системе, что коррели-
рует с положительными значениями ∆H . Инверсия
параметров ближнего порядка была теоретически
предсказана с помощью обобщенного метода возму-
щений (GPM) [46] и впоследствии подтверждена из-
мерениями диффузного рассеяния нейтронов [47] и
мессбауэровским исследованием атомного ближнего
порядка (ASRO) [48].

В Fe–xCr–4.7Si-сплавах Fe–Cr-взаимодействия
уменьшаются относительно бинарных сплавов и
уменьшается концентрация хрома (примерно с 18
до 15 ат.% Cr), при которой наблюдается изменение
знака взаимодействий. Однако в тройных сплавах
появляются взаимодействия Fe–Si и Cr–Si, которые
имеют положительные значения и превосходят по
величине взаимодействия Fe–Cr. Высокие значения
V1(Fe–Si) совпадают со значениями парных потен-
циалов Fe–Si для сплава с 8 ат.% Si, полученных
в работе [49], в которой была исследована роль
магнетизма в формировании ближнего порядка в
сплавах Fe–Si. При нулевой и низкой концентра-
циях хрома парные взаимодействия Fe–Si и Cr–Si

вносят существенный вклад в конфигурационный
гамильтониан [7, 45], что стабилизирует систему.
Cr–Si-взаимодействия также увеличивают глуби-
ну минимума, что приводит к сдвигу в сторону
больших концентраций хрома, при котором вели-
чина ∆H отрицательна. Однако при увеличении
концентрации хрома роль Fe–Cr-взаимодействий
возрастает, и их отрицательные значения после
инверсии усиливают тенденцию к расслоению.
Таким образом, в интервале концентраций хрома
от 0 до 20 ат.% для сплавов, содержащих 4.7 ат.% Si,
все парные взаимодействия имеют положительные
значения, а энтальпия смешения — отрицательные,
что показывает наличие в системе тенденции к
образованию твердого раствора.

Далее проанализируем концентрационные изме-
нения параметров решетки и магнитных моментов
Fe–Cr–Si-сплавов, которые представлены на рис. 3.
Зависимости параметров решетки в сплавах Fe–Cr
и Fe–Cr–Si имеют нелинейный характер с положи-
тельными отклонениями от закона Вегарда с мак-
симумом около 10 ат.%, при этом кривые пара-
метров решетки с Si почти повторяют форму кри-
вой, соответствующую Fe–Cr-сплавам. Относитель-
но чистого железа добавление Si почти не меня-
ет параметр решетки, при появлении и увеличе-
нии содержания хрома концентрационные зависи-
мости Fe–Cr–Si-сплавов лежат ниже Fe–Cr-кривой,
при этом чем выше концентрация кремния, тем па-
раметры решетки меньше. Для Fe–Cr-сплавов от-
клонение значений параметров решетки от экспери-
ментальных данных составляет около 1% (см. табли-
цу и работы [50,51]), что может быть объяснено ис-
пользуемым приближением обобщенного градиента,
которое, как известно, занижает равновесный объ-
ем магнитных 3d-металлов [52]. Но, как показано в
работе [16], использование экспериментальных па-
раметров решетки для расчета упругих свойств в
Fe–Cr-сплавах не меняет их зависимостей относи-
тельно значений с расчетными параметрами решет-
ки, приводя только к определенным сдвижкам в за-
висимости от рассматриваемого свойства.

На всех кривых при низких концентрациях хро-
ма резкое увеличение параметров решетки свиде-
тельствует об относительно большом эффективном
размере атома Cr в разбавленных Fe–Cr-сплавах.
При увеличении содержания хрома наклон кривой
меняется, что соответствует уменьшению эффек-
тивного размера атомов Cr. При этом добавление
кремния уменьшает размер атома хрома на интер-
валах как роста, так и спада значений парамет-
ров решетки. Как показал расчет зарядов Бадера
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QX
B, это происходит из-за переноса заряда от ато-

мов хрома главным образом на атомы кремния и
в меньшей степени на атомы железа. Обнаружены
также атомы железа с недостатком электронов, в
окружении которых есть кремний. Так, для спла-
ва Fe–12.5Cr–4.7Si меняются следующие величины:
QCr
B примерно от −0.34e до −0.43e, QSi

B примерно от
+0.16e до +0.26e,QFe

B примерно от −0.04e до +0.15e,
где e — заряд электрона. Стоит отметить, что знаки
и значенияQX

B коррелируют со значениями электро-
отрицательностей элементов сплава.

Рассмотрим магнитные характеристики исследу-
емых систем (рис. 3 и 4). Полные магнитные мо-
менты в бинарных сплавах уменьшаются при уве-
личении содержания хрома. При добавлении крем-
ния все концентрационные кривые лежат ниже, чем
Fe–Cr-зависимость, но при этом разница значений
составляет не более 0.1µB в разбавленных сплавах
и около 0.2µB в сплавах с концентрацией хрома при-
мерно 50 ат.%. Средние магнитные моменты атомов
Fe и Cr также уменьшаются при увеличении кон-
центраций хрома и кремния, однако изменение маг-
нитных моментов железа существенно слабее. На

кривых имеются области с небольшими экстрему-
мами для всех сплавов Fe–Cr, Fe–Cr–Si, при этом
максимум более выражен для графика магнитных
моментов атомов Fe, поведение которого напомина-
ет концентрационную зависимость параметров ре-
шетки. Магнитный момент атома железа паралле-
лен полному вектору намагниченности, отрицатель-
ный знак магнитного момента атома Cr отражает
тот факт, что в ферромагнитном состоянии магнит-
ные моменты атомов хрома антипараллельны маг-
нитным моментам атомов железа и полному векто-
ру намагниченности. При увеличении концентрации
хрома значения магнитных моментов хрома резко
уменьшаются, достигая нуля примрно при 50 ат.%.

Локальные магнитные моменты всех атомов в
сплавах Fe–Cr и Fe–Cr–Si представлены на рис. 4,
из которого следует, что в величинах магнитных мо-
ментов Fe и Cr присутствует разброс значений, осо-
бенно для атомов хрома. При этом значения локаль-
ных и, соответственно, средних магнитных момен-
тов атомов Si близки к нулю для всех рассматрива-
емых сплавов.

415



А. В. Пономарева ЖЭТФ, том 165, вып. 3, 2024

-2
-1
0
1
2

M
M

L
 (

µ Β
)

Fe
Cr
Si

0 10 20 30 40 50
x

Cr
 (at.%)

-2

-1

0

1

2

-2

-1

0

1

2 a)

Fe-xCr

b)

c)

Fe-xCr-4.7Si

Fe-xCr-2.3Si

Рис. 4. (В цвете онлайн) Значения локальных магнитных

моментов атомов Fe, Cr, Si в бинарных Fe–Cr и трой-

ных Fe–Cr–Si сплавах, рассчитанные с помощью метода

PAW-SQS

Магнитные моменты атомов железа имеют раз-
брос значений для исследуемых систем и интер-
валов концентраций от 1.1µB до 2.4µB. Атомы
Fe с минимальными магнитными моментами око-
ло (1.1 − 1.5)µB наблюдаются в Fe–Cr–Si-сплавах c
концентрацией хрома 25–40 ат.% (рис. 4 b, c) и име-
ют в 1–2 КС 2 атома кремния и 4–5 атомов хро-
ма. Атомы Si в 1 КС железа уменьшает магнит-
ный момент последнего примерно от (0.1 − 0.2)µB
(1 атом Si) до 0.3µB (2 атома Si), атомы Cr также
уменьшают магнитный момент на атомах железа,
но в меньшей степени, чем кремний. Максимальные
значения на атомах железа наблюдаются в ситуаци-
ях, когда 1 КС заполнена только атомами железа
либо в ней присутствуют атомы хрома с высокими
антиферромагнитными значениями магнитных мо-
ментов, которые, как будет показано ниже, удовле-
творяют знаку обменного взаимодействия Fe–Cr. За-
висимость магнитного момента атома железа от ко-
личества соседних атомов кремния согласуется с ре-
зультатами экспериментальной работы [53], в кото-
рой при исследовании макроскопической и локаль-
ной атомных структур, а также магнитных характе-
ристик кристаллических и аморфных Fe–Si-сплавов
было продемонстрировано, что уменьшение числа
соседних атомов Fe за счет замещения их двумя
или более атомами Si приводит к существенному
уменьшению локального магнитного момента желе-
за. Также в работе [54] при измерении полей сверх-

тонкого взаимодействия в Fe3Si со структурой DO3

было обнаружено, что магнитный момент атома же-
леза с восемью атомами железа в своей 1 КС име-
ет магнитный момент, равный 2.2µB, в то же вре-
мя атом Fe c четырьмя атомами железа и четырьмя
атомами кремния в 1 КС имеет магнитный момент,
равный 1.2µB.

Магнитные моменты атомов хрома имеют раз-
брос значений для исследуемого интервала концен-
траций от −1.9µB до 0.3µB. Для бинарного сплава
Fe–Cr в работе [5] показано, что значения магнитно-
го момента Cr сильно зависит от локального окру-
жения. Это также подтверждается и данными рас-
четами (рис. 4 а). При низких концентрациях хрома
(0–5 ат.%) магнитные моменты имеют значения при-
мерно (1.8 ± 0.1)µB, при увеличении концентрации
разброс увеличивается и некоторые магнитные мо-
менты начинают уменьшаться. Это наблюдается на
атомах хрома, которые являются ближайшими со-
седями друг друга, т. е. магнитные моменты атомов
хрома, которые окружены атомами железа, оста-
ются высокими, а те, в 1 КС которых появляются
атомы хрома, начинают уменьшаться (рис. 4, кон-
центрации хрома примерно от 15 до 30 ат.%). При
увеличении концентрации хрома таких атомов, со-
седствующих с одноименными атомами, становится
все больше и больше, и при xCr ≈ 50 ат.% магнит-
ные моменты на атомах хрома становятся равными
нулю (рис. 4). Также нужно отметить, что величина
магнитного момента хрома уменьшается, если ато-
мы хрома есть во второй КС, даже если в первой на-
ходятся только атомы железа; это уменьшение мень-
ше, чем при расположении в 1 КС, но также линейно
зависит от числа атомов Cr.

При добавлении кремния зависимость магнит-
ных моментов хрома от количества одноименных
соседей полностью сохраняется, в дополнение по-
является зависимость от наличия атомов Si. Было
обнаружено, что при фиксированной концентрации
магнитный момент атома хрома максимален, когда
его 1 и 2 КС полностью заняты атомами железа, а
также если в 1 КС есть атомы кремния при усло-
вии размещения на остальных позициях в 1–2 КС
только атомов железа. Значение магнитного момен-
та атомов Cr рядом с кремнием на некоторых пози-
циях даже выше, чем при полном окружении атома-
ми железа. При появлении атомов хрома магнитный
момент резко уменьшается, как в случае бинарных
сплавов, но при наличии атома кремния в первой
КС хрома с несколькими одноименными атомами
позволяет сохранить магнитный момент на уровне
значений, когда в 1 КС на 1–2 атома хрома меньше.
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Сильное изменение магнитного момента хрома
при наличии одноименных соседей в сплавах на ос-
нове системы Fe–Cr связано с поведением магнит-
ных обменных взаимодействий J1(X–Y) между ато-
мами X и Y на 1 КC гамильтониана Гейзенберга [55]

Hmagn = −
∑

p

∑

i,j∈p

Jp(X–Y) ei · ej ,

где p — номер КС, ei — единичный вектор в на-
правлении магнитного момента на узле i. Как по-
казано в работах [5, 7, 45] и на рис. 5, в бинар-
ных сплавах значения взаимодействий J1(Cr–Cr) и
J1(Fe–Cr) отрицательны, J1(Fe–Fe) — положитель-
ны, т. е. атомы Cr взаимодействуют антиферромаг-
нитно друг с другом и с атомами железа, в то
же время между атомами железа устанавливается
ферромагнитное взаимодействие. Поэтому появле-
ние пары атомов хрома в качестве ближайших со-
седей вызывает магнитную фрустрацию, ведущую
к постепенной потере магнитного момента на ато-
мах хрома с увеличением xCr [5]. При добавле-
нии кремния обменные взаимодействия принципи-
ально не меняются: J1(Si–X) практически равны ну-
лю, при этом Fe–Cr-взаимодействия остаются до-
минирующими при низких концентрациях хрома,
а при высоких — J1(Fe–Fe). Наблюдается неболь-
шое уменьшение Fe–Cr- и Fe–Fe-значений и неболь-
шое увеличение Cr–Cr-взаимодействий, слабый рост

J1(Cr–Cr) относительно бинарного сплава коррели-
рует с небольшим увеличением магнитного момен-
та на атоме хрома вблизи атома кремния. Поэтому
при увеличении концентрации хрома возникновение
фрустрированных состояний в тройных сплавах то-
же ведет к постепенной деградации магнитного мо-
мента на атомах хрома, но чуть более медленной,
чем в бинарной системе.

Для анализа взаимосвязи магнитных взаимодей-
ствий и фазовой стабильности стоит отметить, что в
работе [45], в которой обменные взаимодействия бы-
ли рассмотрены как часть конфигурационного га-
мильтониана, было показано, что в Fe–Cr-сплавах
магнитные взаимодействия J1(Fe–Fe) и J1(Cr–Cr)
способствуют образованию твердого раствора, а
J1(Fe–Fe) — кластеризации в этой системе. Кроме
того, при малых концентрациях хрома обменные
взаимодействия Fe–Fe и Cr–Cr в значительной сте-
пени компенсируют друг друга, а обменные взаимо-
действия Fe–Cr являются доминирующим вкладом в
эффективные кластерные взаимодействия V1(X–Y),
что определяет стабильность сплава, проявляющу-
юся в отрицательных значениях энтальпии смеше-
ния бинарных Fe–Cr-сплавов [45] (см. рис. 1). Увели-
чении концентрации хрома и потеря атомами хрома
магнитных моментов приводит к уменьшению маг-
нитных и химических взаимодействий между ато-
мами Fe и Cr, при этом Fe–Fe-взаимодействие ста-
новится доминирующим, что приводит к дестаби-
лизации сплава. Поскольку обменные взаимодей-
ствия при добавлении кремния меняются незначи-
тельно, можно сделать вывод, что на стабилиза-
цию Fe–Cr–Si-сплавов (относительно Fe–Cr-сплавов)
оказывают химические взаимодействия V1(Fe–Si) и
V1(Cr–Si) в дополнение к магнитным взаимодей-
ствиям Fe–Cr, которые определяют стабильность
разбавленных двойных Fe–Cr-сплавов.

Особенности электронной структуры изучаемых
сплавов также имеют отношение к зависимости зна-
чений магнитного момента атомов хрома от окруже-
ния. И в бинарной Fe–Cr [7,11] и в тройных Fe–Cr–Si
системах (рис. 6) при низких концентрациях хрома
на плотности электронных состояний (DOS) наблю-
дается разное заполнение d-зоны со спином вверх
атомов железа и хрома. Железо имеет практически
полностью заполненную зону со спином вверх, в то
время как у хрома существуют частично незапол-
ненные антисвязываюшие состояния, что может яв-
ляться причиной флуктуации магнитных моментов
из-за эффекта локального атомного окружения [56].
При этом в зоне DOS со спином вниз энергия Ферми
находится в псевдощели и для атома Fe, и для атома

8 ЖЭТФ, вып. 3
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Рис. 6. (В цвете онлайн) Локальная плотность элек-

тронных состояний в ферромагнитном ОЦК-сплаве

Fe–8.6Cr-4.7Si, полученная с помощью метода PAW-SQS

Cr. Как было отмечено выше, добавление кремния
вызывает перенос заряда с атомов хрома и желе-
за на атомы кремния. При легировании кремнием
происходит перестройка обеих зон DOS, связанная
с формированием s–d (на участке от −11 до −9 эВ)
и p–d (от −7 до −4 эВ) гибридизации состояний Fe и
Cr с состояниями Si (рис. 6). Также наблюдается от-
ток электронов и уменьшение DOS в зоне со спином
вверх (относительно общего вектора намагниченно-
сти), поскольку энергетически выгодно зафиксиро-
вать энергию Ферми в псевдощели. Это приводит к
уменьшению магнитного момента на атомах железа
рядом с кремнием и, наоборот, к увеличению маг-
нитного момента на атомах хрома, расположенных
в 1 КС атомов кремния.

3.2. Упругие свойства

Прочностные характеристики материала, а так-
же его механические свойства связаны со значени-
ями упругих констант, которые, в свою очередь,
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Рис. 7. (В цвете онлайн) Упругие константы C11, C12, C44

бинарных Fe–Cr и тройных Fe–Cr–Si сплавов, рассчитан-

ные с помощью метода PAW-SQS

несут важную информацию о микроскопических
межатомных взаимодействиях. На рис. 7 и 8 пред-
ставлены упругие константы Cij , поликристалли-
ческие модули, полученные методом Хилла, а так-
же отношение модулей сдвига и объемного сжатия,
G/B, для бинарных и тройных сплавов как функ-
ции концентрации хрома. Упругие свойства спла-
вов были исследованы с помощью метода PAW-SQS
при расчетных равновесных параметрах решетки с
оптимизированными положениями атомов и формы
ячеек с соответствующим усреднением по осям [33]
из-за понижения симметрии решетки при использо-
вании SQS.

На рис. 7 видно, что упругие константы C11 и
C12 для разбавленных бинарных и тройных сплавов
имеют неглубокие минимумы около 5–7 ат.% Cr, а
при xCr > 10 ат.% наблюдается увеличение этих кон-
стант. Для сплавов с Si глубина минимума умень-
шается относительно значений для Fe–Cr-системы,
при низких концентрациях хрома до 10 ат.% все
значения C11 и С12 лежат немного ниже, чем зна-
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Fe–Cr- и тройных Fe–Cr–Si-сплавов, рассчитанные с помощью метода PAW-SQS

чения для Fe–Cr-сплавов. При увеличении концен-
трации хрома константы растут, практически сов-
падают друг с другом; небольшое увеличение C12

для сплавов с Si наблюдается относительно Fe–Cr-
сплавов. Константа С44 для всех сплавов увеличи-
вается до 15 ат.% Cr, при xCr > 15 ат.% зависимости
выходят на плато, при этом значения для сплавов с
2.3 ат.% Si лежат немного выше значений для двой-
ных сплавов, самые высокие константы имеют спла-
вы Fe–xCr–4.7Si для всего исследуемого концентра-
ционного интервала хрома.

Модули объемного сжатия в Fe–Cr-сплавах име-
ют немонотонную концентрационную зависимость с
локальным минимумом при 10 ат.% Cr, что корре-
лирует с изменением параметров решетки. При до-
бавлении Si немонотонность уменьшается, при этом
при очень низких значениях xCr значения модуля
объемного сжатия B ниже, чем в бинарном спла-
ве (несмотря на то что параметр решетки умень-
шается с увеличением концентрации кремния), при
увеличении концентрации хрома значения для спла-
вов Fe–Cr и Fe–Cr–Si практически совпадают. Зна-

чения модулей Юнга E и сдвига G в тройных спла-
вах очень близки к значениям в двойных сплавах
с небольшим уменьшением в области разбавленных
составов. Значения модулей показывают разумное
согласие с экспериментальными результатами для
Fe–Cr-сплавов, теоретические значения несколько
выше из-за недооценки параметров решетки. При
этом основные тенденции изменения свойств при
увеличении концентрации хрома хорошо воспроиз-
водятся: экспериментальный объемный модуль так-
же имеет минимум, а ∆E/∆xCr и ∆G/∆xCr имеют
положительные значения (см. работу [57] и табли-
цу). Стоит отметить, что все критерии стабильно-
сти кубических кристаллов, C44 > 0, C11 − C12 > 0,
C11 + 2C12 > 0 [58], удовлетворяются и для бинар-
ных, и для тройных сплавов.

Проанализируем изменение отношения G/B при
легировании (рис. 8). В работе [59] показано, что
отношение G/B можно использовать в качестве ин-
дикатора пластического (G/B < 0.5) или хрупкого
поведения (G/B > 0.5), при этом чем выше значе-
ние G/B, тем более хрупким является материал. Из
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Рис. 9. (В цвете онлайн) Разностная зарядовая плотность сплавов Fe–5.4Cr–4.7Si и Fe–30.5Cr–4.7Si, рассчитанная с по-

мощью метода PAW-SQS. Красным цветом обозначен избыток заряда, синим — недостаток

рис. 8 следует, что зависимости G/B от концентра-
ции хрома всех сплавов имеют сильно нелинейный
характер с ярко выраженным максимумом при кон-
центрациях около 10 ат.%, т. е. при тех же концен-
трациях, где расположены максимуму кривых па-
раметров решетки и магнитных моментов атомов
железа. Резкий рост G/B при малых xCr свиде-
тельствует о формировании направленных связей
с высокой степенью ковалентности, что коррелиру-
ет с большими магнитными моментами на атомах
Fe и Cr с локализованными валентными электрона-
ми. При увеличении xCr магнитные моменты на ато-
мах хрома уменьшаются (см. рис. 4), что приводит
к появлению делокализованных электронов, способ-
ных участвовать в атомной связи. Действительно,
отношение G/B при xCr > 10 ат. % начинает рез-
ко уменьшаться, что свидетельствует об увеличении
степени металличности связи, которая обеспечивает
рост Cij и модулей упругости.

При добавлении кремния зависимости C44 на
рис. 7 идут в порядке, обратном расположению кри-
вых параметров решетки (см. рис. 3), что и следо-
вало ожидать. Однако объемный модуль B и кон-
станта C11 в Fe–Cr–Si-сплавах уменьшаются при ма-
лых xCr относительно значений в Fe–Cr-сплавах.
При этом отношение G/B для тройных сплавов ле-
жит выше, чем для бинарных. Это может свиде-
тельствовать о дополнительной перестройке заря-
довой плотности из-за присутствия кремния, кото-
рое приводит к ослаблению осевой атомной связи и
усилению атомной связи, отвечающей за сдвиговые
деформации.

Таблица 1. Экспериментальные значения параметров ре-

шетки a, модуля Юнга E, модуля сдвига G, модуля объ-

емного сжатия B и отношения G/B для некоторых ОЦК-

сплавов Fe–Cr и Fe–Cr–Si

Система, a, E, G, B, G/B

концентрации, ат.% Å ГПа ГПа ГПа

Fe–1.98Cr [50] 2.869

Fe–3.35Cr [50] 2.870

Fe–5.48Cr [50] 2.871

Fe–1.65Cr [57] 209 80.9 167.8 0.48

Fe–5.56Cr [57] 211 82.4 161.4 0.51

Fe–10.7Cr [57] 215 84.5 157.1 0.51

Fe–14Cr–3Si [60] 178 68 157

Fe–10Cr–5Si [61] 2.869

Чтобы убедиться в этом, был проведен рас-
чет разностной электронной плотности для трой-
ных сплавов Fe–5.4Cr–4.7Si и Fe–30.5Cr–4.7Si как
∆ρ = ∆ρFe–Cr–Si−∆ρFe–Cr −∆ρSi (рис. 9), что позво-
лило выделить непосредственно влияние кремния.
На рис. 9 хорошо видны области с избытком элек-
тронов, формирующиеся на линиях Si–Cr- и Si–Fe-
связей, что согласуется с расчетом зарядов Бадера.
Максимальная локализация избытка заряда обна-
руживается в направлении ближайшего соседа, что
свидетельствует об усилении сдвиговой компоненты
атомной связи и подтверждается увеличением упру-
гой константы C44 (см. рис. 7).
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При увеличении концентрации хрома делока-
лизация электронов существенно увеличивается
(вследствие уменьшения магнитного момента на
атомах хрома) и можно наблюдать формирование
областей с избытком заряда не только между пер-
выми Si–Fe- и Si–Cr-соседями, но также между вто-
рыми Fe–Cr-соседями, что усиливает осевую компо-
ненту связи и приводит к росту константы C11 и
модулей B, E и G.

4. ЗАКЛЮЧЕНИЕ

В данной работе в рамках подхода ab initio с ис-
пользованием методов PAW-SQS и EMTO-CPA ис-
следовано влияние легирования Si на термодинами-
ческую стабильность, магнитные и упругие свой-
ства ферромагнитных твердых растворов Fe–Cr в
ОЦК-структуре. Продемонстрировано, что расчеты
для Fe–Cr-сплавов воспроизводят область отрица-
тельных значений энтальпии смешения ∆H и пока-
зывают минимум на кривой при низком содержа-
нии хрома, что отражает аномальную стабильность
ферромагнитных разбавленных бинарных сплавов,
обнаруженную в предыдущих исследованиях [3 – 7].
При добавлении 2.3 ат.% кремния наблюдается уве-
личение глубины минимума на кривой ∆H и увели-
чение области отрицательных значений энтальпии
смешения по сравнению с бинарной системой. При
увеличении концентрации кремния до 4.7 ат.% этот
эффект усиливается. При этом в интервале концен-
траций хрома от 0 до примерно 20 ат.% для спла-
вов, содержащих 4.7 ат.% Si, все парные взаимодей-
ствия V1(X–Y) имеют положительные значения, что
совместно с отрицательными значениями энтальпии
смешения показывает наличие в системе тенден-
ции к образованию твердого раствора. Анализируя
тенденции зависимостей энтальпии смешения ∆H ,
парных потенциалов V1(X–Y), обменных взаимодей-
ствий J1(X–Y) в двойных и тройных сплавах, можно
сделать вывод, что добавление Si к Fe–Cr-сплавам
увеличивает растворимость Cr в ферромагнитном
железе, за что ответственны химические взаимодей-
ствия Fe–Si и Cr–Si в дополнение к магнитным вза-
имодействиям Fe–Cr, которые определяют стабиль-
ность разбавленных бинарных сплавов.

В Fe–Cr–Si-системе при низких концентрациях
хрома и кремния показано наличие слабого отталки-
вания атомов Si, расположенных в первой и второй
координационных сферах друг друга.

Обнаружено, что в тройных сплавах при уве-
личении содержания хрома сохраняется тенденция

постепенного уменьшения магнитных моментов на
атомах хрома, обусловленная магнитными фруст-
рациями. При этом значения магнитных моментов
атомов железа рядом с кремнием уменьшаются, а
атомов хрома — увеличиваются, что связано с элек-
тронной структурой ферромагнитных ОЦК-сплавов
на основе системы Fe–Cr.

Показано, что упругие константы C11, C12 и мо-
дули объемного сжатия B для разбавленных би-
нарных Fe–Cr и тройных Fe–Cr–Si сплавов имеют
неглубокие минимумы при xCr = 5–7 ат.%, а при
xCr > 10 ат.% наблюдается увеличение этих кон-
стант. На всем рассмотренном интервале концентра-
ций значения C11, C12, модуля объемного сжатия
B, модуля Юнга E и модуля сдвига G для трой-
ных сплавов очень близки к соответствующим зна-
чениям для бинарных сплавов. Константы С44 для
всех сплавов при росте концентраций увеличивают-
ся примерно до 15 ат.% Cr, при xCr > 15 ат.% зави-
симости демонстрируют слабый рост, при этом зна-
чения С44 для тройных сплавов выше, чем для би-
нарных.

Анализ параметров пластического поведения
G/B и карт разностной зарядовой плотности поз-
волили установить взаимосвязь между упругими и
магнитными свойствами сплавов и перераспределе-
нием электронной плотности при легировании. По-
казано, что при увеличении концентрации хрома в
тройных сплавах наблюдается изменение соотноше-
ния компонент атомной связи с уменьшением доли
ковалентности и увеличением степени металлично-
сти из-за делокализации электронов.

Финансирование. Работа выполнена при под-
держке Российского научного фонда (проект № 22–
12–00193).
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Представлены результаты измерения магнитотранспорта в допированных кремнием нанопроволоках InAs

в присутствии проводящего острия атомно-силового микроскопа, так называемая техника scanning gate

microscopy (SGM). Увеличивая концентрацию носителей в нанопроволоке путем прикладывания поло-

жительного напряжения на нижний затвор, удалось последовательно провести транспорт в нанопрово-

локе через четыре различных режима, а именно, остаточный режим кулоновской блокады, резонансный

нелинейный и линейный режимы и, наконец, режим практичски однородного диффузного транспорта.

Продемонстрирована связь между особенностями результатов сканирования техникой SGM и спектром

универсальных флуктуаций проводимости (R−1B)). Кроме того, показано фрактальное поведение кри-

вой R−1(B) в нелинейном и линейном режимах резонансного транспорта.

DOI: 10.31857/S004445102403012X

1. ВВЕДЕНИЕ

Одной из особенностей одномерного или квази-
одномерного диффузного транспорта является при-
сутствие в таких системах так называемых резо-
нансных рассеивателей. Данные рассеиватели, та-
кие как слабые связи или иные потенциальные ба-
рьеры, влияют на все транспортные каналы, при-
сутствующие в системе, одновременно. Если по-
тенциальные барьеры достаточно высоки, а тем-
пература T низка, в электронном транспорте мо-
жет проявляться эффект кулоновской блокады [1]
(h/τ, kBT < e2/c) или аномалия в зависимости про-
водимости при нулевом тянущем напряжении [2],
h — постоянная Планка, kB — постоянная Больц-
мана, τ — время тунеллирования через барьер, e —
заряд электрона и c — емкость участка образца,
расположенного между двумя ближайшими потен-
циальными барьерами. Если прозрачность барье-
ров достаточно высокая, то транспорт линеен, од-

* E-mail: azhukov@issp.ac.ru

нако при этом могут наблюдаться явно выражен-
ные особенности резонансного надбарьерного отра-
жения [3]. Если влияние резонансных рассеивате-
лей или барьеров незначительно, то устанавлива-
ется режим практически однородного диффузного
транспорта [4].

В случае если длина сбоя фазы электрона (lφ)
сравнима с размером образца (lwire), в электрон-
ном транспорте будут наблюдаться универсальные
флуктуации проводимости (УФП) [5]. Используя
коррелятор

F (∆B) =
〈
δR−1(B) δR−1(B +∆B)

〉
,

δR−1(B) =
〈
R−1

〉
−R−1(B),

можно определить длину сбоя фазы электрона,

lφ = Φ0/dBc.

Величина характерного поля сбоя корреляций Bc
определяется условием F (Bc) = 0.5F (0) [6, 7],
Φ0 = e/h — квант магнитного потока, d — кон-
станта порядка единицы [7]. Согласно работе [8], от-
клонение коррелятора оказывается пропорциональ-
но изменению напряженности магнитного поля в
степени γ,
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Рис. 1. (В цвете онлайн) а) Искусственно расцвеченное изображение образца, полученное в сканирующем электронном

микроскопе. Длина прямоугольника соответствует 1 мкм. б ) Схема эксперимента. На рисунках нанопроволока синего цве-

та, два металлических контакта — желтые, контакты исток и сток отмечены на рисунке буквами S и D

∆F (∆B) = F (0)− F (∆B) ∝ ∆Bγ .

При этом величина данной степени определяет
фрактальную размерность броуновского движения
D = 2 − γ/2 зависимости проводимости от маг-
нитного поля R−1(B) [9–11]. Фрактальное броунов-
ское движение такого рода было обнаружено ранее
в квазибаллистических золотых нанопроводах [12],
в различных видах полупроводниковых нанопрово-
дов [13], а также в полосках графена [14].

В данной работе представлены подробные иссле-
дования магнитотранспорта в допированной крем-
нием нанопроволоке InAs с применением техники
SGM (scanning gate microscopy), а также стандарт-
ные измерения магнитотранспорта в широкой об-
ласти концентрации носителей. По мере увеличе-
ния концентрации носителей исследуемый образец
был последовательно проведен через четыре режи-
ма транспорта: остаточная кулоновская блокада,
неоднородный и однородный резонансные режимы
и квазиоднородный диффузный режим. В работе
также обсуждается влияние резонансных рассеива-
телей на фрактальность броуновского движения в
зависимости R−1(B).

2. ОПИСАНИЕ ЭКСПЕРИМЕНТА

Нанопроволоки были выращены на подложке
GaAs (111) при помощи методики осаждения ме-
таллорганических соединений из газообразной фа-
зы. Для транспорта триметилиндия (In(CH3)3) и ар-
син (AsH3) был использован газообразный азот (N2)
при давлении 20мбар и потоке газа 3100мл/мин.

Во время роста нанопроволок температура поддер-
живалась равной 650◦C. Для допирования кремни-
ем во время роста добавлялся дисилан (Si2H6), из-
менение его концентрации позволяло выращивать
нанопроволоки с различным уровнем допирования
n-типа. Для количественной характеризации уров-
ня допирования в процессе роста контролирова-
лось относительное давление дисилана и тримети-
линдия p(Si2H6)/p(In(CH3)3). При выращивании на-
нопроволоки, которая исследовалась в данной ра-
боте, величина относительного давления равнялась
7.5 · 10−4. Дополнительная информация о росте и
характеризации InAs-нанопроволок, допированных
кремнием, содержится в работах [15, 16].

Диаметр исследуемой проволоки составлял
dwire = 100 нм. Проволока была помещена на
подложку допированного Si(100) с проводимостью
n-типа, покрытого слоем оксида SiO2 толщиной
100 нм. Кремниевая подложка использовалась
в качестве нижнего затвора. Термически напы-
ленные Ti/Au-контакты, а также маркеры были
изготовлены при помощи электронной литогра-
фии. Расстояние между контактами составляет
lwire = 2.9мкм. Изображение образца, см. рис. 1а,
было получено в растровом электронном микро-
скопе, металлические контакты стока и истока
обозначены на рисунке буквами D и S.

Все измерения были проведены при температуре
T = 4.2K. Проводящий вольфрамовый зонд атомно-
силового микроскопа [17] использовался в качестве
подвижного затвора во время экспериментов по ска-
нированию (SGM), см. рис. 1б. При всех измерени-
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Рис. 2. (В цвете онлайн) Зависимости проводимости нано-

проволоки R−1 от затворного напряжения VBG . Нерегуляр-

ные осцилляции — универсальные флуктуации проводимо-

сти. Верхняя левая вставка — зависимость проводимости

от затворного напряжения в увеличенном масштабе обла-

сти, отмеченной красным прямоугольником. Регулярные

осцилляции, отмеченные синей окружностью — проявле-

ние остаточной кулоновской блокады в квантовой точке,

расположенной в центральной части нанопроволоки. На

нижней правой вставке показаны зависимости le и kF le
от затворного напряжения. Две зеленые стрелки отмеча-

ют VBG = −1 В и VBG = 1 В

ях техникой SGM напряжение на острие (Vt = 0В)
и на нижнем затворе (VBG) поддерживалось посто-
янным. Проводимость образца измерялась по двух-
точечной схеме при помощи синхронного детектора.
Расстояние от кончика острия атомно-силового мик-
роскопа до поверхности SiO2 поддерживалось рав-
ным htip = 250 нм. Во время экспериментов по ска-
нированию (SGM), а также при измерении магни-
тотранспорта величина проходящего через образец
тока равнялась IAC = 0.8 нA, измерения проходи-
ли на частоте 231Гц, металлический контакт сто-
ка был заземлен. Измерения падения напряжения
на образце проводились при помощи дифференци-
ального усилителя напряжения. Внешнее магнитное
поле прикладывалось перпендикулярно кремниевой
подложке и, следовательно, оси исследуемой нано-
проволоки.

3. ЭКСПЕРИМЕНТАЛЬНЫЕ РЕЗУЛЬТАТЫ

На рис. 2 представлена зависимость проводимо-
сти (R−1) нанопроволоки от напряжения, поданного
на нижний затвор, VBG .

Общая линейная зависимость проводимости от
VBG , а следовательно, и от концентрации носите-
лей тока была обнаружена ранее в работе [15] и
является обычной для нанопроволок InAs, допиро-

ванных кремнием. Нерегулярные отклонения от ли-
нейной зависимости — это универсальные флукту-
ации проводимости, которые возникают, как было
отмечено ранее, из-за того, что длина сбоя фазы
носителей тока сравнима с длиной нанопроволоки.
Дополнительно, на вставке в верхнем левом углу
рис. 2, изображена зависимость R−1(VBG) в увели-
ченном масштабе. Дополнительно к УФП на дан-
ной зависимости присутствуют осцилляции с пери-
одом ∆VBG = 36мВ, на вставке они отмечены синим
овалом. Данные осцилляции являются проявлением
эффекта остаточной кулоновской блокады в кван-
товой точке, расположенной около центра нанопро-
волоки [18].

Согласно работе [19], в которой было выполне-
но численное моделирование электростатической за-
дачи по вычислению удельной емкости между на-
нопроволокой, лежащей на кремниевой подложке,
и нижним затвором, данная величина составляет
cs ≃ 80 пФ/м. Это позволяет вычислить зависи-
мость концентрации носителей в нанопроволоке от
напряжения на нижнем затворе в рамках простой
модели емкости:

ne =
cs(VBG − VTh )

πe(dwire/2)2
,

где VTh = −5.2В — напряжение, при котором из-
готовленный из нанопроволоки полевой транзистор
открывается, а также длину свободного пробега, ис-
пользуя формулу Друде [20]:

le =
hlwire

2π2e2R(dwire/2)2

(
3π2

n2
e

)1/3
.

На нижней правой вставке на рис. 2 показаны зави-
симости le (черная кривая) и lekF (синяя кривая) от
напряжения на нижнем затворе, kF = (3π2ne)

1/3 —
фермиевский волновой вектор. Две зеленые стрелки
на вставке при напряжениях VBG = −1В и 1В пока-
зывают, что общее изменение как величины le, так и
lekF при увеличении VBG от −1В до 1В составляет
всего 25–30%.

Результаты проведения сканирования техникой
SGM представлены на рис. 3–8. Каждый рисунок
показывает эволюцию результата сканирования при
изменении затворного напряжения с шагом 10мВ
(рис. а–е), а также при прикладывании внешнего
магнитного поля (B = 0.1, 0.2, 0.3, 0.5, 1 и 2Тл,
рис.ж–м) для шести напряжений на нижнем за-
творе VBG = −3, −2.1, −1, 1, 4 и 10В. Шаг изме-
нения напряжения на нижнем затворе был выбран
так, чтобы он превышал характерное корреляцион-
ное напряжение VcBG = hD/el2φ < 5мВ для всех
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Рис. 3. (В цвете онлайн) а–е) Результаты сканирова-

ния с использованием техники SGM в нулевом внеш-

нем магнитном поле при напряжениях на нижнем затво-

ре от VBG = −3.00 до −2.95 В, изменявшихся с шагом

10 мВ. ж–м) Результаты сканирования, выполненные при

VBG = −3.0 В в магнитном поле, равном B = 0.1, 0.2, 0.3,

0.5, 1.0 и 2.0 Тл соответственно. Концентрические овалы

на результатах сканирования — проявление кулоновской

блокады в квантовой точке, сформированной в централь-

ной части нанопроволоки. Черный отрезок на рис. а соот-

ветствует 1 мкм. Масштабы всех рисунков, а также области

сканирования совпадают. Черные линии обозначают кон-

туры металлических контактов, пунктирная линия — ось

нанопроволоки

используемых затворных напряжений, D — коэф-
фициент диффузии.

Результат сканирования с использованием тех-
ники SGM при VBG = −3В, представленный на
рис. 3, демонстрирует достаточно сложную структу-
ру, характерную для одномерных и квазиодномер-
ных систем, в которых присутствуют туннельные
барьеры с различной прозрачностью [21]. Главной

Рис. 4. (В цвете онлайн) а–е) Результаты сканирова-

ния с использованием техники SGM в нулевом внеш-

нем магнитном поле при напряжениях на нижнем затво-

ре от VBG = −2.10 до −2.15 В, изменявшихся с шагом

10 мВ. ж–м) Результаты сканирования, выполненные при

VBG = −2.1 В в магнитном поле, равном B = 0.1, 0.2, 0.3,

0.5, 1.0 и 2.0 Тл соответственно. Черный отрезок на рис. а

соответствует 1 мкм. Масштабы всех рисунков, а также

области сканирования совпадают. Черные линии обозна-

чают контуры металлических контактов, пунктирная ли-

ния — ось нанопроволоки. Овалы и окружности, которые

отмечают геометрическое место точек равной емкости для

всех секций нанопроволоки, показаны на рис. а. Два ова-

ла, нарисованные непрерывной кривой, соответствуют сег-

ментам I и III, два овала, изображенные пунктирной кри-

вой, отвечают положению центральной квантовой точки

(сегменту II)

особенностью экспериментальных данных на рис. 3
является наличие концентрических овалов, особен-
но хорошо заметных, например, на рис. 3е,м. На-
личие таких овалов и их расположение свидетель-
ствует о формировании квантовой точки в районе
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Рис. 5. (В цвете онлайн) а–е) Результаты сканирова-

ния с использованием техники SGM в нулевом внеш-

нем магнитном поле при напряжениях на нижнем затво-

ре от VBG = −1.00 до −1.05 В, изменявшихся с шагом

10 мВ. ж–м) Результаты сканирования, выполненные при

VBG = −1.00 В в магнитном поле, равном B = 0.1, 0.2, 0.3,

0.5, 1.0 и 2.0 Тл соответственно. Черный отрезок на рис. а

соответствует 1 мкм. Масштабы всех рисунков, а также об-

ласти сканирования совпадают. Черные линии обозначают

контуры металлических контактов, пунктирная линия —

ось нанопроволоки

центра нанопроволоки и, кроме того, о наличии ку-
лоновской блокады в этой точке [21]. Период осцил-
ляций проводимости, вызванных кулоновской бло-
кадой, ∆VBG = 36мВ (см. верхнюю левую вставку
на рис. 2), позволяет определить характерный раз-
мер электронной системы данной квантовой точки
ldot ≃ e/cs∆VBG ≃ 60 нм. Если учесть величину воз-
можных зон обеднения ≈ 100 нм (размер данных
зон сравним с толщиной оксида кремния в образце),
расстояние между блокирующими барьерами, фор-
мирующими данную квантовую точку, оказывается

Рис. 6. (В цвете онлайн) а–е) Результаты сканирова-

ния с использованием техники SGM в нулевом внеш-

нем магнитном поле при напряжениях на нижнем за-

творе от VBG = 1.00 до 1.05 В, изменявшихся с шагом

10 мВ. ж–м) Результаты сканирования, выполненные при

VBG = 1.00 В в магнитном поле, равном B = 0.1, 0.2, 0.3,

0.5, 1.0 и 2.0 Тл соответственно. Черный отрезок на рис. а

соответствует 1 мкм. Масштабы всех рисунков, а также об-

ласти сканирования совпадают. Черные линии обозначают

контуры металлических контактов, пунктирная линия —

ось нанопроволоки. Стрелки на рис. в показывают место-

положение всех трех основных потенциальных барьеров.

Стрелка на рис.м отмечает положение центрального двой-

ного барьера

равным lBB ≃ 250 нм. Таким образом, на основании
полученных экспериментальных данных мы можем
заключить, что в центре нанопроволоки сформиро-
вана по крайней мере одна квантовая точка с харак-
терным размером lBB ≪ lwire . Это означает, что вся
нанопроволока разбита на три сегмента. Сегмент I —
отрезок нанопроволоки от металлического контакта
«исток» до первого блокирующего барьера, сегмент
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Рис. 7. (В цвете онлайн) а–е) Результаты сканирова-

ния с использованием техники SGM в нулевом внеш-

нем магнитном поле при напряжениях на нижнем за-

творе от VBG = 4.00 до 4.05 В, изменявшихся с шагом

10 мВ. ж–м) Результаты сканирования, выполненные при

VBG = 4.00 В в магнитном поле, равном B = 0.1, 0.2, 0.3,

0.5, 1.0 и 2.0 Тл соответственно. Черный отрезок на рис. а

соответствует 1 мкм. Масштабы всех рисунков, а также об-

ласти сканирования совпадают. Черные линии обозначают

контуры металлических контактов, пунктирная линия —

ось нанопроволоки. Черные стрелки отмечают положение

центрального двойного барьера, зеленые — положение ба-

рьера вблизи контакта сток

II — квантовая точка, сегмент III расположен от вто-
рого блокирующего барьера до контакта «сток».

Результаты сканирования с применением техни-
ки SGM при напряжении на нижнем затворе вблизи
VBG = −2.1В показаны на рис. 4. При данном на-
пряжении на нижнем затворе результат сканирова-
ния все еще выглядит достаточно сложно (рис. 4а),
однако он демонстрирует отклик от всех трех сег-
ментов нанопроволоки. Следует отметить, что кру-

Рис. 8. (В цвете онлайн) а–е) Результаты сканирова-

ния с использованием техники SGM в нулевом внеш-

нем магнитном поле при напряжениях на нижнем затво-

ре от VBG = 10.00 до 9.95 В, изменявшихся с шагом

10 мВ. ж–м) Результаты сканирования, выполненные при

VBG = 10.00 В в магнитном поле, равном B = 0.1, 0.2, 0.3,

0.5, 1.0 и 2.0 Тл соответственно. Черный отрезок на рис. а

соответствует 1 мкм. Масштабы всех рисунков, а также об-

ласти сканирования совпадают. Черные линии обозначают

контуры металлических контактов, пунктирная линия —

ось нанопроволоки. Черные стрелки отмечают положение

центрального двойного барьера, зеленые — положение ба-

рьера вблизи контакта сток

ги и овалы, представленные на результатах сканиро-
вания, хотя и являются геометрическим местом то-
чек, на котором сохраняется величина емкости меж-
ду зондом и сегментом нанопроволоки, но не явля-
ются результатом наличия кулоновской блокады в
сегментах, поскольку их форма существенным обра-
зом зависит от величины приложенного магнитного
поля, см. рис. 4ж–м. Данные круги и овалы явля-
ются результатом изменения прозрачности барьеров
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или, возможно, изменения плотности состояний на
уровне Ферми [2].

Результаты сканирования с применением техни-
ки SGM при напряжении на нижнем затворе вблизи
VBG = −1.0В показаны на рис. 5. Какой-либо явно
выделенный отклик от каждого из сегментов нано-
проволоки отсутствует. Следует особенно отметить,
что результаты сканирования практически не меня-
ются при слабом изменении как затворного напря-
жения, так и магнитного поля, см. рис. 5а–з. Увели-
чение приложенного магнитного поля от B = 0.5 до
2Тл приводит к существенному изменению резуль-
татов сканирования (рис. 5и–м) аналогично экспе-
риментальным данным, показанным на рис. 4.

Результаты сканирования с применением техни-
ки SGM при напряжении на нижнем затворе вблизи
VBG = 1.0В показаны на рис. 6. Как слабое увеличе-
ние напряжения на нижнем затворе, так и прикла-
дывание магнитного поля порядка 0.1Тл приводят к
изменению результатов сканирования. Наименьший
пространственный размер особенностей на резуль-
татах сканирования составляет 250–300 нм. Дан-
ный масштаб сравним с расстоянием между остри-
ем атомного-силового микроскопа и поверхностью
SiO2, что в свою очередь является пространствен-
ным разрешением методики в данном эксперимен-
те [22]. Три хорошо заметных минимума в сопро-
тивлении отмечены стрелками на рис. 6в. Как бы-
ло отмечено ранее, характерное расстояние меж-
ду потенциальными барьерами, которые формиру-
ют квантовую точку при VBG = −3В, составля-
ет примерно 250 нм, т. е. данные барьеры не могут
быть разрешены отдельно в результате сканирова-
ния. Таким образом, обнаруженные минимумы в со-
противлении соответствуют потенциальному барье-
ру вблизи контакта «исток», двойному потенциаль-
ному барьеру, формирующему квантовую точку, и
потенциальному барьеру вблизи контакта «сток».
Местоположение всех минимумов оказывается по-
стоянным при изменении напряжения на нижнем
затворе (рис. 6а–е). Двойной барьер в центре нано-
проволоки прекрасно виден на результатах скани-
рования при B = 2Тл, см. рис. 6м. Таким образом,
результаты сканирования техникой SGM, показан-
ные на рис. 6, дополнительно подтверждают место-
положение квантовой точки, определенное ранее из
экспериментальных данных, показанных на рис. 4.

Результаты сканирования с применением техни-
ки SGM при напряжениях на нижнем затворе вбли-
зи VBG = 4.0 и 10В показаны на рис. 7 и 8. Данные
экспериментальные результаты демонстрируют как
особенности, связанные с универсальными флукту-

Рис. 9. (В цвете онлайн) Зависимость магнитопроводимо-

сти (R−1) от магнитного поля, измеренная в диапазоне

от −1 Тл до 7 Тл при различных напряжениях на ниж-

нем затворе, как указано на рисунке. Тонкой красной ли-

нией представлены данные, измеренные при VBG = 4 В

при уменьшении магнитного поля от 7 до −1 Тл. Все

остальные измерения были проведены при развороте поля

от −1 к 7 Тл

ациями проводимости, которые меняют свое поло-
жение при изменении затворного напряжения и маг-
нитного поля, так и некоторый вклад от потенциаль-
ных барьеров, которые уже почти полностью откры-
ты при VBG = 4В (рис. 7и) и VBG = 10В (рис. 8а).
Остаточное влияние практически открытых потен-
циальных барьеров было обнаружено ранее в нано-
проволоках InN [3].

На рис. 9 представлены зависимости проводимо-
сти образца (R−1) от магнитного поля, измеренные
при следующих напряжениях на нижнем затворе:
VBG = −3, −2, −1, 1, 4, 10В.

Все кривые, кроме зависимости, измеренной при
VBG = 10В, смещены. Нерегулярные воспроизво-
димые особенности на полученных эксперименталь-
ных данных являются проявлением универсальных
флуктуаций проводимости. Пик в проводимости в
малых полях при VBG = 10В — проявление сла-
бой антилокализационной квантовой поправки из-за
спин-орбитального взаимодействия в InAs. Данный
пик переходит в провал в проводимости (слаболока-
лизационная квантовая поправка) при понижении
концентрации носителей. Данная особенность явля-
ется типичной для нанопроволок InAs и была по-
дробно исследована ранее в работах [23–30].

Спектры универсальных флуктуаций проводи-
мости, которые получены из экспериментальных
данных рис. 9, показаны на рис. 10.

На верхней панели рис. 10 представлен набор
спектров УФП зависимости R−1(B), измеренных
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Рис. 10. (В цвете онлайн) Верхняя панель — спектраль-

ная плотность мощности флуктуаций магнитопроводимо-

сти, измеренная при VBG = −3, −2 и −1 В, см. рис. 9. Ниж-

няя панель — спектральная плотность мощности флук-

туаций магнитопроводимости, измеренная при VBG = 1,

4 и 10 В, см. рис. 9. Существенное сужение спектра при

1/B > 1 Тл−1 отчетливо видно на верхней панели

при VBG = −3, −2 и −1В, а на нижней — при
VBG = 1, 4 и 10В. Прекрасно видно существенное
подавление спектра при 1/B > 1Тл−1 для спектров,
показанных на верхней панели рис. 10.

Зависимости нормированного коррелятора
F (∆B)/F (0), посчитанного для зависимостей
R−1(B), полученных при VBG = −3, −2, −1, 1, 4 и
10В, показаны на рис. 11.

Рис. 11. (В цвете онлайн) Нормированные зависимости

корелляционной функции F (∆B)/F (0), посчитанной с ис-

пользованием измеренных данных магнитопроводимости,

представленных на рис. 9, для шести различных значений

напряжения на нижнем затворе

Наименьшее значение корреляционного магнит-
ного поляBc = 0.11Тл, которое получается из экспе-
риментальных данных, измеренных при VBG = 10В,
и можно получить соответствующую длину сбоя фа-
зы электрона lφ = 200 нм. Данная величина лежит
в области значений lφ от 200 до 500 нм, полученных
в нанопроволоках InAs ранее [23–30]. Существенное
увеличение lφ при более высоких концентрациях но-
сителей также ранее наблюдалось в работах [23–
25]. При вычислении коррелятора F (∆B)/F (0) бы-
ли использованы данные R−1(VBG) в диапазоне от
B = 0.65 до 7.0Тл, чтобы исключить влияние кван-
товых поправок к проводимости в области малых
магнитных полей.

Зависимости изменения коррелятора
∆F (∆B) = F (∆B) − F (0) в двойном логариф-
мическом масштабе для VBG = −3, −2, −1, 1, 4 и
10В показаны на рис. 12.

Две прямые линии демонстрируют наклоны за-
висимости ∆Bγ для двух значений степени γ = 1.5

(красная линия) и γ = 2.0 (черная линия).
Зависимости нормированного дифференциаль-

ного сопротивления (dV/dI)/(dV/dI(0)) от величи-
ны измерительного тока, полученные при VBG = −3,
−2, −1 и 1В, представлены на рис. 13.

Точки на кривых отмечают величины тока, при
которых eVSD = kBT . Отчетливо нелинейное пове-
дение полученных зависимостей наблюдается толь-
ко при VBG = −3 и −2В. Эксперимент был выпол-
нен при B = 0.65Тл для того, чтобы исключить вли-
яние квантовых поправок.

Рис. 12. (В цвете онлайн) Изменение корелляционной

функции при шести различных напряжениях на нижнем за-

творе. Красная и черная прямые соответствуют двум зна-

чениям степени γ = 1.5 и 2.0. Стрелка отмечает значение

Bc для VBG = 10 В
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Рис. 13. (В цвете онлайн) а) Нормированное дифферен-

циальное сопротивление (dV/dI)/(dV/dI(0)) как функция

тока (ISD), измеренная при VBG = −3, −2, −1 и 1 В. Точки

на каждой из кривой отмечают величину тока, при кото-

ром eUSD = kBT . Измерения проведены в магнитном поле

B = 0.65 Тл

4. ОБСУЖДЕНИЕ

Переход от кулоновской блокады к резонансам
Фабри – Перо по мере увеличения концентрации но-
сителей в одномерных и квазиодномерных балли-
стических системах было подробно исследовано в
работах [31,32]. Для случая неоднородных диффуз-
ных систем ситуация оказывается существенно бо-
лее сложная. Представленные в данной работе экс-
периментальные результаты позволяют проследить
различные режимы электронного транспорта в та-
кой системе, обращая внимание на различные осо-
бенности экспериментальных данных, измеренных
в магнитотранспорте в сочетании с данными, полу-
ченными методикой SGM.

Допированные InAs нанопроволоки были выбра-
ны для данного эксперимента, поскольку они обла-
дают достаточно однородной плотностью протека-
ния тока [15]. Таким образом, какое-либо влияние,
связанное с цилиндричностью электронной системы
нанопроволоки [33], должно быть существенным об-
разом подавлено.

Как было отмечено ранее, зависимостьR−1(VBG)

(рис. 2) и данные, полученные техникой SGM при
VBG = −3В (рис. 3), позволяют определить местопо-
ложение и размер квантовой точки, которая сфор-
мирована в центре нанопроволоки. Величина Bc, по-
лученная из экспериментальных результатов, пред-
ставленных на рис. 11, подтверждает, что основную
роль в формировании УФП играют петли с малой
площадью (90×50 нм2) [34]. Электронный транспорт

при данном напряжении на нижнем затворе нелине-
ен, см. рис. 13.

Нанопроволоки InAs, в которых присутствуют
слабые связи (или есть флуктуации поверхностно-
го потенциала), разбиваются на квантовые точки,
которые могут демонстрировать эффект кулонов-
ской блокады при понижении концентрации носи-
телей в системе. Данное поведение достаточно по-
дробно было исследовано в работах [18,35,36]. В том
случае, когда в нанопроволоке образуется более од-
ной квантовой точки с кулоновской блокадой, соот-
ветствующая структура даймондов оказывается до-
статочно сложной для правильной интерпретации
полученных результатов. Однако, как было проде-
монстрировано в работе [35], в случае двух кванто-
вых точек применение заряженного острия атомно-
силового микроскопа позволяет провести коррект-
ную интерпретацию полученных эксперименталь-
ных данных и показать, с какой именно кванто-
вой точкой связана конкретная лестница измерен-
ных даймондов.

Следует отметить, что полученные на рис. 3 экс-
периментальные данные не могут быть объяснены
модуляцией прозрачности барьеров в приконтакт-
ных областях. В самом деле, некоторое изменение в
проводимости образца из-за означенного выше эф-
фекта может наблюдаться, например, в нанопрово-
локах InN [3]. В этой работе было продемонстриро-
вано, что близко расположенное острие атомно-си-
лового микроскопа может менять прозрачность по-
тенциальных барьеров на интерфейсах металл–по-
лупроводник. Однако результат сканирования ме-
тодикой SGM должен будет привести к двум сери-
ям кругов или овалов с центрами, расположенными
над потенциальными барьерами, что существенным
образом отличается от экспериментальных резуль-
татов, представленных на рис. 3, на котором центр
концентрических овалов расположен вблизи центра
нанопроволоки, т. е. на существенном отдалении от
контактных площадок и соответствующих интер-
фейсов.

Повышая концентрацию носителей в системе,
т. е. увеличивая напряжение на нижнем затворе до
VBG = −2В, удается перевести систему в режим
нелинейного резонансного транспорта (см. рис. 13).
В данном режиме наиболее сильные резонансные
рассеиватели определяют три сегмента нанопрово-
локи, см. рис. 4. В данном транспортном режиме
результаты сканирования техникой SGM слабо за-
висят как от небольшого изменения напряжения на
затворе (возникает новый масштаб энергии порядка
100мВ), так и от приложенного внешнего магнит-
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ного поля. В формировании УФП основной вклад
вносят петли малой площади, см. рис. 11.

Дальнейшее увеличение концентрации носите-
лей (VBG = −1В) приводит к уменьшению роли ре-
зонансных рассеивателей. Транспорт становится ли-
нейным, см. рис. 13. Данные, полученные техникой
SGM, уже не позволяют определить число сегмен-
тов, на которые разбита нанопроволока. Следует
также отметить, что несмотря на уменьшившееся
влияние резонансных рассеивателей в системе все
еще присутствует новый масштаб энергии порядка
100мВ, а результаты сканирования техникой SGM,
так же как и при VBG = −2В, слабо зависят от изме-
нения напряжения на нижнем затворе и приложен-
ного внешнего магнитного поля, см. рис. 5. В форми-
рование УФП основной вклад продолжают вносить
петли малой площади, т. е. сегменты с характерной
длиной 50–100 нм. Как было указано выше, про-
странственное разрешение методики SGM в пред-
ставленном эксперименте составляет 250–300 нм,
т. е. визуализировать каждый отдельный резонанс-
ный рассеиватель не представляется возможным.

При напряжении на нижнем затворе VBG = 1В
происходит существенное изменение в результатах
сканирования техникой SGM, см. рис. 6. Результа-
ты сканирования оказываются чувствительны как к
слабому изменению затворного напряжения (10мВ),
так и к изменению внешнего магнитного поля на
0.1Тл. Данное поведение электронной системы бы-
ло обнаружено ранее в недопированных нанопрово-
локах InAs [37], оно может быть идентифицирова-
но как режим практически однородного диффузно-
го транспорта с существенно подавленной ролью ре-
зонансных рассеивателей. Кроме того, спектр УФП
при данном затворном напряжении оказывается су-
щественно более широким, см. рис. 10, нижний гра-
фик. Расширение спектра УФП можно рассматри-
вать в качестве дополнительного индикатора совер-
шенного перехода от линейного резонансного режи-
ма (см. рис. 13) в режим практически однородного
диффузного транспорта.

Дальнейшее увеличение напряжения на нижнем
затворе приводит к еще более однородному режиму
транспорта согласно экспериментальным данным,
представленным на рис. 7 и 8, при этом спектр УФП
существенно расширяется в область высоких частот
(рис. 10, нижняя панель). При VBG = 10В поле кор-
реляций Bc достигает величины, соответствующей
длине сбоя фазы 200 нм. Важно отметить, что при
изменении величины Bc менее, чем на 25%, при ро-
сте напряжения на нижнем затворе от VBG = −2

до 4В скорость Ферми возрастает в два раза. Та-

кое искусственное завышение измеренной величи-
ны Bc означает существенную недооценку длины
сбоя фазы из-за сильной сегментации проволоки при
VBG = −2 и −1В и частичной сегментации при
VBG = 1 и 4В (γ(VBG = 4В) = 1.71 < 2).

Слабо допированные проволоки InAs не явля-
ются оптимальными объектами для исследования
поведения резонансных рассеивателей при помощи
техники SGM из-за присутствия дополнительной
волнистости, привносимой УФП, в результатах ска-
нирования при VBG > 1В. Нанопроволоки с суще-
ственно более высокой плотностью состояний, та-
кие как InN, являются более предпочтительными
объектами [3]. В этом случае наличие заряженно-
го острия атомно-силового микроскопа не приводит
к возникновению дополнительной волнистости из-за
УФП, визуализируя только резонансные рассеива-
тели. Несмотря на это, данные, представленные на
рис. 6–9, позволяют проследить изменение отклика
резонансных блокирующих барьеров как при увели-
чении напряжения на нижнем затворе, так и при из-
менении внешнего магнитного поля, сконцентриро-
вав внимание в основном на поведении центрального
двойного барьера (отмеченного черной стрелкой на
экспериментальных данных по сканированию) и ба-
рьера в приконтактной области стока (отмеченного
зеленой стрелкой).

На рис. 6в все три основных барьера визуали-
зированы и отмечены стрелками. Ключевая осо-
бенность резонансных рассеивателей заключается в
том, что при их фиксированном положении прибли-
жение заряженного острия атомно-силового микро-
скопа может менять знак отклика как при измене-
нии напряжения на нижнем затворе (EF ), так и при
изменении напряженности внешнего магнитного по-
ля [3,20]. Проследим обе эти особенности на примере
экспериментальных данных, полученных с примене-
нием техники SGM.

Изменение знака отклика на приближение заря-
женного острия атомно-силового микроскопа пока-
заны на рис. 6в и рис. 7д. В то время как при при-
ближении острия сопротивление резонансного рас-
сеивателя уменьшается при VBG = 1В, оно растет
при VBG = 4В. Аналогичное изменение знака от-
клика при изменении магнитного поля представле-
ны на рис. 7л и м. Экспериментальные данные бы-
ли получены при напряжении на нижнем затворе
VBG = 4В и при B = 1 и 2Тл соответственно. На
результатах сканирования отчетливо видно, что со-
противление барьера около стока растет при при-
ближении острия при B = 1Тл и уменьшается при
B = 2Тл. Поведение отклика центрального двойно-

9 ЖЭТФ, вып. 3
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го барьера точно противоположное, т. е. его сопро-
тивление уменьшается при B = 1Тл и растет при
B = 2Тл, см. рис. 7л и м. Изменение знака откли-
ка резонансных барьеров происходит при характер-
ном изменении магнитного поля порядка 1Тл. Та-
кое поведение согласуется с наблюдаемой стабиль-
ностью результатов сканирования с применением
техники SGM, а именно, стабильностью получаемых
результатов при слабом изменении величины внеш-
него магнитного поля при VBG = −2.1 и −1В, когда
резонансные рассеиватели оказывают существенное
влияние на электронный транспорт нанопроволоки.

Переход от линейного резонансного режима к
диффузному, который характеризуется большей од-
нородностью образца, происходит в области от
VBG = −1В до 1В (она отмечена двумя стрелками
на рис. 2). Как было отмечено выше, существенного
изменения ни величины le, ни kF le в данной области
напряжений нижнего затвора не происходит. В свя-
зи с этим при очевидном наличии большего масшта-
ба по энергии в области резонансного режима, поиск
очевидного критерия перехода при использовании
только данных R−1(VBG) в настоящее время пред-
ставляется достаточно интересной задачей. Однако
такой переход прекрасно наблюдается в данных, по-
лученных при помощи техники SGM. Существенное
расширение спектра УФП в область более высоких
частот может быть рассмотрен как дополнительный
индикатор наблюдаемого перехода.

Наиболее существенная особенность в по-
лученных экспериментальных результатах —
нетривиальное поведение степени γ в выражении
∆F (∆B) ∝ ∆Bγ в зависимости от напряжения
на нижнем затворе, см. рис. 12. Величина данной
степени оказывается равной γ = 2.1 ± 0.1 для ре-
жима кулоновской блокады. Далее при увеличении
напряжения на нижнем затворе значение степени
уменьшается до γ = 1.4 в линейном и нелинейном
резонансных режимах, см. таблицу. Таким образом,
для режимов, в которых резонансные рассеиватели
играют существенную роль, размерность фракталь-
ного движения зависимости R−1(B) оказывается
большей единицы (Dim = 2 − γ/2 = 1.3) [8, 12].
Вопросы о причине, почему присутствует слабая
зависимость степени γ в данных режимах, а также
является ли найденная величина (γ = 1.4) универ-
сальной, в настоящее время остаются открытыми.
При увеличении напряжения на нижнем затворе
(VBG > 1В), т. е. при уменьшении роли резонансных
рассеивателей, значение γ увеличивается, достигая
стандартного значения 2, см. таблицу.

Таблица. Зависимость Bc и γ от напряжения на

нижнем затворе

VBG , В Bc, Тл γ

−3 0.48 2.10± 0.1

−2 0.25 1.38± 0.1

−1 0.27 1.42± 0.1

1 0.21 1.78± 0.1

4 0.21 1.71± 0.1

10 0.11 1.90± 0.1

Согласно теоретической работе Альтшулера –
Гефена – Каменева – Левитова (АГКЛ) при много-
частичной локализации должно реализовываться
три режима [38, 39]. Первый из них происходит,
когда соответствующая энергия kBT меньше,
чем характерная энергия в квантовой точке EQD

(EQD (VBG = −3В) = e∆VBG

√
g/ ln(g) ∼ 10мэВ,

в данном эксперименте это режим кулоновской
блокады). В этом режиме одноэлектронные со-
стояния похожи на истинные многоэлектронные.
Нормированный кондактанс центральной кванто-
вой точки при этом равен g = h/e2RQD ∼ 1. В
промежуточном режиме kBT < ETh,seg ≈ 1.7мэВ
при VBG = −1В состояния квазичастиц имеют вид
фракталов и не являются эргодичными [38, 39].
При этом ETh,seg = hD/l2seg — энергия Таулеса
типичного сегмента проволоки, сформированного
резонансными рассеивателями.

Фрактальная структура волновых функций и
общее неэргодическое поведение системы в про-
межуточном состоянии, описанном АГКЛ, может
быть рассмотрена в качестве некоторой аналогии
с резонансными режимами электронного транс-
порта с фрактальным поведением зависимости
R−1(B) в данном эксперименте. Следует отме-
тить, что длина волнового вектора λF ≃ 37 нм
при VBG = −1В, это означает, что число каналов
в системе Nchannel ≃ πd2wire/λ

2
F ≃ 24, а длина

локализации lloc ≃ Nchannel le ≃ 240 нм. Данная
величина сравнима с lseg и длиной сбоя фазы при
VBG = −1В:

lφ(VBG = −1В) ≃

≃ kF le(VBG = −1В)
(kF le(VBG = 10В))0.5

· 200 нм ≈ 120 нм,

см. рис. 2, правая вставка, в случае, если время
сбоя фазы слабо зависит от затворного напряже-
ния в данной области VBG . Таким образом, лока-
лизация в каждом отдельном сегменте оказывает-
ся возможной (lφ(VBG = −1V) ∼ lloc). При даль-
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нейшем увеличении концентрации носителей, когда
kBT становится самым большим масштабом энер-
гии (kBT > ETh,wire ∼ 3мкэВ), устанавливается
стандартное экспоненциальное затухание квазича-
стиц, ETh,wire — энергия Таулеса всей нанопрово-
локи. Этот режим соответствует однородному диф-
фузному режиму в данной работе.

Таким образом, как и в теории, предложенной
АГКЛ, в данном эксперименте присутствует осо-
бый режим с нетривиальным поведением волновой
функции носителей и фрактальным броуновским
поведением кривой магнитопроводимости, который
находится между режимом кулоновской блокады и
режимом однородного диффузного транспорта. Раз-
берем данный резонансный транспортный режим, в
котором резонансные рассеиватели играют домини-
рующую роль в нанопроволоке InAs, более детально,
фокусируя основное внимание на устойчивости ре-
зультатов сканирования относительно слабого изме-
нения магнитного поля, а также возможной причине
уменьшения значения величины степени γ < 2.

Устойчивость результатов сканирования с при-
менением техники SGM относительно слабых изме-
нений внешнего магнитного поля, см. рис. 4 и 5, мо-
жет быть качественно объяснена тем, что электрон
в нанопроволоке может заметать площадь, суще-
ственно меньшую, чем Sdiff = dwire lφ. Такая ситуа-
ция реализуется, если электрон заблокирован меж-
ду двумя резонансными рассеивателями (с харак-
терным расстоянием между ними lseg) с прозрач-
ностью соответствующих барьеров h/τrs < h/τφ,
в данном случае τφ — время потери фазы элек-
троном. Если lseg < lφ, то соответствующая ве-
личина характерного внешнего магнитного поля,
при которой результат сканирования существен-
ным образом изменится, вырастает до величины
B∗
C = Φ0/(dwire lseg) > Φ0/(dwire lφ). Этот новый мас-

штаб по магнитному полю (B∗
C) для исследуемой

нанопроволоки составляет порядка 1Тл и остается
практически неизменным для блокирующих барье-
ров вплоть до VBG = 4В, см. рис. 7л и м.

Прозрачность резонансных барьеров, которая
зависит как от энергии Ферми, так и от внешне-
го магнитного поля, приводит еще к одной важ-
ной особенности в магнитотранспорте в резонанс-
ных режимах. Отметим, что в случае диффузного
транспорта электрон теряет свою фазу при замета-
нии площади Sdiff = dwire lφ. Величина данной пло-
щади не зависит от магнитного поля. В случае ре-
жима кулоновской блокады, если характерный раз-
мер квантовой точки (ldot ) меньше, чем lφ, пло-
щадь, на которой заблокирован электрон, составля-

ет SCoulomb = dwire ldot . Эта величина также не зави-
сит от приложенного внешнего магнитного поля. Ес-
ли резонансные рассеиватели играют существенную
роль в электронном транспорте, ситуация становит-
ся существенно отличной как от режима кулонов-
ской блокады, так и от режима однородного диф-
фузного транспорта. Из-за зависимости прозрачно-
сти барьеров от внешнего магнитного поля площадь,
которую заметает электрон, становится функцией
внешнего магнитного поля, dwire lseg = Sseg(B). Воз-
можно, что изменение площади, заметаемой элек-
троном, от внешнего магнитного поля может приво-
дить к уменьшению значения степени, т. е. величина
γ оказывается меньше 2. При увеличении напряже-
ния на нижнем затворе влияние резонансных рас-
сеивателей уменьшается и величина Sseg(B) стано-
вится равной Sdiff и перестает зависеть от магнит-
ного поля. Аналогично, при уменьшении VBG зна-
чение величины Sseg(B) уменьшается до SCoulomb и
опять перестает зависеть от B. В результате величи-
на γ возвращается к своему стандартному значению,
равному 2 в обоих случаях.

Следует отметить, что исключить возможность
перехода от режима кулоновской блокады непосред-
ственно в режим однородного диффузного транс-
порта не представляется возможным. Однако в
данной работе показан переход с промежуточны-
ми режимами транспорта, демонстрирующими как
особенности в результатах сканирования техникой
SGM, так и нетривиальное поведение зависимо-
сти R−1(B) с размерностью броуновского поведения
Dim > 1.

Существует достаточно большое число теорети-
ческих работ, которые указывают на возможную
роль квазилокализованных состояний из-за присут-
ствия резонансных рассеивателей для возникнове-
ния фрактального броуновского поведения зависи-
мости R−1(B) в промежуточном режиме [40–42].
Однако до настоящего момента не существовало
экспериментальных данных, явно свидетельствую-
щих о наличии таких состояний. В данной работе
представлена как визуализация резонансных рассе-
ивателей, полученная при помощи техники SGM,
так и фрактальное броуновское поведение зависи-
мости R−1(B), которое они вызывают.

5. ЗАКЛЮЧЕНИЕ И ВЫВОДЫ

Представлены экспериментальные результаты
измерения магнитотранспорта в допированных
нанопроволоках InAs в присутствии заряженного
острия атомно-силового микроскопа. Изменяя
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концентрацию носителей в исследуемой системе,
удалось осуществить последовательный переход от
режима кулоновской блокады в нелинейный резо-
нансный режим, затем в линейный резонансный
режим и, наконец, в режим однородного диффуз-
ного транспорта. Фрактальное броуновское поведе-
ние кривой магнитопроводимости было обнаруже-
но в нелинейном и линейном резонансных режимах.
Представлены экспериментальные данные, которые
свидетельствуют о наличии перехода от линейного
резонансного режима к диффузному. Полученные
экспериментальные данные находятся в общем со-
гласии с теоретической работой АГКЛ.
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Методом численного фурье-анализа исследованы фрактальные свойства при формировании структуры

ветвления лиственных деревьев. Показано, что нижние уровни ветвления взрослых деревьев форми-

руются, подчиняясь закону логарифмического фрактала в двумерном пространстве, согласно которо-

му площадь поверхности нижней ветви равна сумме площадей поверхности ветвей после ее ветвления,

т. е. выполняется закон сохранения площади при масштабировании. Строение веток на верхних уровнях

ветвления подчиняется закону логарифмического фрактала в трехмерном пространстве, т. е. закону со-

хранения объема при масштабировании, что естественно, поскольку живая ткань занимает полностью

молодую ветку, а не только ее поверхность. Предложена математическая модель, которая обобщает кон-

цепции логарифмического фрактала на поверхности для взрослых ветвей и логарифмического фрактала

в объеме для молодых веток. Таким образом построена целостная фрактальная концепция роста и струк-

туры ветвления лиственных деревьев.

DOI: 10.31857/S0044451024030131

1. ВВЕДЕНИЕ

Слово «фрактал» ввел в научную терминологию
во второй половине двадцатого века Бенуа Мандель-
брот [1] и очень быстро концепция фрактального
описания объектов получила свое развитие и приме-
нение в различных областях науки и техники [2, 3].
Понятие «фрактал» по своему значению очень близ-
ко к выражению «самоподобрая фрагментирован-
ная система». Фракталы встречаются повсеместно,
как в живой, так и в неживой природе: горные мас-
сивы, береговая линия моря, русла рек [3], мол-
нии [4], процессы турбулентности [5], сосудистый
узор в легких [6]. Само по себе изучение фракта-
лов представляет огромный интерес, так как фрак-
тальная концепция может быть использована в раз-
личных областях науки и техники, например, в ме-
дицине при моделировании различных процессов в
организме человека и животных [6–9].

* E-mail: grigoryev_sv@pnpi.nrcki.ru

Биологические системы в процессе своей жизни
часто развиваются по законам самоподобия и могут
быть отнесены к фракталам [10–12]. Одним из бро-
сающихся в глаза проявлений фрактальности в при-
роде служат деревья. Леонардо да Винчи был пер-
вым, кто заметил и сформулировал закономерность
в росте и ветвлении деревьев. Он вывел эмпириче-
ский закон ветвления дерева, отсылающий нас к го-
довой цикличности природы. Закон Леонардо гла-
сит: на каждом уровне ветвления дерева суммарная
площадь поперечного сечения всех ветвей одинако-
ва и равна площади сечения ствола: d2i = kd2i+1 где
d — диаметр ветвей, k — число ветвей после ветв-
ления [13]. Эта формулировка служит основой для
описания структурных свойств во всех известных
моделях дерева [14–21] и является настоящим фун-
даментом в компьютерном моделировании дерево-
подобных объектов [22, 23]. И хотя закономерность,
отмеченная Леонардо, широко используется в тео-
ретических моделях и аллометрических исследова-
ниях [16–20], можно найти лишь несколько работ, с
хорошей статистикой подтверждающих справедли-
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вость этой закономерности. Более того, авторы об-
ширного и глубокого обзора [21], анализируя суще-
ствующие экспериментальные исследования [24–26],
пришли к выводу, что «правило Леонардо да Вин-
чи выполняется не во всех случаях». И действи-
тельно, как отмечается в многочисленных исследо-
ваниях, экспериментальное подтверждение этой за-
кономерности требует от экспериментатора неимо-
верных физических усилий и ловкости, если он ре-
шит измерить диаметр каждой ветви дерева, при
этом не нанося ему какого-либо вреда. Фракталь-
ная структура, как доминирующая особенность ро-
ста хвойных деревьев, подробно рассмотрена в ра-
ботах [12, 27, 28] на примере ели.

В работе [29] было предложено использовать
численный фурье-анализ изображений деревьев как
неразрушающий метод изучения свойств самоподо-
бия в их структуре. Было показано [29], что изобра-
жение (фотография) кроны некоторых видов лист-
венных деревьев, представляющее собой двумерную
проекцию дерева на плоскость, принадлежит к осо-
бому классу фракталов — логарифмическим фрак-
талам в двумерном пространстве. Можно сделать
вывод, что для них выполняется закон сохранения
площади боковой поверхности на разных уровнях
ветвления, что, по-видимому, объясняется концен-
трацией проводящих клеток во флоэме (коре) и по-
верхностных слоях ксилемы (древесины). Экспери-
ментальное свидетельство в подтверждение этой ги-
потезы было получено с помощью метода численно-
го фурье-анализа при исследовании многих изобра-
жений различных лиственных деревьев (таких как
дуб, береза, липа и т. д.) Изображения деревьев де-
лались в холодное время года, после листопада.
Исследование проводят численными методами, по-
лучают квадрат фурье-образа объекта — изотроп-
ное распределение интенсивности Фурье, которое
после азимутального усреднения двумерной карты
дает так называемую кривую рассеяния — зависи-
мость интенсивности Фурье от обратной координа-
ты. При исследовании изображений деревьев, по-
мимо участка кривой рассеяния, соответствующей
логарифмической фрактальной структуре, был об-
наружен кроссовер в другой режим рассеяния в
области больших переданных импульсов. На всех
изображениях было обнаружено резкое замедление
убывания интенсивности Фурье при больших пере-
данных импульсах (малых масштабах на реальном
изображении).

В настоящей статье мы исследуем природу это-
го кроссовера. Сделано предположение, которое и
подтверждается экспериментом, что область боль-

ших переданных импульсов на кривой рассеяния со-
ответствует таким областям малых масштабов на
изображениях деревьев, где изображены молодые
ветки. Так как молодые ветки целиком состоят из
живой ткани, то в них жизнь распределена по все-
му объему, в отличие от взрослых ветвей, в ко-
торых живые клетки сосредоточены только на по-
верхности. В статье показано, что часть дерева, со-
стоящая из взрослых ветвей, является логарифми-
ческим фракталом, характеризующим поверхность
дерева, т. е. подчиняется закону логарифмического
фрактала в двумерном пространстве. В то же время
часть дерева с молодыми ветками соответствует ло-
гарифмическому фракталу в трехмерном простран-
стве, что на изображении дерева (его проекции на
плоскость) превращается в объект, описывающийся
как массовый двумерный фрактал с размерностью
Df = 1.5–1.7. Предложена модель ветвления дере-
ва, которая обобщает концепции логарифмическо-
го фрактала на поверхности для взрослых ветвей и
логарифмического фрактала в объеме для молодых
веток. Таким образом, построена целостная фрак-
тальная концепция роста и ветвления лиственных
деревьев.

Работа организована следующим образом.
В разд. 2 описана классификация фрактальных
объектов, основанная на методах рассеяния прони-
кающего излучения (трехмерный случай) или света
(двумерный случай). В разд. 3 представлено иссле-
дование изображений деревьев разного возраста
методом численного фурье-анализа. Раcсмотрены
изображения взрослых деревьев и их отдельных
участков с молодыми ветками. В разд. 4 предло-
жена двухступенчатая математическая модель,
описывающая закон формирования структуры
ветвления взрослого дерева. В разд. 5 представлены
интересные следствия концепции самоподобия вет-
вей. В частности, показано, что экспериментальные
данные для взрослого дерева совместно с гипоте-
зой самоподобия ветвей гарантируют выполнение
закона Леонардо да Винчи о строении дерева. При
этом закон Леонардо не выполняется для молодых
веток. В разд. 6 представлены выводы работы.

2. КЛАССИФИКАЦИЯ ФРАКТАЛЬНЫХ
ОБЪЕКТОВ

Основной характеристикой фрактальных объек-
тов является их фрактальная размерность Df (раз-
мерность Хаусдорфа – Безиковича). В отличие от то-
пологической размерности объектаDT , размерность
Хаусдорфа – Безиковича Df может быть как целой,
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Рис. 1. Изображение старого дерева (дуба) — справа.

Кривая рассеяния — слева, как результат фурье-анализа

изображения: интенсивность в зависимости от импульса

в двойном логарифмическом масштабе. В диапазоне им-

пульсов от 10−2 до 5 · 100 см−1 кривая описывается зави-

симостью Q−ν с ν = 1.99 ± 0.01

так и дробной. И DT 6 Df 6 DE , это означает,
что фрактальная размерность объекта за счет сво-
ей фрагментированности превосходит его топологи-
ческую размерность, но меньше, чем размерность
евклидова пространства.

Для получения информации о фрактальной раз-
мерности объекта в трехмерном пространстве широ-
ко используется метод малоуглового рассеяния ней-
тронов и рентгеновского излучения [30–32]. С по-
мощью этого метода фракталы в трехмерном про-
странстве были разделены на три класса: массо-
вые (фрагментированность распределена по объе-
му внутри объекта), поверхностные (фрагментиро-
ванность сосредоточена на границе объекта) и ло-
гарифмические, когда поверхностный фрактал рас-
пространяется вглубь вещества, формируя проме-
жуточный объект между поверхностным и объем-
ным фракталами [33].

При описании фрактальных объектов следует
различать и соотносить топологическую размер-
ность единичного самоподобного элемента фрак-
тала, фрактальную размерность всего объекта и
евклидову размерность пространства. Так, напри-
мер, плоские объекты в трехмерном пространстве
(DE = 3) и плоские объекты в двумерном про-
странстве (DE = 2) — это физически разные объ-
екты. Экспериментальное измерение фрактальной
размерности «плоских» фракталов (в двумерном
пространстве) можно осуществить с помощью рас-
сеяния на них света, регистрируя на детекторе кар-
тину рассеяния — квадрата фурье-образа объек-
та [34–38]. Такой эксперимент можно смоделировать
с помощью численного фурье-анализа, исследуя та-
ким образом изображения различных фрактальных
и нефрактальных объектов. С помощью этого мето-
да фракталы в двумерном случае можно разделить

Рис. 2. Изображение молодого дерева (яблоня) — справа.

Кривая рассеяния — слева, как результат фурье-анализа

изображения: интенсивность в зависимости от импульса

в двойном логарифмическом масштабе. В диапазоне им-

пульсов от 2 · 10−2 до 2 см−1 кривая описывается зависи-

мостью Q−ν с ν = 1.60 ± 0.02

(по аналогии с трехмерным пространством) на мас-
совые, граничные и логарифмические [39, 40].

Особый интерес представляют логарифмические
фракталы. В отличие от массовых и поверхностных
(граничных) фракталов логарифмические фракта-
лы хоть и самоподобны, но неоднородны, и, как
следствие, описываются аддитивным законом мас-
штабирования и иерархической структурой. При
этом для логарифмических фракталов выполняет-
ся закон равенства количества вещества на каж-
дом уровне их иерархии. Пример дерева, постро-
енного по принципу Леонардо да Винчи, как лога-
рифмического фрактала предложил в своей работе
Индеку [39].

3. ИССЛЕДОВАНИЕ ИЗОБРАЖЕНИЙ
ДЕРЕВЬЕВ МЕТОДАМИ ЧИСЛЕННОГО

ФУРЬЕ-АНАЛИЗА

При исследовании изображений фрактальных и
нефрактальных объектов методами фурье-анализа
получают так называемую кривую рассеяния в об-
ратном, т. е. в фурье-пространстве. Эта зависимость
интенсивности рассеяния от импульса имеет вероят-
ностный характер и характеризует количество ве-
щества в зависимости от размера. Детальное опи-
сание численного моделирования процесса рассея-
ния на фрактальных объектах с помощью фурье-
анализа в двумерном пространстве представлено в
работах [40–42].

Как показано в [29] и видно на примере рис. 1
и 2, при исследовании фотографий деревьев мето-
дами фурье-анализа кривые рассеяния можно раз-
делить на три участка, каждый из которых демон-
стрирует свой характер убывания интенсивности с
ростом импульса. В области малых импульсов на-
клон кривой рассеяния в двойном логарифмическом
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масштабе близок к 2, что соответствует структуре
логарифмического фрактала. Следующий участок
характеризуется замедлением убывания интенсив-
ности и наклон кривой рассеяния в двойном лога-
рифмическом масштабе оказывается меньше 2. А в
области больших переданных импульсов — снова
быстрое убывание интенсивности с наклоном, близ-
ким к 3. Этот участок соответствует рассеянию на
минимальном элементе изображения и большого ин-
тереса не представляет. Точка перехода от второго
участка к третьему соотносится с размером мини-
мального элемента изображения.

Если принять во внимание, что первый и второй
участки кривой рассеяния в обратном пространстве
соответствуют двум разным диапазонам линейных
размеров рассеивающих объектов, то можно предпо-
ложить, что кривая рассеяния на больших размерах
(диапазон малых импульсов обратного простран-
ства) обусловлена наличием больших, т. е. старых,
ветвей дерева, а на малых размерах — наличием
молодых веток. Для экспериментальной проверки
гипотезы о существовании двух различных типов
структуры ветвления лиственного дерева необхо-
димо исследовать двумерные образы (фотографии)
старых, взрослых и молодых деревьев. Необходимо
отобрать изображения, разработать методологию
исследования, получить кривые рассеяния методом
численного фурье-анализа и, аппроксимируя кри-
вые степенным законом, найти параметры масштаб-
ной инвариантности в соответствии с классифика-
цией фрактальных объектов [40, 42]. Для этих ис-
следований мы использовали программу fractal [43].

Критерии отбора изображений деревьев, пригод-
ных для осуществления такого рода исследований,
кажутся довольно простыми, но налагают некото-
рые ограничения на изучаемое дерево. Для дости-
жения наилучшего контраста на изображении меж-
ду наличием ветки и ее отсутствием необходимо де-
лать снимок дерева без листьев на фоне светлого
неба. Затем снимок превращается в черно-белый с
максимальным контрастом, так что фон становит-
ся белым, а дерево черным. Снимок производится с
расстояния в несколько десятков метров, так что-
бы характерные расстояния внутри объекта были
бы много меньше расстояния от объекта до места
съемки. Этим достигается сохранение пропорций в
размерах отдельных ветвей дерева на снимке. При
таких критериях естественно, что в исследовании
задействованы только отдельно стоящие деревья, а
не деревья, растущие среди леса.

Информация об объемном трехмерном объек-
те (дереве) получена прямым фотографированием,

т. е. актом, в ходе которого трехмерный объект про-
ецируется на двумерную плоскость. При таком про-
ецировании хорошо различимо большинство ветвей
и ствол дерева, т. е. ветви лишь в малой степени пе-
рекрываются друг с другом и со стволом. Таким об-
разом, при фотографировании/проецировании де-
рева на плоскость не теряется информация о стро-
ении ветвей и сохраняются пропорции между вет-
вями (их размером и количеством) при изменении
масштаба. Регистрируемым объектом является чер-
ное пятно определенного размера (в пикселях) на
белом фоне.

Ветви или их части, растущие вдоль линии фо-
тографирования (по оси проекции), не видны на
снимке, не регистрируются, и поэтому не учитыва-
ются при анализе. При этом их количество подчи-
няется общему закону соответствия количества ве-
ток с изменением масштаба, поэтому фотография
верно передает закон масштабирования, базируясь
лишь на одном снимке (одной проекции). Отметим,
что, изменив ракурс фотографирования, можно по-
лучить и проанализировать информацию о другой
проекции девева. С учетом того, что дерево имеет
аксиальную симметрию, азимутально усредненный
квадрат фурье-образа фотографий дерева с разных
боковых ракурсов дает одинаковые кривые рассея-
ния, это и было подтверждено экспериментально.

Методология исследования этой работы нацеле-
на на дифференциацию старых ветвей и молодых
веток. Во-первых, мы отберем изображение взрос-
лого дерева с большим количеством старых ветвей.
Мы предполагаем, что именно старые ветви форми-
руют на изображении двумерный логарифмический
фрактал, который на кривой рассеяния соответству-
ет участку с наклоном, близким к 2. Ожидается,
что большое количество старых ветвей делает этот
участок наиболее выраженным. Во-вторых, мы рас-
смотрим взрослое дерево в стадии активного ро-
ста, т. е. с большим количеством как старых ветвей,
так и молодых веток, чтобы понять, как изменится
кривая рассеяния, если молодых веток станет боль-
ше. В-третьих, чтобы убедиться, что именно моло-
дые ветки взрослого дерева обусловливают отклоне-
ние от характерного закона рассеяния с наклоном,
близким к 2, мы выделим фрагменты изображения
взрослого дерева, которые будут включать в себя
в основном молодые ветки и лишь немного старых
ветвей, либо не включать старые ветви вовсе. В-чет-
вертых, мы рассмотрим изображение молодого де-
рева, в котором отсутствуют старые ветви, а следо-
вательно, должен отсутствовать участок на кривой
рассеяния с наклоном, близким к 2.
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Рис. 3. Изображение взрослого (активно растущего) дере-

ва (липа) — справа. Кривая рассеяния — слева, как ре-

зультат фурье-анализа изображения: интенсивность в за-

висимости от импульса в двойном логарифмическом мас-

штабе. В диапазоне импульсов от 5 · 10−2 до 3 · 10−1 см−1

кривая описывается зависимостью Q−ν с ν = 2.05 ± 0.09,

а в диапазоне от 4 · 10−1 до 4 см−1 — зависимостью Q−ν

с ν = 1.58 ± 0.09

На рис. 1 представлено изображение старого де-
рева (дуба) с небольшим текущим приростом, на ко-
тором основная масса веток — старые. В этом слу-
чае старого дерева кривая рассеяния описывается
зависимостью Q−ν с ν = 1.99± 0.01 в диапазоне им-
пульсов от 4 · 10−2 до 3 см−1. Такая степенная зави-
симость соответствует логарифмической фракталь-
ной структуре в очень большом (около двух поряд-
ков) диапазоне импульсов [29]. Этот диапазон пе-
реданных импульсов может быть конвертирован в
диапазон средних расстояний в прямом простран-
стве от 2 до 150 см, что с учетом цилиндрической
формы ветви приближенно соответствует диапазо-
ну диаметров от 0.7 до 50 см и диапазону длин вет-
вей от 7 до 500 см. Здесь и далее мы предполагаем,
что элементом самоподобия на изображении являет-
ся прямоугольник со сторонами d (толщина ветви)
и l (длина ветви). Для определенности примем, что
отношение l/d = 9, а средний линейный размер r та-
кого прямоугольника равен корню квадратному его
площади: r =

√
S =

√
ld = 3d = l/3.

В случае же совсем молодого дерева (саженца
яблони) участок с наклоном, близким к 2, практи-
чески отсутствует, а участок, соответствующий мо-
лодым веткам, занимает практически всю кривую
рассеяния, которая на участке от 2 · 10−1 до 2 см−1

имеет наклон ν = 1.60± 0.02 в двойном логарифми-
ческом масштабе (рис. 2). Этот диапазон конверти-
руется в диапазон средних размеров от 3 до 30 см,
что, например, в терминах длин ветвей соответству-
ет размерам от 10 до 100 см.

В случае взрослого (активно растущего) дерева
с большим числом молодых веток (рис. 3) участок,
соответствующий двумерному логарифмическому

Рис. 4. Фрагмент изображения взрослого (активно расту-

щего) дерева (липа), содержащего небольшое число «ста-

рых» ветвей — справа. Кривая рассеяния — слева: ин-

тенсивность в зависимости от импульса в двойном лога-

рифмическом масштабе. В диапазоне импульсов от 10−1

до 6 · 10−1 см−1 кривая описывается зависимостью Q−ν

с ν = 2.08 ± 0.07, а в диапазоне от 6 · 10−1 до 6 см−1 —

зависимостью Q−ν с ν = 1.69 ± 0.02.

фракталу, занимает на кривой рассеяния значитель-
но меньшую часть с наклоном ν = 2.05± 0.09 (один
порядок) в диапазоне от 5 · 10−2 до 3 · 10−1 см−1.
Часть кривой рассеяния, соответствующая моло-
дым веткам, имеет наклон в двойном логарифмиче-
ском масштабе ν = 1.58±0.09 в диапазоне от 4 ·10−1

до 4 см−1. Точка перегиба в q-зависимости соответ-
ствует среднему расстоянию в 15 см, что в терминах
толщины ветви конвертируется в 5 см, а в терминах
длины ветви — в 50 см.

Исследование фрагментов изображения взросло-
го дерева (липа с рис. 3) показало, что чем мень-
ше ветвей дерева остается во фрагменте, тем мень-
ше становится длина участка кривой рассеяния, со-
ответствующая двумерной логарифмической фрак-
тальной структуре с наклоном, близким к 2. В слу-
чае, если на изображении присутствуют «старые»
ветви дерева (рис. 4, справа), наблюдаем небольшой
участок кривой с наклоном ν = 2.08± 0.07, соответ-
ствующий двумерному логарифмическому фракта-
лу в диапазоне от 10−1 до 6 ·10−1 см−1. И в то же вре-
мя на кривой в двойном логарифмическом масштабе
наблюдается продолжительный участок с наклоном
ν = 1.69± 0.02, соответствующий молодым веткам в
диапазоне от 6 · 10−1 до 6 см−1 (рис. 4, слева). Если
на изображении присутствуют только молодые вет-
ки (рис. 5, справа), то на кривой рассеяния отсут-
ствует участок, соответствующий логарифмическо-
му фракталу, а участок с наклоном ν = 1.46± 0.03,
соответствующий структуре молодых веток, виден
в диапазоне от 2 · 10−1 до 4 см−1 (рис. 5).

Таким образом, можно сделать вывод, что имен-
но «старые» ветви на изображении дерева опи-
сываются законом логарифмического фрактала с
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Рис. 5. Фрагмент изображения взрослого (активно расту-

щего) дерева (липа), не содержащего «старых» ветвей —

справа. Кривая рассеяния — слева: интенсивность в за-

висимости от импульса в двойном логарифмическом мас-

штабе. В диапазоне импульсов от 2 ·10−1 до 4 см−1 кривая

описывается зависимостью Q−ν с ν = 1.46 ± 0.03

Q−2-зависимостью интенсивности рассеяния при
фурье-анализе их изображения. При этом, как по-
казано в работе [29], их организация подчиняется
закону сохранения площади боковой поверхности, в
то время как молодые ветки подчиняются иному за-
кону, который при анализе двумерных изображений
дает зависимость интенсивности от импульса в виде
Q−ν с ν = 1.60–1.70. Немаловажно также отметить,
что сама степенная зависимость предполагает реа-
лизацию гипотезы о самоподобии масштабируемых
элементов — в данном случае ветвей дерева.

Возникает вопрос: можно ли соединить в единую
модель две ступени роста дерева, столь ясно раз-
личающиеся в фурье-анализе, проведенном выше, и
в чем сходство и различие двух разных ступеней?
Ответ на этот вопрос мы сформулируем в разд. 4.

4. ДВУХСТУПЕНЧАТАЯ МОДЕЛЬ
СТРУКТУРЫ ВЕТВЛЕНИЯ ДЕРЕВЬЕВ

В ботанике деревья определены как «жизненная
форма деревянистых растений с единственной, от-
четливо выраженной, многолетней, в разной степени
одревесневшей, сохраняющейся в течение всей жиз-
ни, разветвленной главной осью — стволом» [44].

Условно ствол и ветки дерева радиально можно
разделить на три основные части (слоя): луб (фло-
эма, живая часть коры), камбий, древесина (ксиле-
ма). Луб — самая наружная часть ствола, прилегает
к внешней (омертвевшей) коре и состоит из живых
клеток, луб участвует в транспорте продуктов фо-
тосинтеза от листьев ко всем органам дерева. Кам-
бий — основная производящая ткань дерева, камбий
состоит из живых клеток, при этом наружная часть
клеток становится лубом, а внутренняя — древеси-
ной. Именно за счет камбия дерево и его ветви рас-

тут в толщину. Важно заметить, что луб и камбий
довольно тонкие по сравнению со стволом дерева
и имеют фиксированную толщину. Древесина обра-
зуется из внутренних клеток камбия и состоит из
одеревеневших клеток, которые не способны к деле-
нию, она занимает до 90% объема дерева. Внешняя
часть древесины (заболонь) участвует в транспорте
воды и минеральных веществ от корней вверх, в то
время, как образующаяся у многих видов деревьев
внутренняя часть (ядро) физиологически неактивна
и выполняет лишь механическую функцию. Кроме
ствола дерево характеризуется многократным ветв-
лением, кратность которого с каждым годом растет.
Взрослые ветви по толщине имеют ту же структуру
как и ствол и состоят из древесины, камбия и лу-
ба. Таким образом, ствол дерева, как и любую его
ветвь, можно разделить на внутреннюю, частично
«омертвевшую» часть — древесину и внешний слой,
состоящий из живых клеток.

Как показано в [29], изображения структуры
ветвления деревьев принадлежат к классу логариф-
мических фракталов на плоскости и для них выпол-
няется закон сохранения площади боковой поверх-
ности по мере ветвления. Этот вывод хорошо укла-
дывается в описание дерева, жизнь которого сосре-
доточена на его поверхности, т. е. в лубе и камбии, а
также в наружном слое ксилемы. Закон сохранения
площади боковой поверхности на разных уровнях
ветвления, являясь несомненно упрощенной мате-
матической моделью дерева, тем не менее связывает
размерные параметры ветки i-го уровня ветвления
и исходящих из нее k веток (i+ 1)-го уровня [29]:

dili = kdi+1li+1. (1)

Здесь di, li и di+1, li+1 — диаметр поперечного сече-
ния и длина i-й и (i + 1)-й веток соответственно.

Развивая эту модель, учтем, что «живой» слой
ветки имеет конечную толщину x, одинаковую (в
первом приближении) на разных уровнях ветвления
дерева. Тогда сохраняется не только площадь, но и
объем поверхностного слоя, а закон сохранения пе-
репишется в виде

xdili = kxdi+1li+1. (2)

Такая трансформация «закона сохранения» при
масштабировании ничего не меняет с точки зрения
математической модели, но имеет огромное значе-
ние для сути дела, поскольку она меняет саму кон-
цепцию, в которой теперь сохраняется объем живой
материи на каждом уровне ветвления дерева.

Учет толщины поверхностного слоя открывает
возможность ввести в математическую модель и
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описать структурный переход от старых ветвей к
молодым веткам. Для этого заметим, что концепция
поверхностного «живого» слоя ветви работает, пока
выполнено условие, что толщина этого слоя меньше,
чем радиус поперечного сечения ветки (x < di+1/2).
Это условие нарушается, когда толщина «живого»
слоя становится равной радиусу поперечного сече-
ния ветки, т. е. когда вся ветка состоит только из
живых клеток. Это соответствует определению мо-
лодой ветки, внутри которой еще не появилась дре-
весина. Таким образом, мы можем рассматривать,
как два отдельных случая, строение старых ветвей,
для которых x < d/2, и строение молодых веток,
для которых xi = di/2.

В первом случае x в правой и левой частях (2) со-
кращаются, получаем (1) и, следовательно, выпол-
няется закон сохранения площади. Во втором слу-
чае выражение (2) принимает новый вид и обретает
новый смысл:

xidili = k · xi+1di+1li+1,

или
d2i li = kd2i+1li+1, (3)

т. е. сохраняется объем веток, а не площадь их по-
верхности. Выражение (3) при условии самоподобия
формы ветки на разных уровнях ветвления являет-
ся математическим определением для логарифми-
ческого фрактала в трехмерном пространстве.

Таким образом, система молодых веток дере-
ва образует трехмерный логарифмический фрак-
тал, поскольку сохраняется объем веток на каждом
уровне ветвления, а система взрослых ветвей — дву-
мерный логарифмический фрактал, поскольку со-
храняется их площадь поверхности. Именно этим
можно объяснить наличие точки перехода от перво-
го ко второму участку на кривой рассеяния, а также
то, что длина участка кривой рассеяния, соответ-
ствующего двумерному логарифмическому фракта-
лу, меняется в зависимости от возраста дерева и
от числа матерых ветвей на изображении. Мате-
рые ветви, в которых основную часть занимает дре-
весина, образуют логарифмическую фрактальную
структуру на фотографии дерева или на его поверх-
ности, а молодые ветки образуют логарифмическую
фрактальную структуру в объеме. Сама точка пере-
хода определяется условием, когда толщина живо-
го слоя становится равной радиусу ветки xi = di/2.
Интересно отметить, что такая двухступенчатая мо-
дель структуры ветвления дерева тем не менее под-
чиняется единому закону сохранения объема живо-
го материала на каждом уровне ветвления, незави-
симо от того, рассматриваем мы старые ветви или

молодые ветки. Другими словами, количество жи-
вых клеток на каждом уровне ветвления остается
постоянным, хотя на старых ветвях оно распределе-
но по поверхности ветви, а на молодых ветках — по
всему их объему.

Предложенная выше модель находит экспери-
ментальное подтверждение в части матерых и ста-
рых ветвей [29], однако гипотеза о трехмерном ло-
гарифмическом фрактале для описания структуры
ветвления молодых веток еще требует своего под-
тверждения. Экспериментальные данные, приведен-
ные выше, демонстрируют степенную зависимость с
показателем ν = 1.60–1.70, что подразумевает само-
подобие ветвей на разных уровнях ветвления. Опи-
раясь на гипотезу самоподобия (см. (4)) и закон со-
хранения объема при масштабировании (3), можно
по крайней мере на качественном уровне показать,
что проекция молодых веток дерева на двумерную
плоскость представляет собой фрактал на плоскости
с размерностью Df ≈ 1.70.

5. ГИПОТЕЗА САМОПОДОБИЯ ВЕТВЕЙ

Гипотеза самоподобия формы ветвей при масша-
бировании может быть сформулирована следующим
образом. Единичная ветвь от точки ее ответвления
от материнской ветви до точки ветвления на дочер-
ние хорошо описывается цилиндром длиной l и диа-
метром d. Самоподобие единичного элемента (ци-
линдра) внутри всей конструкции дерева означает,
что выполнены два условия:

di = αdi+1, li = αli+1, (4)

т. е. длина и ширина ветки на следующем уровне
ветвления уменьшается в одинаковое число раз α.

Если гипотеза самоподобия справедлива для ста-
рых ветвей и выполняется закон сохранения боковой
площади ветвей при масштабировании (1), то легко
показать, что из (1) и (4) сдедует, что α2 = k, где
k — число дочерних ветвей. Отсюда получаем

d2i = kd2i+1, l2i = kl2i+1. (5)

Первое выражение в (5) является формулировкой
закона Леонардо да Винчи для описания структу-
ры дерева [13,39]. Второе выражение является фор-
мулировкой для построения дерева Пифагора, для
случая k = 2 [29, 45]. Как показано в [29, 39], и та,
и другая конструкция являются логарифмически-
ми фракталами в двумерном пространстве, как и
смешанная конструкция, выраженная (1). Отметим,
что старая (без учета молодых ветвей) часть дерева
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в трехмерном пространстве не является логарифми-
ческим фракталом, поскольку объем ветви нижне-
го уровня не равен сумме объемов ветвей верхнего
уровня. Напротив,

d2i li = k3/2d2i+1li+1 → Vi/kVi+1 = k1/2, (6)

т. е. объем ветви нижнего уровня в k1/2 больше сум-
мы объемов ветвей верхнего уровня.

Если гипотеза самоподобия справедлива для мо-
лодых веток и выполняется закон сохранения объе-
ма веток при масштабировании (3), то легко пока-
зать, что из (3) и (4) следует равенство α3 = k.

Интересно отметить, что первичным законом ро-
ста дерева является ветвление, заложенное в гено-
ме, в то время как пропорции веток определяются
факторами формирования ветки во время ее роста
и, скорее всего, обусловлены внешними условиями
и распределением ресурсной базы. Так что, задавая
число k = 2 (что выполняется для большинства де-
ревьев), можно уверенно предсказать, что длина и
толщина дочерней ветки окажутся в 3

√
2 ≈ 1.26 раз

короче и тоньше материнской. Если же генетика де-
рева заставит ветвь поделиться на 3 дочерние вет-
ви, то их длина и толщина окажутся в 3

√
3 ≈ 1.44

раза меньше материнской. Интересно было бы про-
верить экспериментальным путем, какое из правил
«работает».

Однако на фотографиях деревьев мы видим их
проекцию на плоскость, т. е. площадь веток, а не их
объем. Для того чтобы получить соотношение пло-
щадей i-й генерации Si и (i + 1)-й генерации Si+1,
необходимо перемножить первое и второе уравнения
из системы (4):

dili = α2di+1li+1 ⇔ Si =
3
√
k2Si+1, (7)

Si+1 =
Si

3
√
k2
.

То есть если суммарный объем веток каждой ге-
нерации сохраняется, то площадь поверхности вет-
ки (i + 1)-й (дочерней) генерации должна быть в
3
√
k2 раз меньше площади поверхности ветки i-й (ма-

теринской) генерации. Тогда площадь поверхности
всех k веток (i+1)-й генерации будет в 3

√
k раз боль-

ше площади поверхности ветки i-й генерации:

kSi+1 =
3
√
kSi. (8)

То есть на каждом уровне ветвления суммарная
площадь поверхности веток будет увеличиваться в
3
√
k раз. Смоделируем эту ситуацию на примере ло-

гарифмического фрактала дерева Леонардо да Вин-
чи в двумерном пространстве.

Рис. 6. Модель ветвления дерева Леонардо да Винчи на

четыре ветви с условием сохранения площади (A). Модель

ветвления дерева на четыре ветви с условием уменьшения

площади (B). Модель ветвления дерева на четыре ветви с

условием увеличения площади (C )

Объект, в котором на каждом уровне иерархии
суммарная площадь элементов одинакова, при ис-
следовании методом фурье-анализа дает кривую ин-
тенсивности, которая убывает по закону q−2 [29].
Чтобы проиллюстрировать, как меняется кривая
интенсивности, если вместо закона сохранения пло-
щади мы используем «закон уменьшения» или «за-
кон увеличения» площади, мы сгенерировали три
объекта — три аналога дерева Леонардо да Винчи.
(рис. 6). Первый (рис. 6A) — модель ветвления де-
рева на четыре ветви с условием сохранения пло-
щади, является логарифмическим фракталом. Про-
цесс его построения следующий: мы берем квадрат
и добавляем к его углам с внешней стороны четыре
квадрата, длина сторон которых в два раз меньше
стороны исходного квадрата. Соответственно, пло-
щадь каждого такого квадрата в четыре раза мень-
ше площади исходного квадрата, а суммарная пло-
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щадь всех четырех таких квадратов равна площа-
ди исходного квадрата. На следующем шаге мы по-
вторяем этот процесс, выбирая в качестве исходных
квадраты, добавленные на предыдущем шаге. Такой
объект подчиняется закону равенства площади при
масштабировании. Всего было сделано 8 таких ите-
раций. Второй объект (рис. 6B) — модель ветвления
дерева на четыре ветви с условием уменьшения пло-
щади, отличается тем, что сторона квадратов умень-
шается не в 2 раза, а в 2.5 раз, а суммарная площадь
этих квадратов меньше суммарной площади квад-
ратов предыдущей генерации. При генерации тре-
тьего объекта (рис. 6C ) — модели ветвления дерева
на четыре ветви с условием увеличения площади,
на каждом следующем шаге добавляются квадра-
ты, стороны которых лишь в 1.7 раз меньше сто-
рон квадратов, добавленных на предыдущем шаге,
и суммарная площадь этих квадратов больше сум-
марной площади квадратов предыдущей генерации.

Результаты исследования методом фурье-анали-
за объектов, построенных на рис. 6, представлены
на рис. 7. Для удобства сравнения показано произве-
дение фурье-интенсивности и квадрата координаты,
I(q)q2, в зависимости от координаты q — так назы-
ваемое представление Кратки. Такое представление
выделяет зависимость q−2, дополнительно подчер-
кивая особенности кривой. Так, в частности, произ-
ведение I(q)q2 в интересующем нас диапазоне q те-
перь должно быть константой, что очень удобно для
обнаружения в исследуемом объекте логарифмиче-
ского фрактала. Однако произведение I(q)q2 демон-
стрирует осциллирующий характер с ростом пере-
данного импульса q. Осцилляции вызваны регуляр-
ной структурой объектов исследования. Они имеют
квазипериодический характер в логарифмическом
масштабе, что указывает на фрактальные свойства
исследуемого объекта.

Показатель степени (наклон кривых в двойном
логарифмическом масштабе) оказывается разным
для различных объектов (рис. 7). Если площадь до-
бавляемых генераций не меняется (рис. 6 A), наклон
кривой рассеяния равен ν = 1.99 ± 0.04. Если сум-
марная площадь добавляемой генерации уменьша-
ется с уменьшением масштаба с фактором (4/6.25)
на генерацию (рис. 6 B), то наклон кривой рассея-
ния равен ν = 2.24±0.03 (больше 2), а если площадь
добавляемых генераций увеличивается с фактором
(4/2.89) на генерацию (рис. 6 C ), то наклон кривой
рассеяния равен ν = 1.68± 0.06 (меньше 2).

Таким образом, показано, что если суммарная
площадь дочерних веток на изображении дерева
больше в 3

√
k, что является следствием сохранения

Рис. 7. Исследование построенных объектов методом чис-

ленного фурье-анализа

суммарного объема веток на разных уровнях ветв-
ления, то показатель степени кривой рассеяния ока-
зывается меньше 2. То есть модель ветвления де-
рева с сохранением объема и с сохранением формы
веток при ветвлении дает при исследовании их мето-
дом численного фурье-анализа результаты, схожие
с результатами исследования фотографий молодых
деревьев и фотографий молодых веток.

Интересно обсудить вопрос о превращении про-
порций логарифмического фрактала в трехмерном
пространстве для молодых веток в пропорции дву-
мерного логарифмического фрактала для взрослых
ветвей. На определенной стадии роста ветви такой
процесс превращения должен быть существенным
именно для ветвей (или части ветви) с характер-
ными размерами, соответствующими точке перегиба
при qc в зависимости I(q) на рис. 8–15 (см. Прило-
жение). Эта точка перегиба qc характеризует вет-
ви диаметром от 3 до 6 см в зависимости от сорта
дерева и, возможно, условий его роста. Очевидно,
что по мере перехода ветви из одного режима роста
в другой меняются именно пропорции ветви. Мож-
но утверждать, что внутренняя часть ветвей или
ствола должна подчиняться закону логарифмиче-
ского фрактала в трехмерном пространстве, однако
она гораздо меньше наружной части ствола, кото-
рая подчиняется закону логарифмического фракта-
ла в двумерном пространстве. Учитывая логариф-
мическую шкалу, отложенную вдоль оси q (ось раз-
меров), мы уверенно видим точку перегиба или пе-
рехода из одного режима в другой, хотя на линейной
шкале этот переход выглядел бы более растянутым.
Поэтому экспериментальные кривые в двойном ло-
гарифмическом масштабе демонстрируют бифрак-
тальную картину рассеяния.
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6. ВЫВОДЫ

Методом численного фурье-анализа исследо-
ваны фрактальные свойства при формировании
структуры ветвления лиственных деревьев. Пока-
зано, что кривая интенсивности в зависимости от
координаты фурье-пространства I(q) ∼ q−ν имеет
два участка с различными показателями степени ν и
точку перегиба между ними. Для старых (крупных)
ветвей при малых q показатель степени равен 2, что
соответствует закону логарифмического фрактала
в двумерном пространстве: площадь поверхности
нижней ветви равна сумме площадей поверхности
ветвей после ее ветвления, т. е. выполняется закон
сохранения площади при масштабировании. Можно
сделать вывод, что живая ткань старых (крупных)
ветвей взрослых деревьев формируется только
на их поверхности. Показатель степени кривой
Фурье в области больших q равен ν = 1.6–1.7
и обусловлен законом строения молодых веток,
которые целиком состоят из живых биологических
клеток, участвующих в росте дерева. В отличие от
старых ветвей, жизнь в них сосредоточена во всем
объеме ветки, а не только на поверхности. Сфор-
мулировано предположение, что в молодых ветках
сохраняется не площадь поверхности, а их объем
на разных уровнях ветвления. То есть строение
веток на верхних уровнях ветвления подчиняется
закону сохранения объема при масштабировании,
что соответствует модели логарифмического фрак-
тала в трехмерном пространстве. Предложена
математическая модель, обобщающая концепции
логарифмического фрактала на поверхности для
взрослых ветвей и логарифмического фрактала в
объеме для молодых веток, которая эквивалентна
утверждению, что количество живых клеток на
каждом уровне ветвления остается постоянным,
хотя на старых ветвях оно распределено по по-
верхности ветви, а на молодых ветках — по всему
их объему. Сконструированы численные модели
двумерных изображений дерева, подчиняющегося
закону сохранения объема в трехмерном простран-
стве (закон роста молодого дерева). Численный
фурье-анализ моделей демонстрирует совпадение
в пределах погрешности с результатами фурье-
анализа, полученными для реальных деревьев.
Таким образом, построена целостная фрактальная
концепция роста и структуры ветвления отдельно
стоящих лиственных деревьев.

Финансирование. Работа поддержана Россий-
ским научным фондом (грант №20-12-00188).

ПРИЛОЖЕНИЕ

Для демонстрации общности закона масштаби-
рования структуры деревьев мы представляем се-
рию изображений различных деревьев и фурье-ана-
лиз этих изображений. Все они имеют одинаковый
вид кривых с перегибом, характеризующим двух-
этапную структуру формирования ветвей листвен-
ного дерева. Для больших масштабов (взрослых вет-
вей) показатель степени для всех приведенных ни-
же изображений близок или в пределах ошибки ра-
вен ν1 = 2.00, а для малых масштабов (молодых
веток) показатель оказался меньше 2 и приближа-
ется к ν2 ≈ 1.6–1.8. Во всех случаях точка перегиба
qc ≈ 0.3 см−1, что соответствует линейному средне-
му размеру rc = 20 см. При этом средний линейный
размер прямоугольного элемента rc =

√
lcdc = 20 см

соответсвует толщине ветки dc = 6.6 см и ее длине
lc = 60 см. То есть ветки с размерами меньшими,
чем dc и lc, описываются одним законом масштаби-
рования, а ветви с размерами большими, чем dc и
lc, — другим. Структура больших ветвей описыва-
ется законом логарифмического фрактала в двумер-
ном пространстве изображения дерева — законом
сохранения площади при масштабировании. Струк-
тура малых веток описывается законом логарифми-
ческого фрактала в трехмерном пространстве, ко-
торый при проекции на двумерную плоскость ими-
тирует зависимость для классического фрактала с
ν2 = 1.6–1.8.

На рис. 8 представлены изображение ивы и кри-
вая фурье-интенсивности в зависимости от импуль-
са в двойном логарифмическом масштабе с показа-
телями степени для больших ветвей ν1 = 1.92(3)

в диапазоне координат обратного пространства от
6·10−2 до 5·10−1 см−1 и для малых веток ν2 = 1.77(1)

в диапазоне от 5 · 10−1 до 4 см−1. Точка перегиба
qc = 5 · 10−1 см−1 соответствует среднему расстоя-
нию в 12 см, что в терминах толщины ветви кон-
вертируется в 4 см, а в терминах длины ветви — в
36 см. Таким образом, структура ветвей длиной от
36 до 300 см (толщиной от 4 до 30 см) описывает-
ся структурой логарифмического фрактала в дву-
мерном пространстве. А структура ветвей длиной от
4.5 до 36 см (толщиной от 0.5 до 4 см) описывается
структурой логарифмического фрактала в трехмер-
ном пространстве.

На рис. 9 представлены изображение липы и кри-
вая фурье-интенсивности в зависимости от импуль-
са в двойном логарифмическом масштабе с показа-
телями степени для больших ветвей ν1 = 2.04± 0.07

в диапазоне координат обратного пространства от
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Рис. 8. Исследование изображения ивы методом числен-

ного фурье-анализа

Рис. 9. Исследование изображения липы методом числен-

ного фурье-анализа

6·10−2 до 3·10−1 см−1 и для малых веток ν2 = 1.74(1)

в диапазоне от 3 · 10−1 до 3 см−1. Точка перегиба
qc = 3 · 10−1 см−1 соответствует среднему расстоя-
нию в 20 см, что в терминах толщины ветви конвер-
тируется в 6.6 см, а в терминах длины ветви — в
60 см. Таким образом, структура ветвей длиной от
60 до 300 см (толщиной от 6.6 до 30 см) описывает-
ся структурой логарифмического фрактала в дву-
мерном пространстве. А структура ветвей длиной
от 6 до 60 см (толщиной от 0.6 до 6 см) описывается
структурой логарифмического фрактала в трехмер-
ном пространстве.

На рис. 10 представлены изображение яблони
и кривая фурье-интенсивности в зависимости от
импульса в двойном логарифмическом масшта-
бе с показателями степени для больших ветвей
ν1 = 1.99 ± 0.01 в диапазоне координат обратного

Рис. 10. Исследование изображения яблони методом чис-

ленного фурье-анализа

Рис. 11. Исследование изображения березы методом чис-

ленного фурье-анализа

пространства от 2 · 10−2 до 1.5 см−1 и для малых
веток ν2 = 1.72± 0.01 в диапазоне от 1.5 до 6 см−1.
Точка перегиба qc = 1.5 см−1 соответствует сред-
нему расстоянию в 4 см, что в терминах толщины
ветви конвертируется в 1.3 см, а в терминах длины
ветви — в 12 см. Таким образом, структура вет-
вей длиной от 12 до 1000 см (толщиной от 1.3 до
100 см) описывается структурой логарифмического
фрактала в двумерном пространстве. А структура
ветвей длиной от 3 до 12 см (толщиной от 0.3 до
1.3 см) описывается структурой логарифмического
фрактала в трехмерном пространстве.

На рис. 11 представлены изображение березы
и кривая фурье-интенсивности в зависимости от
импульса в двойном логарифмическом масшта-
бе с показателями степени для больших ветвей
ν1 = 1.99 ± 0.03 в диапазоне координат обратного
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Рис. 12. Исследование изображения дуба методом числен-

ного фурье-анализа

Рис. 13. Исследование изображения еще одного дуба ме-

тодом численного фурье-анализа

пространства от 3 · 10−2 до 1 см−1 и для малых
веток ν2 = 1.20 ± 0.01 в диапазоне от 1 до 6 см−1.
Точка перегиба qc = 1 см−1 соответствует среднему
расстоянию в 6 см, что в терминах толщины ветви
конвертируется в 2 см, а в терминах длины ветви —
в 18 см. Таким образом, структура ветвей длиной
от 18 до 600 см (толщиной от 2 до 60 см) описы-
вается структурой логарифмического фрактала
в двумерном пространстве. А структура ветвей
длиной от 3 до 18 см (толщиной от 0.3 до 2 см) опи-
сывается структурой логарифмического фрактала
в трехмерном пространстве.

На рис. 12 представлены изображение дуба и
кривая фурье-интенсивности в зависимости от
импульса в двойном логарифмическом масшта-

Рис. 14. Исследование изображения дерева неустановлен-

ной породы методом численного фурье-анализа

Рис. 15. Исследование изображения дерева той же неуста-

новленной породы методом численного фурье-анализа

бе с показателями степени для больших ветвей
ν1 = 1.99 ± 0.04 в диапазоне координат обратного
пространства от 2 · 10−2 до 3 · 10−1 см−1 и для
малых веток ν2 = 1.72± 0.03 в диапазоне от 3 · 10−1

до 1 см−1. Точка перегиба qc = 3 · 10−1 см−1 со-
ответствует среднему расстоянию в 20 см, что в
терминах толщины ветви конвертируется в 6.6 см,
а в терминах длины ветви — в 60 см. Таким об-
разом, структура ветвей длиной от 60 до 900 см
(толщиной от 6.6 до 100 см) описывается струк-
турой логарифмического фрактала в двумерном
пространстве. А структура ветвей длиной от 18 до
60 см (толщиной от 2 до 6.6 см) описывается струк-
турой логарифмического фрактала в трехмерном
пространстве.

10 ЖЭТФ, вып. 3
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На рис. 13 представлены изображение другого
дуба и кривая фурье-интенсивности в зависимо-
сти от импульса в двойном логарифмическом мас-
штабе с показателями степени для больших ветвей
ν1 = 2.00 ± 0.06 в диапазоне координат обратного
пространства от 4 · 10−2 до 3 · 10−1 см−1 и для ма-
лых веток ν2 = 1.96 ± 0.03 в диапазоне от 3 · 10−1

до 1.5 см−1. Точка перегиба qc = 3 · 10−1 см−1 соот-
ветствует среднему расстоянию в 20 см, что в тер-
минах толщины ветви конвертируется в 6.6 см, а в
терминах длины ветви — в 60 см. Таким образом,
структура ветвей длиной от 60 до 600 см (толщиной
от 6.6 до 60 см) описывается структурой логариф-
мического фрактала в двумерном пространстве. А
структура ветвей длиной от 12 до 60 см (толщиной
от 1.3 до 6.6 см) описывается структурой логариф-
мического фрактала в трехмерном пространстве.

На рис. 14 представлены изображение дерева
неустановленной породы и кривая фурье-интенсив-
ности в зависимости от импульса в двойном лога-
рифмическом масштабе с показателями степени для
больших ветвей ν1 = 2.03±0.06 в диапазоне коорди-
нат обратного пространства от 2·10−2 до 3·10−1 см−1

и для малых веток ν2 = 1.81 ± 0.02 в диапазоне от
3 ·10−1 до 1.5 см−1. Точка перегиба qc = 3 ·10−1 см−1

соответствует среднему расстоянию в 20 см, что в
терминах толщины ветви конвертируется в 6.6 см, а
в терминах длины ветви — в 60 см. Таким образом,
структура ветвей длиной от 60 до 600 см (толщиной
от 6.6 до 60 см) описывается структурой логариф-
мического фрактала в двумерном пространстве. А
структура ветвей длиной от 12 до 60 см (толщиной
от 1.3 до 6.6 см) описывается структурой логариф-
мического фрактала в трехмерном пространстве.

На рис. 15 представлены изображение дерева той
же неустановленной породы, кривая фурье-интен-
сивности в зависимости от импульса в двойном лога-
рифмическом масштабе с показателями степени для
больших ветвей ν1 = 2.02±0.06 в диапазоне коорди-
нат обратного пространства от 3·10−2 до 3·10−1 см−1

и для малых веток ν2 = 1.75 ± 0.03 в диапазоне от
3 ·10−1 до 1.5 см−1. Точка перегиба qc = 3 ·10−1 см−1

соответствует среднему расстоянию в 20 см, что в
терминах толщины ветви конвертируется в 6.6 см, а
в терминах длины ветви — в 60 см. Таким образом,
структура ветвей длиной от 60 до 900 см (толщиной
от 6.6 до 90 см) описывается структурой логариф-
мического фрактала в двумерном пространстве. А
структура ветвей длиной от 12 до 60 см (толщиной
от 1.3 до 6.6 см) описывается структурой логариф-
мического фрактала в трехмерном пространстве.

ЛИТЕРАТУРА

1. B. Mandelbrot, The Fractal Geometry of Nature,

Freeman, New York (1983).

2. H.О. Peitgen and P.H. Richter, The Beauty of Frac-

tals, Springer, Berlin (1986).

3. Е. Федер, Фракталы, Мир, Москва (1991).

4. В. К. Балханов, Ю. Б. Башкуев, Моделирование

разрядов молнии фрактальной геометрией, ЖТФ

82, 126 (2012).

5. А. Г. Бершадский, Фрактальная структура тур-

булентных вихрей, ЖЭТФ 96, 625 (1989).

6. Fractals in Biology and Medicine, ed. by T. F. Non-

nenmacher, G.A. Losa, and E.R. Weibel, Birkhäuser
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