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Наиболее вероятным кандидатом на роль ядерно-оптического стандарта является изомер ядерного изо-

топа 229mTh с энергией 8.338 эВ. Обсуждается возможность уточнения его энергии путем резонансной

оптической накачки через электронный мостик. Решающее значение имеет надлежащее использование

естественной ширины атомных линий, которые на порядки величины превышают естественную ширину

ядерной изомерной линии. Последние исследования показали, что уширение за счет внутренней конвер-

сии в нейтральных атомах тория приводит к выигрышу во времени сканирования на девять порядков

величины, облегчая поиск электрон-ядерного резонанса до практически реального уровня. Предлагаемый

в настоящей статье метод резонансной конверсии применим в ионизованных атомах тория. Он обладает

потенциалом, позволяющим повысить эффективность эксперимента на порядки величины. Реализация

этого метода требует одновременного возбуждения ядра и электронной оболочки в конечном состоянии.

Показана причинная связь между этим принципом и решением ториевой загадки.

DOI: 10.31857/S0044451024020019

1. ВВЕДЕНИЕ

Хорошие перспективы создания стандарта час-
тоты и часов следующего поколения обещает ис-
пользование спектральных линий, отвечающих пе-
реходам ядерных изомеров. Ядра, будучи располо-
жены в центре электронной оболочки, слабее по
сравнению с атомными или молекулярными систе-
мами подвержены воздействиям внешних помех и
внутрикристаллических полей. Эти линии узкие и
устойчивые. Проблема в том, что в большинстве
ядер переходы имеют энергии десятки кэВ. Такими
переходами проблематично манипулировать с помо-
щью лазеров. Имеется уникальный нуклид 229Th,
возбужденное состояние которого 3/2+[631] облада-
ет энергией ωn = 8.338(24) эВ (см. [1]), что больше,
чем у основного состояния 5/2+[633].

* E-mail: fkarpeshin@gmail.com

Основное препятствие для конструирования
стандарта частоты состоит в том, чтобы уменьшить
неопределенность в значении энергии изомерного
перехода вплоть до естественной ширины ядер-
ной линии, которая лежит на уровне 10−19 эВ.
Возможный путь решения данной задачи дается
методом резонансного фотовозбуждения изомера
(оптической накачки). С этой целью можно было
бы использовать перестраиваемый лазер непрерыв-
ного действия с длиной волны вблизи резонанса
λ ≈ 150 нм. Проблема в том, что естественная шири-
на линии собственно изомерного перехода слишком
узкая для сканирования: Γn = 0.667 · 10−19 эВ
(10−5 Гц), которое потребовало бы слишком много
времени.

В этой связи повторимся, что наиболее эффек-
тивный, если не единственный путь ускорения ска-
нирования лежит через использование резонансных
свойств электронной оболочки. И дело не только в
усилении воздействия внешнего поля на ядро в слу-
чае резонанса. Еще более важным свойством в при-
менении к сканированию является уширение резо-
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нансной линии на много порядков по отношению к
ширинам атомного и ядерного переходов. Взаимо-
действие ядра с электронной оболочкой осуществля-
ется посредством внутренней конверсии (ВК), в под-
пороговой области переходящей в дискретную или
резонансную конверсию (РК). Концепция РК бы-
ла сформулирована еще в работе [2] применитель-
но к девозбуждению осколков деления в мюонных
атомах. В работе [3] впервые был предложен спо-
соб усиления ядерного перехода с помощью лазе-
ра, использующий РК, на примере изомера 235U с
энергией 76 эВ. В статье отмечалась общность РК
с электронными мостиками (ЭМ), рассмотренными
Крутовым [4]. Крутов рассматривал случай, когда
ЭМ образуется в континууме. ЭМ особенно эффек-
тивны в случае больших КВК (коэффициентов ВК).
Например, согласно расчетам [5], ЭМ увеличива-
ют вероятность радиационного распада изомера яд-
ра 235U с энергией 76 эВ на пять порядков величи-
ны. В работе [6] наблюдался ЭМ в распаде изомер-
ного уровня 93Nb с энергией 30.7 эВ. В свою оче-
редь, оба предсказания РК были наблюдены экс-
периментально в работах [7] в мюонных атомах и
в ионах 125Te [8]. После работы [9] и других ши-
рокое распространение получил термин обратного
ЭМ для обозначения механизмов фотовозбуждения
изомера 229Th при посредстве электронной оболоч-
ки. В дальнейших деталях концепция обратных ЭМ
была рассмотрена недавно в работах [10,11]. Следу-
ет еще отметить важный вклад в построение теории
РК работы [12], в которой была продемонстрирова-
на решающая роль смешивания электронных кон-
фигураций среднего поля атома. В работе [13] бы-
ло показано усиление резонансных свойств оболочки
по мере удаления из нее электронов вплоть до водо-
родоподобных ионов, в которых может наблюдаться
РК в отсутствие затухания, создаваемого иначе дру-
гими электронами. В работе [14] была проанализи-
рована совокупность процессов РК с точки зрения
их эффективности для оптической накачки изомера
229Th, в качестве энергии которого в то время было
принято значение 3.5 эВ.

С учетом современного значения энергии изоме-
ра доминирующим каналом его распада в нейтраль-
ных атомах становится ВК с КВК

α(M1) = 0.987 · 109.

Наблюденное время жизни изомера в нейтральных
атомах оказалось 10мкс [15]. Учет ВК приводит к
увеличению естественной ширины изомерной линии

до величины

Γa = 0.7 · 10−10 эВ (10 кГц).

На практике применение метода сканирования
встречает большие трудности. Лазеры в вакуумно-
фиолетовом диапазоне с длиной волны около 150 нм
практически отсутствуют. Для преодоления этой
проблемы в физико-техническом институте PTB
(Брауншвейг) использовался метод двухфотонного
поглощения [16]. Уникальный лазер использовал-
ся для накачки изомера в университете Калифор-
нии Лос-Анджелес (UCLA) в группе профессора
Э. Хадсона. Несколько лет безуспешных попыток,
однако, побуждают к поиску новых путей. Наибо-
лее перспективным представляется в настоящее вре-
мя проект [17], основанный на использовании кана-
ла ВК в нейтральных изомерных атомах. Аналогич-
ные разработки ведутся в Петербургском институте
ядерной физики (ПИЯФ) Национального исследо-
вательского центра «Курчатовский институт» [18].
Рассмотрим этот проект более детально, чтобы, от-
талкиваясь от него как образца современного состо-
яния эксперимента, наметить пути дальнейшего по-
вышения эффективности исследования.

2. ОЦЕНКА НЕОБХОДИМОГО ВРЕМЕНИ
СКАНИРОВАНИЯ ПО МЕХАНИЗМУ ВК В

НЕЙТРАЛЬНЫХ АТОМАХ 229Th

Для резонансного возбуждения некоторой си-
стемы естественно использовать световой пучок со
спектральной шириной, приблизительно равной ши-
рине резонанса. Тогда оценку сечения фотовозбуж-
дения уровня с энергией ω1) можно провести по фор-
муле [14]

σγ(0 → ω) = Γγ(ω → 0)
2Iω + 1

2I0 + 1

(π
ω

)2
Sω, (1)

где Sω — спектральная плотность пучка, I0, Iω —
спины системы в исходном и возбужденном состо-
яниях соответственно, Γγ(ω → 0) — радиационная
ширина обратного перехода. Положив Sω ≈ 1/Γω,
где Γω — полная ширина состояния ω, и считая
Γγ(ω → 0) ≈ Γω, получим для оценок универсаль-
ную формулу

σγ(0 → ω) =
2Iω + 1

2I0 + 1

(π
ω

)2
, (2)

применимую в равной мере как к ядерным, так и
атомным системам. Данная общность чрезвычай-
но важна при рассмотрении явлений электронно-
ядерного резонанса.

1) Мы используем релятивистскую систему единиц
~ = c = me = 1.

146



ЖЭТФ, том 165, вып. 2, 2024 Резонансная оптическая накачка изомера 229Th с энергией 8 эВ

8.3

Ýíåðãèÿ�(ýÂ)

È
í

ò
å

í
ñ

è
â

í
î

ñ
ò
ü

Рис. 1. Частотная гребенка, предлагаемая для определе-

ния энергии изомера [15]. Она состоит из 1.2 · 105 гребен-

чатых мод (зубцов) с переменной частотой, с центром в

районе 8.3 эВ. Ширина каждой моды 490 Гц, мощность —

10 нВт в центральной области гребенки. Положение ядер-

ной линии условно показано широким вертикальным от-

резком. В процессе сканирования частоты зубцов гребенки

проводится поиск резонанса

В проекте [17] предлагается использовать седь-
мую гармонику опорного луча волоконного лазера
с длиной волны 1070 нм. На пути полученного та-
ким образом непрерывно генерируемого луча мощ-
ностью 1.2мВт помещается вращающаяся заслон-
ка с отверстиями, которая производит его цикличе-
ское открывание-прерывание на равные промежут-
ки времени 100мкс. В результате фурье-спектр пре-
образованного луча обретает вид частотной гребен-
ки, расположенной возле целевой энергии и состо-
ящей из 1.2 · 105 эквидистантных зубьев. Мишень
представляет собой тонкий круг диаметром 0.3мм.
На его поверхность путем напыления или иным спо-
собом наносится 1.6 ·1013 атомов 229Th. Полученный
таким образом световой пучок в виде частотной гре-
бенки фокусируется на эту мишень. Факт резонанс-
ного поглощения устанавливается путем регистра-
ции конверсионных электронов, возникающих при
девозбуждении изомера. Аппаратура для регистра-
ции конверсионных электронов разрабатывается на
основе детекторов, ранее использованных авторами
для обнаружения распада изомера [15] и первого
прямого измерения его энергии [19].

Мощность излучения в каждом зубе гребенки
10 нВт, полуширина 490Гц (2 · 10−12 эВ), расстояние
между зубьями 77МГц (3 ·10−8 эВ). Из формулы (2)
следует, что если частота облучения попадает в ре-
зонанс с ядерным переходом, то за время каждой
экспозиции 100мкс в изомерное состояние перейдут
приблизительно 60 атомов. Частота сканирования
меняется каждую секунду. Шаг изменения частоты
равен ширине искомой линии, т. е. 10−10 эВ. Тогда
для сканирования интервала между зубцами гре-

бенки потребуется 5000 шагов, что займет 5000 се-
кунд. Для более точного определения энергии изо-
мера надо изменить интервал между зубцами. По-
этому для уточнения энергии изомера потребуется
провести еще несколько циклов сканирования.

3. РЕЗОНАНСНАЯ НАКАЧКА ИЗОМЕРА
ЧЕРЕЗ ЭЛЕКТРОННУЮ ОБОЛОЧКУ

Мы так подробно остановились на описании про-
екта с Th I, чтобы дать наилучшее представление
об уровне развития современного эксперимента, его
проблемах и задачах. Основная цель настоящей ра-
боты — еще раз обратить внимание на то, что мож-
но значительно сократить время эксперимента, ес-
ли воспользоваться резонансными свойствами элек-
тронной оболочки для усиления воздействия внеш-
него поля на ядро. Разобранный выше пример уже
использует усиление изомерного перехода каналом
ВК на 9 порядков величины. Однако этот механизм
можно отнести к факторам кинематического усиле-
ния, пассивно использующего уширение спектраль-
ной линии изомера вследствие ВК. Резонанс же с
электронной оболочкой как таковой не эксплуати-
руется. Но уже в однократных ионах энергия отры-
ва электрона становится больше энергии изомера,
что выключает канал ВК. В то же время большин-
ство проектов предполагают использование именно
ионов 229Th.

Подходящий для ионов механизм динамическо-
го уширения был представлен в работе [14]. Рас-
смотрим его применение на примере однократных
ионов 229Th.

В начальном состоянии атома и ядро, и валент-
ный электрон пребывают в основном состоянии.
Конфигурация оболочки — 7s6d2 с угловым момен-
том j = 3/2 [20]. В виртуальном процессе дискрет-
ной конверсии 7s-электрон передает ядру необходи-
мую для образования изомера энергию ωn. В спек-
тральном разложении функции Грина (рис. 2) мож-
но в первом приближении ограничиться тем же 7s-
состоянием, поскольку 8s- и другие уровни распо-
ложены гораздо дальше по энергии. Варшавский
эффект состоит в том, что открывает возможность
смешивания посредством РК основного и изомерно-
го ядерных состояний, несмотря на то, что у них раз-
ные спины, с сохранением полного углового момен-
та атома F [21]. Это приводит к ускорению распа-
да изомера в сотни раз в случае водородоподобных
ионов 229mTh. Если в диаграмме на рис. 2 рассмот-
реть водородоподобные ионы вместо однократных,
то были бы возможны в начальном состоянии пол-
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g is

7s 7s 7p

ù

Рис. 2. Фейнмановский график резонансной оптической

накачки изомера, основанный на принципе осцилляции ос-

новного и изомерного состояний

ные моменты F = 2 и 3, причем уровень с F = 2

был бы основным. Аналогично, изомер мог бы об-
разовать с электроном состояния с F = 1 и 2. Вир-
туальный переход в изомерное состояние возможен
с F = 2, с начальным же состоянием с F = 3 про-
цесс типа показанного на рис. 2 был бы невозмож-
ным. Правила отбора ВК автоматически учитывают
эти комбинации в формулах для расчета дискрет-
ных КВК αd(M1). В рассматриваемом случае од-
нократных ионов благодаря еще большему моменту
электронной оболочки, j = 3/2, тем более возмо-
жен целый ряд комбинаций для полного момента
F как в начальном, так и в конечном состояниях.
Все они по-прежнему учитываются правилами от-
бора для αd(M1; 7s–7s).

Баланс энергии восстанавливается поглощением
внешнего фотона с частотой (и энергией) ω. Абсор-
бировав энергию фотона, электрон переходит в ко-
нечное 7p-состояние. Частота пучка определяется из
условия сохранения энергии:

ω = ωn + ε7p, (3)

где ε7p — энергия 7p-уровня. На этой частоте ам-
плитуда проходит через резонанс шириной Γa = Γ7p,
равной ширине 7p-уровня. Поэтому для целей ска-
нирования целесообразно использовать пучок с ре-
зонансной частотой ω и со спектральной шириной,
равной ширине резонанса Γa. Условно назовем этот
метод первым и сравним с другим методом, в ко-
тором используется пучок с таким же потоком, но
с частотой ωn и со спектральной шириной, равной
полуширине изомерной линии Γn, и который мож-
но использовать для накачки голого ядра. Для от-
ношения средних сечений таких двух процессов —
фактора ускорения R, в работе [14] была получена
формула

g is

7s 8p 7p

ù

Рис. 3. Фейнмановский график резонансной оптической

накачки изомера по прямому механизму

R =
αd(M1; 7s–7s)Γ(a)

γ (ω; 7s–7p)
2πω2

n

. (4)

Здесь αd(M1; 7s–7s) — размерный аналог КВК для
M1-перехода с энергией ωn, Γ

(a)
γ (ω; 7s–7p) — ра-

диационная ширина перехода 7s–7p с частотой ω

(вне массовой поверхности). С обычной шириной
она связана соотношением детального баланса

Γ(a)
γ (ω; 1–2) =

2j2 + 1

2j1 + 1
Γ(a)
γ (ω; 2–1), (5)

где числами 1–2 и 2–1 обозначено направление про-
цесса в общем случае, а 2ji+1 — статистический вес
i-го состояния. Подчеркнем, что фактор ускорения
(4) достигается на более широком пучке, но с тем
же потоком фотонов. Однако энергия резонанса, со-
гласно (4), будет несколько выше. Соответственно,
выше будет и мощность пучка — пропорционально
отношению ω/ωn.

Диаграмма на рис. 2 интерферирует с диаграм-
мой на рис. 3а из работы [14], в которой порядок
взаимодействия 7s-электрона с ядром и пучком за-
менен на противоположный, а промежуточное со-
стояние 7s заменено на 8p. Полученная таким обра-
зом фейнмановская диаграмма приведена на рис. 3.
В качественном отношении она несет тот же фи-
зический смысл [22]. Лазерный фотон с частотой
ω поглощается 7s-электроном, который переходит
в виртуальное состояние. Вблизи резонанса основ-
ной вклад вносит 8p-электрон. Он передает часть
полученной энергии ядру, переводя его в изомерное
состояние. Электрон же остается в возбужденном
состоянии 7p с энергией ε7p. Условие резонанса по-
прежнему дается формулой (3). Фактор ускорения
можно рассчитать по формуле [14], аналогичной (4):

R =
αd(M1; 8p–7p)Γ(a)

γ (ω; 7s–8p)
2π(ω–ε8p)2

. (6)

148



ЖЭТФ, том 165, вып. 2, 2024 Резонансная оптическая накачка изомера 229Th с энергией 8 эВ

11,15 11,20 11,25 11,30 11,35 11,40 11,45 11,50

0

5000

10000

15000

20000

R
-ô

à
ê
ò
î

ð

Ðåçîíàíñíàÿ�ýíåðãèÿ,�ýÂ

Рис. 4. Картина резонансов с учетом фрагментирования 7p-уровней согласно [20], R-фактор приведен в относительных

единицах интенсивности

Подводя итог этому разделу, резюмируем, что
выигрыш в сечении можно использовать для сокра-
щения времени сканирования по первой методике в
R раз. Спектральное уширение пучка также позво-
ляет сократить время сканирования в Γa/Γn раз по
сравнению со второй схемой.

4. РЕЗУЛЬТАТЫ РАСЧЕТОВ

На момент публикации работы [14] другое зна-
чение энергии изомера считалось наиболее вероят-
ным: 3.5 эВ. Поэтому расчеты проводились с этим
значением. Настоящие расчеты выполнены в рамках
метода Дирака – Фока с помощью комплекса ком-
пьютерных программ RAINE для расчета атомных
структур [23]. В результате были получены следую-
щие значения:

αd(ωn; 7s–7s) = 1.95 · 1010 эВ,

КВК для M1-перехода с энергией ωn = 8.338 эВ в
Th I равен α(M1) = 0.987·109. Если положить время
жизни в нейтральных атомах 10мкс [15], то отсюда
следует собственная ширина изомера

Γn = 0.667 · 10−19 эВ.

В рамках метода резонансное сечение состоит из
двух компонент, соответствующих конечным уров-
ням 7p1/2 и 7p3/2, причем интенсивность второй
компоненты вдвое выше первой. Для энергии уров-
ня 7p3/2 получено значение 3.52 эВ, следователь-
но, ω = 11.86 эВ. Энергия уровня 7p1/2 получи-
лась 2.49 эВ, соответственно ω = 10.83 эВ для это-
го уровня. Далее, радиационная ширина атомного
перехода

Γ(a)
γ (ω; 7s–7p) = 3.30 · 10−6 эВ,

что на тринадцать порядков больше естественной
ширины изомерной линии Γn. Подставляя указан-
ные значения в формулу (4), найдем величину фак-
тора ускорения R = 147.

Вклад от диаграммы на рис. 3 в работе [14] был
в 20 раз меньше. Он становится относительно еще
меньшим с современным значением энергии изо-
мера. Поэтому можно ограничиться рассмотрением
диаграммы на рис. 2.

Межэлектронное взаимодействие приводит к
фрагментации атомных уровней и силы перехо-
дов между ними. Считая, что сечение процесса
пропорционально интенсивности соответствую-
щей линии перехода из основного состояния 7s в
возбужденное 7p в соответствии с формулой (4),
можно оценить относительную интенсивность
соответствующих компонент в сечении резонанс-
ного фотовозбуждения. С этой целью используем
экспериментальные относительные интенсивно-
сти атомных линий спектра поглощения Th II,
приведенные в [20]. Согласно [20], выделяется мало-
фрагментированная компонента, соответствующая
переходу из основного состояния на уровень 7s7p6d

с j = 5/2 и энергией 3.08398 эВ. Полученные таким
путем относительные оценки для наиболее сильных
линий представлены на рис. 4. Как можно видеть,
помимо основной компоненты с энергией 11.422 эВ,
имеются интенсивные спутники с энергиями 11.371,
11.365, 11.236 эВ и другие. Их можно использовать
как реперы, детектирование которых поможет на-
дежно идентифицировать энергии этих компонент в
эксперименте и соответственно определить энергию
изомера согласно (3) с точностью, соответствующей
лазерным методам измерения.
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5. ОБСУЖДЕНИЕ РЕЗУЛЬТАТОВ

Отметим особенности резонансного возбуждения
ядра согласно рис. 2, 3 по сравнению с поглощением
фотона голым ядром.

1. Сечение по резонансному механизму, соглас-
но расчету, оказалось усиленным приблизительно в
R ≈ 150 раз. В этом проявляются динамические
свойства электронной оболочки как резонатора.

2. Наиважнейшее для целей настоящей работы
различие состоит в ширине резонанса. Если для го-
лого ядра эта ширина задается собственной полу-
шириной (в отсутствие ВК) изомерного уровня яд-
ра Γn, то по механизму, представленному на рис. 2,
3, она равна сумме всех ширин — электронной и
ядерной. Обычно, как в данном случае, доминирует
сумма ширин промежуточного 8p- и конечного 7p-
состояний возбужденного атома. Обозначим ее по-
прежнему Γa. Имеет место соотношение Γa ≫ Γn,
поэтому сканирование по механизму, приведенному
на рис. 2, требует в Γa/Γn раз меньше времени.

3. Для эффективной реализации этого механиз-
ма крайне важно, чтобы конечный атомный уро-
вень, в данном случае 7p, не был основным, а имел
бы типичную атомную ширину. Если бы вместо
7p-уровня атом возвращался в основное 7s-состоя-
ние, то резонанс имел бы ядерную ширину Γn ввиду
отсутствия атомных ширин как следствие закона со-
хранения энергии. Фактор усиления R = 150 мог бы
сохраниться в случае монохроматического лазерно-
го пучка фотонов с частотой ω = ωn и спектраль-
ной шириной Γω ≈ Γn, но важнейшее преимущество
оптической накачки изомера лучом со спектральной
шириной типичной атомной линии было бы утеряно.

В частности, это относится к двухфотонной схе-
ме возбуждения изомера, предложенной в рабо-
те [24], в которой энергия двух последовательно по-
глощенных электронной оболочкой фотонов цели-
ком передается ядру. При этом электронная оболоч-
ка возвращается в основное состояние. Ввиду того,
что сказано выше, эта схема представляется нежиз-
неспособной в настоящее время: оболочка должна
оставаться в возбужденном состоянии. Другие недо-
статки работы [24] рассмотрены в статьях [25,26]. В
свое время они привели к возникновению парадок-
са, названного ториевой загадкой. Аргументы, при-
веденные выше, подводят итог в ее решении.

6. ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Мы на пороге рождения новых лазерно-ядерных
технологий. Они будут основаны на резонансном
взаимодействии пучков света с ядрами: резонанс-
ном поглощении и рассеянии, упругом и неупругом,
нелинейных эффектах, таких как генерация высших
гармоник и других. Чтобы осуществить эти манипу-
ляции с голыми ядрами, необходимо использовать
узкие в спектроскопическом смысле почти монохро-
матические пучки со спектральной шириной в пре-
делах ширины ядерной линии. Развитие таких тех-
нологий требует знания энергий ядерных переходов
и изомеров. Именно такие световые лучи лягут в ос-
нову будущих ядерно-оптических часов.

В то же время можно использовать электрон-
ную оболочку как эффективный резонатор, усили-
вающий воздействие света на ядро. Инструментом
для конструирования подобного резонатора являет-
ся внутренняя и резонансная конверсия. Приведен-
ные выше примеры еще раз демонстрируют, как эф-
фективно можно использовать резонанс для опти-
ческой накачки изомерного состояния 229mTh. Резо-
нанс можно использовать в двух измерениях: по сте-
пени усиления и для ослабления требований к сте-
пени монохроматичности светового пучка. В приве-
денном выше примере с оптической накачкой Th I
удается получить выигрыш в девять порядков вели-
чины в уширении линии за счет ВК. В ионах Th II
можно осуществить резонанс, который даст эффек-
тивный выигрыш как по силе взаимодействия — в
150 раз, так и по уширению резонансной линии на
два-три порядка величины по сравнению с ВК в ней-
тральных атомах.
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Из системы уравнений Максвелла в среде с нелокальностью нелинейного оптического отклика n-го по-

рядка получены выражения для добавок к плотности энергии, плотности потока энергии, плотности

импульса, плотности потока импульса, компонентам плотности углового момента и компонентам тензора

плотности потока углового момента электромагнитного поля в случае, когда число взаимодействующих

в ней волн с различными частотами меньше или равно n (вырожденные по частоте процессы). По-

казано, что имеющиеся при этом соотношения внутренней симметрии между компонентами тензоров

локальной и нелокальной нелинейной оптической восприимчивости среды не позволяют получить пра-

вильные формулы для вышеупомянутых фундаментальных характеристик электромагнитного поля как

частный случай ранее известных выражений для этих величин, появление которых обусловлено нели-

нейным взаимодействием n+ 1 волн с принципиально различными частотами, если некоторые из них в

этих формулах просто положить равными друг другу. В качестве примера обсуждаются обусловленные

нелокальным нелинейным оптическим откликом объема среды полученные добавки в случаях самофо-

кусировки света, генерации второй и третьей гармоник.

DOI: 10.31857/S0044451024020020

1. ВВЕДЕНИЕ

Энергия, импульс и угловой момент (момент им-
пульса) электромагнитного поля являются его важ-
нейшими характеристиками, анализ которых пред-
ставляет значительный интерес как с точки зрения
теории электромагнетизма, так и для практических
приложений. Являясь фундаментальными физиче-
скими величинами, они подчиняются законам со-
хранения, которые записываются в виде балансных
уравнений, связывающих плотности этих величин
и плотности их потоков [1–5]. Их вид зависит от
пространственной симметрии среды, в которой су-
ществует электромагнитное поле. В поглощающих,
неоднородных и анизотропных средах [1, 3, 6–8] эти
уравнения являются неоднородными. Другие важ-

* E-mail: ryzhikov.ps14@physics.msu.ru

ные свойства среды, такие как частотная и про-
странственная дисперсия оптического отклика и его
нелинейная зависимость от напряженности внешне-
го электрического поля, не приводят к возникнове-
нию неоднородности в законах сохранения, но мо-
гут принципиально изменять формулы для плотно-
стей энергии, импульса и углового момента, а также
для плотностей их потоков. При этом можно отме-
тить определенную тенденцию: учет частотной дис-
персии оптического отклика приводит, как прави-
ло, к изменению выражений только для плотности
энергии, плотности импульса и плотности углово-
го момента света в среде, не приводя к существен-
ным изменениям в выражениях для соответствую-
щих им плотности потоков энергии, плотности пото-
ка импульса и плотности потока момента импульса,
тогда как пространственная дисперсия оптическо-
го отклика среды наоборот требует внесения изме-
нений в определения плотностей потоков энергии,
импульса и углового момента, оставляя неизменны-
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ми соответствующие им плотности самих этих вели-
чин [1, 2, 9–11]. В свою очередь, нелинейность опти-
ческого отклика влияет на все упомянутые величи-
ны, поскольку они в том или ином виде зависят от
поляризации среды [12–14].

Помимо фундаментальных аспектов электроди-
намики, изучение влияния оптического отклика сре-
ды на энергию, импульс и угловой момент рас-
пространяющегося излучения представляет боль-
шой интерес для практических применений. Так,
плотность потока энергии определяет интенсив-
ность излучения, являющуюся основной характе-
ристикой, используемой при детектировании све-
та [15]. Импульс и момент импульса определяют
величину механического воздействия света на сре-
ду [1, 16]. Помимо этого, угловой момент света так-
же имеет большой практический потенциал в зада-
чах передачи информации, управления и манипуля-
ции микрочастицами и при исследовании строения
вещества [17–26].

Формулы для энергии, импульса и углового мо-
мента лазерного излучения, распространяющегося в
средах, обладающих нелокальным нелинейным оп-
тическим откликом, представляют особый интерес в
связи с исследованием особенностей взаимодействия
в них эллиптически поляризованных волн. В рабо-
те [27] были получены аналитические выражения
для плотности энергии, плотности потока энергии,
плотности импульса и плотности потока импульса
света в случае, когда среди частот n + 1 эллипти-
чески поляризованных взаимодействующих волн в
среде, демонстрирующей нелокальный нелинейный
оптический отклик n-го порядка, нет равных друг
другу. Для таких волн в вышеупомянутых средах
были также получены выражения для компонен-
ты углового момента и компонент тензора плотно-
сти потока углового момента электромагнитного по-
ля [28]. В то же время многие наиболее распростра-
ненные процессы нелинейной оптики, такие, напри-
мер, как генерация второй и третьей гармоник, са-
мовоздействие, спектроскопическая схема когерент-
ного антистоксова рассеяния света (КАРС), явля-
ются вырожденными по частоте, т. е. среди частот
взаимодействующих в нелинейной среде волн есть
равные друг другу. Первоначальное мнение о том,
что наличие вырождения частот упрощает форму-
лы для плотности энергии, плотности потока энер-
гии, плотности импульса, плотности потока импуль-
са, компоненты углового момента и компонент тен-
зора плотности потока углового момента и они все
легко получаются как частный случай равенства
отдельных частот в ранее полученных выражени-

ях работ [27,28], оказалось ошибочным. Случай вы-
рождения одной или нескольких частот оказывается
на самом деле более общим и требует более слож-
ных преобразований для вывода формул для выше-
упомянутых характеристик электромагнитного по-
ля, чем предельная ситуация, когда коэффициент
вырождения каждой из частот взаимодействующих
волн равен единице. В частности это связано с тем,
что при вырождении частот тензоры, описывающие
локальный и нелокальный нелинейный оптический
отклик среды, обладают большей симметрией, чем в
невырожденном случае [29,30]. Целью данной рабо-
ты является нахождение аналитических выражений
для добавок к плотности энергии, плотности пото-
ка энергии, плотности импульса, плотности потока
импульса, компонентам плотности углового момен-
та и компонентам тензора плотности потока углово-
го момента, обусловленных локальным и нелокаль-
ным нелинейным оптическим откликом n-го поряд-
ка объема однородной непоглощающей среды в слу-
чае, когда число взаимодействующих в ней волн с
различными частотами меньше или равно n. По-
следнее эквивалентно тому, что среди формально
взаимодействующих в среде с нелинейностью n-го
порядка n + 1 волн есть волны с одинаковыми ча-
стотами.

2. ПОЛЯРИЗАЦИЯ СРЕДЫ ПРИ
ВЫРОЖДЕННОМ ПО ЧАСТОТЕ

НЕЛИНЕЙНОМ ВЗАИМОДЕЙСТВИИ ВОЛН
В СРЕДЕ С НЕЛОКАЛЬНОСТЬЮ

ОПТИЧЕСКОГО ОТКЛИКА

Пусть в среде, проявляющей нелинейность n-го
порядка, из n + 1 частот участвующих во взаимо-
действии волн первые m − 1 частот различны, сле-
дующие n−m+ 1 равны ωm, а последняя

ωn+1 =

m−1∑

l=1

ωl + (n−m+ 1)ωm.

Напряженность создаваемого ими электрического
поля равна

E(r, t) =

m∑

l=1

Ẽ(l)(r, t, ωl) exp(−iωlt) +

+ Ẽ(n+1)(r, t, ωn+1) exp(−iωn+1t) + c.c. =

=

m∑

l=1

E(l) +E(n+1) + c.c., (1)

где Ẽ(l)(r, t, ωl) — комплексная амплитуда волны
с частотой ωl. Индукция магнитного поля B(r, t)
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(которую мы будем считать равной напряженности
магнитного поля H(r, t)) и индукция электрическо-
го поля D(r, t) аналогично (2) выражаются через
комплексные амплитуды B̃(l)(r, t, ωl) и D̃(l)(r, t, ωl):

B(r, t) =
m∑

l=1

B̃(l)(r, t, ωl) exp(−iωlt) +

+ B̃(n+1)(r, t, ωn+1) exp(−iωn+1t) + c.c. =

=

m∑

l=1

B(l) +B(n+1) + c.c., (2)

D(r, t) =

m∑

l=1

D̃(l)(r, t, ωl) exp(−iωlt) +

+ D̃(n+1)(r, t, ωn+1) exp(−iωn+1t) + c.c. =

=

m∑

l=1

D(l) +D(n+1) + c.c. (3)

В среде, демонстрирующей оптическую нелиней-
ность n-го порядка,

D = DL +P,
где

P = Ploc +Pnloc .

Здесь DL — линейно зависящая от E часть вектора
электрической индукции. Локальную Ploc и нело-
кальную Pnloc части нелинейной поляризации сре-
ды также запишем в виде, аналогичном E:

Ploc,nloc(r, t) =

m∑

l=1

P̃loc,nloc(r, t, ωl) exp(−iωlt) +

+ P̃loc,nloc(r, t, ωn+1) exp(−iωn+1t) + c.c. =

=
m∑

l=1

Ploc,nloc(ωl) +Ploc,nloc(ωn+1) + c.c. (4)

Материальные уравнения для Ploc,nloc(ωl), где
l = 1, 2, . . . ,m, n + 1, в среде, проявляющей нели-
нейность n-го порядка, могут быть записаны в
виде [30–32]

P loc
i (ωl) =

= χ
(n)

iin+1i
l−1
1 in

l+1

(
ωl;ωn+1,−ω̄l−1

1 ,−ω̄m−1
l+1 ,−ω̃(F (ωm))

m

)
×

× E
(n+1)
in+1

m−1∏

p=1
p 6=l

E
(p)∗
ip

n∏

p=m

E
(m)∗
ip

, (5)

если l = 1, 2, . . . ,m− 1,

P loc
i (ωm) =

= χ
(n)

iin+1i
m−1
1 in

m+1

(
ωm;ωn+1,−ω̄m−1

1 ,−ω̃(F (ωm)−1)
m

)
×

× E
(n+1)
in+1

m−1∏

p=1

E
(p)∗
ip

n∏

p=m+1

E
(m)∗
ip

, (6)

P loc
i (ωn+1) = χ

(n)
iin1

(
ωn+1; ω̄

m−1
1 , ω̃(F (ωm))

m

)
×

×
m−1∏

p=1

E
(p)
ip

n∏

p=m

E
(m)
ip
, (7)

P nloc
i (ωl) = Γiin+1k(ωl;ωn+1) ∂kE

(n+1)
in+1

+

+

m−1∑

s=1
s 6=l

Γiisk(ωl;−ωs) ∂kE
(s)∗
is

+

+ Γiink(ωl;−ωm) ∂kE
(m)∗
in

, (8)
если l = 1, 2, . . . ,m− 1,

P nloc
i (ωm) = Γiin+1k(ωm;ωn+1) ∂kE

(n+1)
in+1

+

+

m−1∑

s=1

Γiisk(ωm;−ωs) ∂kE(s)∗
is

(9)

и

P nloc
i (ωn+1) =

m−1∑

s=1

Γiisk(ωn+1;ωs) ∂kE
(s)
is

+

+ Γiink(ωn+1;ωm) ∂kE
(m)
in

. (10)

Здесь индексы i, i1, i2, . . . , in+1 и k принимают зна-
чения x, y и z, по дважды встречающимся индек-
сам проводится суммирование, тензоры χ̂(n) и γ̂(n)

ранга соответственно n + 1 и n + 2 определяют
вклады локального и нелокального нелинейного от-
клика n-го порядка в поляризацию среды, iqs, где
1 6 s < q 6 n + 1, обозначает последовательность
индексов is, is+1, . . . , iq−1, iq, а ± ω̄qs — соответствен-
но последовательности частот ωs, ωs+1, . . . , ωq−1, ωq
и −ωs, −ωs+1, . . . , −ωq−1, −ωq, совокупность s оди-
наковых частот ωm обозначена в этих формулах как
ω̃sm. В (5)–(7) и далее F (ωm) — кратность вырожде-
ния частоты ωm, определяемая как число вхожде-
ний ωm после точки с запятой в аргументах компо-
ненты тензора χ̂ или γ̂, и увеличенное на единицу
число вхождений, если частота −ωm является пер-
вым аргументом компонентов этих тензоров. Для
удобства записи (8)–(10) введены вспомогательные
тензоры

Γiisk(ωn+1;ωs) = ∂P nloc
i (ωn+1)/∂

(
∂kE

(s)
is

)
=

= γ
(n)

iis−1
1 in

s+1isk

(
ωn+1; ω̄

s−1
1 , ω̄ms+1, ω̃

(F (ωm)−1)
m , ωs

)
×

×
m∏

p=1
p 6=s

E
(p)
ip

n∏

p=m+1

E
(m)
ip

, (11)

Γiin+1k(ωl;ωn+1) = ∂P nloc
i (ωl)/∂

(
∂kE

(n+1)
in+1

)
=

= γ
(n)

iil−1
1 in+1

l+1 k

(
ωl;−ω̄l−1

1 ,−ω̄ml+1,−ω̃(F (ωm)−1)
m , ωn+1

)
×

×
m∏

p=1
p 6=l

E
(p)∗
ip

n∏

p=m+1

E
(m)∗
ip

, (12)
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Γiisk(ωl;−ωs) = ∂P nloc
i (ωl)/∂

(
∂kE

(s)∗
is

)
=

= γ
(n)

iin+1i
min(l,s)−1
1 i

max(l,s)−1

min(l,s)+1
in
max(l,s)+1

isk

(
ωl; ωn+1,

− ω̄
min(l,s)−1
1 ,−ω̄max(l,s)−1

min(l,s)+1 ,−ω̄
m
max(l,s)+1,

− ω̃(F (ωm)−1)
m ,−ωs

)
E

(n+1)
in+1

m∏

p=1
p 6=l,s

E
(p)∗
ip

n∏

p=m+1

E
(m)∗
ip

, (13)

позволяющие сократить запись Ploc(ωl) и Pnloc(ωl),
а также последующих уравнений. Если верхний
индекс у iqs или ω̄qs меньше нижнего, то соответству-
ющие множества являются пустыми, а связанные
с ними произведения полей в Ploc(ωl), Pnloc(ωl),
Γiisk(ωn+1;ωs), Γiin+1k(ωl;ωn+1) и Γiisk(ωl;−ωs)
считаются равными единице. Компоненты тензо-
ров (11) и (13) удовлетворяют условию

Γiin+1k(ωl;ωn+1) = −Γiisk(−ωn+1;−ωs),

следующему из соотношений внутренней симмет-
рии тензора γ̂(n) [30]. После подстановки явного ви-
да iqs, ω̄

q
s и ω̃sm в (5)–(7) получившиеся выражения

для P loc
i (ωl), P loc

i (ωm) и P loc
i (ωn+1) совпадут с част-

ным случаем формул, выписанных в [33], а после
подстановки (11)–(13) в (8)–(10) и записывания в
них явного вида iqs, ω̄

q
s и ω̃sm получившиеся выраже-

ния для P nloc
i (ωl), P nloc

i (ωm) и P nloc
i (ωn+1) совпадут

с приведенными в [30]. В материальных уравнени-
ях (5)–(10) частота ωm имеет кратность вырожде-
ния F (ωm) = n−m+ 1, а все остальные частоты —
кратность вырождения 1.

Отсутствие в этих формулах нескольких разных
совокупностей одинаковых частот связано исключи-
тельно с целью сделать используемые громоздкие
формулы более короткими. Все дальнейшие полу-
ченные в этом приближении формулы легко обоб-
щаются на случаи нескольких вырожденных частот.

3. ЭНЕРГИЯ И ИМПУЛЬС СВЕТА ПРИ
ВЫРОЖДЕННОМ ПО ЧАСТОТЕ

НЕЛИНЕЙНОМ ВЗАИМОДЕЙСТВИИ ВОЛН

Для получения добавок к плотности энергии

U (n) = U (n,loc) + U (n,nloc)

вектору плотности потока энергии поля

S(n) = S(n,loc) + S(n,nloc)

(также известному как вектор Пойнтинга), компо-
ненте плотности импульса

g
(n)
i = g

(n,loc)
i + g

(n,noc)
i

и компоненте плотности потока импульса

G
(n)
ij = G

(n,loc)
ij +G

(n,nloc)
ij ,

связанных с локальным и нелокальным нелинейным
оптическим откликом n-го порядка объема однород-
ной непоглощающей среды, необходимо аналогич-
но [27] сначала подставить выражения (5)–(10) в
формулу для D(r, t). Полученный результат, а так-
же E(r, t), B(r, t) нужно далее подставить в следу-
ющие из уравнений Максвелла законы сохранения
энергии и импульса [1–3]:

1

c
(E · ∂tD+B · ∂tB) + div[E×B] = 0, (14)

1

c
∂t[D×B] +D×∇×E+B×∇×B = 0, (15)

и провести усреднение получившихся выражений по
времени. В результате этого в равенствах останутся
производные только от медленно меняющихся вели-
чин. Затем полученные выражения необходимо пре-
образовать так, чтобы они приняли вид уравнений
непрерывности:

1

c
∂tU + divS = 0, (16)

1

c
∂tgi + ∂jGij = 0, (17)

связывающих плотность энергии U с плотностью по-
тока энергии S и плотность импульса gi с плотно-
стью потока импульса Gij . Поскольку в D аддитив-
но входят слагаемые, обусловленные соответственно
линейной и нелинейной составляющими поляриза-
ции среды, причем каждое из них состоит из суммы
локальной и нелокальной составляющих, входящие
в (16), (17) U , S, gi и Gij можно записать в виде

U =

∞∑

n=1

(
U (n,loc) + U (n,nloc)

)
, (18)

S =

∞∑

n=1

(
S(n,loc) + S(n,nloc)

)
, (19)

gi =

∞∑

n=1

(
g
(n,loc)
i + g

(n,noc)
i

)
, (20)

Gij =

∞∑

n=1

(
G

(n,loc)
ij +G

(n,nloc)
ij

)
. (21)

Для нахождения явного вида слагаемых в правых
частях уравнений (18)–(21) необходимо преобразо-
вать выражения 〈E · ∂tP〉 = ∂t〈E · P〉 − 〈P · ∂tE〉 и
〈P·∂pE〉, в которых угловые скобки означают усред-
нение по времени, а p принимает значения x, y и z. К
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сожалению, эта процедура оказывается принципи-
ально зависящей от числа слагаемых в материаль-
ных уравнениях и поэтому результаты работы [27], в
которой m было равно n, т. е. частоты всех n+1 вза-
имодействующих волн были различными, не могут
быть непосредственно использованы для их нахож-
дения.

Подставляя материальные уравнения (5)–(7) для
локальной нелинейной поляризации в 〈P · ∂pE〉 и
учитывая свойство перестановочной симметрии тен-
зора χ̂(n), согласно которому [29]

1

F (−ωm)
×

× χ
(n)

iim−1
1 in

m+1in+1

(
ωm; −ω̄m−1

1 ,−ω̃(F (ωm)−1)
m , ωn+1

)
=

=
1

F (ωn+1)
×

× χ
(n)

in+1i
m−1
1 in

m+1i

(
− ωn+1;−ω̄m−1

1 ,−ω̃(F (ωm))
m

)
, (22)

можно убедиться, что для любой из множества час-
тот ω1,2,...,m,n+1 взаимодействующих волн справед-
ливо равенство
m∑

s=1

P loc
is (ωs)∂pE

(s)∗
is

+P loc
in+1

(ωn+1)∂pE
(n+1)∗
in+1

+c.c. =

=
1

F (ωl)
∂p[P

loc
il

(ωl)E
(l)∗
il

] + c.c. (23)

Для этого необходимо подставить в левую часть (23)
формулы (5)–(7), далее в слагаемом, содержащем
производную напряженности электрического поля
на частоте ωm, внести, применяя правила диффе-
ренцирования, под производную все поля на этой
частоте, а затем, используя соотношения внутрен-
ней симметрии (22), преобразовать во всех получив-
шихся слагаемых левой части (23) компоненты тен-
зора χ̂(n) так, чтобы у всех них были одинаковые
последовательности индексов и частотных аргумен-
тов. Если, например, в качестве первой частоты вы-
брана ωl, то в результате полученное выражение бу-
дет совпадать с правой частью формулы (23). Пре-
образование последней и, как следствие, нахожде-
ние явного вида связанных с локальным нелиней-
ным оптическим откликом объема непоглощающей
изотропной среды добавок к компонентам тензора
энергии-импульса электромагнитного поля связано
с различием двух подходов к формальному опреде-
лению числа участвующих во взаимодействии волн.

При широко распространенном прямом подходе

считается, что в среде, демонстрирующей нелиней-
ность n-го порядка, взаимодействуют m + 1 волн
с разными частотами ω1,2,...,m,n+1, где m < n, для

каждой из которых уравнения Максвелла имеют
одинаковый вид. Это выглядит более естественно
при проверке описывающей взаимодействие волн в
нелинейной среде системы уравнений на необходи-
мое выполнение законов сохранения энергии, им-
пульса и углового момента света. Результирующее
электрическое поле в этом случае вначале представ-
ляется в виде суперпозиции напряженностей полей
заданного числа взаимодействующих волн с различ-
ными частотами, а затем используется связь меж-
ду ними, обусловленная нелинейностью среды. Но
в рамках подхода, основанного на предельном пере-

ходе от случая n + 1 волн с разными частотами к
рассматриваемому в настоящей работе вырожден-
ному случаю, можно считать, что в среде взаимо-
действуют n + 1 волн, но уравнения для n −m + 1

из них, имеющих одинаковую частоту ωm, совпада-
ют. Этот случай отражает точку зрения, согласно
которой в среде, обладающей нелинейностью n-го
порядка, всегда взаимодействуют ровно n+ 1 волн,
даже если имеет место вырождение частот. В рам-
ках первого подхода формула (23) принимает вид

m∑

s=1

P loc
is (ωs)∂pE

(s)∗
is

+P loc
in+1

(ωn+1)∂pE
(n+1)∗
in+1

+c.c. =

=
1

m+ 1
∂p

[
m∑

l=1

1

F (ωl)
P loc
il

(ωl)E
(l)∗
il

+

+
1

F (−ωn+1)
P loc
in+1

(ωn+1)E
(n+1)∗
in+1

+ c.c.

]
. (24)

Для получения правой части (24) необходимо m+1

раз записать равенство (23), последовательно выби-
рая ω1,2,...,m,n+1 в качестве частоты, стоящей слева
от точки с запятой в последовательности частотных
аргументов тензора χ̂(n), сложить эти выражения и
поделить полученный результат на m+1. В соответ-
ствии со вторым подходом формула (23) записыва-
ется в виде

m∑

s=1

P loc
is (ωs)∂pE

(s)∗
is

+P loc
in+1

(ωn+1)∂pE
(n+1)∗
in+1

+c.c. =

=
1

n+ 1
∂p

[ m∑

l=1

P loc
il

(ωl)E
(l)∗
il

+

+ P loc
in+1

(ωn+1)E
(n+1)∗
in+1

+ c.c.

]
. (25)

Для получения этого равенства необходимо пра-
вую и левую части (23), записанные для частот
ω1,2,...,m,n+1, домножить соответственно на F (ωl),
где l = 1, 2, . . . ,m, n+1, сложить получившиесяm+1

равенств и поделить полученный результат на n+1.
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Поскольку
∑m

l=1 F (ωl) + F (−ωn+1) = n + 1, левая
часть после такого преобразования остается неиз-
менной.

Подстановка найденных выражений 〈Ploc · ∂pE〉
в (15) и 〈Ploc ·∂tE〉 в (14) и сравнение получившихся
формул с (16), (17) позволяют записать связанные с
локальным нелинейным оптическим откликом объ-
ема непоглощающей среды добавки к компонентам
тензора энергии-импульса в следующем виде:

U (n,loc) =
m∑

l=1

[1−K(ωl)]P
loc
i (ωl)E

(l)∗
i +

+ [1−K(−ωn+1)]P
loc
i (ωn+1)E

(n+1)∗
i + c.c., (26)

S
(n,loc)
k = 0, (27)

g(n,loc)p =

m∑

l=1

epijP
loc
i (ωl)B

(l)∗
j +

+ epijP
loc
i (ωn+1)B

(n+1)∗
j + c.c. (28)

(epij — тензор Леви-Чивиты),

G
(n,loc)
pk =

m∑

l=1

[
δpkK(ωl)P

loc
i (ωl)E

(l)∗
i −

− P loc
k (ωl)E

(l)∗
p

]
+ δpkK(−ωn+1)P

loc
i (ωn+1)E

(n+1)∗
i −

− P loc
k (ωn+1)E

(n+1)∗
p + c.c. (29)

В формулах (26)–(29) в случае прямого подхо-
да K(ωl,n+1) = [(m + 1)F (ωl,n+1)]

−1, а в рам-
ках подхода, основанного на предельном переходе,
K(ωl,n+1) = (n+1)−1. При m = n для всех индексов

F (ωl) = 1, и использование любого из них приводит
к одинаковому результату.

Формулы (26) и (29), полученные в рамках под-
хода, основанного на предельном переходе, и фор-
мула (28), не зависящая от выбора подхода, отлича-
ются от аналогичных им выражений для обуслов-
ленных нелинейным локальным оптическим откли-
ком объема среды плотностей энергии и импульса и
плотности потока импульса в случае, когда все n+1

частот взаимодействующих волн различаются толь-
ко числом слагаемых во входящих в них суммах.
При этом формулы (26) и (29) в случае прямого под-
хода содержат дополнительные коэффициенты. Ни-
же будет показано, что оба этих подхода к нахожде-
нию обусловленных нелинейностью среды добавок к
плотности энергии, вектору плотности потока энер-
гии поля, компоненте плотности импульса и компо-
ненте плотности потока импульса распространяю-
щегося излучения в случае их применения для по-
лучения обусловленного нелинейностью среды вкла-
да в плотность потока углового момента приводят к

выражениям, удовлетворяющим одному и тому же
критерию равнозначности вклада каждой из взаи-
модействующих волн, который был продемонстри-
рован в [28].

Если подставить в 〈P · ∂pE〉 материальные урав-
нения для нелокальной составляющей нелинейной
поляризации среды (формулы (8)–(10)), то с учетом
содержащихся в этих формулах пространственных
производных амплитуд напряженности электриче-
ского поля на различных частотах можно записать
равенство

〈Pnloc · ∂pE〉 =
m∑

s=1

P nloc
is (ωs)∂pE

(s)∗
is

+ P nloc
in+1

(ωn+1)∂pE
(n+1)∗
in+1

+ c.c. =

= ∂p

(
m−1∑

l=1

A
(l)
in1 ik

m−1∏

q=1
q 6=l

E
(q)
iq

n∏

q=m

E
(m)
iq

E
(n+1)∗
i ∂kE

(l)
il

+

+A
(m)
in1 ik

m−1∏

q=1

E
(q)
iq

n−1∏

q=m

E
(m)
iq

E
(n+1)∗
i ∂kE

(m)
in

+A
(n+1)
in1 ik

m−1∏

q=1

E
(q)
iq

n∏

q=m

E
(m)
iq

∂kE
(n+1)∗
i

)
−

− ∂k

(
m−1∑

l=1

A
(l)
in1 ik

m−1∏

q=1
q 6=l

E
(q)
iq

n∏

q=m

E
(m)
iq

E
(n+1)∗
i ∂pE

(l)
il

+A
(m)
in1 ik

m−1∏

q=1

E
(q)
iq

m−1∏

q=m

E
(m)
iq

E
(n+1)∗
i ∂pE

(m)
in

+

+A
(n+1)
in1 ik

m−1∏

q=1

E
(q)
iq

n∏

q=m

E
(m)
iq

∂pE
(n+1)∗
i

)
+ c.c. (30)

Здесь A(l)
in1 ik

— неизвестные вспомогательные тензо-

ры, конкретный вид которых определяют U (n,nloc),

S(n,nloc), g(n,nloc)i и G
(n,nloc)
ij . Для нахождения A

(l)
in1 ik

необходимо решить систему уравнений, которая
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образуется после раскрытия входящих в правую
часть (30) производных и приравнивания содер-
жащихся в левой и правой частях коэффициен-
тов при находящихся в них одинаковых комбинаци-
ях напряженностей электрических полей и их про-
странственных производных. Получившаяся таким

способом система уравнений относительно A(l)
in1 ik

не
имеет единственного решения из-за того, что зако-
ны сохранения (16), (17) остаются неизменными при
добавлении к ним выражений с равными нулю ди-
вергенциями и производными по времени. Тем не
менее, отталкиваясь от отличия формулы (23) от
аналогичного выражения в случае, когда все час-
тоты ω1,2,...,n+1 различны, и от вида, который при-
нимает формула (30) при m = n [27], также удается
подобрать A(l)

in1 ik
и записать (30) в виде

m∑

s=1

P nloc
is (ωs)∂pE

(s)∗
is

+

+ P nloc
in+1

(ωn+1)∂pE
(n+1)∗
in+1

+ c.c. =

=
1

F (ωl)

[
∂p

(
P nloc∗
i (ωl)E

(l)
i

)
−

− ∂k

(
E

(l)
i Γijk(−ωl;−ωn+1)∂pE

(n+1)∗
j +

+ E
(l)
i

m∑

s=1
s 6=l

Γijk(−ωl;ωs)∂pE(s)
j

)]
+ c.c., (31)

если l = 1, 2, . . . ,m, и

m∑

s=1

P nloc
is (ωs)∂pE

(s)∗
is

+

+ P nloc
in+1

(ωn+1)∂pE
(n+1)∗
in+1

+ c.c. =

=
1

F (−ωn+1)

[
∂p

(
P nloc
i (ωn+1)E

(n+1)∗
i

)
−

− ∂k

(
E

(n+1)∗
i

m∑

s=1

Γijk(ωn+1;ωs)∂pE
(s)
j

)]
+

+ c.c., (32)

если l = n + 1. Чтобы убедиться в справедливости
этих выражений, достаточно расписать в явном ви-
де производные в их правых частях и сравнить ко-
эффициенты при одинаковых комбинациях напря-
женностей полей и их производных в правой и ле-
вой частях уравнений. В силу соотношений внутрен-
ней симметрии [30] эти коэффициенты оказываются
равными друг другу.

С помощью равенств (31) и (32) можно получить
два набора формул для U (n,nloc), S(n,nloc), g(n,nloc)i

и G(n,nloc)
ij , соответствующих двум описанным выше

различным критериям равноправия частот взаимо-
действующих волн. Для реализации прямого подхо-
да необходимо сложить сумму поочередно записан-
ных для ωl = ω1,2,...,m выражений (31) с выражени-
ем (32) и поделить полученный результат на m+ 1.
Подход, основанный на предельном переходе, тре-
бует перед сложением суммы поочередно записан-
ных для ωl = ω1,2,...,m выражений (31) с выражени-
ем (32) сначала умножить слагаемые этой суммы со-
ответственно на F (ωl), а (32) — на F (−ωn+1). Затем
получившийся в результате такой операции резуль-
тат следует поделить на n+ 1. Ввиду громоздкости
получаемых окончательных выражений, аналогич-
ных (23) и (24), мы не будем здесь приводить их
явный вид, а сразу запишем формулы для добавок
к компонентам тензора энергии-импульса электро-
магнитного поля, связанных с нелокальным нели-
нейным оптическим откликом объема непоглощаю-
щей среды:

U (n,nloc) =

m∑

l=1

[1−K(ωl)]P
nloc
i (ωl)E

(l)∗
i +

+ [1−K(−ωn+1)]P
nloc
i (ωn+1)E

(n+1)∗
i + c.c., (33)

S
(n,nloc)
k = c−1

m∑

l=1

[
K(−ωn+1)E

(n+1)∗
i ×

× Γijk(ωn+1;ωl)∂tE
(l)
j +

+K(ωl)E
(l)
i Γijk(−ωl;−ωn+1)∂tE

(n+1)∗
j +

+K(ωl)
m∑

s=1
s 6=l

E
(l)
i Γijk(−ωl;ωs)∂tE(s)

j

]
+

+ c.c., (34)

g(n,nloc)p =

m∑

l=1

epijP
nloc
i (ωl)B

(l)∗
j +

+ epijP
nloc
i (ωn+1)B

(n+1)∗
j + c.c., (35)

G
(n,nloc)
pk =

=
m∑

l=1

[
δpkK(ωl)P

nloc
i (ωl)E

(l)∗
i − P nloc

k (ωl)E
(l)∗
p

]
−

− P nloc
k (ωn+1)E

(n+1)∗
p +

+ δpkK(−ωn+1)P
nloc
i (ωn+1)E

(n+1)∗
i −
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−
m∑

l=1

(
K(−ωn+1)E

(n+1)∗
i Γijk(ωn+1;ωl)∂pE

(l)
j +

+K(ωl)E
(l)
i Γijk(−ωl;−ωn+1)∂pE

(n+1)∗
j +

+K(ωl)

m∑

s=1
s 6=l

E
(l)
i Γijk(−ωl;ωs)∂pE(s)

j

)
+ c.c. (36)

Здесь явный вид K(ωl,n+1) зависит от реализуемо-
го подхода и принимает те же значения, что и в
случае рассмотренного выше влияния локального
нелинейного оптического отклика непоглощающей
среды. Приведенное выше сравнение формул (26)–
(29) с аналогичными им формулами для связан-
ных с нелинейным локальным оптическим откликом
объема среды плотности энергии, плотности пото-
ка энергии, плотности импульса и плотности пото-
ка импульса, полученными ранее для случая, при
котором частоты всех n + 1 взаимодействующих
волн различны, также остается в силе и для фор-
мул (33)–(36). Формула для связанной с нелокаль-
ным нелинейным оптическим откликом плотности
потока энергии (34) при использовании подхода, ос-
нованного на предельном переходе, отличается от
аналогичной формулы для невырожденного случая
только числом входящих в нее слагаемых.

Несмотря на то, что материальные урав-
нения (5)–(10) для локальной и нелокальной
составляющих нелинейной поляризации среды для
краткости были записаны в виде, соответствующем
ситуации, когда только одна частота ωm имеет
кратность вырождения выше единицы, полученные
формулы (26)–(29) и (33)–(36) легко обобщаются
на случай, когда несколько различных частот
взаимодействующих волн обладают кратностью
вырождения больше единицы (вплоть до ситуации,
когда модули частот всех взаимодействующих волн
равны друг другу). Используемый для записи
поляризации среды тензор

Γijk(ωl;ωs) = ∂P
(n,nloc)
i (ωl) /∂

(
∂kE

(s)
j

)
(37)

является в этом случае произведением компоненты
тензора γ̂(n), у которой первый частотный аргумент
равен ωl, а последний — ωs, на n − 1 компонент
вектора напряженности электрического поля, сре-
ди которых компоненты вектора на частотах −ωl и
ωs встречаются F (−ωl) − 1 и F (ωs) − 1 раз соот-
ветственно, а компоненты на каждой из частот ωr
(ωr 6= ωs и ωr 6= −ωl) встречаются F (ωr) раз. Каж-
дая из сумм от единицы до m в формулах (26)–(29)
и (33)–(36) превращается в этом случае в сумму по

всем возможным различным частотам, кроме учи-
тываемой отдельным слагаемым частоты ωn+1. При
этом при прямом подходе явный вид выражений
для K(ωl,n+1) обеспечивает форму записи (26)–(29)
и (33)–(36), содержащую коэффициенты, необходи-
мые для учета возможного вырождения нескольких
различных частот. Более того, при подходе, осно-
ванном на предельном переходе, формулы (26)–(29)
и (33)–(36) вообще не зависят от кратностей вырож-
дения частот взаимодействующих волн.

4. УГЛОВОЙ МОМЕНТ СВЕТА ПРИ
ВЫРОЖДЕННОМ ПО ЧАСТОТЕ

НЕЛИНЕЙНОМ ВЗАИМОДЕЙСТВИИ ВОЛН

Из закона сохранения импульса (15) можно полу-
чить формулу, выражающую закон сохранения уг-
лового момента (момента импульса) электромагнит-
ного поля [3, 8]:

c−1∂t [eijpxjgp] + ∂k [eijpxjGpk] = eikpGpk. (38)

Здесь xj — декартовы координаты радиус-вектора.
Аналогично тому, как уравнения для энергии (16)
и импульса (17) связывают плотности этих величин
с плотностями их потоков, можно поставить целью
представить (38) в виде балансного уравнения для
плотности углового момента Ji и плотности потока
углового момента Mik:

c−1∂tJi + ∂kMik = τi. (39)

В (39) τi — компонента вектора плотности вра-
щательного момента, обусловленного анизотропией
среды. Она тождественно равна нулю, если ось i яв-
ляется осью симметрии среды бесконечного поряд-
ка. Поскольку gp и Gpk выражаются в виде сумм
линейной и соответствующих разным n нелинейных
составляющих, причем каждая из последних состо-
ит из двух слагаемых, ответственных за локальный
и нелокальный оптические отклики объема среды на
электрическое поле, Ji, Mik и τi естественно пред-
ставить в виде

Ji =

∞∑

n=1

(
J
(n,loc)
i + J

(n,nloc)
i

)
, (40)

Mik =

∞∑

n=1

(
M

(n,loc)
ik +M

(n,nloc)
ik

)
. (41)

τi =

∞∑

n=1

(
τ
(n,loc)
i + τ

(n,noc)
i

)
. (42)
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Сравнение (39) и (38) с учетом (40)–(42) дает осно-
вание утверждать, что если

J
(n,loc)
i = eijpxjg

(n,loc)
p ,

M
(n,loc)
ik = eijpxjG

(n,loc)
pk ,

τ
(n,loc)
i = eikpG

(n,loc)
pk ,

то эти выражения для любого натурального n

(включая линейные среды) действительно можно
считать соответственно плотностью углового момен-
та, плотностью потока углового момента и плотно-
стью вращательного момента света, связанными с
локальным оптическим откликом объема среды. Ес-
ли последний является нелокальным, то, как было

показано в [27,28], определенные аналогично τ (n,loc)i

компоненты вектора eikpG
(n,nloc)
pk не равны нулю в

изотропной среде, и поэтому последняя формула не
может считаться плотностью вращательного момен-
та. В связи с этим необходимо осуществить преоб-

разование выражения eikpG
(n,nloc)
pk таким образом,

чтобы оно представлялось в виде суммы полной
пространственной производной от некоторой вели-
чины S

(n)
ij , которая в дальнейшем будет описывать

вклад нелокальности нелинейного оптического от-
клика в плотность потока углового момента света, и
вектора τ̃

(n)
i , проекция которого на ось симметрии

среды (при ее наличии) равна нулю [28], т. е. най-

ти S(n)
ij и τ̃ (n)i , удовлетворяющие равенству

eikpG
(n,nloc)
pk = ∂jS

(n)
ij + τ̃

(n)
i . (43)

После выполнения такого преобразования выраже-
ния для

M
(n,nloc)
ik = eijpxjG

(n,nloc)
pk − S

(n)
ik

и
τ
(n,nloc)
i = τ̃

(n)
i

будут корректно описывать вклад нелокальности
нелинейного оптического отклика соответственно в
плотность потока углового момента света и плот-
ность вращательного момента.

Для нахождения явного вида S
(n)
ik и τ̃

(n)
i ана-

логично [28] с помощью символа Кронекера пере-
обозначим в каждом из слагаемых формулы (36)

для G
(n,nloc)
pk индексы у компонент напряженностей

электрических полей так, чтобы поля на одинако-
вых частотах в каждом из них имели один и тот
же индекс, а связанный с дифференцированием ин-
декс всегда был равен j, естественно не нарушая

правила, согласно которому по дважды встречаю-
щимся одинаковым индексам проводится суммиро-
вание. Преобразованное таким способом выражение

для G(n,nloc)
pk затем домножим на eikp и сгруппируем

в нем все слагаемые с одинаковыми комбинациями
полей и их пространственных производных. Далее
в слагаемом, содержащем пространственную произ-
водную от поля на вырожденной частоте, внесем все
оставшиеся напряженности на той же самой час-
тоте под оператор дифференцирования. В резуль-
тате в дальнейших выражениях это слагаемое бу-
дет содержать множитель [F (ωm)]−1. Выполненное
преобразование является специфичным для вырож-
денных процессов и оказывается возможным исклю-
чительно вследствие внутренней симметрии тензо-
ра γ̂(n) [30], благодаря которой можно свободно пе-
реставлять между собой индексы полей, относящих-
ся к одной и той же частоте.

Если несколько частот вырождены, то эту про-
цедуру нужно повторить в каждом из слагаемых,
содержащих производные от полей на этих часто-
тах. В остальные слагаемые, где под пространствен-
ной производной находятся поля на невырожден-
ных частотах, нужно формально добавить равный

единице коэффициент [F (ωl)]
−1. Затем в получен-

ном выражении для eikpG
(n,nloc)
pk представить сла-

гаемое, содержащее пространственную производную
от компоненты поля на частоте ωl, в виде разно-
сти слагаемого с производной от произведения всех
напряженностей электрических полей на всех часто-

тах и выражения, равного произведению всех полей
на частоте ωl, и пространственной производной от
произведения всех остальных полей, частоты кото-
рых отличны от ωl. Далее следует записатьm+1 раз
получившуюся формулу для eikpG

(n,nloc)
pk , последо-

вательно считая в каждой из них величину ωl рав-
ной ω1,2,...,m,n+1, сложить их и, реализуя вышеупо-
мянутый прямой подход к числу взаимодействую-
щих волн, поделить результат на m+ 1.

При подходе, основанном на предельном пере-
ходе от взаимодействия n + 1 волн с разными ча-
стотами к случаю, когда среди частот взаимодей-
ствующих волн есть равные друг другу, необходи-
мо непосредственно после записи вышеупомянутых
m+ 1 уравнений умножить каждое из них на F (ωl)
(l = 1, 2, . . . ,m, n + 1), а только потом последова-
тельно подставлять вместо ωl частоты ω1,2,...,m,n+1.
Результат суммирования получившихся m+1 урав-
нений следует при этом разделить на n+1. Оба этих
подхода после деления соответствующих сумм вы-
шеупомянутых m + 1 равенств на m + 1 и n + 1
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приводят к eikpG
(n,nloc)
pk в левой части итогового вы-

ражения. Его правой частью в обоих случаях явля-

ется сумма двух достаточно громоздких слагаемых.

Первое из них — это ∂jS
(n)
ij , где

S
(n)
ij = −eikp

{[m−1∑

s=1

K(ωs)γkis−1
1 in

s+1isj

(
ωn+1; ω̄

s−1
1 , ω̄m−1

s+1 , ω̃
(F (ωm))
m , ωs

)
+K(ωm)γkin1 j

(
ωn+1; ω̄

m−1
1 , ω̃(F (ωm))

m

)]
×

× E(n+1)∗
p

m−1∏

r=1

E
(r)
ir

n∏

r=m

E
(m)
ir

+

m−1∑

l=1

[
K(−ωn+1)γkil−1

1 in
l+1in+1j

(
−ωl; ω̄l−1

1 , ω̄m−1
l+1 , ω̃

(F (ωm))
m ,−ωn+1

)
+

+

m−1∑

s=1
s 6=l

K(ωs)γkin+1i
min(l,s)−1
1 i

max(l,s)−1

min(l,s)+1
in
max(l,s)+1

isj

(
−ωl;−ωn+1, ω̄

min(l,s)−1
1 , ω̄

max(l,s)−1
min(l,s)+1 , ω̄

m−1
max(l,s)+1, ω̃

(F (ωm))
m , ωs

)
+

+K(ωm)γkin+1i
l−1
1 in

l+1j

(
−ωl;−ωn+1, ω̄

l−1
1 , ω̄m−1

l+1 , ω̃
(F (ωm))
m

)]
E

(n+1)∗
in+1

E(l)
p

m−1∏

r=1
r 6=l

E
(r)
ir

n∏

r=m

E
(m)
ir

+

+

[m−1∑

s=1

K(ωs)γkin+1i
s−1
1 im−1

s+1 i
n
m+1isj

(
−ωm;−ωn+1, ω̄

s−1
1 , ω̄m−1

s+1 , ω̃
(F (ωm)−1)
m ,−ωs

)
+

+K(−ωn+1)γkim−1
1 in

m+1in+1j

(
−ωm; ω̄m−1

1 , ω̃(F (ωm)−1)
m ,−ωn+1

)]
×

× E
(n+1)∗
in+1

E(m)
p

m−1∏

r=1

E
(r)
ir

n∏

r=m+1

E
(m)
ir

}
+ c.c. (44)

Здесь

K(ωl,n+1) = [(m+ 1)F (ωl,n+1)]
−1

в случае прямого подхода, а в рамках подхода осно-
ванного на предельном переходе,

K(ωl,n+1) = (n+ 1)−1.

При m = n для всех индексов F (ωl) = 1 и использо-
вание любого из подходов приводит к одинаковому

выражению для S(n)
ij . Второе слагаемое, естественно

равное
eikpG

(n,nloc)
pk − ∂jS

(n)
ij ,

где G(n,nloc)
pk задается формулой (36), обращается в

нуль, если нелинейная среда имеет совпадающую с
xi ось симметрии бесконечного порядка, т. е. явля-
ется τ̃

(n,nloc)
i . Явный вид τ̃

(n,nloc)
i мы не приводим,

так как дифференцирование сложных несколько раз
встречающихся произведений напряженностей элек-
трических полей в S

(n)
ij делает эту формулу очень

громоздкой. Полный вклад нелинейного оптическо-
го отклика в плотность вращательного момента

τ
(n)
i = eikpG

(n,loc)
pk + τ̃

(n,nloc)
i .

В завершение этого раздела отметим, что среди
различных режимов взаимодействия волн, вызван-
ных нелинейностями нечетных порядков (вклю-
чая линейный отклик), существуют такие, для

которых суммы в выражениях (26)–(28), (33)–(36)
и (44) действительны, и поэтому эти формулы необ-
ходимо записывать без слагаемого c.c. Если выбрать
одну из волн, участвующих в таком взаимодействии,
например, имеющую частоту ωn+1, и записать ча-
стотные аргументы во входящих в P

(loc)
i (ωn+1) и

P
(nloc)
i (ωn+1) тензорах χ̂(n) и γ̂(n) в виде последова-

тельности ωn+1,−ω1,−ω2, ...,−ωm, то окажется, что,
руководствуясь соотношениями внутренней симмет-
рии, частотные аргументы всегда можно переста-
вить так, чтобы сумма рядом стоящих на нечетных и
четных местах частот была равна нулю. Примером
такого процесса является самовоздействие света в
среде с кубической нелинейностью, которое вместе
с другими будет рассмотрено в следующем разделе.

5. НЕКОТОРЫЕ ПРИМЕРЫ

В качестве примеров использования полученных
общих формул приведем выражения для связанных
с нелокальным нелинейным оптическим откликом
объема непоглощающей среды добавок к плотности
энергии U (n,nloc), вектору плотности потока энер-

гии S
(n,nloc)
k , компонентам вектора плотности им-

пульса g(n,nloc)p , компонентам тензора плотности по-

тока импульса G
(n,nloc)
pk и компоненте тензора S

(n)
ij

для генерации второй и третьей гармоник и самофо-
кусировки. Громоздкие выражения для связанных
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с нелинейным оптическим откликом объема среды
плотности углового момента

J
(n,nloc)
i = eijpxjg

(n,nloc)
p ,

плотности потока углового момента

M
(n,nloc)
ik = eijpxjG

(n,nloc)
pk − S

(n)
ik

и τ̃ (n,nloc)i для этих процессов при необходимости мо-
гут быть записаны с помощью приведенных ниже

выражений для G(n,nloc)
pk и S(n)

ij .
При генерации второй гармоники в среде с квад-

ратичной нелинейностью n = 2, ω1,2 = ω, m = 1,
ω3 = 2ω, а F (ω) = 2, F (−2ω) = 1. Поэтому

U (2,nloc) =

= {[1−K(ω)]γijlk(−ω;ω,−2ω)Ei(ω) ∂kE
∗
l (2ω) +

+ [1−K(−2ω)]γijlk(2ω;ω, ω)×

× E∗
i (2ω)∂kEl(ω)}Ej(ω) + c.c., (45)

S
(2)
k = c−1[K(−2ω)γijlk(2ω;ω, ω)E

∗
i (2ω)∂tEl(ω) +

+K(ω)γijlk(−ω;ω,−2ω)Ei(ω)∂tE
∗
l (2ω)]Ej(ω) +

+ c.c., (46)

g(2,nloc)p = epij(γilmk(−ω;ω,−2ω)Bj(ω)∂kE
∗
m(2ω) +

+ γilmk(2ω;ω, ω)B
∗
j (2ω)∂kEm(ω))El(ω) + c.c., (47)

G
(2,nloc)
pk =

= {δpk[K(ω)γijlm(−ω;ω,−2ω)Ei(ω)∂mE
∗
l (2ω) +

+K(−2ω)γijlm(2ω;ω, ω)E∗
i (2ω)∂mEl(ω)]−

− [K(−2ω)γijlk(2ω;ω, ω)E
∗
i (2ω)∂pEl(ω) +

+K(ω)γijlk(−ω;ω,−2ω)Ei(ω)∂pE
∗
l (2ω)]−

− [γkjlm(2ω;ω, ω)E∗
p(2ω)∂mEl(ω) +

+ γkjlm(−ω;ω,−2ω)Ep(ω)∂mE
∗
l (2ω)]}Ej(ω) +

+ c.c., (48)

S
(2)
ij = −eikp[K(ω)γklmj(2ω;ω, ω)E

∗
p(2ω)Em(ω) +

+K(−2ω)γklmj(−ω;ω,−2ω)Ep(ω)E
∗
m(2ω)]El(ω) +

+ c.c. (49)

Здесь K(ω) = 1/4 и K(−2ω) = 1/2 для прямого под-
хода, и K(ω) = K(−2ω) = 1/3 для подхода, основан-
ного на предельном переходе. Используя формулы
работы [27], полученные в случае невырожденных

процессов, мы получили бы в формулах (45)–
(49) неправильные значения K(ω) = 2/3 и
K(−2ω) = 1/3. Помимо этого, в формулах (45),
(47), а также в не содержащих K(ω) слагаемых
правой части уравнения (48) появился бы не суще-
ствующий в правильном равенстве коэффициент 2

перед компонентами тензора γ̂, первый частотный
аргумент которых равен −ω.

В случае генерации третьей гармоники в сре-
де с кубической нелинейностью n = 3, ω1,2,3 = ω,
ω4 = 3ω, т. е. m = 1, F (ω) = 3, а F (−3ω) = 1. В ре-
зультате получаем

U (3,nloc) =

= {[1−K(ω)]γijlmk(−ω;ω, ω,−3ω)Ei(ω)∂kE
∗
m(3ω)+

+ [1−K(−3ω)]γijlmk(3ω;ω, ω, ω)E
∗
i (3ω)×

× ∂kEm(ω)}Ej(ω)El(ω) + c.c., (50)

S
(3)
k =

= c−1[K(−3ω)γijlmk(3ω;ω, ω, ω)E
∗
i (3ω)∂tEm(ω) +

+K(ω)γijlmk(−ω;ω, ω,−3ω)Ei(ω)∂tE
∗
m(3ω)]×

× Ej(ω)El(ω) + c.c., (51)

g(3,nloc)p =

= epij(γilmnk(−ω;ω, ω,−3ω)Bj(ω)∂kE
∗
n(3ω) +

+ γilmnk(3ω;ω, ω, ω)B
∗
j (3ω)∂kEn(ω))×

× El(ω)Em(ω) + c.c., (52)

G
(3,nloc)
pk =

= {δpk[K(ω)γijlmn(−ω;ω, ω,−3ω)Ei(ω)∂nE
∗
m(3ω) +

+K(−3ω)γijlmn(3ω;ω, ω, ω)E
∗
i (3ω)∂nEm(ω)]−

− [K(−3ω)γijlmk(3ω;ω, ω, ω)E
∗
i (3ω)∂pEm(ω) +

+K(ω)γijlmkEi(ω)∂pE
∗
m(3ω)]−

− [γkjlmn(3ω;ω, ω, ω)E
∗
p(3ω)∂nEm(ω) +

+ γkjlmn(−ω;ω, ω,−3ω)Ep(ω)∂nE
∗
m(3ω)]} ×

× Ej(ω)El(ω) + c.c., (53)

S
(3)
ij = −eikp[K(ω)γklmnj(3ω;ω, ω, ω)E

∗
p(3ω)En(ω) +

+K(−3ω)γklmnj(−ω;ω, ω,−3ω)Ep(ω)E
∗
n(3ω)]×

× El(ω)Em(ω) + c.c. (54)

В этих формулах

K(ω) = 1/6 и K(−3ω) = 1/2
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при использовании прямого подхода и

K(ω) = K(−3ω) = 1/4

при использовании подхода, основанного на пре-
дельном переходе. Используя формулы работы [27],
полученные в случае невырожденных процессов, мы
получили бы в формулах (50)–(54) неправильные
значения K(ω) = 3/4 и K(−3ω) = 1/4. Также в
формулах (50), (52) и (53) появился бы несуществу-
ющий в правильном выражении коэффициент 3 пе-
ред слагаемыми, содержащими компоненты тензора
γ̂, у которых первый частотный аргумент равен −ω.

Если происходит самовоздействие электромаг-
нитной волны (процесс ω = −ω + ω + ω) в среде
с кубической нелинейностью (n = 3), то частота
ω1 = −ω, а ω2,3,4 = ω. Формально можно считать,
что взаимодействуют две волны с частотами ω и −ω,
и поэтому m = 2, а F (ω) = F (−ω) = 2. В этом слу-
чае формулы принимают вид

U (3,nloc) =
3

4
[γijlmk(ω;−ω, ω, ω)E∗

i (ω)∂kEm(ω) +

+ γiljmk(−ω;ω,−ω,−ω)Ei(ω)∂kE∗
m(ω)]×

× E∗
j (ω)El(ω), (55)

S
(3)
k =

1

4c
[γijlmk(ω;−ω, ω, ω)E∗

i (ω)∂tEm(ω) +

+ γiljmk(−ω;ω,−ω,−ω)Ei(ω)∂tE∗
m(ω)]×

× E∗
j (ω)El(ω), (56)

g(3,nloc)p = epij [γilmnk(ω;−ω, ω, ω)B∗
j (ω)∂kEn(ω) +

+ γimlnk(−ω;ω,−ω,−ω)Bj(ω)∂kE∗
n(ω)]×

× E∗
l (ω)Em(ω), (57)

G
(3,nloc)
pk =

=

{
1

4
[δpk(γijlmn(ω;−ω, ω, ω)E∗

i (ω)∂nE
∗
m(ω) +

+ γiljmn(−ω;ω,−ω,−ω)Ei(ω)∂nE∗
m(ω))−

− (γijlmk(ω;−ω, ω, ω)E∗
i (ω)∂pEm(ω) +

+ γiljmk(ω;ω,−ω,−ω)Ei(ω)∂pE∗
m(ω))]−

− γkjlmn(ω;−ω, ω, ω)E∗
p(ω)∂nEm(ω)−

− γkljmn(−ω;ω,−ω,−ω)Ep(ω)∂nE∗
m(ω)

}
×

× E∗
j (ω)El(ω), (58)

S
(3)
ij = −eikp

4
[γklmnj(ω;−ω, ω, ω)E∗

p(ω)En(ω) +

+ γkmlnj(−ω;ω, −ω, −ω)Ep(ω)E∗
n(ω)]×

× E∗
l (ω)Em(ω). (59)

При самофокусировке оба подхода приводят к оди-
наковым результатам. Отметим, что в этом процессе
каждое из выражений автоматически является дей-
ствительным и наличия комплексного сопряжения
в формулах не требуется. Используя формулы [27],
полученные в случае невырожденных процессов, мы
получили бы в два раза большие величины, чем те,
которые стоят в правых частях равенств (55)–(59).

6. ЗАКЛЮЧЕНИЕ

В работе получены аналитические выражения
для добавок к плотности энергии, плотности пото-
ка энергии, плотности импульса, плотности потока
импульса, компонентам плотности углового момен-
та и компонентам тензора плотности потока углово-
го момента, обусловленных локальным и нелокаль-
ным нелинейным оптическим откликом n-го поряд-
ка объема однородной непоглощающей среды в слу-
чае, когда реальное число взаимодействующих в ней
волн с различными частотами меньше или равно n.
Эти добавки не могут быть непосредственно опре-
делены из аналогичных им выражений, ранее полу-
ченных в случае нелинейного взаимодействия n+ 1

волн с различными частотами в такой среде, если
в них положить некоторые из частот равными друг
другу, т. е. формально считать, что распространя-
ется n + 1 волн, но частоты, амплитуды и волно-
вые векторы некоторых из них полностью совпада-
ют. Полученные в работе формулы могут использо-
ваться не только теми, кто справедливо считает, что
число взаимодействующих волн с различными ча-
стотами, участвующих в вырожденных нелинейных
оптических процессах, меньше или равно n, но и те-
ми, для кого вырожденный процесс получается как
предельный переход от случая n+1 различных час-
тот взаимодействующих волн, в результате которого
некоторые из них кладутся равными друг другу, т. е.
в среде формально распространяется n+ 1 волн, но
несколько из них полностью идентичны друг дру-
гу. Полученные в результате этих двух подходов
два набора формул различаются лишь численны-
ми коэффициентами, значения которых определя-
ются кратностями вырождения частот взаимодей-
ствующих волн и числом слагаемых во входящих в
них суммах. Формулы, полученные в первом случае,
имеют более сложный вид. Каждое слагаемое в них
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явным образом содержит кратность вырождения со-
ответствующей частоты. Во втором случае аналити-
ческие выражения для фундаментальных характе-
ристик поля оказываются внешне похожими на ана-
логичные формулы работ, в которых все n + 1 час-
тот взаимодействующих волн различны. Принципи-
альное различие полученных в работе формул про-
является в числе слагаемых в суммах, входящих в
выражения для обусловленных нелинейностью сре-
ды добавок к характеристикам электромагнитного
поля.

Найденные формулы для добавок к плотности
энергии, плотности потока энергии, плотности им-
пульса, плотности потока импульса, компонентам
плотности углового момента и компонентам тензора
плотности потока углового момента, обусловленных
локальным и нелокальным нелинейным оптическим
откликом объема однородной непоглощающей сре-
ды, позволяют записать их конкретный вид для всех
вырожденных процессов нелинейной оптики.
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Фемтосекундные импульсы широко используются в научных исследованиях и современных технологиях.

При воздействии на металлы ультракороткое оптическое лазерное воздействие формирует выраженное

двухтемпературное состояние с горячими электронами: Te ≫ Ti, где Te и Ti — температуры электрон-

ной и решеточной подсистем. Представлены экспериментальные измерения, выполненные с помощью

техники фазочувствительного или синхронного детектирования (lock-in) на объемной и пленочной (тол-

щина 100 нм) мишенях из золота. Благодаря тому, что в наших опытах частота повторений нагревающих

импульсов снижена до 31 Гц, нам удалось достичь температур около температуры плавления золота. Это

происходит на выходе из двухтемпературной стадии в объемных мишенях. Как известно, по окончании

этой стадии температуры сближаются, Te ≈ Ti. В объемных мишенях при наибольших достигнутых

нами флюенсах пиковая электронная температура повышается до значений около 20 кК. Теоретические

расчеты, имеющиеся в литературе, дают определенные зависимости для параметра электрон-фононного

взаимодействия α и коэффициента электронной теплопроводности κ — ключевых параметров, харак-

теризующих двухтемпературную стадию. Наши опыты показали, что в диапазоне флюенсов с пиковыми

температурами Te выше 10 кК и до 20 кК измеренные значения α и κ существенно ниже тех значений,

которые дают теории. Ниже этого диапазона флюенсов, т. е. когда пиковые Te меньше 10 кК, изме-

ренные нами значения согласуются с прежними данными. Это первый результат статьи. Кроме того,

показано, что на однотемпературной стадии, когда тепловая энергия, запасенная в электронах, весьма

мала, имеется значительное влияние принципиально двухтемпературного коэффициента α на тепло-

отвод из скин-слоя. Это связано с относительно малой толщиной прогретого слоя, которая в золоте

составляет величину порядка 200–300 нм.

DOI: 10.31857/S0044451024020032

* E-mail: nailinogamov@gmail.com

1. ВВЕДЕНИЕ

Фемтосекундные (фс) лазерные системы пред-
ставляют собой незаменимый инструмент для ис-
следований в науке [1–4] и в технологиях обработки
материалов [5–9]. Соответственно изучение взаимо-
действия фс-излучения с веществом ведется широ-
ким фронтом и уже продолжительное время [10–18].
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Тем не менее многие проблемы сохраняют свою ак-
туальность.

Физика фс-воздействия делится на две основные
части (ограничимся случаем металлов и оптическо-
го возбуждающего облучения.) В первой части ис-
следуется возбуждение электронов конденсирован-
ной среды и релаксация возбужденных состояний.
Во второй части анализируются последующие явле-
ния, имеющие место уже в термодинамически рав-
новесной среде. С одной стороны, рассматриваются
переход конденсированного вещества в неравновес-
ное состояние и релаксация к термодинамическому
равновесию. С другой стороны, анализируются по-
следствия сверхбыстрого нагрева уже в равновес-
ных состояниях.

В свою очередь, первая часть делится на два раз-
дела по степени возбуждения. Это кнудсеновские и
гидродинамические течения. В первый (кнудсенов-
ский) раздел целесообразно отнести слабые воздей-
ствия, а во второй — сильные воздействия (гидро-
динамика). Чем они различаются? Различие меж-
ду ними заключается во времени релаксации te−e
электронной подсистемы. При слабом возбуждении
время te−e превышает длительность лазерного им-
пульса τL и становится сопоставимым со временем
релаксации teq .

Ограничимся случаем золота и фс-импульсов,
когда время teq составляет единицы и десятки
пикосекунд и существенно превосходит длитель-
ность τL. На временах меньше масштаба te−e фер-
миевское распределение в электронной подсисте-
ме еще не установилось [19, 20]. Для установления
термодинамического равновесия электронов необ-
ходимо несколько электрон-электронных столкно-
вений. Слабые возбуждения происходят от слабых
воздействий, поскольку время свободного пробе-
га между электрон-электронными столкновениями,
te−e ∝ 1/T 2

e [21], убывает с поглощенной энергией
Fabs . Дело в том, что te−e ∝ 1/Ee вследствие того,
что Ee ∝ T 2

e , где Ee — энергия электронов.
Далее в тексте будут представлены опыты и рас-

четы со слабыми и достаточно сильными нагревами.
Они относятся к кнудсеновскому и гидродинамиче-
скому случаям.

Ситуацию на временах t < te−e необходимо опи-
сывать с помощью кинетического уравнения [19,20].
При этом число Кнудсена Kn ∼ 1. Число Kn харак-
теризует переход от неравновесного к равновесно-
му случаю. Оно равно отношению длины свободно-
го пробега к характерному пространственному мас-
штабу, Kn = lmfp/L, или оно равно отношению про-
должительности свободного пробега к характерно-

му временному масштабу, Kn = tmfp/teq . Работа с
кинетическим уравнением в пространственно-неод-
нородной среде является сложной.

В аэродинамике разреженного воздуха для упро-
щения решения кинетического уравнения Больцма-
на создан метод Чепмена – Энскога [22]. Это на-
правление связано с аппроксимацией кинетическо-
го уравнения Больцмана в виде разложения по сте-
пеням малого параметра, которым считается чис-
ло Kn. Первым приближением по числу Kn являет-
ся уравнение Навье – Стокса. Для конденсированной
среды с возбужденными электронами таких анало-
гов к настоящему времени еще не создано. В тако-
го рода среде имеются подходы к решению кине-
тического уравнения в пространственно-однородном
случае (тонкие пленки) [19, 20].

К существенному упрощению решений в нерав-
новесном случае приводит подход с разделением на
электронную (e) и ионную (i) подсистемы [10, 23].
В равновесном случае термодинамическая система
характеризуется одной температурой. В подходе ра-
бот [10, 23] температур две — это отдельные тем-
пературы Te и Ti для электронов и решетки —
двухтемпературное (2Т) приближение. 2Т-прибли-
жение опирается на то обстоятельство, что установ-
ление равновесия между подсистемами длится доль-
ше, чем установление равновесия внутри e - и i -под-
систем.

2Т-подход имеет смысл, если время установле-
ния равновесия в электронной подсистеме мало,

te−e ≪ teq . (1)

Выравнивание температур Te и Ti происходит за
время teq . Понятно, что для выполнения неравен-
ства (1) поглощенная энергия Fabs должна быть
достаточно большой. Насколько большой? Грубые
оценки дают пороговое значение Fabs ∼ 1 мДж/см2.

Ниже в статье на базе опытов и расчетов мы уточ-
ним данное положение.

В наших опытах и расчетах мишень из золота до
воздействия находится при комнатной температуре,
т. е. нагрета выше дебаевской температуры золота
Θ = 170 К. В термодинамическом равновесии при
T > Θ основной вклад в решеточную теплоемкость
связан с фононными модами с волновыми вектора-
ми k ∼ kD возле границы зоны Бриллюэна. Под-
черкнем, что в 2Т-состояниях (Te ≫ Ti) практиче-
ски весь поток передаваемой электронами энергии
направляется в те же коротковолновые моды [24].

Заменим зону Бриллюэна на сферу. Радиус этой
сферы в пространстве волновых векторов равен
kD = (6π2nat )

1/3, где nat — концентрация атомов.
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Длина волны λD = 2π/kD = 0.2 нм. Фонон-фо-
нонное взаимодействия обусловлено ангармонизмом
кристаллического потенциала. Оценим частоту νp−p
фонон-фононных столкновений по решеточной теп-
лопроводности:

κlat ∼ (1/3)clat c
2
s/νp−p.

Отсюда νp−p ≃ 7 · 1012/κlat с−1, где κlat выража-

ется в единицах измерения СИ. Соответственно
время свободного пробега фонона 1/νp−p меж-
ду столкновениями порядка 100–200 фс при
κlat ∼ 1 Вт/К/м. Приведенная оценка следует
из молекулярно-кинетической теории. В ней clat
и cs — теплоемкость решетки и скорость звука
соответственно. Понятно, что для термализации
дальнего хвоста распределения Ферми и термали-
зации длинноволновых фононов требуется много
соответственно электрон-электронных и фонон-фо-
нонных столкновений. Но энергии в обоих этих
хвостах мало, поэтому их наполнение относительно
малосущественно.

Оценим длину пробега электрона lmfp в золоте
при комнатной температуре. Пробег lmfp называ-
ют также баллистической длиной. Частота столк-
новений электрона, оцененная с помощью формулы
Друде по электрическому сопротивлению, порядка
1014 с−1. При комнатной температуре частота столк-
новений определяется рассеяниями на фононах. Ес-
ли скорость Ферми оценить как vF ∼ 108 см/с, то
мы получим lmfp ∼ 10−6см ∼ 10 нм, т. е. поряд-
ка 30 межатомных промежутков. С ростом элек-
тронной и/или ионной температур выше комнатной
температуры частота столкновений увеличивается,
соответственно баллистическая длина уменьшается.
В кнудсеновском режиме толщина пленки порядка
баллистической длины.

Поговорим теперь об экспериментальной ситу-
ации. Облучение (возбуждение/нагрев (pump)) и
диагностика (зондирование (probe)) являются важ-
нейшим pump-probe-методом прямого слежения за
происходящим вследствие фс-облучения [25]. Дру-
гими словами — это измерения терморефлектан-
са (transient thermo reflectivity, TTR [26]). Прин-
цип простой. Облучение («термо») возбуждает элек-
тронную подсистему. В результате возбуждения ме-
няются оптические характеристики. Диагностиче-
ские импульсы нужны для того, чтобы опреде-
лять эволюцию (поэтому «transient») во време-
ни измененных оптических характеристик, напри-
мер, вариацию коэффициента отражения (эволюция
рефлектанса).

В первых работах конца 80-х начала 90-х годов
энергетика фс-лазеров была слабой [11–14], см. так-
же [27]. Облучение (pump) вызывало столь малое
отклонение от комнатного значения, что диагности-
ческий сигнал тонул в шумах. Поэтому измерения
велись в режиме накопления полезного сигнала —
методика lock-in [12–14]. При этом на мишень пода-
валась последовательность N ≫ 1 четверок (по две
пары) лазерных импульсов.

Первая пара в четверке состояла из пропущен-
ного нагревающего импульса (нет pump-импульса)
и диагностического (probe) импульса. Таким обра-
зом, первая пара измеряла и запоминала в памяти
устройства невозмущенное значение коэффициента
отражения R0. Во второй паре, относящейся к той
же четверке, были и греющий (pump), и диагности-
ческий (probe) импульсы. Измерялось и запомина-
лось измененное значение коэффициента отражения
R′. В серии из N четверок разнесение во времени
греющего и диагностического импульсов tdelay и ам-
плитуда греющего импульса были строго фиксиро-
ваны. Амплитуда диагностического импульса прене-
брежимо мала.

Изменение ∆R коэффициента отражения,
∆R = R′−R0, флуктуирует из-за шумов. При боль-
шом количестве импульсов N ≫ 1 вариация ∆R

сходится к среднему 〈∆R〉. При этом относительная
погрешность убывает пропорционально 1/

√
N.

В следующих сериях менялось время tdelay за-
держки между греющим и диагностическим сиг-
налами. Таким образом определялась эволюция во
времени 〈∆R〉(tdelay ) возбужденной системы по-
сле греющего импульса фиксированной амплиту-
ды [12–14, 28]. При изменении параметров греюще-
го импульса (амплитуда, длительность) меняется и
эволюция.

Промежуток времени t4 (t4 ≫ tdelay) между по-
следовательными четверками должен быть доста-
точно продолжительным. Это необходимо для того,
чтобы за время t4 гарантировать остывание веще-
ства и возвращение мишени к исходному состоянию
с коэффициентом R0. В противном случае вещество
в пятне облучения деградирует в режиме усталост-
ного разрушения [27, 29]. Усталостная деградация
ограничивает сверху амплитуду греющего (pump)
импульса в методике lock-in. Понятно, что вре-
мя остывания t4 после воздействия pump-импульса
растет вместе с амплитудой этого импульса.

С течением времени разрабатывались новые ла-
зерные системы, и энергетика фс-воздействия уси-
ливалась. При достаточно мощной энергетике уже
в 90-е гг. оказалось возможным отказаться от пред-
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ставленного выше сложного режима lock-in с мно-
гими повторами (N ≫ 1) импульсов высокой ста-
бильности. Измеряемое значение ∆R стало опреде-
ляться в одной паре греющего (pump) и диагности-
ческого (probe) импульсов, т./к. величина ∆R явля-
лась довольно большой [25,30,31]. Варьируя задерж-
ку tdelay между импульсами, можно найти зависи-
мость ∆R(t). Отметим, что сильное одиночное воз-
действие необратимо меняет характеристики веще-
ства мишени в пятне воздействия. Поэтому следу-
ющий лазерный выстрел необходимо направлять в
новое, необлученное место на поверхности мишени.

Также была разработана техника спектральной
интерферометрии, с помощью которой в одном опы-
те с одним греющим импульсом сразу определяет-
ся зависимость ∆R(t) [32, 33]. При этом с одиноч-
ным греющим фс-импульсом синхронизован длин-
ный (субнаносекундный) частотно модулированный
диагностический (probe) импульс, различные спек-
тральные компоненты которого прибывают на ми-
шень с разными временами задержки tdelay .

Таким образом, техника lock-in (II) и техника
с одиночным диагностическим импульсом (I) до-
полняют друг друга. Благодаря II можно работать
со слабыми импульсами, когда точности техники I
не хватает. Наоборот, благодаря I снимается лимит
сверху на амплитуду воздействия. Как сказано вы-
ше, появление лимита обусловлено деградацией ми-
шени из-за накопления повреждений и/или посте-
пенной аккумуляции тепла.

В перечисленных выше экспериментах нагрев и
зондирование проводятся оптическими импульсами.
Иногда это гармоники основной частоты. Скажем,
нагрев проводится на второй гармонике, а зондиро-
вание — на первой, см. пример в работе [27]. Имеют-
ся более сложные схемы с синхронизацией во вре-
мени прихода на мишень разного рода импульсов.
Проводятся pump–probe-исследования с оптическим
(pump) и неоптическим (probe) импульсами. С по-
мощью мягкого рентгеновского излучения строят
изображения того, как происходит развитие купо-
ла [34] при отделении (блистеринге) от подложки
тонкой пленки в пятне облучения. Для диагности-
ки используются кольца Ньютона и сдвиги интер-
ференционных полос [34] в лучах лазера на длине
волны 13.9 нм. Путем дифракции на меняющейся
во времени решетке кристалла изучают изменения
структуры кристалла в результате фс-воздействия.
В таких работах для дифракции в качестве диа-
гностического (probe) импульса используется жест-
кое рентгеновское излучение [35] или электронный
пучок [36].

Вернемся к чисто оптическим pump-probe-мето-
дикам. Первые исследования специфики протека-
ния процессов, вызванных фс-импульсом, во-пер-
вых, опирались на аппаратуру lock-in и, во-вторых,
ставили целью описание электрон-фононной релак-
сации [12–14]. Такая релаксация длится пикосекун-
ду(ы). При этом пятно освещения pump-импульса
гораздо шире пятна освещения probe-импульса. Это
необходимо для исключения эффектов неоднород-
ности.

Настоящая революция произошла в конце 90-х
годов. Во-первых, как сказано выше, возросла энер-
гетика фс-лазера (поэтому удалось превысить по-
рог нанооткола). Во-вторых, исследователи в своем
слежении за процессами, инициированными фс-воз-
действием, стали охватывать намного более продол-
жительный интервал времен (tdelay — до единиц
и десятков наносекунд [30]; см. также работу [37] о
рекордных длительностях наблюдения). В-третьих,
размер пятна probe-импульса стал больше пятна
pump-импульса [30].

Эти три обстоятельства позволили наблюдать
кольца Ньютона с растущим во времени числом ко-
лец. Указанные обстоятельства суть: превышение
порога; длительность наблюдения, достаточная для
того, чтобы откольная оболочка прошла путь, сопо-
ставимый с длиной волны probe-импульса; широкое
поле обзора probe-фотографии, покрывающее всю
область откольной оболочки.

Полученные данные позволили заявить о новом
(не испарение) характере течения, порожденном фс-
воздействием [30,38,39]. Оказалось, что фс-воздейс-
твие приводит к наноотколу [38,39] вместо привыч-
ной (для более длительных импульсов) испаритель-
ной абляции. Эквивалентно вместо терминов откол
или нуклеация/кавитация говорят о термомехани-
ческой абляции [38,39] или об инерционном удержа-
нии (stress confinement) [40]. В ранних исследовани-
ях электрон-фононной релаксации [12–14] гидроди-
намические эффекты были пренебрежимо малы; в
этих работах применялась техника lock-in, нагревы
были слабыми, намного ниже порога термомехани-
ческой абляции.

Завершим на этом обзор по физике ультракорот-
ких лазерных воздействий. Работа построена сле-
дующим образом. В разд. 2–7 представлена общая
картина. Говорится о том, что на ранней стадии в
объемных мишенях охлаждение электронной под-
системы в скин-слое обусловлено в основном вы-
носом электронной энергии из скин-слоя посред-
ством электронной теплопроводности (разд. 2–5).
При этом на данной стадии передача энергии от
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электронов фононам играет второстепенную роль
(разд. 6 и 7).

В разд. 8 и 9 представлена использованная экспе-
риментальная техника и описаны основные резуль-
таты. Именно эти результаты послужили основой
для последующей теоретической обработки. Дело в
том, что представленный выше метод TTR позво-
ляет получить экспериментальные данные для от-
носительного изменения коэффициента отражения
∆R(t)/R0 со временем в течение и после ультрако-
роткого лазерного воздействия. Это косвенный ме-
тод: по кривой ∆R(t)/R0 необходимо судить о со-
стоянии конденсированной среды с возбужденными
электронами. Для пересчета кривой в параметры,
характеризующие систему, необходимо иметь чис-
ленную реализацию адекватной физической модели.

В разд. 10 и 11 разъясняются использованные
нами физические методики: расчет коэффициента
теплопроводности приводится в разд. 10, оптическая
модель дается в разд. 11. В заключительном разделе
подведены итоги работы.

2. ДОМИНИРОВАНИЕ ЭЛЕКТРОННОГО
ТЕПЛООТВОДА В ОБЪЕМНЫХ МИШЕНЯХ

В работе приводятся данные lock-in-измерений
для пленочной и объемной мишеней. Сравнение
TTR в случае этих двух типов мишеней приведено
на рис. 1. В объемных мишенях на 2Т-стадии охла-
ждение электронной подсистемы в скин-слое (т. е.
снижение поверхностной температуры Te|surf ) обу-
словлено главным образом передачей электронной
энергии Ee из скин-слоя в объем посредством элек-
тронного теплового потока

q = −κ∇Te, (2)

где κ — коэффициент теплопроводности. При этом
на данной стадии передача энергии Ee в фононную
подсистему мало сказывается на темпе снижения
температуры Te в скин-слое.

Наоборот, в пленке поток (2) подавлен геометри-
чески из-за ультрамалой толщины пленки — в на-
ших опытах толщина пленки равна df = 100 нм.
Охлаждение в такой пленке связано с передачей
энергии из электронной подсистемы (энергия Ee) в
ионную подсистему (энергия Ei). Удельная (на еди-
ницу объема) мощность

Ėei = Ėe − Ėi

обмена энергией между указанными подсистемами
равна (обычно в единицах Вт/м3)

Ėei = α(Te − Ti), (3)
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Рис. 1. (В цвете онлайн) Сравнение TTR (т. е. ∆R/R0 )

в пленочной и объемной мишенях; ∆R = R(t) − R0,

R0 — значение коэффициента отражения probe-импульса с

λ = 800 нм при комнатной температуре. Указаны энергии

соответствующих лазерных pump-импульсов, (см. разд. 8,

посвященный описанию проведенных нами опытов). Как

видно, в пленке электрон-ионная релаксация происходит

намного медленнее. В пленке и в объемной мишени меха-

низмы снижения поверхностной электронной температуры

Te|surf разные. В пленке снижение Te|surf (и соответствен-

но TTR) происходит из-за обмена (3), тогда как в объем-

ной мишени доминирует охлаждение за счет электронного

теплового потока (2), см. пояснения в тексте

где α — коэффициент электрон-фононного обмена.

Приведем оценки, поясняющие ситуацию, пока-
занную на рис. 1. Пересчет энергии pump-импульса
(указана в рамке на рис. 1 в мкДж) сначала во флю-
енс падающего излучения Finc , а затем в погло-
щенную энергию Fabs дает значения Fabs , равные
3.4 мДж/см2 для пленки и 3.7 мДж/см2 для объ-
емной мишени. В наших опытах измеряется количе-
ство отраженной энергии pump-импульса. Из этих
измерений коэффициент поглощения A на длине
волны pump-импульса 400 нм под углом 45◦ при p-
поляризации получается равным 0.7 и 0.8 для объ-
ема и пленки соответственно. Отсюда следуют при-
веденные значения Fabs . Отметим, что для угла 45◦

литературные данные по A варьируют в пределах
от 0.7 до 0.75, см. https://refractiveindex.info/. От-
метим, что толщина пленки золота (100 нм) такова,
что энергией излучения, прошедшей через пленку,
можно пренебречь.

Если распределить поглощенную энергию
Fabs = 3.4 мДж/см2 в электронной подсистеме на
толщине df = 100 нм, то электроны нагреются от
комнатной температуры Trt = 293 К до 3600 К.
При подсчете принято, что приращение удельной
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Рис. 2. (В цвете онлайн) Зависимости коэффициента теп-

лопроводности κ золота в твердой фазе при нормаль-

ной плотности 19.3 г/см3 от температур Te и Ti. Для

оценки (4) полагаем, что нагрев ионной подсистемы в по-

верхностном слое мал, т. е. Ti ≈ 300 К. Среднее значение

κ ≈ 1900 Вт/К/м на отрезке изменения температуры Te

от 3600 до 2600 К. Указанный отрезок температур Te вы-

делен двусторонней горизонтальной стрелкой. Описанию

модели, посредством которой вычисляется коэффициент

κ, посвящен разд. 10

электронной энергии равно

Ee =
γ

2
(Te − Trt)

2 =
Fabs

df
.

Согласно теории ферми-газа для золота коэффици-
ент γ = 63 Дж/К2/м3.

В объемной мишени оценка энергии на единицу
площади, вынесенной тепловым потоком из поверх-
ностного слоя толщиной df = 100 нм за время tcool ,

имеет вид
Qehc = (κ∆Te/df) tcool . (4)

Здесь индекс «ehc » означает «электронная тепло-
проводность» (electron heat conduction). Для оценки
необходимо принять значения κ, ∆Te и tcool , кото-
рые относятся к экспериментальной ситуации, по-
казанной на рис. 1. Нас интересует случай объемной
мишени, представленный синей кривой на рис. 1.

Разность температур Te|surf в выражении (4)
возьмем от максимальной, равной примерно 3600 К,
до температуры в

√
2 раз меньшей. При этом элек-

тронная энергия Ee слоя уменьшится в два ра-
за, поскольку Ee ∝ T 2

e . На 2Т-стадии амплитуда
TTR-сигнала ∆R(t)/R0 примерно пропорциональ-
на (Te|surf )2. Поэтому за время охлаждения элек-
тронной подсистемы tcool примем отрезок времени
на полувысоте пика синей кривой на рис. 1. Это со-
ответствует примерно 500 фс.

Указанная разность температур поверхности от-
мечена горизонтальным отрезком на рис. 2. В оцен-

ку (4) подставляем κ ≈ 1900 Вт/К/м. Коэф-
фициент теплопроводности κ в разработанной на-
ми теории составлен из электрон-электронного и
электрон-ионного (рассеяние на фононах) вкладов.
Коэффициент κ представлен на рис. 2. Электрон-
электронный вклад в κ выберем согласно рабо-
те [41]. Электрон-фононный вклад вычисляется в
соответствии с работой [42].

Подставляя в выражение (4) принятые значения
κ ≈ 1900 Вт/К/м, ∆Te = 1000 К и tcool = 0.5 пс,
получаем Qehc = 1 мДж/см2, т. е. за время tcool
электронный тепловой поток (2) уносит из поверх-
ностного слоя в объем более четверти поглощенной
энергии Fabs = 3.7 мДж/см2.

Сильнейшее электронное охлаждение за счет
теплопроводности существенно снижает пиковое
значение TTR на рис. 1 уже на промежутке време-
ни поглощения энергии pump-импульса. В наших
экспериментах длительность pump-импульса была
довольно значительной: 150–200 фс. Это обстоя-
тельство объясняет разность высоты TTR-пиков
объемной и пленочной мишеней на рис. 1.

Теперь оценим темп охлаждения электронной
подсистемы пленки толщиной df = 100 нм. Соответ-
ствующая зависимость TTR показана красной кри-
вой на рис. 1. Такая оценка позволит нам определить
величину коэффициента электрон-фононного обме-
на α в формуле (3).

В соответствии с формулой (3) запишем

∆Eei = αTedf tcool−film . (5)

В (5) величина ∆Eei дает снижение энергии, за-
пасенной в пленке, за время охлаждения пленки
tcool−film . Величина ∆Eei относится к единице пло-
щади пленки. Снижение происходит за счет переда-
чи энергии в решеточную подсистему. В (5) в разни-
це температур из формулы (3) пренебрегаем ионной
температурой Ti.

Возьмем обычно принимаемое значение коэффи-
циента электрон-фононного обмена

α = 0.2 · 1017 Вт/К/м3. (6)

Эта величина соотвествует значению коэффициента
электрон-фононного обмена для золота при малых
нагревах. Примем за Te в (5) среднюю температу-
ру 3100 К на отрезке снижения температур от 3600

до 2600 К. Эти температуры определяются из зако-
на сохранения энергии по поглощенной энергии и
фермиевского выражения для плотности электрон-
ной энергии, см. выше. Согласно красной кривой на
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Рис. 3. (В цвете онлайн) Штриховая горизонталь соответ-

ствует ∆R = 0, т. е. возвращению коэффициента отра-

жения probe-импульса на комнатное значение. Как видим,

температура пленки примерно в 4–5 раз выше температу-

ры поверхности объемной мишени. Дело в том, что пленка

нанесена на подложку из стекла. Теплопроводность стекла

намного меньше теплопроводности золота. По ∆R мы су-

дим о температуре, поскольку на однотемпературной (1Т)

стадии отклонение ∆R примерно пропорционально тем-

пературе. Опыты, с помощью которых получены кривые

TTR, описаны в разд. 8 и 9

рис. 1 длительность промежутка времени на полу-
высоте пика равна примерно 4.5 пс. Примем это вре-
мя за время охлаждения tcool−film в выражении (5).
Подставляя эти значения в выражение (5), находим,
что ∆Eei = 2.8мДж/см2. Это значение примерно
равно поглощенной пленкой энергии 3.4 мДж/см2.

Для нашей пленки с df = 100 нм поглощен-
ная энергия Fabs |lim = 3.4 мДж/см2 является
предельной, т. е. не удается провести измерения
TTR при значениях Fabs , превышающих этот пре-
дел. Это обусловлено отсутствием теплоотвода в
объем, который охлаждает поглощающую поверх-
ность. На рис. 3 показаны продленные по време-
ни (по сравнению с рис. 1) зависимости TTR. По-
нятно, что ультратонкая пленка на стекле охла-
ждается в промежутке времени t4 между pump-
импульсами намного меньше, чем объемная мишень
из золота; теплопроводность стекла на два поряд-
ка ниже теплопроводности золота. Поэтому предел
Fabs |lim ≈ 60 мДж/см2 гораздо выше для объемной
мишени.

Таким образом, к сожалению, нет возможности
сравнивать TTR на пленочной и объемной мишенях
при более сильных нагревах Fabs > 3.4 мДж/см2,

как это сделано на рис. 1. В диапазоне энергий
3.4 < Fabs [мДж/см2 ]< 60 придется ограничиться
данными, полученными на объемных мишенях.
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Рис. 4. То же, что на рис. 3 для объемной мишени, но

при поглощенной энергии Fabs в 16 раз больше. Схе-

ма, иллюстрирующая взаимосвязь временных зависимо-

стей интенсивности I(t) pump-импульса и TTR, представ-

лена на рис. 5

Два основных вывода, которыми следует завер-
шить данный раздел, следующие.

Во-первых, в объемных мишенях на 2Т-стадии
охлаждение скин-слоя обусловлено в основном элек-
тронной теплопроводностью.

Во-вторых, теоретические значения для коэффи-
циентов κ (см. рис. 2) и α (6) пригодны для опи-
сания эксперимента. Ниже будет показано, что при
поглощенных энергиях выше примерно 30 мДж/см2

теоретические значения этих коэффициентов стано-
вятся непригодными для описания опытов.

Из дальнейшего изложения будет ясно, что тезис
об определяющей роли электронного теплового по-
тока сохраняется при сильных нагревах. Это имеет
место для случая объемной мишени, для 2Т-стадии
и для случая, когда энергия существенно выше пре-
дела Fabs = 3.4 мДж/см2 «прогорания» пленки зо-
лота толщиной 100 нм на частоте повторения pump-
импульсов в несколько десятков–сотен гигагерц в
технике lock-in.

3. ОПРЕДЕЛЯЮЩАЯ РОЛЬ
ЭЛЕКТРОННОЙ ТЕПЛОПРОВОДНОСТИ

На рис. 4 показана начальная часть (полное на-
блюдение продолжалось до 350 пс) эксперименталь-
ной зависимости TTR для объемной мишени. Дан-
ные собраны на пределе «прогорания» для объем-
ной мишени. Удалось получить эти результаты при
рекордном значении поглощенной энергии Fabs . Ре-
корд был достигнут благодаря сверхнизкой часто-
те 1/t4 = 31 Гц следования импульсов в технике
lock-in — см. разд. 1.
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Максимум зависимости TTR на рис. 4 смещен
относительно максимума временного хода интен-
сивности

I(t) ≈ I0 exp(−t2/τ2L)

примерно в область перегиба аппроксимации Гаус-
са на нисходящем крыле функции Гаусса, см. рис. 5.
При плохом теплоотводе и малом значении коэффи-
циента α, определенного в формуле (3), точка M на
рис. 5 смещается вправо относительно точки t = 0,

вниз по нисходящему крылу. И наоборот, при быст-
ром теплоотводе и медленном вводе лазерной энер-
гии в слой поглощения (скин-слой) точка M смеща-
ется влево. Участок от начала облучения и до мак-
симума TTR обозначен цифрой 1 на рис. 5.

Оценки и численное моделирование 2Т-гидро-
динамическим кодом показывают, что спад элек-
тронной температуры поверхности Te|surf и TTR
на участке 2 на рис. 5 происходит в основном за
счет электронной теплопроводности. В этом отноше-
нии случай с сильным нагревом, рассматриваемый
здесь, не отличается от случая со слабым нагревом,
рассмотренным в разд. 2.

Постепенно по мере снижения TTR и температу-
ры Te|surf темпы охлаждения поверхности за счет
теплопроводности κ и за счет теплопередачи в ре-
шетку α сравниваются. Это происходит на заклю-
чительном участке 3 2Т-стадии на рис. 5. На этом
переходе от 2Т-стадии к однотемпературной (1Т)
стадии (когда Te ≈ Ti ) Te|surf все еще существен-
но выше Ti|surf .

Номинально участок 4 на рис. 5 — это 1Т-учас-
ток теплового течения, поскольку локально по объ-
ему мишени температуры Te(x, t) и Ti(x, t) пример-
но равны. На самом деле 2Т-эффект здесь скры-
то присутствует. Теперь температура Te|surf немно-
го меньше, чем температура Ti|surf . Такое условие
обеспечивает продолжение охлаждения поверхности
на 1Т-стадии. Как будет показано ниже, только при
правильном выборе чисто 2Т-коэффициента α обес-
печивается верный временной ход снижения темпе-
ратуры поверхности, а значит, и TTR на участке 4.
Поэтому участок 4 называется скрытым 2Т-участ-
ком (latent presence of α).

В данном разделе мы будем в основном анализи-
ровать участок 2 на рис. 5. Необходимо понять, ка-
ким образом происходит пространственное распро-
странение поступающей и уже поступившей в скин-
слой радиационной энергии. Повторим оценки, ко-
торые применялись в разд. 2 при малых радиацион-
ных потоках. Эти оценки основаны на законе сохра-
нения энергии, уравнении теплопроводности и урав-
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Рис. 5. (В цвете онлайн) Pump-импульс показан крас-

ным бугорком, его максимум достигается в момент вре-

мени t = 0. Данная схема поясняет характерные участки

1–2–3–4 временной зависимости TTR (черная кривая) и

синхронизацию pump-импульса и TTR во времени (EHC —

electron heat conduction)

нении, описывающем обмен энергией между элек-
тронной и ионной подсистемами.

Запишем закон сохранения энергии в виде

γ

2
T 2
e =

Fabs

d
.

Отсюда

Te =
√
2Fabs/dγ.

При сильных нагревах можно пренебречь начальной
комнатной температурой Trt и вместо (Te−Trt)2 пи-
сать T 2

e . Фиксируем энергию Fabs =59.36 мДж/см2

и возьмем γ = 120 Дж/К2/м3. Мы увеличили эф-
фективное значение коэффициента γ по сравне-
нию со значением, следующим из теории ферми-га-
за. Это необходимо, для того чтобы учесть повы-
шение электронной теплоемкости из-за подключе-
ния электронов d-зоны золота 5d106s1 при значе-
ниях Te больше 5 кК [17, 43]. Толщину слоя, при-
нимающего радиационную энергию, нормируем как
d = d20 · 20 нм, где d20 — безразмерное отношение.
Как будет видно, теплопроводность κ при высоких
температурах Te сильно подавлена. Поэтому нами
выбрано значение 20 нм вместо 100 нм при слабых
нагревах, см. разд. 2. Подставляя указанные значе-
ния, получаем

Te = 22/
√
d20, (7)

где температура Te дается в килокельвинах. Оцен-
ка (7) согласуется с данными численного моделиро-
вания 2Т-гидрокодом. Эти данные будут приведены
ниже.

Повторим оценку (4) для теплового потока, вы-
носящего поглощенную радиационную энергию по
электронной подсистеме из слоя d. Заменим в этой
оценке толщину пленки df на толщину 20 d20 нм
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и подставим вместо температуры ∆Te температу-
ру (7). В результате получим

Qehc = κ
√
2Fabs/d3γ tcool =

= 1.1 · 1014 κ1000 tcool/d3/2
20 мДж/см2

. (8)

Здесь tcool — время охлаждения слоя d вследствие
действия электронной теплопроводности, которое
задается в секундах; коэффициент теплопроводно-
сти κ = 1000 записан в виде κ = 1000κ1000 Вт/К/м.
Охлаждение обусловлено передачей энергии в объ-
ем посредством теплопроводности.

Посмотрим, какое время охлаждения t∗cool пона-
добится, чтобы вынести из слоя d всю поглощенную
энергию Fabs = 59.36 мДж/см2. В соответствии с
этим запишем

Qehc = Fabs ,

где энергия Qehc дается выражением (8). Отсюда
получаем

t∗cool = (1/κ)
√
Fabs d3 γ/2 =

= 0.53 d
3/2
20 /κ1000 пс. (9)

Согласно оценке (9), требуется существенное умень-
шение коэффициента теплопроводности κ, чтобы
замедлить вывод энергии из поверхностного слоя до
5–7 пс. Время 5–7 пс соответствует времени спада
TTR на экспериментальной зависимости на рис. 4.

4. ТЕПЛОВОЙ ПОТОК

В разд. 3 приведены оценки энергии (8), пе-
реданной в объем за счет теплопроводности. На
рис. 6 показаны мгновенные расчетные профили
(не оценка) потока q(x, t = 0) (2), полученные
интегрированием 2Т-уравнений; система урав-
нений выписана в работах [44, 45]. Аналогичные
уравнения применяются в работе [46]. Как видим,
интенсивность pump-импульса I0 намного (в 26
раз) превосходит электронный тепловой поток
q(x = 20 нм, t = 0) = 8.6 · 109 Вт/см2, это поток
в точке b на рис. 6. Максимальной интенсивности
излучения I0 = 2.23 · 1011 Вт/см2 соответствует
красный кружок на рис. 6. Поэтому длительность
охлаждения поверхности существенно превышает
длительность pump-импульса τL.

Отрезки ab и cd нанесены на рис. 6, чтобы оправ-
дать выбор характерной толщины поверхностного
слоя d = 20 нм, принятый при оценках в разд. 3.
Можно выбрать d еще меньше, но большие толщи-
ны выбирать не целесообразно, поскольку поток в
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Рис. 6. (В цвете онлайн) Распределение потока (2) по про-

странству в момент t = 0, когда достигается максимум

интенсивности I0 = π−1/2Fabs/τL поглощаемого радиаци-

онного потока I(t); τL = 150 фс. Этот максимум отмечен

красным кружком вверху. Синяя кривая относится к слу-

чаю с пятикратным (коэффициент ke) усилением вклада

в тепловое сопротивление за счет электрон-электронного

рассеяния, см. разд. 5

точке b равен 8.6 · 109 Вт/см2, а изменение потока
(отрезок cd) на промежутке 20 < x < 40 нм рав-
но 1.6 · 109 Вт/см2, т. е. в 5 раз меньше. Максимум
потока q (2) находится на глубине примерно 10 нм.

В расчетах 43 и 44, представленных на рис. 6,
применялся 2Т-гидродинамический код без учета
гидродинамического движения: скорость u(x, t) ≡ 0,

см. [44, 45]. Сравнение расчетов 42 (с гидродинами-
кой) и 43 (неподвижная среда) показано на рис. 7–
9. Отклик TTR на воздействие pump-импульса
определяется эволюцией параметров поверхности:
Te(t)|surf , Ti(t)|surf и плотности золота ρ(t)|surf .
Как видим, на временной ход температур поверхно-
сти наличие течения влияет слабо, см. рис. 7. Плот-
ность золота на поверхности ниже на 2–3% в слу-
чае учета движения, см. рис. 8. Эти различия мало
сказываются на зависимости TTR. Следовательно,
при поглощенных энергиях от 60 мДж/см2 и ниже
при вычислении TTR можно не учитывать гидроди-
намику. Энергия 60 мДж/см2 — это примерно чет-
верть энергии относительно порога абляции; описа-
ние настолько высоких флюенсов требует отдельно-
го исследования. Разумеется, возле порога абляции
пренебрегать гидродинамикой нельзя.

Как было сказано выше, в нашем диапазоне
энергий Fabs на сигнал TTR течение в мишени
сказывается слабо. Однако имеется любопытная
деталь. Это акустическое распространение в тол-
щу мишени следа от кратковременного повышения
электронного давления pe на начальном отрезке 2Т-
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Рис. 7. (В цвете онлайн) Зависимости от времени элек-

тронной Te(t)|surf и ионной Ti(t)|surf температур поверх-

ности. Сравниваются результаты численного моделирова-

ния при одинаковых значениях исходных параметров. Раз-

ница в том, что в расчете 42 интегрируется полная система

гидродинамических уравнений, см. [44,45], а в расчете 43

в системе оставлены только тепловые уравнения
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Рис. 8. (В цвете онлайн) Временная зависимость плотно-

сти золота на поверхности ρ(t)|surf . В расчете 42 учтена

гидродинамика (красная кривая). Поэтому вследствие на-

грева происходит расширение (см. смещение ∆ на рис. 9) и

плотность уменьшается. В расчете 43 движения нет: u ≡ 0.

Следовательно, плотность объемной мишени однородна и

равна начальной плотности

стадии. Этот след в виде резкого зубца ясно ви-
ден на рис. 9. Электронное давление pe учитывает-
ся в 2Т-уравнении состояния, которое необходимо
для решения полной системы уравнений 2Т-гидро-
динамики [44, 45]. Уравнение состояния берется из
квантовомеханических расчетов фотовозбужденно-
го золота, см. [17].

С зубцом на рис. 9 связано резкое падение плот-
ности на рис. 8. Координата максимума на рис. 8
равна 5.2 пс. Максимум отмечен стрелкой. Продол-
жительность спада плотности от момента начала
действия pump-импульса и до момента 5.2 пс обу-
словлено действием давления pe. Это время корре-
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Рис. 9. (В цвете онлайн) Мгновенные пространственные

профили ионной температуры на момент 30 пс. Анали-

зируется влияние движения на профиль. Из-за движения

происходит смещение границы на отрезок ∆. Яркий зубец

на красной кривой обусловлен резким повышением элек-

тронного давления pe вследствие воздействия pump-им-

пульса

лирует со временем спада сигнала TTR. На рис. 4
ширина пика TTR на его полувысоте равна 5–7 пс.

5. КОЭФФИЦИЕНТ ТЕПЛОПРОВОДНОСТИ

На рис. 6 показаны две мгновенные зависимо-
сти распределения электронного теплового пото-
ка q(x, t) (2). Они относятся к разным зависимо-
стям коэффициента теплопроводности κ(Te, Ti, ρ).

Как говорилось выше, коэффициент κ вычислялся
теоретически. Коэффициент κ находился сложени-
ем тепловых сопротивлений,

s = 1/κ, s = kesee + sei .

Сопротивление see вычислялось по физической мо-
дели, предложенной в работе [41] для алюминия, с
модификацией этой модели на случай золота. Рабо-
та [41] основана на решении кинетического уравне-
ния в тау-приближении. Сопротивление see возни-
кает из-за электрон-электронных рассеяний. Элек-
трон-фононный вклад κei = 1/sei брался согласно
работе [42] для золота в 2Т-состояниях.

Весовой множитель ke нужен нам, для того что-
бы согласовать расчетные и экспериментальные ре-
зультаты. Теории соответствует значение ke = 1.

На рис. 10 представлены зависимости, относящие-
ся к красной и синей кривым на рис. 6. К красной
кривой на рис. 6 относится верхняя группа из трех
кривых на рис. 10. К синей кривой соответственно
относится нижняя группа.

Нижняя группа из трех кривых на рис. 10 пред-
ставляет случай с достаточно сильно подавленным
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Рис. 10. (В цвете онлайн) Теоретические зависимости ко-

эффициента теплопроводности κ от температуры Te при

фиксированных температуре Ti = 300 К и плотности (по-

казаны тонкой синей и толстой зеленой кривыми). Эти

кривые изображены в диапазоне температур Te до 20 кК.

Толстой и тонкой красными кривыми показаны мгновен-

ные профили коэффициента κ на момент 0.2 пс для рас-

четов номер 43 и 44 соответственно. Точка окончания про-

филя, отмеченная вертикальным отрезком, соответствует

максимуму температуры Te на профиле на данный мо-

мент времени. С течением времени температура в макси-

муме снижается. Максимум достигается на границе. Мо-

менту 0.2 пс соответствует самая высокая температура Te

поверхности. Штриховые кривые относятся к профилям на

момент 1 пс

электронным вкладом в теплопроводность. Это до-
стигается с помощью увеличения множителя ke.

Увеличение ke приводит к усилению теплового со-
противления из-за электрон-электронного взаимо-
действия. При этом коэффициент теплопроводно-
сти κ уменьшается. Зависимости коэффициента κ

от электронной температуры Te представлены на
рис. 10 в диапазоне температур до 20 кК. Это синяя
сплошная и зеленая сплошная кривые. Зависимости
от температуры Te показаны при фиксированной
ионной температуре Ti = 300 К и при фиксирован-
ной плотности. Плотность равна плотности золота
ρ0 при нормальных условиях. Величина x = ρ/ρ0
равна плотности, нормированной на плотность ρ0
(не следует путать обозначенное таким образом от-
ношение плотностей с координатой). На графиках
(синяя и зеленая кривые) на рис. 10 имеем x = 1.

При комнатных условиях теплопроводность зо-
лота равна κ = 318 Вт/К/м. Теория воспроизводит
это значение. Из него начинаются синяя и зеленая
зависимости на рис. 10. В 1Т-условиях величина κ

слабо зависит от температуры вплоть до темпера-
туры плавления; как известно, после плавления ко-
эффициент κ снижается в 2–3 раза. Слабая зави-

симость от температуры коэффициента κ твердого
золота связана с тем, что рост частоты νei элек-
трон-фононных столкновений компенсируется рос-
том теплоемкости электронов — переносчиков теп-
ла. При низких температурах частота электрон-
фононных взаимодействий доминирует над часто-
той νee электрон-электронных столкновений.

Понятно, что если зафиксировать температу-
ру Ti и увеличивать температуру Te, то коэффици-
ент κ будет увеличиваться. Это связано с частич-
ным снятием вырождения электронов и ростом теп-
лоемкости на этой основе при фиксированной час-
тоте электрон-фононных столкновений νei ∝ Ti.

Этому участку зависимости 2Т-теплопроводности
κ(Te, Ti, ρ) соответствует рост синей и зеленых кри-
вых на рис. 10.

При дальнейшем росте температуры Te часто-
та νee становится равной частоте νei , а затем на-
чинает ее превышать. Для грубых оценок можно
принимать, что частота νee растет пропорциональ-
но квадрату температуры Te. Точная зависимость
отклоняется от закона νee ∝ T 2

e , см. [41]. Из-за это-
го линейный рост коэффициента κ с ростом темпе-
ратуры Te при фиксированной температуре Ti пре-
кращается. Это прекращение роста происходит при-
мерно при температуре Te ≈ 3.2 кК для синей кри-
вой и Te ≈ 1.8 кК для зеленой кривой, см. рис. 10.

При численном моделировании в код заклады-
валась теоретическая формула для коэффициента
κ. В расчете 43 (44) использовался коэффициент κ

со значением ke = 1 (ke = 5). Результаты расче-
тов 43 и 44 сравниваются на рис. 6 и 10. В расчете
находятся функции Te(x, t) и Ti(x, t). По ним опре-
деляются остальные функции, например, тепловой
поток q(x, t) (2), см. рис. 6, или мощность теплопе-
редачи Ėei (3).

Возьмем из расчета мгновенный профиль
коэффициента теплопроводности κ(x, t = tfix ) по
пространственной переменной x. Возьмем из рас-
чета также профиль электронной температуры
Te(x, t = tfix ) на тот же момент времени tfix .

Исключим из этой пары функций аргумент x. В
результате получим зависимость κ(Te, t = tfix ) на
момент времени tfix .

Именно такие параметрические профили на мо-
менты времени 0.2 и 1 пс изображены на рис. 10.
Одна пара профилей на моменты 0.2 и 1 пс отно-
сится к расчету 43, другая — к расчету 44. В вы-
бранные моменты времени ионная температура не
успела заметно измениться по сравнению с исход-
ной; исходной (т. е. до облучения) была комнатная
температура. Понятно поэтому, что указанные про-

3 ЖЭТФ, вып. 2
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Рис. 11. (В цвете онлайн) Зависимости от времени квад-

рата поверхностной электронной температуры Te. Видно,

что ограничение теплового потока уширяет пик квадрата

температуры примерно до соответствия эксперименталь-

ным результатам, приведенным на рис. 4. Синяя кривая

относится к расчету 44 с подавленным (ke = 5) коэффи-

циентом теплопроводности κ

фили близки к температурной зависимости коэффи-
циента теплопроводности при ионной температуре
Ti = 300 К, принятой в расчетах 43 или 44 (выбор
коэффициента ke).

По мере роста времени tfix параметрические про-
фили на рис. 10 отходят от температурной зависи-
мости коэффициента теплопроводности κ при ион-
ной температуре Ti = 300 К. Это обусловлено рос-
том ионной температуры на профиле Ti(x, t = tfix )

по сравнению со значением 300 К. Сплошные пара-
метрические кривые относятся к моменту времени
0.2 пс. Тонкая красная кривая получена из расчета
43, толстая красная кривая — из расчета 44. Кри-
вые, показанные мелкими штрихами, представля-
ют момент 1 пс. Малиновые штрихи — это расчет
43, а черные — расчет 44. В расчете 44 темпера-
тура Ti возрастает медленнее. Поэтому разделение
между параметрическим профилем, с одной сторо-
ны, и зависимостью коэффициента теплопроводно-
сти от электронной температуры, с другой стороны,
происходит медленно. Если бы ионная температура
на профиле оставалась равной 300 К, то разделения
этих кривых не было бы.

Основные выводы данного раздела следующие.
Во-первых, электронный тепловой поток q доми-

нирует в качестве механизма охлаждения скин-слоя
при энергиях Fabs ≈ 60 мДж/см2. Это энергии по-
рядка четверти от порога абляции и несколько ниже
порога плавления.

Во-вторых, поток q не справляется с отводом
в объем поглощаемого радиационного потока энер-

гии I, см. рис. 6. В связи с этим при указанных энер-
гиях и длительностях импульса время остывания
скин-слоя существенно превышает длительность ла-
зерного pump-импульса.

В-третьих, только при существенном ограниче-
нии теплового потока можно в теории добиться су-
щественного уширения пика TTR (снижения тем-
па сброса энергии из скин-слоя), соответствующего
эксперименту. На этом основании выбор в модели
теплопроводности сделан в пользу величины мно-
жителя ke = 5. Соответственно выбираем синюю
кривую на рис. 6.

Чтобы обосновать третий вывод, мы приводим
рис. 11. Понятно, что снижение электронного теп-
лового потока замедлит темп спада электронной
температуры на ранней стадии, когда поглощенная
энергия сосредоточена почти полностью в электрон-
ной подсистеме. Как это скажется на сигнале TTR?
Очевидно, пик TTR станет шире, см. рис. 4. Данные
оптической модели будут приведены ниже. Здесь
же ограничимся оценкой. Считаем, что форма сиг-
нала TTR в верхней части определяется частотой
электрон-электронных рассеяний νee . Для грубой
оценки можно принять, что частота νee ∝ Te|2surf .
В соответствии с этим на рис. 11 приведен ход во
времени квадрата температуры Te на поверхности.

6. ЭЛЕКТРОН-ФОНОННОЕ
ВЗАИМОДЕЙСТВИЕ

Важную роль играет передача энергии из элек-
тронной подсистемы в ионную. Соответствующая
удельная мощность дается формулой (3). Уравне-
ние баланса энергии электронной подсистемы имеет
вид [44, 45]

ρ0
∂(Ee/ρ)

∂t
= − ∂q

∂x0
− Ėei +

ρ0
ρ
Q− pe

∂u

∂x0
. (10)

В правой части уравнения три основных действую-
щих члена. Это электронная теплопроводность (2),
электрон-фононное тепловое взаимодействие (3) и
короткодействующий (τL = 150 фс) источник по-
глощаемой лазерной энергии Q. Четвертое слагае-
мое связано с механической работой. В рассматри-
ваемых условиях оно мало, см. пояснения по этому
поводу на рис. 7–9.

На самой начальной стадии имеет место интен-
сивная вспышка — член Q доминирует, см. рис. 6.
Далее по времени следует стадия доминирования
первого слагаемого (электронная теплопроводность,
EHC — electron heat conduction), см. схему на рис. 5.
Наконец, в конце 2Т-стадии и на всем дальнейшем
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протяжении 1Т-стадии второй (2) и третий (3) чле-
ны одного порядка и дополняют друг друга в транс-
порте тепла в металле при относительно невысоких
температурах. На этой стадии транспорт тепла осу-
ществляют электроны, а отдача или аккумуляция
энергии происходит в решеточной подсистеме, теп-
лоемкость которой намного больше при этих темпе-
ратурах, чем электронная теплоемкость.

В 2Т-гидродинамическом коде используется од-
номерная по оси x схема разбиения на лагранже-
вы узлы, см. [44, 45]. Разумеется, одномерный под-
ход оправдан, поскольку размер пятна освещения на
поверхности (от единиц до тысяч микрометров) оп-
тическим лазером больше глубины прогрева фс-им-
пульсом (доли микрометра, см. рис. 6, 9). В выраже-
нии (10) переменная x0 — лагранжева координата,
ρ0 — плотность золота при нормальных условиях.
До воздействия pump-импульса мишень однородна
и ее плотность равна ρ0.

В численных расчетах применялась аппроксима-
ция коэффициента α вида

α(Te, ρ) = 0.2
1 + (Te/5060)

2

1 + (Te/7050)5

(
ρ

ρ0

)5/3
. (11)

В формуле (11) величина α приведена в единицах
1017 Вт/К/м3. Эта аппроксимация учитывает дан-
ные работы [27] по определению зависимости коэф-
фициента обмена α (3), (11) от электронной темпе-
ратуры.

Сравнение потерь энергий в скин-слое за счет
теплопроводности (2) и за счет нагрева решетки (3)
приведено на рис. 12 и 13. Тепловой поток q (2) и
удельная (на единицу объема) мощность обмена теп-
лом между подсистемами (3) — разные по физиче-
скому смыслу и размерности величины. Нас инте-
ресует охлаждение поверхностного слоя с толщиной
порядка толщины скин-слоя. За толщину этого по-
верхностного слоя взята величина d = 20 нм, см.
разд. 3 и формулу (7). На рис. 12 и 13 сравниваются
тепловой поток q(x = 20 нм, t) и величина E20 (12).

На рис. 12 и 13 показан тепловой поток
q(x = 20 нм, t), который выводит электронную
энергию из слоя d через правую границу данного
слоя. Это так, поскольку граница с вакуумом (ле-
вая граница слоя d) является теплоизолированной:
на ней указанный поток равен нулю, см. рис. 6.
Таким образом поток q охлаждает слой d. Другой
важный источник изменения внутренней энергии
электронной подсистемы, сосредоточенной в слое
d, это обмен энергиями между подсистемами, E20.

Эта величина определена как интеграл от стока
(или притока) энергии в электронную подсистему
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Рис. 12. (В цвете онлайн) Сравнение потоков энергии. По-

ток q(x = 20 нм, t) выносит энергию электронной под-

системы из поверхностного слоя толщиной d. Поток E20

(12) убавляет (или добавляет) энергию в электронную под-

систему, принадлежащую слою d. Сведения, следующие

из показанного здесь численного расчета, иллюстрируют

участки 2, 3 и 4 на схеме на рис. 5. На участке 2 (выражен-

ная 2Т-стадия) доминирует поток q. Затем на последую-

щем участке 3 потоки q и E20 сближаются. На участке 4

эти потоки примерно равны по абсолютной величине
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Рис. 13. (В цвете онлайн) Данный рисунок повторяет

предыдущий, но с логарифмической вертикальной осью.

Видим, что на 2Т-стадии поток q более, чем на поря-

док превосходит поток E20, связанный с обменом меж-

ду электронной и фононной подсистемами. На 1Т-стадии

эти потоки примерно одинаковы. Зеленая стрелка справа

указывает на значение потока E20 в момент 30 пс. В этот

момент поток E20 имеет отрицательный знак. На данном

рисунке мы заменили этот знак на положительный, чтобы

можно было пользоваться осью логарифмов. Итак, после

перехода от Te|surf > Ti|surf к Te|surf < Ti|surf потоки q и

E20 имеют разные знаки. При этом по абсолютной вели-

чине они примерно равны и т. о. компенсируют друг друга

E20(t) =

d∫

0

Ėei(x, t) dx. (12)
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Здесь подынтегральная величина дается форму-
лой (3). Знак E20 зависит от знака разницы тем-
ператур в формуле (3).

На участке 1 на схеме на рис. 5 в электрон-
ную подсистему слоя d за время τL = 150 фс
закачивается поглощенная энергия. В рассматри-
ваемом здесь варианте эксперимента эта энергия
равна 59.36 мДж/см2. На участке поглощения 1

радиационный поток (интенсивность I ) намного
превышает охлаждающий электронный тепловой
поток q, см. рис. 6. Поэтому электронная темпера-
тура поверхности резко возрастает. На участке 2

снижение электронной температуры в основном обу-
словлено действием потока q, см. рис. 12 и 13. При-
чем из рис. 11 следует, что при описании коэффици-
ента теплопроводности при температурах Te = 10–
18 кК следует пользоваться не нашей теоретической
кривой с ke = 1, см. рис. 10 и 11, а зависимостью с
сильно подавленным коэффициентом κ (параметр
ke = 5), см. обсуждение в разд. 5 и рис. 11.

Участок 3 на схеме на рис. 5 является переход-
ным между 2Т-и 1Т-стадиями. На 1Т-стадии темпе-
ратуры Te(x, t) и Ti(x, t) локально примерно одина-
ковы. Аналог рис. 7 для расчета 44 дает для времени
окончания перехода (т. е. окончания участка 3) зна-
чение 31 пс. Примерно в этот момент времени рез-
кое уменьшение электронной температуры Te|surf (t)
на поверхности сменяется на медленное уменьше-
ние температуры Te|surf (t). Расчету 43 на рис. 7 это-
му моменту соответствует значение 22 пс. Момент
окончания переходного участка 3 показан отрезком
3–4 на рис. 5. Началом участка 3 на рис. 5 естествен-
но положить время примерно 10 пс, когда происхо-
дит сближение потоков q(x = 20 нм, t) и E20(t) (12),
см. рис. 12 и 13.

В конце участка 3 электронная температура по-
верхности становится меньше, чем ионная темпера-
тура поверхности. Это знаменательный момент. Для
расчетов 43 и 44 это происходит в моменты времени
21 и 26 пс соответственно. Далее из поверхностного
слоя d потоком q выводится в объем энергия, на-
копленная именно в ионной подсистеме.

До этого знаменательного момента поток q вы-
водил энергию Ee электронной подсистемы. Энер-
гия Ee была мала и все-таки убывала за счет по-
тока q (и за счет потока E20 тоже, разумеется).
При этом энергия ионной подсистемы Ei увеличи-
валась за счет притока (12) — поток E20 имел знак
плюс. После смены знака разницы поверхностных
температур начинается убывание накопленной энер-
гии Ei. В конце участка 3 энергия Ee пренебрежимо
мала по сравнению с энергией Ei. Это обусловлено
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Рис. 14. (В цвете онлайн) Иллюстрация совместной ра-

боты фононной и электронной подсистем в деле переда-

чи тепла из горячей области в холодную. Фононы с боль-

шой теплоемкостью играют роль хранителей тепла, а лег-

кие, быстрые электроны осуществляют передачу тепла, см.

текст. Длина расчетного участка постепенно увеличива-

ется. Это необходимо, чтобы исключить влияние правой

границы, находящейся далеко в толще мишени. В момент

30 пс правая граница находится на расстоянии 2 мкм

громадной разностью теплоемкостей подсистем при
низких температурах.

На участке 4 происходит снижение энергии Ei
поверхностного слоя d. За промежуток времени dt

малая порция dEi энергии Ei передается в элек-
тронную подсистему, поскольку Te < Ti, см. (3). За-
тем эта порция за указанный промежуток времени
выводится из слоя d электронным потоком q. Отме-
тим, что разница поверхностных температур Ti−Te
значительна по величине. При t = 50 пс эта раз-
ница составляет 200 К (примерно 20% от темпера-
туры Te.) Постепенно разность температур Ti − Te
уменьшается — при t = 400 пс она равна 80 К (10%
от температуры Te). Условие Ti > Te на темпера-
туры поверхности обеспечивает продолжение охла-
ждения поверхности на 1Т-стадии. Естественно на-
звать данное явление скрытым присутствием 2Т-
эффектов на номинально 1Т-стадии.

В момент времени 30 пс смена знака разности
Ti − Te как функции координаты x происходит в
точке x = 142 нм. Эта точка отмечена косой черной
стрелкой на рис. 14. Таким образом, при x < 142 нм
энергия dEi изымается из более горячей ионной
подсистемы и при x > 142 нм, наоборот, пере-
дается в более холодную ионную подсистему, см.
рис. 14. На рис. 14 голубые стрелки вниз на участ-
ке x < 142 нм иллюстрируют передачу энергии от
фононов (они горячее) в электроны — охлаждение
фононов. Наоборот розовые стрелки вверх на по-
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Рис. 15. (В цвете онлайн) Сравнение расчета 44 с экс-

периментом. Поглощенная энергия Fabs берется такой,

как в данном опыте с энергией лазерного pump-импуль-

са 8 мкДж и энергией Fabs = 59.36 мДж/см2. Красная

кривая — расчет, черная — опыт в технике lock-in. Опти-

ческая модель, по которой выполнен пересчет временных

зависимостей Te, Ti, ρ на поверхности в TTR, описана ни-

же в разд. 11

луоси 142 нм < x < ∞ указывают на нагрев фо-
нонов на этой полуоси. Аналогичный эффект при
боковом температурно-диффузионном расширении
пятна нагрева подмечен недавно в работе [47]. Там
он назван отрицательной теплопроводностью. На са-
мом деле это обычный механизм теплопроводности,
работающий в 1Т-условиях. В точке x = 142 нм рас-
полагается перегиб мгновенного профиля электрон-
ной температуры. С течением времени точка смены
знака разности Ti−Te перемещается глубже и глуб-
же в толщу мишени. При этом локальная разность
температур, отнесенная к локальной температуре,
становится все меньше и меньше.

В заключение данного раздела скажем, что ана-
лиз потоков q и E20, показанных на рис. 12 и 13, поз-
волил нам глубже понять физический смысл участ-
ков 2, 3 и 4 на рис. 5.

7. СРАВНЕНИЕ ТЕОРИИ И ОПЫТОВ

На рис. 15 и 16 сравниваются теоретически-
численное и экспериментальное TTR, т. е. функции
от времени ∆R(t)/R0, где ∆R = R(t) − R0, R0 —
коэффициент отражения мишени из золота при нор-
мальном падении электромагнитной волны (probe)
с длиной волны 800 нм при нормальных условиях:
температура 293 К, давление равно 1 атм. Отметим,
что в технике lock-in определяется изменение коэф-
фициента отражения ∆R, а не сам коэффициент от-
ражения R. На рис. 15 и 16 время отсчитывается от
максимума импульса накачки (pump).

� �� ��
�

����

����

7KHRU\�H[SHULPHQW
FRPSDULVRQ

7KHRU\��VLPXODWLRQ����

H[SHULPHQW��� -

Рис. 16. (В цвете онлайн) Подробно показан 2Т-участок и

область перехода в 1Т-стадию. Цвета, как на рис. 15

Зависимости на рис. 15 и 16 ясно делятся на
стадии быстрого и медленного спада сигнала TTR.
Первая стадия состоит из участков 1, 2 и 3 — рез-
кое нарастание и быстрый спад амплитуды TTR, см.
определения участков на рис. 5. Вторая стадия —
это участок 4. Разделение стадий имеет место в
точке 3–4 на рис. 5. На участке 4 продолжается спад
амплитуды TTR, но в гораздо более медленном тем-
пе. Обсуждению физических механизмов нагрева и
охлаждения был посвящен разд. 6.

Важно отметить, что с помощью разработанной
модели (описание параметров κ и α) удалось опи-
сать участок 4 с медленным затуханием амплиту-
ды TTR. В предыдущей нашей статье по этой те-
ме [27] медленное затухание отсутствовало — ам-
плитуда TTR выходила на постоянное значение на
участке 4, тогда как опыт указывал на снижение
TTR, см. рис. 5 в статье [27].

В настоящей работе найдено, что отсутствие за-
тухания в работе [27] было связано с выбором ап-
проксимации для параметра α. В статье [27] в ка-
честве зависимости α(Te) для золота была выбрана
зависимость из статей [48, 49]. Аппроксимация этой
зависимости имеет вид [49]

α =

(
0.2 +

(Te|eV )3.6

1 + (Te|eV )3.5 + 0.9(Te|eV )4.1

)
×

×
(
ρ

ρ0

)5/3
. (13)

Значения α(Te, ρ) в формуле (13) даются в едини-
цах 1017 Вт/К/м3. Электронная температура Te|eV
берется в эВ.

Зависимости α(Te, ρ = ρ0) представлены на
рис. 17. В настоящей работе при численном модели-
ровании применяется зависимость (11). В работе [27]
использовалась формула (13). Для того чтобы при
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Рис. 17. (В цвете онлайн) Зависимость параметра элек-

трон-фононного взаимодействия α от электронной темпе-

ратуры при нормальной плотности ρ = ρ0

энергиях Fabs > 30 мДж/см2 соответствовать экс-
перименту по темпу спада TTR на 2Т-стадии, необ-
ходимо было уменьшать коэффициент теплопровод-
ности κ при высоких температурах Te с помощью
фактора ke. Если при этом оставлять значения α

на относительно высоком уровне, задаваемом фор-
мулой (13), то ионная температура при переходе к
1Т-стадии получалась слишком высокой и не соот-
ветствовала опыту. Поэтому необходимо было сни-
жать значения α, чтобы дать возможность слабой
теплопроводности κ прогреть слой достаточной тол-
щины и таким образом снизить поверхностную тем-
пературу Ti.

Для снижения значения α функция (13) в рабо-
те [27] делилась на фактор подавления n > 1. При-
мер слабого электрон-фононного взаимодействия
показан на рис. 17 синей пунктирной кривой. Эта
кривая получается при делении функции (13) на
фактор подавления n = 15. Для того чтобы замед-
лить темп снижения TTR и понизить температуру
Ti на переходе от 2Т-стадии к 1Т-стадии, в рабо-
те [27] факторы ke и n выбирались достаточно боль-
шими: ke до 7.5, n до 30.

Таким образом удавалось и темп снижения TTR
на 2Т-стадии привести в согласие с опытом, и тем-
пературу Ti в конце 2Т-стадии понизить до со-
ответствия экспериментальным измерениям. Един-
ственной проблемой оставалось слишком медлен-
ное убывание расчетной температуры Ti(t)|surf на
1Т-стадии.

В настоящей работе указанная трудность пре-
одолена. Дело в том, что фактор подавления дей-
ствовал на коэффициент α однородно — во всем
диапазоне температур Te. В том числе значения α

оказывались ниже экспериментально определенных

значений (6) при относительно низких температу-
рах Te < 4–5 кК. Казалось бы, в 1Т-состояниях па-
раметр α становится несуществен — теплопереда-
ча определяется коэффициентом κ. Причем коэф-
фициент κ в нашей модели теплопроводности при
стремлении к 1Т-состоянию в твердой фазе стре-
мится к справочным значениям κ ≈ 300 Вт/К/м,
см. разд. 10. Получается, что оба коэффициента су-
щественны для передачи тепла в 1Т-состояниях.

Наши расчеты в данной работе показали, что
значения α при относительно низких температурах
на 1Т-стадии определяют разность температур Te и
Ti, см. разд. 6, где написано про участки 3 и 4. Та-
ким образом значения α влияют на теплопередачу
с поверхности в объем на 1Т-участке 4. От данной
теплопередачи зависит темп снижения температуры
Ti(t)|surf на поверхности.

В свою очередь, от температуры Ti(t)|surf зави-
сит амплитуда TTR, особенно на 3-м и 4-м участ-
ках на рис. 5; см. разд. 11, посвященный оптической
модели. В принятом здесь подходе значения α да-
ются формулой (11). Соответствующая зависимость
показана на рис. 17 зеленой кривой. Как видим, дан-
ная кривая, во-первых, имеет низкие значения α

при высоких температурах Te и, во-вторых, выхо-
дит на экспериментальные значения α (6) при низ-
ких температурах Te. Значения α (6) были получе-
ны в теперь уже старых работах [11–14], когда на-
гревы в технике lock-in были слабыми.

Сделаем небольшое отступление, связанное с со-
временным развитием упомянутых работ.

(a) В работах [11–14], во-первых, подтверждено
значение α (6), а во-вторых, показано, что при низ-
ких температурах Te коэффициент κ в 2Т-состоя-
ниях высокий — температуропроводность χ на два
порядка выше табличных значений в нормальных
условиях. Работы [12–14] характеризовались первы-
ми применениями техники lock-in на ультратонких
пленках золота и слабыми нагревами электронной
подсистемы — температуры Te не более чем поряд-
ка 1 кК, флюенсы Fabs ∼ 1 мДж/см2 и меньше. От-
метим недавние работы [50–52] с теми же парамет-
рами очень слабого pump-воздействия на ультра-
тонкие пленки. В них рассматривается боковое рас-
пространение (пространственное уширение на по-
верхности) профиля электронной температуры по-
верхности Te|surf (y, z, t) с течением времени. Здесь
y, z — координаты на облучаемой поверхности плен-
ки. Индекс « |surf » означает, что рассматривается
температура поверхности. Поверхность — это плос-
кость x = 0. Положительные значения координа-
ты x относятся к золоту, см. рис. 6, 9. Оптический
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probe-импульс не может заглянуть в толщу золота
глубже скин-слоя. Выход заключается в том, чтобы
изучать эволюцию профиля Te|surf (r, t) на поверх-
ности; считаем пятно pump-импульса на поверхно-
сти кругом, тогда радиус r отсчитывается от центра
круга. Так и делается в работах [50–52]. Оказывает-
ся эволюция диффузии электронной тепловой энер-
гии вбок (вдоль поверхности ультратонкой пленки)
аналогична диффузии вглубь.

(b) Результаты недавних работ [50–52], по су-
ществу, повторяют вывод, сделанный ранее в рабо-
тах [12–14] и [53]. Вывод этот следующий. На 2Т-
стадии температуропроводность χ = κ/c золота на-
много выше (χ ∼ 100 см2/с), чем на 1Т-стадии
(χ ≈ 1 см2/с). В работе 2011 года [53] дано про-
стое пояснение. Показано, что это связано со слабой
связью электронной подсистемы (у нее малая теп-
лоемкость c) с ионной подсистемой (большая теп-
лоемкость 3kB). Слабое взаимодействие подсистем
имеет место на 2Т-стадии. Здесь говорится о сла-
бости теплового взаимодействия между подсистема-
ми по сравнению с электронным транспортом теп-
ла (см. рис. 12 по этому поводу). Другой вывод ста-
тей [50–52] касается определения коэффициента α.

Как в старых, так и в новых работах приходят к
выводу, что этот коэффициент равен значению (6).
Подчеркнем, что это значение относится именно к
слабым нагревам, см. рис. 17.

(c) Поворот электронного теплового потока в
пленках с направления по нормали к пленке на
направление вдоль пленки рассматривался ранее в
статьях [54] (разд. 3.2 об остывании), [55] (разд. 2)
и [56]. Было показано, что тепловое уширение ∆rT
на 2Т-стадии вдоль поверхности пленки примерно
равно толщине слоя прогрева dT ≈ 2

√
χt2T мише-

ни в глубину на 2Т-стадии. Подставляя в оценку dT
увеличенную на 2Т-стадии температуропроводность
χ = 100 см2/с и беря продолжительность 2Т-ста-
дии t2T в пикосекундах, получаем dT ≈ 200

√
t2T нм.

Уширение ∆rT — это увеличение радиуса пятна об-
лучения RL pump-импульсом на поверхности ми-
шени. Понятно, что для успеха измерений ушире-
ния ∆rT как функции времени, во-первых, пятно
RL должно быть мало (меньше микрометра), чтобы
масштабы RL и ∆rT были сопоставимы. Во-вторых,
пятно должно иметь резкий край, на котором рас-
пределение интенсивности по радиусу резко умень-
шается.

(d) В эксперименте часто применяют формулу
Лиу [57], чтобы, во-первых, определить порог и, во-
вторых, по наклону зависимости r2 от логарифма
энергии лазерного импульса lnEL определить ради-

ус лазерного пучка RL на облучаемой поверхности.
Здесь r — это радиус пятна повреждения. Разуме-
ется, для того чтобы работал метод работы [57], ра-
диальное распределение интенсивности по поверх-
ности должно быть функцией Гаусса. Понятно, что
быстрое тепловое уширение пятна нагрева нарушит
зависимость, взятую из работы [57], см. [58].

В заключение данного раздела можно сказать,
что разработанный нами подход позволяет удовле-
творительно описать эксперимент, см. рис. 15 и 16.

8. ЭКСПЕРИМЕНТ

В работе использована экспериментальная схе-
ма (рис. 18) «накачка–зондирование» (pump–probe)
с использованием усиленных регенеративным уси-
лителем импульсов с частотой следования до 1 кГц
и методики фазочувствительного детектирования с
помощью синхронного усилителя (СУ) и оптическо-
го модулятора (чоппера) [59].

В качестве экспериментального образца 11 ис-
пользовались поликристаллический массивный об-
разец золота. В другой серии опытов применя-
лась поликристаллическая пленка золота толщиной
100 нм на стеклянной подложке. Толщина пленки
измерялась с помощью атомно-силового микроско-
па (Veeco, Multimode 5).

Источником излучения 1 служила фемтосекунд-
ная титан-сапфировая лазерная система (Legend,
Coherent, США) с параметрами импульсов: длина
волны λ1 = 800 нм, длительность τL = 60 фс, энер-
гия E до 1.1 мДж. На выходе регенеративного уси-

Рис. 18. Экспериментальная схема: 1 — лазер; 2 — атте-

нюатор; 3 — телескоп; 4 — кристалл второй гармоники

BBO; 5 — фотодиод; 6 — механический прерыватель (чоп-

пер); 7 — оптическая линия задержки; 8 — фокусирующий

объектив; 9 — лампа подсветки; 10 — ПЗС-камера; 11 —

экспериментальный образец; 12 — осциллограф; 13 — син-

хронный усилитель; 14 — диафрагмы
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 Gauss Fit for Pump X-axis

Рис. 19. (В цвете онлайн) Пространственное распределе-

ние нагревающего и зондирующего излучения: для нагре-

вающего импульса показано распределение по осям X и

Y ; для зондирующего распределение одинаковое по осям

X и Y ; аппроксимация функцией Гаусса приведена для

нагревающего импульса по оси X; на вставке — распре-

деление нагревающего (большое пятно вверху) и зонди-

рующего (маленькое пятно внизу) излучения в фокусе на

мишени, измеренное с помощью ПЗС-камеры.Синяя гори-

зонтальная линия указывает уровень 1/e по отношению к

максимуму

лителя была установлена ячейка Поккельса, улуч-
шающая контраст лазерного импульса.

Частота следования зондирующих импульсов ва-
рьировалась от 63 Гц до 1 кГц. Опорная часто-
та для СУ задавалась механическим прерывате-
лем Thorlabs MC2000B с диском MC1F60 6, кото-
рый прореживал нагревающее излучение до часто-
ты следования pump-импульсов 31.5–500 Гц. Син-
хронное детектирование осуществлялось при на-
клоне фильтра 24 дБ/октава и временной констан-
те 100 мс. Эквивалентная ширина шумовой полосы
частот при этом составляла 0.78 Гц, а время ожи-
дания 1000 мс. Регистрация синфазной компонен-
ты X на выходе СУ осуществлялась осциллографом
Tektronix TDS 3054C 12 и программным обеспечени-
ем, управляющим положением моторизованной оп-
тической линии задержки.

Нагревающий импульс лазерного излучения пре-
образовывался в кристалле β -бората бария (BBO) 4

во вторую гармонику с длиной волны 400 нм и энер-
гией до 25 мкДж. Для варьирования энергии на-
гревающего и зондирующего импульсов использо-
вались аттенюаторы 2, состоящие из полуволновой
пластины и поляризатора (призма Глана). Энергия
зондирующего излучения контролировалась фото-
диодом 5 Thorlabs DET100 A/M. Энергия нагрева-

ющего (pump) импульса измерялась с помощью ка-
либрованного фотодиода 5 и в эксперименте варьи-
ровалась от 0.4 до 8 мкДж.

Излучение нагревающего импульса p-поляриза-
ции на длине волны 400 нм падало на образец под
углом 45◦ , а излучение зондирующего импульса на
длине волны 800 нм — по нормали к поверхности
образца.

На рис. 19 показан профиль распределения ин-
тенсивности нагревающего и зондирующего импуль-
сов на мишени, регистрируемые ПЗС-камерой PCO
Sensicam QE 10.

Пространственное распределение нагревающего
излучения соответствовало распределению Гаусса с
радиусами r0x = 65 мкм и r0y = 46.5 мкм по уров-
ню 1/e. Величина падающей на мишень плотности
энергии нагревающего импульса рассчитывалась по
формуле

F0 =
E

πr0xr0y
.

Здесь F0 — плотность энергии в центре фокаль-
ного пятна, E — измеряемая фотодиодом энергия
импульса. Величина падающей плотности энергии
на мишени варьировалась в диапазоне от 5.3 до
84.8 мДж/см2. Погрешность измерения плотности
энергии не превышала ±3%. Величина эксперимен-
тально измеренного коэффициента отражения на-
гревающего излучения составила 0.3 для массивно-
го образца и 0.2 для пленки золота.

Радиус пятна зондирующего излучения (7.6 мкм
по уровню 1/e) был существенно меньше нагреваю-
щего (см. рис. 19), а плотность энергии не превыша-
ла 0.08 мДж/см2.

Для изменения временной задержки между на-
гревающим и зондирующим импульсами использо-
валась оптическая линия задержки 7, состоящая
из двух зеркал и моторизированного транслятора
Thorlabs LTS300/M, позволяющего перемещать от-
ражатель с точностью до 1 мкм, см. рис. 18. Ука-
занная точность соответствует шагу задержки по
времени 6.6 фс. Предельное временное разрешение
в данном случае определяется длительностью probe-
импульса и составляет около 60 фс. Исследуемый
образец располагался на моторизированном трехко-
ординатном мишенном узле. В качестве такого уз-
ла использовался моторизованный столик фирмы
Standa с длиной хода 10 мм.

Отраженный от мишени зондирующий сигнал
регистрировался фотодиодом 5 и подавался на вход
СУ Stanford research systems SR830 13, имеющий ди-
намический диапазон 100 дБ. Для визуализации по-
верхности мишени и пространственного совмещения
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Рис. 20. Кросс-корреляционная функция нагревающего и

зондирующего импульсов в плоскости мишени

нагревающего и зондирующего излучения использо-
валась подсветка 9 и ПЗС-камера 10.

Чтобы совместить по времени нагревающий и
зондирующий пучки, в плоскость мишени помещал-
ся кристалл генерации третьей гармоники BBO, а
после него располагалась голографическая дифрак-
ционная решетка 300 штрих/мм для спектральной
селекции излучения на длине волны 266 нм. Из-
лучение третьей гармоники регистрировалось фо-
тодиодом. Перемещая транслятор линии задерж-
ки, прописывалась кросс-корреляционная функция
(рис. 20) нагревающего и зондирующего импульсов.
Положение линии задержки, соответствующее мак-
симуму сигнала третьей гармоники, принимался за
«нулевую» задержку. В этом случае максимум на-
гревающего импульса совпадает во времени с мак-
симумом зондирующего. После определения «нуле-
вой» задержки исследуемый образец устанавливал-
ся на мишенный узел и проводились измерения вре-
менной динамики коэффициента отражения.

Длительность зондирующего импульса, измеряе-
мая автокоррелятором, составляла 60 фс. Длитель-
ность свертки нагревающего и зондирующего им-
пульсов по уровню полной ширины на половине вы-
соты (FWHM) составляла 244 фс.

Для определения величины R0 записывался сиг-
нал зондирующего излучения на частоте 1 кГц в от-
сутствие нагрева и модуляции нагревающего излу-
чения. После этого определялась величина ∆R/R0.

Погрешность измерения амплитуды определялась
как величина среднеквадратичного отклонения при
усреднении по нескольким измерениям. Эта погреш-
ность превышала величину приборной погрешности
и составляла не более 2 · 10−4.
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Рис. 21. (В цвете онлайн) Зависимости сигнала TTR объ-

емной золотой мишени от времени при различных энерги-

ях лазерных импульсов во временном интервале 0–15 пс

9. РЕЗУЛЬТАТЫ ЭКСПЕРИМЕНТА

В эксперименте проводились измерения относи-
тельного изменения коэффициента отражения ми-
шени, ∆R/R0 , в зависимости от времени с субпи-
косекундным разрешением при различной плотно-
сти энергии нагревающих импульсов. Используемая
линия задержки позволяла регистрировать времен-
ные зависимости сигнала TTR с шагом 6 фс. Шаг
изменения задержки при сканировании изменялся в
зависимости от скорости изменения сигнала TTR и
варьировался от 30 фс на малых временах (0–10 пс)
до 10 пс на больших временах (100–350 пс). Зонди-
рующее излучение фокусировалось в центр области
нагрева. Экспериментальные зависимости были по-
лучены вплоть до максимально возможной плотно-
сти энергии нагревающих импульсов, не приводя-
щей к необратимым изменениям, связанным с де-
градацией поверхности мишени. Для этого измере-
ния проводились на минимальной частоте повторе-
ния нагревающих импульсов 31.5 Гц.

На рис. 21 приведены зависимости сигнала TTR
объемной золотой мишени при различной энергии
фс-импульса.

Для каждого значения энергии лазерных им-
пульсов проводились три серии сканирования с по-
следующим усреднением полученных временных за-
висимостей. Погрешность определялась среднеквад-
ратичным отклонением по этим измерениям.

В таблице приведено соотношение энергии лазер-
ного импульса с падающей и поглощенной плотно-
стями энергии для измеренного коэффициента от-
ражения нагревающего излучения от объемной зо-
лотой мишени, равного 0.3.
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Таблица. Параметры нагревающих импульсов на

мишени

№ E,мкДж F,мДж/см2 Fabs ,мДж/см2

1 0.5 5.3 3.7

2 1 10.6 7.42

3 3 31.8 22.26

4 6 63.6 44.52

5 8 84.8 59.36
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Рис. 22. (В цвете онлайн) Зависимости сигнала TTR объ-

емной мишени от времени при различных энергиях фс-им-

пульсов во временном интервале 0–300 пс. Шкала време-

ни дана в логарифмическом масштабе

Из приведенных зависимостей следует, что с рос-
том энергии фс-импульса время спада сигнала TTR
увеличивается и составляет по уровню 1/e от 0.5 пс
для 0.5 мкДж до 7 пс для 8 мкДж.

На рис. 22 приведены зависимости сигнала TTR
для трех значений энергии лазерных фс-импульсов
в широком временном интервале.

На каждом из графиков выделяются два харак-
терных временных интервала с различной скоро-
стью убывания величины ∆R/R0, которые, очевид-
но, характеризуют динамику остывания электрон-
ной подсистемы золота на 2Т- и 1Т-стадиях. На
рис. 22 эти участки аппроксимированы прямыми ли-
ниями. Как следует из рис. 22, длительность 2Т-ста-
дии увеличивается с ростом энергии импульса. Кро-
ме того, с ростом энергии на 1Т-стадии увеличива-
ется наклон зависимостей.

10. ТЕОРИЯ ДВУХТЕМПЕРАТУРНОЙ
ТЕПЛОПРОВОДНОСТИ

Теоретическая зависимость коэффициента теп-
лопроводности κ находится сложением электрон-
электронного и электрон-фононного тепловых со-
противлений 1/κ. Теория электрон-электронного
рассеяния описана в статье [41]. Здесь эта теория
модифицирована на случай золота. Коэффициент
теплопроводности в случае только электрон-фонон-
ного взаимодействия, κei , вычисляем в соответ-
ствии с недавней работой [42]. Отметим, что в рабо-
те [42] электрон-электронное рассеяние не учитыва-
ется. Наш подход пригоден как в 2Т-, так и в 1Т-со-
стояниях. В твердой фазе в 1Т-состоянии при темпе-
ратурах выше температуры Дебая значения нашего
коэффициента κ выходят на известные табличные
значения.

В 2Т-состоянии, Te ≫ Ti , основной вклад в
электронную теплопроводность вносит теплопро-
водность за счет электрон-электронных столкно-
вений. Коэффицент теплопроводности κee за счет
электрон-электронных столкновений вычислен на-
ми, как это сделано в работе [41], с использовани-
ем кинетического уравнения для электронов. В слу-
чае золота коэффициент κee состоит из суммы двух
слагаемых: κss и κsd . Они соответствуют вкладу
s–s- и s–d-рассеяния электронов в коэффициент
теплопроводности. Величины κss и κsd в соответ-
ствии с формулой Друде определяют соответствую-
щие средние частоты νss , νsd s–s- и s–d-рассеяния.

Решение кинетического уравнения найдено в
приближении времени релаксации. Аппроксимация
этого решения как суммы отдельно вычисляемых
κss и κsd в случае золота [48] имеет вид

κ−1
ee (Te, x) =

9.294 · 10−4 (t/x)

1 + 0.03
√
t− 0.2688 t+ 0.9722 t2

. (14)

Формула (14) дает значения коэффициента κee в
единицах системы СИ: Вт/К/м. Здесь мы ввели
приведенную плотность

x = ρ/ρ0 (15)

c ρ0 = 19.5 г/см3 и безразмерную электронную тем-
пературу

t = 0.0000561977Te/x. (16)

Как сказано, в нашем подходе коэффициент теп-
лопроводности κei для электрон-фононного рассея-
ния при нормальной плотности взят в соответствии
с работой [42]. С учетом зависимости от плотности
коэффициент κei может быть аппроксимирован вы-
ражением
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κei(Te, Ti, x) = 21857 t
1− 1.82427 t+ 2.22019 t2

1− 1.14826 t+ 6.72599 t2
×

× x4/3y(x)
300

Ti
. (17)

Величина κei в этом выражении так же, как в фор-
муле (14) выше, дается в единицах системы СИ.
Ионная температура Ti задается в градусах
Кельвина.

В формуле (17) введена определенная ниже без-
размерная функция

y(x) =
1.1963 x4.6932

1 + 0.196302 x2.8466
,

учитывающая зависимость дебаевской температуры
от плотности.

С учетом как электрон-ионного (17), так и элект-
рон-электронного (14) рассеяния коэффициент теп-
лопроводности записывается в следующем виде:

κ(Te, Ti, x) =
(
keκ

−1
ee (Te, x) + κ−1

ei (Te, Ti, x)
−1
)−1

.(18)

В выражении (18) мы вели безразмерный коэффи-
циент ke, чтобы иметь возможность варьировать
электрон-электронный вклад в коэффициент тепло-
проводности.

Формула (18) применяется в предшествующих
разд. 2–7. Пример расчета коэффициента κ приве-
ден выше на рис. 2 и 10. Из рис. 2 следует, что в
1Т-состояниях при температурах ниже температу-
ры плавления золота коэффициент (18) выходит на
табличные значения κ ≈ 300 Вт/К/м.

Расчет теплопроводности является важной со-
ставляющей при моделировании лазерного воздей-
ствия с помощью 2Т-кода.

11. ОПТИЧЕСКАЯ МОДЕЛЬ

Использованный выше 2Т-код превращает ис-
ходные данные в зависимости Te(x, t), Ti(x, t). Ис-
ходными данными являются взятые из эксперимен-
та значения поглощенной энергии Fabs и длитель-
ности импульса τL (разумеется, при заранее опре-
деленных зависимостях коэффициентов κ и α от
параметров, описывающих состояние золота). Вме-
сте с функциями Te(x, t), Ti(x, t) определяются за-
висимости поверхностных температур от времени:
Te|surf (t), Ti|surf (t), см. пример на рис. 7 выше. Для
пересчета эволюции поверхностных температур в
зависимость TTR от времени, мы используем оп-
тическую модель, которая приведена ниже. Теоре-
тически вычисленные зависимости TTR от времени

сопоставляются с зависимостями TTR от времени
из эксперимента, см. рис. 16 и 17.

В приближении Друде – Лоренца действительная
и мнимая части диэлектрической проницаемости
могут быть записаны соответственно в виде

ǫ1(ω) = 1−
ω2
ps

ω2 + ν2s
+

ω2
pd(ω

2
d − ω2)

(ω2
d − ω2)2 + ω2ν2d

,

ǫ2(ω) =
ω2
ps

ω2 + ν2s

νs
ω

+
ω2
pdωνd

(ω2
d − ω2)2 + ω2ν2d

.

Считаем, что частоты ωd и νd принадлежат d-зоне,
ω — лазерная частота. Плазменные частоты ω2

ps и
ω2
pd пропорциональны плотности и содержат также

силы осцилляторов. Явно выделим пропорциональ-
ность ω2

ps и ω2
pd приведенной плотности x :

ω2
ps = ω2

0sx, ω2
pd = ω2

0dx,

величина x определена формулой (15), индексом
нуль выделены значения частот при нормальной
плотности x = 1. Для рассматриваемых нами
небольших частот излучения ω (λ = 800 нм, да-
леко от края d-зоны золота, probe-импульс) можно
написать

ǫ1(ω) = 1− ω2
0sx

ω2 + ν2s
+
ω2
0dx

ω2
d

,

ǫ2(ω) =
ω2
0sx

ω2 + ν2s

νs
ω

+
ω2
0dνd
ω4
d

ωx.

В приближении Друде – Лоренца от d-зоны остают-
ся добавочные слагаемые — это последние слагае-
мые в приведенных выше двух формулах. Этими до-
бавками модель Друде – Лоренца отличается от мо-
дели Друде в случае, когда энергия фотона суще-
ственно меньше энергии края d-зоны.

Считая значения ω0d, ωd, νd постоянными и вво-
дя постоянные величины b1, b2, получаем

ǫ1(ω) = 1− ω2
0sx

ω2 + ν2s
+ b1x,

ǫ2(ω) =
ω2
0sx

ω2 + ν2s

νs
ω

+ b2ωx.

При нормальных условиях (x = 1, Ti = Trt = 293K,
Trt — комнатная температура) обозначим частоту
релаксации νs через νs0. Воспользуемся известны-
ми для двух частот ω1 и ω2 диэлектрическими по-
стоянными из работы [60]. В результате получаем
четыре уравнения для четырех неизвестных вели-
чин, ω2

0s, νs0, b1, b2 :
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ǫ1(ω1) = 1− ω2
0s

ω2
1 + ν2s0

+ b1,

ǫ2(ω1) =
ω2
0s

ω2
1 + ν2s0

νs0
ω1

+ b2ω1,

ǫ1(ω2) = 1− ω2
0s

ω2
2 + ν2s0

+ b1,

ǫ2(ω2) =
ω2
0s

ω2
2 + ν2s0

νs0
ω2

+ b2ω2.

Из этой системы уравнений получаем кубическое
уравнение для величины ξ = νs0/ω1 :

ξ

(
1 +

(
ω2

ω1

)2
+ ξ2

)
= −

ǫ2(ω1)
ω2

ω1
− ǫ2(ω2)

ǫ1(ω1)− ǫ1(ω2)

ω2

ω1
.

Решая это уравнение, находим ξ, а значит, νs0.
Затем находим нужные нам три величины
ω2
0s, b1, b2 :

ω2
0s

ω2
1

=
ǫ1(ω1)− ǫ1(ω2)

((ω2/ω1)2 + ξ2)−1 − (1 + ξ2)−1 ,

b1 = ǫ1(ω1)− 1 +
ω2
0s

ω2
1

(
1 + ξ2

)−1
,

b2ω1 = ǫ2(ω1)−
ω2
0s

ω2
1

(
1 + ξ2

)−1
ξ.

Две частотные линии возьмем соответствующи-
ми длинам волн λ1 = 800 нм и λ2 = 1800 нм. Из
работы [60] для рассматриваемого нами случая зо-
лота были взяты значения

ǫ1(ω1) = −23.360, ǫ2(ω1) = 0.76850,

ǫ1(ω2) = −147.20, ǫ2(ω2) = 5.4235.

Это дает

ξ = 0.01523, νs0 = 0.03588 · 1015 с−1,

ω2
0s/ω

2
1 = 30.5266, b1 = 6.1595, b2ω1 = 0.3038.

В 2Т-состоянии частота релаксации νs есть сум-
ма частот электрон-фононных s–i - и электрон-
электронных s–s- и s–d-столкновений:

νs(Te, Ti, x) =

= νsi(Ti, x) +Assνss(Te, x) +Asdνsd (Te, x).

Здесь Ass ∼ 1, Asd ≈ 1 — параметры настройки.
Они подбираются так, чтобы максимумы экспери-
ментальной и теоретической TTR-зависимостей бы-
ли одинаковыми — нормировка на максимум.

Частота νsi выражается через νs0 как

νsi(Ti, x) = νs0
x

x0

y(x0)

y(x)

2/5 + Ti/Θ(x)

2/5 + Tr/Θ(x)
.
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Рис. 23. (В цвете онлайн) Действительная (n, синие

символы и кривая) и мнимая (k, красные символы и

кривая) части показателя преломления n + i k золота

как функция длины волны. Символы — данные из ра-

боты [60], сплошные кривые — показатель преломления

n+ i k, соответствующий диэлектрической проницаемости

в виде (19) и (20)

Здесь введены функция

y(x) =
x2a+1

b+ 1 + (a− b)xa+1

и зависящая от приведенной плотности x темпера-
тура Дебая

Θ(x) = Θ0

(
x

x0

)1/3√
y(x)

y(x0)
.

В этом выражении Θ0 = 170 K — температу-
ра Дебая при плотности 19.3 г/см3, a = 3.92

и b = 1.95 — показатели степени в выражении
p(x) = p0(x

a+1 − xb+1), аппроксимирующем так на-
зываемое холодное давление (зависимость давления
от плотности при нулевой температуре).

Частоты νss и νsd вычислялись вместе с вычис-
лением соответствующих коэффициентов теплопро-
водности κss и κsd и могут быть представлены сле-
дующими аппроксимирующими зависимостями:

νss(Te, x) = 1.13845
x

x0
t2

1 + 0.784364 t2

1 + 0.656757 t3.11359
1015с−1

и

νsd (Te, x)= 2.7956
x

x0
e−

2.6047
t

1 + 3.4355 t1.6311

1 + 1.3559 t1.8054
1015с−1,

где безразмерная электронная температура t опре-
делена нормировкой (16).

В 2Т-состоянии действительная и мнимая части
диэлектрической проницаемости равны
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ǫ1(ω, Te, Ti, x) =

= 1− ω2
0sx

ω2 + ν2s (Te, Ti, x))
+ b1x, (19)

ǫ2(ω, Te, Ti, x) =

=
ω2
0sx

ω2 + ν2s (Te, Ti, x)

νs(Te, Ti, x)

ω
+ b2ωx. (20)

Они определяют комплексный коэффициент пре-
ломления пленки золота толщины H2 :

n2 =

(√
ǫ21 + ǫ22 + ǫ1

2

)1/2
+ i

(√
ǫ21 + ǫ22 − ǫ1

2

)1/2
.

Действительная (n) и мнимая (k ) части пока-
зателя преломления золота в зависимости от дли-
ны волны в интересующем нас диапазоне длин волн
приведены на рис. 23. Символами показаны данные
работы [60], а сплошными кривыми — расчет по при-
веденной в этой главе оптической модели.

Рассматриваемая нами многослойная структу-
ра состоит из вакуума, в котором волновое число
зондирующего (probe) импульса k1 = 2π/λ, плен-
ки золота толщины H2, в которой волновое число
k2 = k1n2, стеклянной подложки толщины H3, в ко-
торой волновое число k3 = k1n3 (n3 = 1.5), и снова
вакуума. Введем для такой структуры величины A

и B следующего вида:

A =

(
1− k2

k1

)
e−ik2H2

[(
1+

k3
k2

)(
1+

k4
k3

)
e−ik3H3+

+

(
1− k3

k2

)(
(1− k4

k3

)
eik3H3

]
+

+

(
1 +

k2
k1

)
eik2H2

[(
1− k3

k2

)(
1 +

k4
k3

)
e−ik3H3 +

+

(
1 +

k3
k2

)(
1− k4

k3

)
eik3H3

]
,

��� ��� ���
SRVLWLRQ x �QP�

�

�����
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��
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5
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5
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5
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Рис. 24. (В цвете онлайн) Сравнение расчета по нашей

оптической модели с данными работ [61,62]. Зеленая кри-

вая с зелеными круглыми символами взята из статьи [62].

Кривые из таблиц 3, 4 и 5 взяты из этих таблиц в ра-

боте [61]. Зависимость, показанная красной линией, пред-

ставляет нашу модель в 1Т-случае

B =

(
1+

k2
k1

)
e−ik2H2

[(
1+

k3
k2

)(
1+

k4
k3

)
e−ik3H3+

+

(
1− k3

k2

)(
1− k4

k3

)
eik3H3

]
+

+

(
1− k2

k1

)
eik2H2

[(
1− k3

k2

)(
1 +

k4
k3

)
e−ik3H3 +

+

(
1 +

k3
k2

)(
1− k4

k3

)
eik3H3

]
.

С помощью описанной оптической модели про-
ведено преобразование данных 2Т-кода в зависи-
мость TTR от времени. Эта зависимость показана
на рис. 15 и 16.

Для проверки модели мы использовали лите-
ратурные данные — работы [61, 62]. В них изуча-
лись изменения в отражательной способности золо-
та при нагревании. Это необходимо для приложений
в плазмонике. На рис. 24 показано сравнение раз-
работанной оптической модели с результатами ра-
бот [61, 62]. Оптические характеристики вычисля-
лись в 1Т-состояниях с одной температурой Te = Ti.

Эта температура отложена по оси абсцисс на рис. 24.
Как видим, имеется удовлетворительное согласие.

Результаты, представленные на рис. 24, имеют
важное значение для понимания зависимостей α

и κ. Попробуем объяснить почему.
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Как было показано выше (см. разд. 5–7), на вы-
раженной 2Т-стадии охлаждение поверхности объ-
емной мишени осуществляется, в основном, элек-
тронной теплопроводностью. Нам потребовалось
снизить коэффициент κ, чтобы добиться согласия
с опытом по темпу спада электронной температу-
ры поверхности. Тогда, если пользоваться известны-
ми теоретическими значениями для коэффициента
α (т. е. достаточно высокими значениями), мы полу-
чим высокие значения для ионной температуры на
переходе от 2Т- к 1Т-стадии.

Дело в том, что при малых коэффициентах
κ слой прогрева получается тонким. В нем со-
средоточена поглощенная энергия. И температура
этого слоя на 1Т-стадии становится высокой. Это
следует из закона сохранения энергии. Произве-
дение толщины слоя прогрева на его температу-
ру пропорционально поглощенной энергии. Чтобы
снизить ионную температуру на переходе от 2Т-
к 1Т-стадии, необходимо снижение коэффициента
α существенно ниже теоретических значений, см.
рис. 17.

Из сказанного ясно, насколько важно точное
определение температуры поверхности по экспе-
риментально измеренной зависимости TTR на пе-
реходе к 1Т-стадии. Поэтому для уверенности в
этом необходимо было сопоставление нашей моде-
ли с 1Т-опытами. Такое сопоставление представлено
на рис. 24.

12. ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Работа опирается на эксперимент. В пред-
ставленном эксперименте модифицирована техника
lock-in с целью измерения сигнала TTR при возмож-
но более высоких поглощенных энергиях. Снижение
частоты в технике lock-in до 31 Гц позволила в объ-
емных мишенях из золота подняться до температур,
близких к температуре плавления золота. В предше-
ствующих опытах предельные температуры в техни-
ке lock-in были существенно ниже.

Полученные экспериментальные результаты
представляют собой измерения отражающей способ-
ности золота после облучения мишени фс-импуль-
сом. Безусловно, данные TTR-измерений являются
косвенными свидетельствами протекающих в веще-
стве мишени процессов 2Т-релаксации. Научную
ценность представляет интерпретация указанных
измерений. Для интерпретации необходимы теоре-
тическая модель и численное моделирование на базе
этой модели. Такая модель была создана и расчеты

проведены. Есть две наиболее важные характери-
стики 2Т-состояний. Это коэффициент теплопро-
водности κ и коэффициент α, который определяет
темп обмена энергией между электронной и ионной
подсистемами.

Благодаря данной работе были выяснены следу-
ющие обстоятельства.

В объемных мишенях во всем исследованном
диапазоне энергий лазерного фс-импульса темп сни-
жения электронной температуры поверхности на
2Т-стадии определяется электронным транспортом
поглощенной энергии. При этом охлаждение поверх-
ности за счет коэффициента α имеет место, но игра-
ет второстепенную роль. Максимальная электрон-
ная температура составляла величину около 20 кК.

Показано, что в диапазоне максимальных элек-
тронных температур 10–20 кК имеется существен-
ное уменьшение коэффициента электронной тепло-
проводности κ по сравнению с его значением в раз-
работанной теории. При более низких температурах
теоретический коэффициент κ хорошо описывает
ситуацию.

Из обработки опытов аналогичный вывод дела-
ется относительно коэффициента α. В диапазоне
максимальных электронных температур 10–20 кК
коэффициент α значительно меньше, чем значения,
следующие из существующих теорий. При низких
температурах Te коэффициент α возвращается к
теоретическим значениям.

Возвращение коэффициента α к довольно боль-
шим теоретическим значениям при низких темпе-
ратурах Te, т. е. на 1Т-стадии, позволяет описать
медленное снижение температуры в опытах на 1Т-
стадии в продолжительном интервале времен (сотни
пикосекунд). При заниженных значениях коэффи-
циента α темп снижения температуры на длинном
временном интервале получается слишком малым.

Финансирование. Работа выполнена при под-
держке Российского научного фонда (грант 19-19-
00697-П, продленный).
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Introduction. Over recent decades, the phenom-
ena of multiple ionization events within atoms have
been at the forefront of scientific discussion [1–3].
Specifically, nonsequential double ionization (NSDI)
occurs when more than one electron is ejected after
a single photon absorption, with the process relying
on electron-electron correlation. This concept, theo-
retically proposed, has been validated experimentally
for alkaline-earth metals, showing intensity-dependent
"knee" shapes in double-ionization yield curves, hinting
at electron correlation’s significance [4]. This correla-
tion aspect has been neglected by many theorists [5,6].
NSDI is now crucial in attosecond physics, largely due
to the recollision mechanism requiring high-intensity,
short-pulse lasers [7]. Within this context, electron dy-
namics and multi-electron collisions remain focal re-
search points.

Laser field polarization is vital for understanding
NSDI. Initial studies focused on linearly polarized laser
fields [8], wherein another electron is ejected upon
recollision with its parent ion. Circularly polarized
fields, however, reduce or negate this recollision [9],
though some experiments challenge this [10]. Corkum’s
rescattering model accounts for this by explaining
the absence of nonsequential events in circular polar-

* E-mail: hristinadelibasic@pmf.kg.ac.rs

ization [11]. Numerous studies have theorized that
NSDI results primarily from electron-electron correla-
tion, specifically through the collective tunneling mech-
anism [12, 13]. Through tests and simulations [14, 15],
the energy of recolliding electrons has been associated
with the ponderomotive potential Up. The semiclas-
sical theory, which combines the adiabatic Landau-
Dykhne (LD) approach and classical treatments of sub-
sequent rescattering, provides compelling explanations
for atomic NSDI processes [16].

This research introduces an analytical expression
for the NSDI transition rate under an intense linearly
polarized laser using the LD approach. We delve into
the double ionization of alkaline earth atoms across di-
verse laser intensities. This paper is divided into sec-
tions, beginning with this introduction, followed by the
main findings, and finally our conclusions.

Theoretical modeling and discussion of re-

sults. For years, the two-electron problem puzzled
physicists due to its nature as the simplest many-body
system where electron interactions matter [17]. When
exposed to short-wavelength intense radiation, this sys-
tem helps explore the relationship between correlation
and double ionization. In our work, using a linearly
polarized laser field, we derived a formula for the tran-
sition rate. This rate describes double ionization in two
stages: (i) single photoionization, where electron e1 in-
teracts with the parent ion, and (ii) recollision phase,
where e1 energizes the bounded electron e2, leading
to potential recollision with the divalent ion. Follow-
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ing [18], for a system with a time-varying Hamiltonian
H(t), the ionization rate, W , between states ψi and ψf ,
can be derived using the imaginary part of the classical
action as

W ∝ exp [ −2 Im{S(τ)}],

where

S(τ) =

τ∫

t1

[ Ef (t)− Ei(t)] dt.

It is pivotal to identify the closest complex turning
point τ to the real-time axis t, as the roots of the equa-
tion Ef (τ) = −Ei contribute less to the rate formula
compared to the nearest one to the real axis.

In the comprehensive exploration of the single pho-
toionization phase, emphasis is placed on the phenom-
ena where the initial electron, denoted e1, exhibits cor-
relation with its parent ion. This correlation serves
as a precursor to the dynamics that unfold in subse-
quent phases. The context in which this phenomenon
is discussed assumes a linearly polarized laser field, de-
scribed by the equation F (t) = F cosωt. One of the
pivotal understandings stems from relating the electric
fields to the vector potential, A(t). This relationship is
epitomized by the equation

F (t) = −1

c

∂A(t)

∂t
,

culminating in the vector potential

A(t) = − ω

cF
sinωt.

To decipher the nuances of tunneling ionization, one
must lean on the revered Landau-Dykhne approach.
This approach illuminates the existence of complex
turning points in the complex time plane, culminat-
ing in the equation Ef (τ1) = −Ei. This equation car-
ries significant weight, chiefly because it encompasses
the energies of the initial and final states. The initial
energy, intriguingly, incorporates a term representing
electron correlation, derived from previous literature.
The culmination of this understanding leads to the de-
piction of the momentum of expelled photoelectrons as

p =
1

2

√
Fη − 1− 1

η
√
Fη − 1

.

Delving further, using the aforementioned energies, we
identify the zeros of Ef (τ1) = −Ei that reside in the
upper half-plane of complex time. This is described by
equation

τ1 = arcsin
(
ω
(
p− i

√
2Icp

))
/F + 2πc1,

where Icp is corrected ionization potential defined as
in [19].

Subsequent analyses focus on the temporal integra-
tion of the classical turning point relation. This effort
culminates in an analytical expression for S(τ1) [19]. A
notable insight in this context is that at extremely high
intensities, certain terms within S(τ1) become less con-
sequential, yielding a more concise equation represen-
tation. A significant advancement in our investigation
was the derivation of the single photoionization rate,
WSP . This equation leverages a refined notation of the
renowned Keldysh parameter, denoted as

γc = ω
√
2Icp/F,

and is defined as follows:

WSP ∝

∝ exp

[
−2

(
p2γ3c/3ω +

(√
2Icp

)3
/3F (1− γ2c/5)

)]
.

In the complex world of atomic interactions, under-
standing the recollision phase in Nonsequential Double
Ionization (NSDI) is paramount. During this phase,
the initial electron, e1, is able to transfer energy to the
bound electron e2. This transfer is contingent upon
the kinetic energy of e1 being less than the ionization
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Fig. 2. The momentum distributions of (a), (b) Mg target and (c), (b) Ba target at intensities ranging from 0.3 PW/cm2 to

0.7 PW/cm2. The solid lines on the left plots ((a) and (c)) show a laser intensity of 0.3 PW/cm2, the dashed lines of 0.15

PW/cm2, the dotted lines of 0.1 PW/cm2, and the dashed-dotted lines of 0.07 PW/cm2. The right density plots ((b) and (d))

are the representation of the NSDI ionization rate WNSDI as a function of electron momentum and laser intensity

potential of e2. Once e2 undergoes tunneling ioniza-
tion, it’s driven back, influenced by the potent divalent
ion, emphasizing the significance of post-tunneling dy-
namics. Remarkably, the observed probability of NSDI
surpasses initial expectations, both experimentally and
theoretically, hinting at a rich dynamic beneath the ob-
served phenomena. To gain a clearer mathematical un-
derstanding, we determined the energy states for both
electrons during the second part of NSDI. Notably, the
Coulomb interaction was neglected for the sake of this
analysis, simplifying our calculations without compro-
mising the essence of the interaction. Our analytical
journey led us to define a complex turning point, τ2, us-
ing the Landau-Dykhne method. This crucial juncture
represents a key moment during the recollision phase,
shedding light on the underpinnings of the electron in-
teractions. Further mathematical scrutiny, utilizing the
Maclaurin series, provided a nuanced expression for this
turning point, as well as the classical action S(τ2). The
culmination of this endeavor was the derivation of the

recollision photoionization rate:

WREC ∝

∝ exp

[
−2

(
p2
Ip2γ

2
c

4
+
Icpγc

3ω
+

1

5F 2

(
Ip2 −

5

3Icp

))]
.

The complete NSDI rate, encapsulating both the
single photoionization and recollision phases, can be
formulated as:

WNSDI ∝ exp[−2 Im[S(τ1) + S(τ2)]].

This detailed analysis unveils the complex dynamics
underlying NSDI, laying a solid groundwork for sub-
sequent research and prospective advancements in the
realm of atomic physics.

In examining prior research, it’s evident that past
studies primarily focused on noble gas atoms. Only re-
cently have fully differential measurements of NSDI on
alkaline earth atoms like Mg, Ca, Sr, and Ba been con-
ducted. Despite this, the electron correlation dynam-
ics across various atoms and molecules remain largely
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uncharted. Our work employs semiclassical calcula-
tions to probe the NSDI physics of Mg, Ca, Sr, and
Ba atoms under 800 nm fields and varied laser inten-
sities (0.01–5 PW/cm2), specifically when the Keldysh
parameter γc << 1.

From our results, as illustrated in Fig. 1, it becomes
clear that the atomic species plays a critical role in de-
termining the NSDI ionization rates. As the ionization
potentials of the atoms increase, there is a discernible
reduction in the ionization rates. This suggests that
atoms with higher ionization potentials possess an in-
herent robustness against the external laser field, mak-
ing them less susceptible to releasing their electrons.
When the laser power density surpasses 1 PW/cm2, a
saturation point is reached in the nonsequential con-
tributions, indicating that beyond this intensity, the
atoms no longer show a significant increase in ioniza-
tion activity. Among the studied atoms, Ba stands out
as an exception, consistently registering a slightly el-
evated NSDI probability compared to Sr, Ca, or Mg.
This observation not only emphasizes the unique be-
havior of barium in the context of NSDI but also res-
onates well with existing experimental findings, as doc-
umented in [20].

In Fig. 2, the intricacies of the momentum dis-
tributions for Mg and Ba atoms under different laser
intensities are laid bare. Contrary to the anticipated
double-hump pattern that is typically observed in cer-
tain atomic responses, our results showcase a predom-
inant Gaussian-like distribution, with a pronounced
peak centering around zero momentum. This intrigu-
ing deviation from the expected trend is potentially
attributed to the initial simplification where the influ-
ence of the Coulomb interactions was not considered
[14]. Such an oversight might have resulted in sup-
pressing the subtle structures and patterns that arise
due to electron-electron interactions. Furthermore, an
intriguing observation from our data is the symmet-
ric nature of these momentum distributions. They not
only show symmetry but also exhibit distinct variations
as the laser intensity changes, which mirrors the find-
ings of prior research endeavors. Adding another layer
to the complexity of these observations is the behavior
at lower laser intensities. Here, the momentum density
distributions manifest a particularly notable ’plateau’
feature that spans between momenta values of -1 au
to 1 au. This plateau structure might hint at specific
atomic response behaviors or underlying mechanisms
at these specific intensities, warranting further investi-
gation.

Summary. In this study, using the LD approach,
we formulated a semiclassical model of NSDI, account-
ing for electron-electron correlation with the assump-
tion that laser radiation is essential for doubly charged
ion production. Our results demonstrate a consistent
’knee’ structure in NSDI rates across all alkali atoms
and a singular peak (Gaussian-like) in momentum dis-
tributions. While our model aligns with experimental
data for alkaline earth atoms, discrepancies arise in mo-
mentum distribution structures when compared to no-
ble gas experiments. The NSDI rates from our model
also align closely with those from the ADK theory at
higher intensities for the examined targets.
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Повышение эффективности и стабильности генерации фемтосекундных импульсов в твердотельных ла-

зерах имеет в настоящее время большую технологическую значимость, сохраняя при этом необходимость

проведения исследований ряда физических вопросов. Переменное действие мгновенной керровской нели-

нейности в кристалле, необходимой для пассивной синхронизации мод резонатора, и дисперсии призмен-

ных элементов, необходимой для генерации сверхкоротких импульсов, неизбежно приводит к регуляр-

ному возмущению формы генерирующихся импульсов. В работе исследуются режимы трансформации

потерь лазерного генератора фемтосекундных импульсов с пассивной синхронизацией мод на кристалле

Mg2SiO4:Cr4+ (хром-форстерит) при достижении внутрирезонаторной пиковой мощности поля порядка 2

МВт, близкой к критической мощности самофокусировки. Анализ спектров и длительностей импульсов в

различных частях резонатора показывает, что поддержка квазисолитонного режима генерации импульсов

с предельной для лазера пиковой мощностью проводится за счет удаления лишней энергии из резона-

тора через генерацию спектральных компонент Келли и уширения спектра импульса за полосу усиления

активной среды. Сильное уширение спектра импульса в кристалле нарушает баланс дисперсионного и

нелинейного фазовых набегов и приводит к деформации формы генерируемого импульса. Возникающие

за счет нелинейного преобразования в кристалле дополнительные пассивные потери существенно снижа-

ют эффективность лазерной генерации импульсов с предельными по пиковой мощности параметрами.

DOI: 10.31857/S0044451024020056

* E-mail: a.b.fedotov@physics.msu.ru

1. ВВЕДЕНИЕ

Сверхкороткие лазерные импульсы уже два деся-
тилетия широко используются в фундаментальных
физических исследованиях: в области взаимодей-
ствия экстремальных электрических полей с веще-
ством [1,2], науках о материалах [3], астрономии [4] и
метрологии [5]. Развитие источников фемтосекунд-
ных импульсов привело к появлению новых мето-
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дов неинвазивной визуализации биологических тка-
ней с субклеточным пространственным разрешени-
ем на основе классических явлений нелинейной оп-
тики: генерации оптических гармоник и двухфотон-
ного возбуждения флюоресценции [6, 7]. Объедине-
ние нескольких техник в мультимодальный инстру-
мент визуализации открывает широкие возможно-
сти проведения оптической биопсии [8], внутриопе-
рационной гистологии [9] и прижизненной безмар-
керной визуализации [10,11], но выставляет высокие
требования к параметрам лазерного источника. Ге-
нераторы фемтосекундных импульсов на кристалле
Mg2SiO4:Cr4+ (хром-форстерит) [12] занимают осо-
бое место в многофотонной микроскопии и нелиней-
ной спектроскопии живых систем вследствие того,
что излучение на центральной длине волны 1.25 мкм
обладает сравнительно большой глубиной проник-
новения в биологические ткани, что позволяет вос-
станавливать пространственное распределение флу-
оресцентных маркеров с большой глубины при двух-
фотонном возбуждении, а генерирующиеся вторая
и третья гармоники попадают в области прозрач-
ности тканей вблизи 630 нм и 420 нм [13–16]. Уве-
личение пиковой мощности импульсов генератора
особенно важно для повышения чувствительности
нелинейно-оптической спектроскопии и радикально-
го увеличения глубины визуализации микроскопии
за счет трехфотонного возбуждения флуоресценции
[17–20].

Высокая пиковая мощность выходных импуль-
сов лазера достигается при росте энергии и умень-
шении длительности импульсов при аккуратной на-
стройке суммарной дисперсии групповых задержек
резонатора (ДГЗ), равной сумме дисперсии груп-
повых задержек второго порядка каждого элемен-
та резонатора, во всем диапазоне длин волн полосы
усиления кристалла. В типичном солитон-подобном
лазере с пассивной синхронизацией мод добавка
энергии, которую получает импульс на каждом об-
ходе резонатора в активной среде, не соответству-
ет в полной мере временному и спектральному про-
филю фундаментального солитона. Периодические
возмущения дисперсии, нелинейности и усиления
импульса при его распространении в лазерном ре-
зонаторе приводят к тому, что вследствие фазово-
го согласования и различных групповых скоростей
солитонного импульса и дисперсионных волн [21]
(ДВ, световые волны низкой интенсивности) часть
энергии солитона неизбежно перетекает в диспер-
сионные волны в процессе приобретения усилен-
ным импульсом необходимой формы для реализа-
ции баланса воздействия нелинейности и дисперсии

на импульс. Наиболее ярко это проявляется в во-
локонных импульсных лазерах в качестве формиро-
вания симметричных спектральных компонент Кел-
ли за счет растянутых вдоль большей части резона-
тора физических процессов нелинейной модифика-
ции фазы и относительно слабого усиления [22–24].
Экспоненциальный рост таких паразитных компо-
нент на краях спектра солитона приводит к конку-
ренции за энергию накачки и нелинейному кросс-
взаимодействию с основным импульсом, проявля-
ющееся в нестабильности мощности и потере ге-
нерации солитон-подобных импульсов [25]. Ограни-
ченное воздействие спектральных компонент Кел-
ли в волоконных лазерах на генерацию объясняет-
ся относительно малой шириной усиления допиро-
ванных ионами редкоземельных металлов светово-
дов [26]. Однако привнесение дополнительных по-
терь на длинах волн компонент Келли при помощи
спектральных фильтров позволяет улучшить ста-
бильность лазера: уменьшить шумы мощности, вре-
менной джиттер и увеличить временную контраст-
ность огибающей интенсивности [27, 28]. В твердо-
тельных лазерах компоненты Келли также могут
оказывать негативное влияние на стабильность им-
пульсной лазерной генерации, хотя наблюдать их
сложнее из-за разнесенных в пространстве нелиней-
ного воздействия на импульс и ее компенсация в
призменном компрессоре или чирпированных зер-
калах. В фемтосекундных лазерах на кристаллах
хром-форстерита нелинейный набег фазы проявля-
ется сильнее, чем в других твердотельных лазерах,
из-за использования более длинных активных эле-
ментов вследствие сравнительно невысокого коэф-
фициента поглощения накачки [29, 30]. Это неиз-
бежно приводит к уширению спектра, нелинейно-
оптическому преобразованию импульса и дополни-
тельным пассивным потерям. Селективное выведе-
ние из резонатора излучения на частотах генериру-
ющихся компонент Келли может повысить энергию
поддерживающегося квазисолитонного импульса.

В данной работе мы исследуем влияние раз-
грузки резонатора лазера на кристалле хром-
форстерита с пассивной синхронизацией мод на
керровской нелинейности, генерирующего квази-
солитонные импульсы длительностью до 30 фс,
и внутрирезонаторной пиковой мощностью до 2.2
МВт, сопровождающиеся сильными компонентами
Келли, на возможность поддерживать стабильный
режим генерации при сильной накачке. Проведены
исследования спектров и длительностей излучения
в различных точках резонатора при варьировании
коэффициента пропускания выходного зеркала.
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Показано влияние фазовой самомодуляции импуль-
сов на предельную интенсивность генерируемых
импульсов. Показано, что при генерации предельно
коротких импульсов высокой интенсивности в кри-
сталле хром-форстерита происходит спектральная
трансформация импульсов, приводящая к росту
пассивных потерь в резонаторе лазера.

2. МАТЕРИАЛЫ И МЕТОДЫ

Экспериментальные исследования особенностей
формирования спектральных компонент Келли
в твердотельном лазере проводились на макете
фемтосекундного хром-форстеритного лазера с
пассивной синхронизацией мод на керровской нели-
нейности, собранный по стандартной Z-образной
схеме для компенсации аберраций пучка в активном
элементе с возможностью варьировать выходные
зеркала M1 (рис. 1a). Излучение накачки волокон-
ного иттербиевого лазера (ИРЭ-Полюс, Россия)
мощностью 14 Вт фокусировалось линзой с фокус-
ным расстоянием 15 см через сферическое зеркало
М2 в поддерживаемый при температуре +5◦С
кристалл Mg2SiO4:Cr4+ длиной 15 мм с торцами,
вырезанными под углом Брюстера. Коэффициент
поглощения кристалла на длине волны 1064 нм
составлял 1 см−1. Коллимация люминесценции из
кристалла осуществлялась сферическими зеркала-
ми M2 и M3 с радиусом кривизны 15 см. Пара почти
равносторонних призм из стекла SF14, разнесенных
на расстояние 35 см друг от друга, использовалась
для компенсации нормальной дисперсии групповых
задержек резонатора и для тонкой подстройки
дисперсии. Плоское зеркало M5, выводящее длин-
новолновое излучение из резонатора, имело границу
прозрачности на длине волны 1490 нм.

Характеризация излучения проводилась за вы-
ходным зеркалом M1 и зеркалом M5. Спектры
регистрировались InGaAs-спектрометром SDH-IV
(СОЛАР ЛС, Республика Беларусь). Корреляцион-
ные функции импульсов регистрировались скани-
рующим автокоррелятором АА-М (Авеста-Проект,
Россия). Средняя мощность излучения регистри-
ровалась тепловым измерителем мощности 407-А
(Spectra-Physics, США). Частота следования им-
пульсов составляла 100 МГц и контролировалась ла-
винным германиевым фотодиодом ФД-2Г (СССР).
В работе был проведен анализ особенностей гене-
рации импульсов и спектральных компонент Кел-
ли при пассивной синхронизации мод в лазере при

фиксированном уровне накачки и варьируемом про-
пускании выходного зеркала M1 от 10% до 0.2% в
окне 1200—1350 нм (рис. 1b). Для каждого выходно-
го зеркала резонатор лазера настраивался на мак-
симальную среднюю мощность в режиме стабиль-
ной импульсной генерации. Выходная средняя мощ-
ность лазера в фемтосекундном режиме генерации
была примерна на 5–10% выше, чем в непрерыв-
ном режиме генерации для одинаковой юстировки
оптических элементов резонатора. Дискриминация
такого уровня между непрерывным и импульсным
режимами обеспечивала стабильную работу лазера
в импульсном режиме. Лазер переходил из непре-
рывного в импульсный режим самопровольно или
при незначительной флуктуации, вызванной легким
ударом по оптическому столу.

3. РАСЧЕТ ДИСПЕРСИИ РЕЗОНАТОРА

Солитонные твердотельные лазеры с пассивной
синхронизацией, в том числе на кристалле хром-
форстерита, обеспечивают стабильную генерацию
сверхкоротких импульсов в режиме аномальной
суммарной ДГЗ резонатора (рис. 2), которые для
краткости будем называть «солитонами».

Оформление такого импульса обусловлено вза-
имно компенсирующими за полный обход резонато-
ра воздействиями нелинейного набега фазы

φnl = 2γP lcr,

где
γ =

ω

c

n0n2

A
,

lcr, n0, n2 — длина, линейный и нелинейный пока-
затели преломления кристалла соответственно, A —
эффективная нелинейная площадь моды в кристал-
ле, и суммарного дисперсионного набега фазы

φd =
1

2
ω2
s

∑
Di,

где

ω2
s =

1

τ2s
=

(
1.76

τ

)2

— спектральная ширина солитона, а τ — длитель-
ность по полувысоте, Di — дисперсия групповой за-
держки i-го элемента резонатора. Условие существо-
вания солитона

∑
Di = Dcr +Dpr +Dco < 0, (1)

где
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Рис. 1. a — Оптическая схема резонатора лазера: М1 — выходное зеркало, М2, М3 — сферические зеркала с радиусом

кривизны 15см; М4, М5 — плоские зеркала; Р1, Р2 — призмы из стекла SF14; Cr — кристалл Mg2SiO4:Cr4+; Pump —

коллиматор иттербиевого волоконного лазера накачки PYL15-LP; L — линза излучения накачки с фокусным расстоянием

15см; SP-спектрометр; FD — лавинный фотодиод ФД-2Г. b — Спектральные характеристики выходных зеркал 10%, 5%

и 0.2%

Dcr =
λ3lcr
πc3

∂2ncr
∂λ2

,

Dpr =
λ3lpr
πc3

∂2npr
∂λ2

, (2)

Dco = −4
λ3lco
πc3

(
∂npr
∂λ

)2

описывают вклады материальной дисперсии кри-
сталла и призм, а также угловой дисперсии приз-
менного компрессора соответственно [31]. Вклад
дисперсии групповых задержек третьего порядка
(ДТП), анализ которой позволяет оценить поддер-
живаемую спектральную ширину формирующихся
импульсов, рассчитывается по формуле

T =
−λ4l
2π2c3

(
3
∂2n

∂λ2
+ λ

∂3n

∂λ3

)
(3)

для оптических элементов толщиной l и

Tco =
−6λ4lco
π2c3

∂npr
∂λ

(
∂npr
∂λ

+ λ
∂2npr
∂λ2

)
(4)

для призменного компрессора за полный обход ре-
зонатора. Расчет материальной дисперсии стекла
призм SF14 и кристалла форстерита проведен по
данным показателей преломления в работах [32,33].

С учетом измеренных на стенде толщин оптиче-
ских элементов и расстояний между призмами бы-
ли построены ДГЗ и ДТП ключевых узлов резона-
тора: кристалла, призм и компрессора (рис. 2 a–c).
Суммарная ДГЗ регулировалась путем перемеще-
ния призмы Р2 внутри резонатора, т. е. путем изме-
нения величины положительной дисперсии, вноси-
мой материалом призмы Р2. Минимальная положи-
тельная ДГЗ, вносимая материалом двух призм при
двойном обходе импульсом резонатора лазера и про-
хождении луча по вершинам призм, составляла при-
мерно 1100 фс2 на длине волны 1260 нм (сплошная
черная линия на рис. 2 b). На рис. 2 d представлены
рассчитанные кривые дисперсии групповых задер-
жек за круговой обход импульсом всего резонато-
ра, соответствующие трем положениям призмы P2,
отстоящие друг от друга на 0.5 мм в направлении
перпендикулярном распространению луча в приз-
ме, что добавляет 100 фс2 за каждый сдвиг. Как
будет показано далее, все стабильные режимы ге-
нерации импульсов в лазере соответствовали ано-
мальной ДГЗ порядка от −600фс2 до −300фс2 в
области длин волн полосы усиления кристалла, что
удовлетворяет необходимому условию существова-
ния солитон-подобных импульсов в резонаторе.
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Рис. 2. Расчетные зависимости ДГЗ (GDD, черные линии) и ДТП (TOD, синие линии) кристалла (a), призм (b), приз-

менного компрессора (c) и резонатора целиком (d). ДГЗ и ДТП отдельных элементов резонатора показаны за один обход

импульса по резонатору. ДГЗ (b, d) построены для призменного вклада Dpr = 1100 фс2 (сплошная линия), 1200 фс2

(пунктирная линия) и 1300 фс2 (штрихпунктирная линия) на длине волны 1260 нм, соответствующие эффективным

толщинам призм lpr = 6.6, 7.2 и 7.8 мм соответственно

4. РЕЗУЛЬТАТЫ ЭКСПЕРИМЕНТОВ И ИХ
ОБСУЖДЕНИЕ

Как показывает опыт практического примене-
ния, наибольшая выходная средняя мощность
хром-форстеритного лазера достигается при коэф-
фициенте пропускания выходного зеркала около
10% [29, 30, 34, 35], поэтому исследования были
начаты с этого режима. На рис. 3 представлены
спектры 2 и 4 (штриховые линии) излучения
после выходного зеркала М1 при значениях поло-
жительной ДГЗ призм на длине волны 1260 нм,
соответственно 1180 фс2 и 1270 фс2. Спектры 1, 3 и
5 (сплошные линии на рис. 3), регистрировавшиеся
после поворотного зеркала М5, при ДГЗ призм
720 фс2, 1180 фс2 и 1270 фс2, содержат широкое
спектральное плечо в области 1400–1500 нм далеко
за пределами полосы усиления лазерного элемента
хром-форстерита. Данная особенность спектра не

проявляется после выходного зеркала М1. При
перестройке ДГЗ призм в широком диапазоне от
720 фс2 до 1270 фс2, что соответствовало сдвигу на
3 мм в направлении перпендикулярном пучку, в ре-
зонаторе сохранялся стабильный режим генерации
фемтосекундных импульсов без дополнительной
юстировки оптических элементов, изменения мощ-
ности накачки и температуры кристалла. На рис.
3 b приведена автокорреляционная функция им-
пульса после выходного зеркала М1, обладающего
длительностью около 43 фс, близкой к предельной
(рис. 3 b), при значении дисперсии призм 1180 фс2.
Произведение ширины спектра и длительности
автокорреляционной функции ∆ν∆τ является важ-
ной величиной, характеризующей форму импульса.
Действительно, для приведенной на рис. 3 b авто-
корреляционной функции произведение ширины
спектра и длительности ∆ν∆τ ≈ 0.48, что близко к
значению для спектрально-ограниченного импульса
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Рис. 3. a — Спектры излучения лазера хром-форстерита

за глухим зеркалом M1 (штриховые линии) и ломающим

зеркалом M5 (сплошные линии) с коэффициентом про-

пускания М1 10% при ДГЗ призм 720 фс2 (черная ли-

ния), 1180 фс2 (синие линии) и 1260 фс2 (красные ли-

нии). b — Интерференционная автокорреляционная функ-

ция интенсивности импульса (IA) при дисперсии призм

1180 фс2. с — Зависимости средней мощности и произ-

ведения ∆ν∆τ импульсов от дисперсии резонатора

гауссовой формы ∆ν∆τgaus = 0.44. Уменьшение
вклада призм до 720 фс2 приводит к образова-
нию импульса длительностью около 63 фс с более
пологими фронтами, форма которого ближе к
форме фундаментального солитона. Такая форма
подтверждается и соотношением ∆ν∆τ ≈ 0.37,
которое близко к соотношению для гиперболиче-
ского секанса ∆ν∆τsech = 0.32 у фундаментального
солитона. Напротив, увеличение вклада ДГЗ призм
до 1270 фс2 приводит к формированию излуче-
ния длительностью всего около 34 фс с шириной
спектра до 91 нм. Компенсацию нелинейного и
дисперсионного фазового набега весьма сложно
поддерживать в таком широком частотном диа-
пазоне без остаточного чирпа, что отражается на
произведении ∆ν∆τ ≈ 0.54 (рис. 3 с) и искажении
симметричной формы импульса. Увеличение сум-
марной ДГЗ резонатора с −910фс2 до −365фс2

приводит к почти трехкратному спектральному
уширению импульса от 32 нм до 91 нм, уменьшению
его длительности с 63 фс до 34 фс и энергии с
9.4 нДж до 6 нДж, что дает оценки перестройки
пиковой мощности излучения внутри кристалла
хром-форстерита 1.5 МВт, 1.8 МВт и 1.7 МВт. Дан-
ные пиковые мощности весьма близко подходят к
критической мощности самофокусировки в кри-
сталле форстерита Pcr ≈ 7 МВт, рассчитанного
с учетом n2 = 2 · 10−16 Вт−1см−2 [36]. Таким
образом, увеличение в эксперименте интенсивности
компонент в области 1350–1500 нм и уменьшение
средней мощности выходных лазерных импульсов
за зеркалом М1 объясняется возникающими до-
полнительными источниками потерь в резонаторе
за счет эффективных нелинейно-оптических пре-
образований излучения. Отметим, что типичная
величина энергетических потерь за обход резона-
тора из-за синхронизации мод лазера керровской
линзой составляет по порядку величины около 10−5

энергии импульса [37].

Различное положение и форма спектров после
зеркал М1 и М5 при одной и той же величине дис-
персии резонатора может быть вызвано как спек-
тральными характеристиками зеркал М1 и М5, так
и различной расходимостью спектральных компо-
нент основной полосы с центральной длиной волны
1260 нм и компонент Келли в области 1150 и 1450
нм. Спектры после зеркала М1 регистрировались в
дальней зоне, а после М5 непосредственно за зерка-
лом. Проведенные измерения спектров на различ-
ных расстояниях от зеркал М1 и М5 показали, что
соотношение интенсивностей полос в области 1450
нм и 1250 нм за зеркалом М5 не зависит от расстоя-
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Рис. 4. a — Спектры излучения лазера хром-форстерита

за глухим зеркалом M1 (штриховая линия) и ломающим

зеркалом M5 (сплошные линии) с коэффициентом пропус-

кания М1 5% при ДГЗ призм 1120 фс2 (черная и зеленая

линии), 1220 фс2 (синяя линия), 1270 фс2 (красная ли-

ния), 1300 фс2 (фиолетовая линии). b — Интерференцион-

ная автокорреляционная функция интенсивности импуль-

са (IA) при дисперсии призм 1300 фс2. с — Зависимости

средней мощности и отношения ∆ν∆τ импульсов от дис-

персии резонатора

ния от зеркала до интегральной сферы спектромет-
ра, в то время как интенсивность полосы в области
1150 нм за зеркалом М1 уменьшается по отношению
к интенсивности полосы в области 1250 нм с увели-
чением расстояния от зеркала. Это свидетельствует
о том, что излучение в полосе усиления и компо-
нента Келли в области 1150 нм имеют различную
расходимость. Появление спектральных компонент
в области 1150 и 1450 нм обусловлено предельно вы-
сокой пиковой мощностью излучения в кристалле,
приводящей к возникновению пиков Келли в резо-
наторе. Таким образом, при приближении ДГЗ резо-
натора к нулю в резонаторе растет дополнительный
канал потерь генерируемого излучения в результа-
те перекачки энергии из основной полосы в полосы
1150 и 1450 нм. Также видно, что при увеличении
ДГЗ призм происходит сдвиг в длинноволновую об-
ласть максимумов в спектрах, регистрируемых по-
сле зеркал М1 и М5, что можно объяснить измене-
нием ДГЗ резонатора (суммарной по всем элемен-
там резонатора ДГЗ) при увеличении ДГЗ матери-
ала призм (рис. 2).

Далее мы перешли к анализу возникающих в ла-
зере импульсов при уменьшении пропускания вы-
ходного зеркала до 5%. Дисперсия призм варьиро-
валась от 1120 фс2 до 1300 фс2. На рис. 4 приведены
спектры импульсов в резонаторе после поворотного
зеркала М5 и после выходного зеркала М1. С уве-
личением суммарной ДГЗ резонатора в регистриру-
емых спектрах (рис. 4) происходит рост компонент в
полосе 1400-–1550 нм и снижение средней выходной
мощности лазера с 500 мВт до 320 мВт, что соответ-
ствует импульсам с энергиями 5 и 3.2 нДж. В корре-
ляционных функциях выходных импульсов для всех
представленных спектров наблюдался положитель-
ный частотный чирп в виде «крыльев» по краям
основного пика корреляционной функции (рис. 4 b)
[38]. Увеличение дисперсии призм путем двигания
призм в пучок лазера приводит к небольшому из-
менению длительности от 47 фс до 35 фс, что соот-
ветствует вариации пиковой мощности импульса в
резонаторе от 1.9 до 2.1 МВт. Генерирующиеся им-
пульсы обладают весьма большим чирпом, что от-
ражается на изменении произведения ∆ν∆τ от 0.43
до 0.7 (рис. 4 c) и объясняется невозможностью иде-
альной компенсации набега фазы импульсов с ши-
ринами спектров до 80 нм. Интерферометрическая
автокорреляционная функция таких импульсов при-
обретает небольшой «пьедестал» (рис. 4 b).

В случае, если на месте выходного зеркала
M1 установить высокоотражающее, то регистриро-
вались спектры, представленные на рис. 5. Здесь,
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Рис. 5. a — Спектры излучения лазера хром-форстерита

за ломающим зеркалом M5 (сплошные линии) с коэффи-

циентом пропускания М1 0.2% при ДГЗ призм 1120 фс2

(зеленая линии), 1160 фс2 (голубая линия), 1200 фс2 (си-

няя линия), 1240 фс2 (бардовая линия), 1280 фс2 (красная

линии) и 1320 фс2 (фиолетовая линии). b — Интерферен-

ционная автокорреляционная функция импульса при дис-

персии призм 1280 фс2

внесение призм в пучок изменяло дисперсию от
1120 фс2 до 1320 фс2. На рис. 5 b показана характер-
ная автокорреляционная функция импульса с ши-
риной спектра около 90 нм, формирующегося при
дисперсии 1280 фс2. Видно, что здесь формирует-
ся двугорбая структура импульса, в которой узна-
ется последовательное сильное воздействие фазовой
самомодуляции и дисперсии групповых скоростей,
приводящие к сильному разбеганию красного и си-
него крыльев спектра [31]. Пассивные потери гене-
рируемого излучения в кристалле форстерита при
поглощении излучения на длине волны 1250 нм со-
ставляли около 7%, и суммарные потери при пропус-
кании излучения на зеркалах резонатора М1–М5 —
примерно 1%. Видно, что в резонаторе существенно
выросли компоненты в области 1400–1550 нм, уве-

личилась перекачка энергии из генерационной поло-
сы в боковые компоненты Келли. При четырехвол-
новом нелинейно-оптическом взаимодействии, как и
при фазовой самомодуляции импульса, новые спек-
тральные компоненты формируются по обе сторо-
ны центральной длины волны импульса. Интенсив-
ность длинноволновых компонент в спектре значи-
тельно сильнее коротковолновых, это объясняется
наличием сильного поглощения хром-форстерита в
диапазоне до 1150 нм [39]. Для нашего кристал-
ла на длине волны 1150 нм поглощение составляет
27%. Спектральные компоненты в диапазоне 1150
нм, возникающие при перекачке энергии импульсов
из основной полосы 1250 нм в процессе четырех-
волнового взаимодействия и спектрального ушире-
ния генерируемых импульсов, также претерпевают
сильное поглощение в кристалле и не проявляются
в спектрах за зеркалом М5 на фоне сильных полос
в области 1250 и 1450 нм.

Чтобы лучше понять особенности перетекания
энергии импульса в боковые компоненты, был про-
веден теоретический анализ генерации импульсов
в лазере с пассивной синхронизацией мод, рабо-
тающий в квазисолитонном режиме формирования
импульсов. Избыток энергии, который возникает
у импульса каждый проход и не удается заклю-
чить в фундаментальный солитон, может быть на-
правлен на усиление дисперсионной волны, распо-
ложенной на частоте ωdm на периферии солитона
ωdm = ω0 ± ∆ωm, если ее фаза φdm отличается от
фазы солитона φs на φdm − φs = 2πm, где kj – дис-
персия групповых скоростей j-го порядка, а произ-
ведение k2ili – ДГЗ различных отрезков резонатора.
Фаза солитона на дисперсионной длине волны

φs(ω0±∆ωm) ≈
∑

(k0(ω0)±k1∆ωm–k2/(2τ2s ))li (5)

и фаза самой ДВ

φdm(ω0 ±∆ωm) ≈
≈ (k0(ω0)± k1i∆ωm + k2i∆ω

2
m/2± k3i∆ω

3
m/6))li. (6)

Используя условие фазового синхронизма для пере-
качки энергии φdm–φs = 2πm, имеем

3D2(∆ω
2
m + τ−2

s )±D3∆ω
3
m = 12πm, (7)

где D3 =
∑
k3ili. Здесь мы перешли к суммар-

ной ДГЗ (D2) и суммарной ДТП (D3) по всем эле-
ментам резонатора. Случай m = 0 не наблюдает-
ся в экспериментах, поэтому будем рассматривать
m = ±1,±2. Когда суммарная дисперсия третье-
го порядка незначительна, D3∆ωm/|D2| << 1, вы-
ражение для ближайшего положения компоненты
Келли получается
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∆ω1 =
1

τs

√
πτ2s
D2

–1. (8)

Минимальная наблюдаемая в экспериментах от-
стройка по частоте пиков Келли от центра лазерно-
го импульса, при которой еще наблюдается стабиль-
ная генерация импульсов, составляет не менее двух
обратных длительностей импульса ∆ωmin1 ≈ 2/τs,
что дает оценку для минимальной длительности им-
пульсов по полувысоте Tmins ≈ 1.1

√
D2. Влияние пи-

ковой мощности импульсов P на положение боко-
вых компонент Келли видно, если подставить усло-
вие существования фундаментального солитона

τ2s
2D2

=
2lcr
γP

в уравнение (8):

∆ω1 =
1

τs

√
4πlcr
γP

–1. (9)

В эксперименте можно влиять на суммарную ДГЗ
резонатора, вдвигая призмы в лазерный пучок внут-
ри компрессора.

На рис. 6 точками нанесены рассчитанные по
формуле (8) значения суммарной ДГЗ резонатора
(D2) по экспериментальным положениям компонент
Келли (∆ω1), показанных на рис. 3–5 при различ-
ных ДГЗ призм и степени пропускания выходного
зеркала 10%, 5% и 0.2%. Данный расчет также тре-
бовал измерения длительностей импульсов. На точ-
ность расчета дисперсии сказывалась большая ши-

рина спектра, усложняющая определение централь-
ной длины волны, погрешность определения дли-
тельности импульсов, а также величины дисперсии
призм. Вместе с этим, для всех выходных зеркал на-
блюдается линейная зависимость с единым накло-
ном и слегка различающимися вертикальными от-
стройками. Также на этот график была наложена
вычисленная суммарная ДГЗ резонатора, проходя-
щая вблизи всех экспериментально полученных зна-
чений. Таким образом подтверждена связь форми-
руемых узких спектральных линий с компонентами
Келли и показана возможность оценки суммарной
дисперсии резонатора путем точного измерения их
положения при варьировании положения призм.

Как следует из экспериментов, эффективность
перекачки энергии из основной полосы в диапазон
1350 – 1550 нм определяется суммарной ДГЗ резо-
натора и пиковой мощностью импульсов в резона-
торе. Интенсивность внутрирезонаторных импуль-
сов отвечает за эффективность спектрального уши-
рения при солитонной динамике импульса в резо-
наторе, а дисперсия резонатора лазера определяет
спектральное положение генерируемых импульсов и
пиков Келли. Таким образом, и рост ДГЗ резонато-
ра, и рост внутрирезонаторной интенсивности при-
водят к росту перекачки энергии импульсов в спек-
тральные диапазоны с малым коэффициентом уси-
ления резонатора. Эти процессы ярко выражены в
спектрах импульсов внутри резонатора лазера и не
проявляются в спектрах импульсов после выходно-
го зеркала вследствие спектральных характеристик
зеркал и разной расходимости спектральных компо-
нент в полосе усиления лазера и спектральных ком-
понент, возникающих в резонаторе в результате про-
цессов нелинейно-оптического взаимодействия из-
лучения в кристалле активного элемента. Регистра-
ция спектров импульсов внутри резонатора лазера
позволяет понять, какие нелинейно-оптические про-
цессы преобладают в лазере и ограничить их влия-
ние на эффективность генерации при конструирова-
нии оптической схемы резонатора и параметров на-
качки. Таким образом, в нашей работе приводится
анализ измеренных спектров и длительностей излу-
чения в различных точках резонатора при варьиро-
вании пропускания выходного зеркала лазера. По-
казано, что при генерации предельно коротких им-
пульсов длительностью до 30 фс с пиковой мощно-
стью до 2 МВт в кристалле хром-форстерита про-
исходит спектральное уширение солитона, которое
является причиной дополнительных пассивных по-
терь в резонаторе лазера и ограничивает получение
импульсов предельной минимальной длительности
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с максимальной выходной мощностью. Представ-
ленные результаты имеют значение при выборе оп-
тимальных режимов работы фемтосекундных ла-
зерных генераторов с пассивной синхронизацией
мод, в частности на кристалле хром-форстерита.
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Показано, что зависящая от спиральности мнимая часть слабого взаимодействия нейтронов не сохра-

няет пространственную четность и нарушает T -инвариантность. Нарушение симметрии при обращении

времени имеет место также и при сильном спин-зависимом взаимодействии. Групповая структура пре-

образования спиноров в обоих случаях связана с преобразованием спиноров по группе Лоренца.
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1. ВВЕДЕНИЕ

В данной работе анализируются свойства дис-
кретных симметрий при трансмиссии нейтронов.
Произведение дискретных симметрий CPT , где C —
зарядовая четность, P — инверсия системы коорди-
нат и T — обращение времени, является сохраняю-
щейся величиной и составляет содержание фунда-
ментальной теоремы Людерса – Паули. Эта теорема
доказана исходя из двух основополагающих прин-
ципов: лоренц-инвариантности и локальности вза-
имодействия. При этом эрмитовость гамильтониа-
на или лагранжиана не является обязательной [1].
В силу этой теоремы дискретные симметрии могут
нарушаться только парами. Далее рассмотрим воз-
можные случаи.

1. Если сохраняется симметрия при обращении
времени T , то возможны нарушения пространствен-
ной P и зарядовой C четностей. Комбинированная
четность CP при этом также сохраняется. Это свой-
ство слабого взаимодействия проявляется, напри-
мер, при бета-распаде. При действии преобразова-
ний C и P на динамические переменные изменяет-
ся спиральность, а частица заменяется на антича-
стицу, так что левополяризованная частица перехо-
дит в правополяризованную античастицу. Это свой-
ство является отражением того факта, что слабое

* E-mail: lukashevich_vv@pnpi.nrcki.ru

взаимодействие разделило мир на левое и правое.
В слабом взаимодействии участвуют левополяризо-
ванные частицы или правополяризованные антича-
стицы.

2. При сохранении зарядовой четности C могут
быть нарушены пространственная четность P и сим-
метрия при обращении времени T . Другими слова-
ми, при таком слабом взаимодействии нарушается
комбинированная четность CP , но сохраняется PT .
Преобразование PT в этом случае оставляет направ-
ление импульса неизменным, но меняется знак спи-
на, т. е. при этом преобразовании изменяется спи-
ральность. Поскольку в рассеянии нейтронов анти-
частицы не участвуют, изменение спиральности при
рассеянии нейтронов является указанием на нару-
шение T -инвариантности.

3. При сохранении пространственной четности P
могут иметь место нарушения зарядовой четности
C и симметрия при обращении времени T . Таким
свойством может обладать сильное взаимодействие.

Цель данной работы — показать, что три рас-
смотренных типа нарушенных парных симметрий
имеют место при спин-зависимом рассеянии ней-
тронов на нулевой угол в веществе мишени. Ос-
новное внимание будет уделено слабому взаимодей-
ствию, которое кроме хорошо известного нарушения
пространственной четности может приводить еще и
к нарушению симметрии при обращении времени.
Прежде чем рассматривать симметрии спин-зависи-
мого взаимодействия нейтронов в веществе мише-
ни, обсудим свойства дискретных преобразований
в рамках CPT -теоремы. Инверсии системы коор-

5 ЖЭТФ, вып. 2
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динат P и зарядовое сопряжение C представляют
собой пример унитарных преобразований. Опера-
тор P изменяет знаки координат на противополож-
ные, а оператор C заменяет частицу на античасти-
цу. Операция обращения времени является неуни-
тарной операцией. При простой замене t→ −t спин
и импульс частицы изменяют знак, но при этом из-
меняются перестановочные соотношения между ко-
ординатой и импульсом [x.px] = −i~, а также комму-
тационные соотношения между компонентами спи-
на [si.sj ] = iǫi.j.ksk и другие соотношения, содержа-
щие спин или импульс. При этом в операторе эво-
люции положительно-частотные решения становят-
ся отрицательно-частотными. Если состояние с ну-
левой энергией принято считать вакуумом, то энер-
гии становятся меньше вакуумных, чего не должно
быть.

Чтобы законы природы не зависели от направ-
ления времени, принято определять оператор обра-
щения времени T как произведение унитарного опе-
ратора UT на операцию комплексного сопряжения
K. Такой оператор называется антиунитарным и ре-
зультат его действия сохраняет соотношения меж-
ду другими операторами. Обоснование такого пред-
ставления дано в книгах по теории квантовых полей
Пескина и Шредера [2], Вайнберга [3] и структуре
атомного ядра Бора и Моттельсона [4]. При таком
определении оператор обращения времени меняет
знак мнимой единицы. Тогда, если T (σ) = −σ, то
T (iσ) = iσ и T (ψ(t)) = ψ∗(−t).

2. СИММЕТРИИ СПИН-ЗАВИСИМЫХ
ВЗАИМОДЕЙСТВИЙ НЕЙТРОНОВ

В первом борновском приближении амплитуду
рассеяния нейтронов вперед обычно представляют
в следующей форме:

f(0) = a+gw(σ ·p/p)+gstr(σ ·I/I)+d(σ ·[I× p]), (1)

где s, p, I — соответственно спин, импульс нейтро-
на и угловой момент ядер мишени. Коэффициенты
в соотношении (1) являются в общем случае ком-
плексными числами. Константы a и gstr определяют
силу спин-независимого и спин-зависимого сильных
взаимодействий. Слабое взаимодействие представ-
лено вторым слагаемым в (1), а последнее слагаемое
в (1) описывает предполагаемое слабое взаимодей-
ствие спина нейтрона с векторным полем, создава-
емым векторным произведением углового момента
ядра на импульс нейтрона.

В течение последних 40 лет сложилось устой-
чивое представление, что слабое взаимодействие

при спин-зависимом рассеянии нейтронов нарушает
только пространственную четность и степенью тако-
го нарушения является измерение асимметрии рас-
сеяния в зависимости от спиральности нейтронов.
Также полагалось, что нарушение симметрии при
обращении времени возникает при рассеянии ней-
тронов на векторном поле, представленном послед-
ним слагаемым в (1), и мерой T -неинвариантного
эффекта является величина мнимой части коэффи-
циента d. Такое представление является не совсем
точным, поскольку в анализе симметрии амплитуды
рассеяния не учитывалось антиунитарное свойство
операции обращения времени.

Рассмотрим симметрии различных слагаемых в
выражении (1). Подействуем оператором T на вто-
рое слагаемое в выражении (1), тогда будем иметь
T (gw) = g∗w. Этот результат означает, что при об-
ращении времени вещественная и мнимая части ам-
плитуды со спиральностью отличаются симметрия-
ми. Вещественная часть остается P -нечетной и со-
храняющей CP -четность, а мнимая часть, ответ-
ственная за спин-зависимое поглощение нейтронов,
P -нечетна и меняет знак при обращении времени,
т. е. левополяризованные частицы переходят в пра-
вополяризованные, что явно нарушает T -инвари-
антность или CP -четность. Таким образом, для из-
мерения эффекта нарушения симметрии при обра-
щении времени достаточно измерения поляризации
с неполяризованным начальным пучком, проходя-
щим через неполяризованную мишень.

В слабом взаимодействии участвуют левополя-
ризованные частицы или правополяризованные ан-
тичастицы, поэтому левополяризованные нейтроны
поглощаются сильнее, чем правополяризованные, и
после прохождения мишени пучок приобретает пра-
вую поляризацию, т. е. происходит переход нулевой
поляризации в конечную. В соответствии с оптиче-
ской теоремой для неполяризованной мишени пол-
ное сечение процесса зависит от спиральности в
мнимой части амплитуды (1):

σ± =
4π

k
f±(0),

где знаки указывают на спиральность, и это сечение
больше для левополяризованных нейтронов. Возмо-
жен и другой случай, когда последовательно изме-
ряется прохождение нейтронов, поляризованных по
импульсу и против него. В обоих случаях измерен-
ная величина асимметрии определяет поляризацию
пучка и, следовательно, степень нарушения T -инва-
риантности.

Сильное спин-зависимое взаимодействие харак-
теризуется тем, что нейтроны со спинами, проти-

208



ЖЭТФ, том 165, вып. 2, 2024 Нарушение симметрии при рассеянии нейтронов

воположными спинам ядер мишени, взаимодейству-
ют сильнее, чем нейтроны, спины которых парал-
лельны спинам мишени. И если вещественная часть
взаимодействия (скаляр) сохраняет все дискретные
симметрии, то мнимая часть (мнимый скаляр) на-
рушает T -инвариантность и, в силу CPT -теоремы,
зарядовую четность C. Это означает, что при заря-
довом сопряжении, т. е. при переходе к античасти-
цам, поглощение будет сильнее в случае параллель-
ных спинов.

Вещественная часть взаимодействия, представ-
ленная последним слагаемым в (1), нарушает про-
странственную четность и симметрию при обра-
щении времени, т. е. нарушает CP -четность. Мни-
мая же часть нарушает P -четность и сохраняет
CP -четность.

Таким образом, мы показали, что в рассеянии
нейтронов возможны все парные нарушения дис-
кретных симметрий, допускаемые CPT -теоремой.

3. СЛАБОЕ СПИН-ЗАВИСИМОЕ
ВЗАИМОДЕЙСТВИЕ И ГРУППА ЛОРЕНЦА

Амплитуда рассеяния (1) с точностью до посто-
янной представляет собой фурье-образ потенциала
по нулевому переданному импульсу, фурье-образ в
этом случае равен среднему значению потенциала
по объему ядра и называется псевдопотенциалом
Ферми. Поэтому далее будем последовательно рас-
сматривать спин-зависимые взаимодействия, соот-
ветствующие слагаемым амплитуды (1). Тогда сла-
бое взаимодействие нейтронов определяется следу-
ющим образом:

W = −gw(σ · p/p)/2. (2)

Операторная часть выражения (2) является псев-
доскаляром, т. е. величиной, которая не сохраняет
пространственную четность. Подставим (2) в выра-
жение для оператора эволюции U = exp(−iWt/~) и
введем следующую параметризацию:

ϑ = tRe gw/~, ϕ = −t Im gw/~. (3)

Выбор знака минус перед Im gw сопряжен с тем фак-
том, что в слабом взаимодействии участвуют лево-
поляризованные частицы. С другой стороны, при
таком выборе столбец биспинора, как будет видно
ниже, имеет традиционный вид с правым спинором
в верхней позиции столбца. С параметризацией (3)
оператор эволюции будет иметь следующий вид:

U = exp(i(ϑ− iϕ)(σ · n)/2). (4)

При ϕ = 0 матрица (4) представляет собой уни-
тарную группу SU(2) поворота спиноров на угол ϑ/2
вокруг направления импульса нейтрона, определяе-
мого единичным вектором n. Эта группа имеет со-
ответствие ортогональной группе SO(3) поворотов
в трехмерном пространстве на угол ϑ. Эти группы
гомоморфны.

В общем виде оператор (4) совпадает с матрицей
преобразования спиноров по группе SL(2,C). Име-
ется соответствие этой группы с группой Лоренца
SO(1, 3), где цифры 1, 3 указывают на сигнатуру
пространства Минковского. Группа SL(2,C) гомо-
морфна группе SO(1, 3). Сведения об этих группах
можно найти, например, в [5].

Известно, что собственные преобразования Ло-
ренца не образуют группу, потому что генераторы
бустов Ki (i = x, y, z) в трех направлениях не име-
ют замкнутой алгебры. Замкнутая алгебра возни-
кает при объединении преобразований Лоренца с
трехмерными вращениями. Три генератора враще-
ний, которыми являются компоненты углового мо-
мента Ji, и три генератора бустов Ki, где i = x, y, z,
рождают шестипараметрическую группу. При пе-
реходе к новым генераторам Mi = (Ji + iKi)/2 и
Ni = (Ji − iKi)/2 возникают два неприводимых
представления группы Лоренца, характеризуемых
генераторами Mi и Ni соответственно. Коммутато-
ры для каждого из генераторов подобны коммута-
торам углового момента: [Mx,My] = iMz плюс цик-
лические перестановки и такое же правило для ком-
мутаторов с генераторами Ni.

При переходе к спинорам возможны два случая.
В первом случае Mi = Ji = σi/2, Ki = −iσi/2 и
Ni = 0. Это представление обозначается как (1/2, 0)

и описывает правые спиноры, поскольку спин в
этом случае параллелен направлению буста (или им-
пульсу частицы). Во втором случае (это представ-
ление (0, 1/2)) направление спина противоположно
импульсу. При этом Mi = 0, Ni = Ji = σi/2 и
Ki = iσi/2, т. е. подгруппа с генераторами Ni в этом
случае описывает левые спиноры. Тогда, обозначив
через ϑ угол трехмерного поворота и через ϕ угол
буста, можем написать результирующую матрицу:

( ψr

ψl

)
=
( exp(i(ϑ−iϕ)(expσ·n)) 0

0 exp(i(ϑ+iϕ)(expσ·n))

)( ψ0r

ψ0l

)
.

(5)
Как уже отмечалось, матрицы, входящие в выра-
жение (5), представляют собой группу SL(2,C) пре-
образования спиноров по группе Лоренца. Началь-
ные спиноры неразличимы для покоящихся частиц
или для частиц неполяризованного пучка. Полагая
их равными ψ0r = ψ0l, найдем соотношение для ко-
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нечных спиноров и представим это соотношение в
матричном виде:

0 =
( −1 exp(ϕ(expσ·n))
exp(−ϕ(expσ·n)) −1

)( ψr

ψl

)
.

Разворачивая экспоненты, будем иметь окончатель-
ное выражение:

0 =
( −1 chϕ+(expσ·n) shϕ
chϕ−(expσ·n) shϕ −1

)( ψr

ψl

)
. (6)

Здесь при выводе использовалось следующее свой-
ство матриц Паули:

(σ · n)2k = 1, (σ · n)2k+1 = (σ · n).

Унитарные матрицы группы SU(2) поворота спино-
ров на угол ϑ/2 при выводе равенства (6) сокраща-
ются и не дают вклада в связь между правыми и ле-
выми спинорами. Как это следует из равенства (6),
при инверсии системы координат n → −n и спи-
норы меняются местами. То же самое происходит
и при обращении времени, потому что изменяется
знак гиперболического синуса из-за изменения зна-
ка угла ϕ при этой операции.

С точки зрения группового подхода к слабому
взаимодействию (2) можно сделать некоторые за-
ключения. Во первых, при T -неинвариантном рассе-
янии мнимая часть слабого потенциала отрицатель-
на. Вещественная часть этого потенциала иницииру-
ет вращение спиноров по группе SU2, что для трех-
мерных вращений означает прецессию спина в псев-
домагнитном поле, направленном вдоль импульса
и равном Re gw. Слабое взаимодействие нарушает
пространственную четность и T -инвариантность.

Отметим универсальность соотношения (6). Сла-
бое взаимодействие в (6) представлено параметри-
зацией угла ϕ согласно (3). Но возможна и другая
параметризация, например, релятивистская, при ко-
торой tgϕ = β = v/c, где c — скорость света, а v —
скорость буста. Полагая скорость света равной еди-
нице, имеем

chϕ = γ = (1− β2)−0.5 = E/m

и
shϕ = βγ = p/m,

где E, m и p — соответственно энергия, масса и им-
пульс частицы. Далее, используя равенство np = p,
вместо (6) получим уравнение Дирака, записанное
для биспиноров:

0 =

(
−m E + σ · p

E − σ · p −m

)(
ψr

ψl

)
.

Это является отражением известного факта, что
преобразование спиноров по группе Лоренца приво-
дит к уравнению Дирака. При переходе к 4-спино-
рам и гамма-матрицам это уравнение приобретает
традиционный вид в форме однострочной записи.

4. СПИНОВАЯ МАТРИЦА ПЛОТНОСТИ,
СКОРОСТЬ СЧЕТА НЕЙТРОНОВ И

АСИММЕТРИЯ РАССЕЯНИЯ

Для выделения эффектов нарушенных симмет-
рий будем использовать формализм спиновой мат-
рицы плотности, описанный в [6]. Обратимся к си-
стеме уравнений (5) и вычислим матрицу плотности,
исходя из первого уравнения для волновой функ-
ции:

̺f = ψrψ
†
r =

= exp

(
i

2
(ϑ− iϕ)(σ · n)

)
̺0 ×

× exp

(
− i

2
(ϑ+ iϕ)(σ · n)

)
. (7)

Для начальной матрицы поток нейтронов будем
считать нормированным на единицу. Тогда эта мат-
рица имеет следующий вид:

̺0 =
1

2
(I + σ · p0),

где p0 — вектор поляризации, I — единичная матри-
ца и след матрицы плотности равен единице. Если
поляризация начального пучка равна нулю, то вы-
ражение (7) принимает вид

̺f =
1

2
exp (ϕ(σ · n)) = 1

2
(chϕ+ (σ · n) shϕ). (8)

На выходе из мишени пучок приобретает поляриза-
цию pf = n shϕ и новую нормировку интенсивно-
сти, равную chϕ. Для того чтобы перейти к числу
отсчетов, пучок должен пройти через анализатор,
матрица плотности которого определяется его эф-
фективностью

̺a =
1

2
(I + σ · pa),

тогда для скорости счета будем иметь

N± = Tr ̺f̺a±, (9)

где знаки указывают на эффективность измерения
поляризации по импульсу и против него. Вычис-
лив отношение разности числа отсчетов нейтронов с
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противоположными поляризациями к их сумме, по-
лучим величину асимметрии

Aw = −(pa · n) thϕ = −(pa · n) th(t Im gw/~). (10)

В этом выражении псевдоскаляр нарушает про-
странственную четность, а гиперболический тангенс
изменяет знак при обращении времени. В резуль-
тате асимметрия становится P -нечетной и T -неин-
вариантной. В силу того, что матрица плотности
пучка нейтронов коммутирует с матрицей плотно-
сти анализатора, устройство анализатора, которое
теперь назовем поляризатор, можно установить пе-
ред мишенью. Асимметрия в этом случае останется
прежней.

Вычислим теперь эффект прецессии спина в
псевдомагнитном поле слабого взаимодействия. Для
этого будем считать, что в выражении (7) импульс
нейтрона направлен по оси x и это направление за-
дается единичным вектором npx , где индекс p ука-
зывает на импульс, а начальный поток нейтронов
имеет поперечную поляризацию вдоль единичного
псевдовектора, например, Py = nyPy. Тогда в выра-
жении (7) начальная матрица плотности будет рав-
на

̺0 =
1

2
(I + σy ·Py). (11)

Нейтроны после прохождения мишени поступают в
анализатор, для которого выберем направление z и
эффективность Paz :

̺z =
1

2
(I + σz ·Paz ). (12)

Здесь псевдовектор поляризации Pz = nzPz. Тогда,
используя выражения (7), (9), (11) и (12), для вели-
чины эффекта можно записать

A =
N+ −N−

N+ +N−
= − ([npx × ny] · naz )PazPy sinϑ

chϕ
.(13)

В этом выражении скалярное произведение пред-
ставляет собой псевдоскаляр, зависящий от време-
ни. При обращении времени изменяется также знак
угла ϑ, поэтому это выражение P -нечетно, T -инва-
риантно и в силу CPT -теоремы, если она справед-
лива, нарушает зарядовую четность. CP -четность в
этом случае сохраняется. При уменьшении энергии
p-волнового резонанса и увеличении длины мише-
ни эффект нарушения T -инвариантности в соответ-
ствии с (10) растет, так как увеличивается угол ϕ.
При этом также растет угол поворота спина ϑ и
уменьшается величина амплитуды синуса в (13), т. е.
величина P -нечетного эффекта уменьшается.

Описанный аппарат применим для определения
свойств симметрии сильного взаимодействия. Для
этого введем новую параметризацию: ϑ = tRe gstr/~

и ϕ = −t Im gstr/~, и единичный псевдовектор nI
в направлении углового момента ядра. Тогда уни-
тарной группе SU(2) будет соответствовать группа
вращения в трехмерном пространстве SO(3), описы-
вающая прецессию спина в псевдомагнитном поле,
направленном по угловому моменту ядра. В поля-
ризованных мишенях такие поля могут быть значи-
тельными [7]. Все дискретные симметрии при этом
сохраняются.

С параметризацией по сильному взаимодей-
ствию в уравнении (6) изменяется определение
левого и правого. Скалярное произведение в этом
уравнении определяет проекцию спина нейтрона
на направление углового момента ядра. И для
правых спиноров эта проекция положительна, а
для левых — отрицательна. При операции обра-
щения времени спиноры меняются местами. Это
означает, что сильное спин-зависимое взаимодей-
ствие разделило мир на левое и правое. Нейтроны
сильнее участвуют в этом взаимодействии с левой
поляризацией, а антинейтроны — с правой.

Изменив параметризацию в выражении (10), по-
лучим выражение для асимметрии рассеяния для
спин-зависимого сильного взаимодействия:

Astr = −(pa · nI) thϕ.

Это выражение не сохраняет T -инвариантность, так
как изменяет знак при обращении времени. В соот-
ветствии с CPT -теоремой при этом должна нару-
шаться также и зарядовая четность.

И, наконец, рассмотрим симметрии взаимодей-
ствия спина нейтрона с векторным полем V = [I×p],
представленным последним членом в амплитуде (1).
В соответствии с изложенным подходом веществен-
ная часть такого взаимодействия описывает прецес-
сию спина вокруг этого поля и эта прецессия P -не-
четна и T -неинвариантна. Если во взаимодействии
с векторным полем имеется мнимая компонента, то
выражение для асимметрии имеет следующий вид:

AV = −(pa · nV ) thϕ,

где nV — единичный вектор в направлении вектор-
ного поля. Как следует из вида этого выражения,
асимметрия рассеяния P -нечетна и T -инвариантна.

5. ОБСУЖДЕНИЕ

Слабое взаимодействие для мало нуклонных си-
стем на 7 порядков меньше сильного, поэтому на-
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блюдать его чрезвычайно сложно. Но, как бы-
ло предсказано в работах [8–11], эффект наруше-
ния пространственной четности усилен в миллион
раз в нейтронных реакциях, имеющих место вбли-
зи p-волнового резонанса. Это усиление возника-
ет из-за того, что при рассеянии нейтронов че-
рез компаунд-состояние слабое взаимодействие пе-
ремешивает близко лежащие уровни одного спина,
но противоположной четности. Возникает состоя-
ние с неопределенной четностью и распад этого со-
стояния приводит к нарушению пространственной
симметрии.

Эксперименты, выполненные в ОИЯИ [12–14],
подтвердили это предсказание и положили начало
интенсивному исследованию нейтронного рассеяния
через компаунд-состояния вблизи p-волнового резо-
нанса. Эксперименты проводились в ПИЯФ (Гат-
чина), ОИЯИ (Дубна), LANL (Los Alamos), KEK
(Tsukuba). Детальная информация имеется в обзо-
рах [15,16]. Этот же механизм усиления слабого вза-
имодействия был расширен и на эффекты, не со-
храняющие CP -четность за счет нарушения симмет-
рии при обращении времени и нарушения простран-
ственной четности [17–20].

На масштаб исследований указывают 125 ссы-
лок в [21] на работы, относящиеся к обсуждаемо-
му вопросу. Как отмечается в обзоре [21], эффект
нарушения четности был измерен на 150 резонан-
сах. Асимметрия при рассеянии нейтронов с правой
и левой поляризациями имеет величину от несколь-
ких долей процента до 10%. В La139 эффект, соглас-
но [22], составляет 10.2%. Эта величина при энергии
нейтронов E = 0.734 эВ и длине мишени в 10 см, в
соответствии с (10), позволяет определить мнимую
часть взаимодействия Im gw. По порядку эта вели-
чина оказывается равной 10−11 эВ.

Нарушение комбинированной четности или на-
рушение симметрии при обращении времени было
открыто в 1964 году в распадах К0-мезонов и позд-
нее в распадах В0-мезонов. Поиски нарушения CP -
четности в других физических явлениях, например,
ядерных реакциях, рассеянии на ядрах, в атомной
и молекулярной физике, в молекулах и кристаллах
пока не привели к успеху, так же как и многолет-
ние измерения электрического дипольного момента
нейтрона, которые дают только ограничение на эту
величину. Но, как показано в данной работе, зави-
сящее от спиральности рассеяние нейтронов на ну-
левой угол за счет слабого взаимодействия оказа-
лось хорошо измеряемым эффектом несохранения
симметрии при обращении времени. Вещественная
часть этого взаимодействия нарушает P -четность с

сохранением CP -четности, а мнимая часть создает
P -нечетный эффект с нарушением CP -четности.

Тот факт, что измеренное более 40 лет назад в
многочисленных экспериментах нарушение T -инва-
риантности в рассеянии нейтронов вблизи p-волно-
вого резонанса не было озвучено до сих пор, следует
отнести к историческому курьезу. Другим, длящим-
ся около 40 лет, заблуждением является представ-
ление о способе обнаружения эффекта нарушения
симметрии при обращении времени. Считалось, что
этот эффект будет открыт, если измерить величину
взаимодействия нейтрона с векторным полем, пред-
ставленным в соотношении (1) последним членом.

Величины Re d и Im d не измерялись, обсужда-
лись только схемы выделения Im d, поскольку спин-
зависимое поглощение измерить проще, чем прецес-
сию спина. Обсуждению этих схем посвящено боль-
шое количество работ, ссылки на которые можно
найти в [23]. До сих пор считалось, что мерой T -не-
инвариантного эффекта является величина Im d. Но
это не так, поскольку при обращении времени вели-
чина i Im d (σ · [ I×p]) знака не изменяет, т. е. T -ин-
вариантна. По этой же причине мнимый псевдоска-
ляр i Im gw(σ · p) и мнимый скаляр i Im gstr (σ · I),
соответственно, T -неинвариантны. То есть в этом
случае исследование тройной корреляции смысла не
имеет.

Другим устойчивым стереотипом является
утверждение, что в сильных взаимодействиях все
дискретные симметрии сохраняются по отдельно-
сти. Но, как было показано, сильное спин-зависимое
взаимодействие нейтронов с поляризованными яд-
рами нарушает симметрию при обращении времени.
Величина такого нарушения может быть весьма
значительна. В качестве примера укажем на
прохождение нейтронами поляризованной среды
из He3. При энергии нейтронов менее 10 эВ сечение
поглощения при противоположно направленных
спинах много больше сечения в случае параллель-
ных спинов [24]. В этой работе поляризация пучка
нейтронов, полученная при прохождении поляри-
зованного He3, составляет 25%. Это максимальная
величина эффекта нарушения T -инвариантности.

В распадах К0-мезонов эффект нарушения CP -
четности составляет три случая на тысячу, в распа-
дах В0-мезонов — восемь случаев на тысячу. В рас-
сеянии нейтронов T -неинвариантный эффект прояв-
ляется гораздо сильнее. Для исследованных изото-
пов его величина находится в пределах от несколь-
ких долей процента до 10%, но еще больше T -неин-
вариантный эффект проявляется в сильном взаимо-
действии.
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В заключение заметим, что как в трансмиссии
нейтронов, так и в распадах К0- и В0-мезонов эф-
фекты T -неинвариантности объясняются использо-
ванием неэрмитовых гамильтонианов.

Укажем на близкую аналогию в объяснении
T -неинвариантного рассеяния нейтронов и распадов
K-мезонов. В книге Окуня [25] отмечается, что в
первом порядке теории возмущений с эффективным
четырехфермионным локальным взаимодействием
эффект нарушения CP -четности усилен примерно
на шесть порядков благодаря малой разности масс
K1- и K2-мезонов. Взаимодействие, нарушающее
CP -четность, перемешивает эти состояния, так что
матричный элемент смешивания оказывается рав-
ным недиагональной мнимой массе, которая опреде-
ляет мнимую константу взаимодействия и, соответ-
ственно, нарушение T -инвариантности. На кварко-
вом уровне мнимая часть взаимодействия возника-
ет в произведении тока на ток при введении мнимой
фазы в матрицу смешивания кварков.

Во всех случаях первичным является T -неинва-
риантный эффект, который при сохранении CPT -
четности эквивалентен нарушению CP -симметрии.
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На основе критического анализа традиционной теории гомогенного зарождения выделений новой фазы

в твердых растворах показано, что предсказание теории об увеличении свободной энергии зародыше-

образования за счет упругой энергии, связанной с различием атомных объемов двух фаз, оказывается

неверным для некогерентных частиц. К этому выводу приводит учет равновесных точечных дефектов в

исходной фазе, которые могут поглощаться на границе раздела между частицей и матрицей в процессе

зарождения некогерентной частицы, что приводит к релаксации упругих напряжений. Соответственно,

разработана новая кинетическая модель скорости зарождения некогерентных выделений в пересыщен-

ном твердом растворе легирующих атомов, которая также обобщена для учета избыточных вакансий,

образующихся в неравновесных условиях закалочных испытаний.

DOI: 10.31857/S004445102402007X

1. ВВЕДЕНИЕ

При превращениях в твердом состоянии, т. е.
между двумя твердыми фазами, обычно возникает
энергия упругой деформации из-за несоответствия
объема и/или формы зародыша новой фазы матри-
це. Изменения объема и формы зародыша не могут
происходить свободно из-за жесткости окружающей
матрицы, в результате чего возникают упругие де-
формации. При этом энергия упругой деформации
и поверхностная энергия межфазной границы меж-
ду зародышем и матрицей вносят положительный
вклад в свободную энергию системы и, следователь-
но, действуют как барьер для зародышеобразова-
ния. Величина упругой энергии обычно зависит от
таких факторов, как форма зародыша, несоответ-
ствие объемов зародыша и матрицы, а также от то-
го, является ли интерфейс между матрицей и заро-
дышем когерентным, полукогерентным или некоге-
рентным [1–3].

Поверхностная энергия некогерентных границ
раздела твердых фаз обычно составляет около

* E-mail: msvesh@gmail.com

(0.7− 1)Дж·м−2, тогда как энергия когерентной
границы раздела обычно в несколько раз меньше.
Поэтому гомогенное зародышеобразование наибо-
лее часто происходит с формированием когерентной
границы раздела с относительно малой межфазной
энергией.

Однако большая разница в атомных объемах
и различие в кристаллических структурах могут
приводить к формированию некогерентной границы
раздела между зародышем и матрицей. Например,
в алюминиевых сплавах с ГЦК-матрицей когерент-
ные включения кремния не наблюдаются [4] . Чи-
стый кремний имеет кубическую структуру алма-
за, при этом отсутствуют свидетельства существова-
ния низкоэнергетической гранецентрированной ку-
бической модификации. Кроме того, кремний име-
ет больший атомный объем, чем Al, с коэффици-
ентом объемного несоответствия 0.2, который пред-
ставляется слишком большим для формирования
когерентной границы.

Выделение кремния из пересыщенного твердо-
го раствора Al (1% Si) в виде равноосных час-
тиц, хаотично распределенных внутри зерен, наблю-
далось методами рентгеноструктурного анализа, а
также методами световой и электронной микроско-
пии [5, 6]. Аналогичные наблюдения с использова-
нием просвечивающего электронного микроскопа в
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сплавах Al–Si при различных тепловых обработках
и закалках были представлены в [7].

Современные принципы создания новых сплавов
предполагают, что идеальной микроструктурой для
достижения сверхвысокой прочности и устойчиво-
сти к разрушению в ГЦК-матрице Al являются дис-
персоиды новых фаз ультрамелких размеров. Осно-
ву такой микроструктуры составляют всего две би-
нарные системы сплавов: Al–Si и Al–Ge. Поэтому
эти сплавы могут служить не только в качестве мо-
делей для научных исследований зарождения неко-
герентных фаз, но и основой нового класса техниче-
ских алюминиевых сплавов [8].

В традиционной теории нуклеации для превра-
щений, в которых влияние энергии деформации яв-
ляется существенным (см., например, [1–3]), появле-
ние зародыша заданного размера происходит с уве-
личением свободной энергии Гиббса его образования
∆G0 за счет дополнительного вклада упругой энер-
гии. Упругая энергия пропорциональна числу ато-
мов x в зародыше, так что

∆G0(x) = x (−∆gb +∆gel) + ∆Gsurf , (1)

где ∆gb = kT lnSx — объемное изменение свободной
энергии, приходящееся на один атом, участвующий
в образовании зародыша в твердом растворе с пе-
ресыщением Sx; ∆gel — упругая энергия, приходя-
щаяся на атом; ∆Gsurf = γ4πR2 — поверхностная
энергия зародыша с поверхностным натяжением γ.

Для определения полной энергии деформации,
возникающей при формировании в матрице некоге-
рентного сферического зародыша радиуса

Rx =

(
3
Ω

4π

)1/3

x1/3,

может быть использована модель Набарро (см. [3]),
дающая

∆Gel = x∆gel = 6µ

(
3K

3K + 4µ

)
δ2Vp, (2)

где δ — деформация превращения (для простоты
принята ≪ 1) за счет образования сферической час-
тицы Vp = xΩ, помещенной в сферическую полость
объемом Vm = xΩm, рассчитываемая с помощью со-
отношения

Vp
Vm

= (1 + δ)3 ≈ 1 + 3δ;

Ω и Ωm — атомные объемы в частице и матрице,
соответственно; µ — модуль сдвига матрицы, K —
модуль объемного сжатия частицы. Общая граница

между включением и матрицей при совмещении бу-
дет занимать промежуточное положение между ис-
ходными поверхностями полости и включением с де-
формацией несоответствия

ε =
δ

1 + 4µ/3K
.

Однако в случае 3K ≫ 4µ, когда вся деформация
воспринимается матрицей и, следовательно, ε ≈ δ,
это уравнение можно упростить:

∆Gel = x∆gel ≈ 6µδ2Vp. (3)

Минимизация уравнения (1),

∂∆G0(x)

∂x
= 0,

позволяет определить критический размер
зародыша,

x∗ =
32π

3

(
γ

kT lnSx −∆gel

)3

Ω2 =

=
32π

3

(
γ

kT lnSx − 6µΩδ2

)3

Ω2, (4)

и, соответственно, свободную энергию Гиббса обра-
зования критического ядра,

∆G0 (x
∗) =

16π

3

γ3Ω2

(kT lnSx − 6µΩδ2)2
, (5)

которая показывает, что деформация несоответ-
ствия снижает эффективную движущую силу фор-
мирования зародышей и увеличивает критическое
пересыщение до величины

S∗
x = exp

(
6µΩδ2

kT

)
> 1,

см. [1–3].
В данной статье представлен критический ана-

лиз традиционной теории зарождения некогерент-
ных зародышей в твердых растворах, основанной на
уравнениях (4) и (5). Показано, что учет равновес-
ных точечных дефектов в исходной фазе, которые
могут поглощаться на границе раздела между час-
тицей и матрицей в процессе зарождения частиц,
приводит к устранению барьера зародышеобразова-
ния, связанного с энергией упругой деформации, со-
здаваемой зародышами новой фазы. На этой осно-
ве разработана новая модель скорости зарождения
некогерентных выделений в рамках теории бинар-
ной гомогенной нуклеации Райса применительно к
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бинарной системе пересыщенного твердого раство-
ра и равновесных вакансий. Кинетическая модель
также может быть обобщена для учета избыточных
вакансий, образующихся в неравновесных условиях
(например, при закалке).

2. КРИТИЧЕСКИЙ АНАЛИЗ
ТРАДИЦИОННОЙ ТЕОРИИ

Следует отметить, что уравнения (4) и (5)
определенно справедливы для когерентных частиц,
поскольку вакансии и собственные межузель-
ные элементы могут лишь захватываться (или
адсорбироваться) на границе раздела частица-
матрица и, таким образом, не изменяют упругую
энергию частиц.

Однако для некогерентных частиц, на границе
раздела которых с матрицей точечные дефекты по-
глощаются (или аб сорбируются), ситуация может
существенно измениться: из-за поглощения вакан-
сий и эмиссии собственных междоузлий (с общим
числом n) граница частицы избыточного объема пе-
ремещается наружу, что приводит к одновременно-
му увеличению объема полости (в которую частица
помещена),

Vm → V
′

m = (x + n)Ωm,

радиуса кривизны границы раздела,

R → R
′

=

(
3
Ωm
4π

)1/3

(x+ n)1/3 =

=

[
3

Ω

4π(1 + ϕ)

]1/3
(x+ n)1/3

и площади ее поверхности

S → S′.

В свою очередь это приводит к уменьшению упру-
гой энергии ∆Gel за счет уменьшения деформации
превращения

δ → δ
′

=
Vp − V

′

m

3V p

и увеличению поверхностной энергия ∆Gsurf .
Если предположить, что упругая деформация в

матрице вблизи границы раздела мала (что будет
самосогласованно подтверждено ниже) и, следова-
тельно, химический потенциал точечных дефектов,
находящихся в равновесии с интерфейсом, близок
к нулю, то свободная энергия системы равновесных

точечных дефектов в матрице (с нулевым химиче-
ским потенциалом) не изменяется в результате их
поглощения на границе раздела.

В этом случае уравнение (1) принимает вид

∆G0(x, n) =

= −kTx lnSx + 4πγ

(
3

4π
Ωm

)2/3

(x+ n)2/3 +

+
2µΩ

3

(
1

1 + ϕ

)2

x
(
ϕ− n

x

)2
, (6)

где

ϕ =
Ω− Ωm
Ωm

.

Минимизация (6) по отношению к двум перемен-
ным,

∂∆G0(x, n)

∂x
=
∂∆G0(x, n)

∂n
= 0,

приводит к новому выражению для размера крити-
ческого зародыша:

x∗ =
288πγ3Ω2

[4µΩ(1− q)]
3
q
≈

≈ 32π

3

(
γ

kT lnSx

)3

Ω2

(
1− 3kT

8µΩ
lnSx

)
, (7)

где

q =

(
1− 3kT

2µΩ
lnSx

)1/2

или

q ≈ 1− 3kT

4µΩ
lnSx

в первом приближении по малому параметру

3kT

4µΩ
≪ 1,

и, соответственно,

n∗

x∗
= (ϕ+ 1)q − 1 ≈ ϕ− 3kT

4µΩ
(1 + ϕ) lnSx, (8)

тогда как свободная энергия образования критиче-
ского зародыша рассчитывается как

∆G∗
0 ≡ ∆G0 (x

∗, n∗) =

=
48πγ3Ω2 [4µΩ(q − 1) + 6kT lnSx]

[4µΩ(1− q)]
3
q

≈

≈ 16π

3(kT lnSx)2
γ3Ω2

[
1 +

3

4

kT

µΩ

(
1

1 + ϕ

)2

lnSx

]
≈

≈ 16π

3

γ3Ω2

(kT lnSx)
2 , (9)
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что свидетельствует о том, что упругая деформа-
ция в матрице практически полностью компенсиру-
ется поглощенными точечными дефектами и, следо-
вательно, уравнения (4) и (5) становятся непримени-
мыми для некогерентных выделений. Поэтому вы-
вод традиционной теории о том, что энергия дефор-
мации, создаваемая зародышами новой фазы, яв-
ляется дополнительным барьером для зародышеоб-
разования, неверен и должен быть скорректирован
при оценке скорости зародышеобразования некоге-
рентных частиц (как показано ниже).

Интересно заметить, что, как следует из (8),
при относительно малой деформации несоответ-
ствия негабаритных частиц с

0 < ϕ <
3kT

4µΩ
lnSx

критический зародыш не поглощает, а испускает ва-
кансии, n∗ < 0; это происходит потому, что при
таких несоответствиях уменьшение поверхностной
энергии зародыша за счет эмиссии вакансий преоб-
ладает над увеличением энергии упругой деформа-
ции. Это дополнительно доказывает важность само-
согласованного учета изменений объема и поверхно-
сти зародыша вследствие поглощения/эмиссии то-
чечных дефектов.

В типичных экспериментах с пересыщенными
сплавами (см., например, [5–7]) максимальное коли-
чество частиц зарождалось при закалке образцов,
создающей избыток вакансий в матрице (при уровне
пересыщения Sv = cv/c

(0)
v , где cv — безразмерная

неравновесная концентрация вакансий, а c
(0)
v — ее

равновесное значение), что позволяет существенно
ускорить процесс нуклеации. Вообще говоря, так-
же следует учитывать избыток собственных меж-
доузлий в закаленной (неравновесной) матрице (с
пересыщением Si = ci/c

(0)
i ). Однако при условии

c
(0)
i /c

(0)
v ≪ 1 перед закалкой, которое обычно реа-

лизуется в металлах (поскольку собственные меж-
узельные атомы имеют достаточно высокие энталь-
пии образования по сравнению с вакансиями [10]),
быстрая рекомбинация при последующем охлажде-
нии приводит к выживанию только избыточных ва-
кансий.

Влияние избыточных вакансий на барьер нук-
леации рассматривался Расселом [11]. Его пред-
сказания, будучи качественно правильными, коли-
чественно оказались не совсем адекватными из-за
некоторых несоответствий в формулировке его мо-
дели, которых можно избежать после некоторой ее
модификации. В частности, в свободной энергии об-
разования некогерентной частицы учитывалось из-

менение ее объема за счет поглощения вакансий,
но пренебрегалось увеличением площади интерфей-
са (что делает такой подход несогласованным, как
пояснялось выше).

Более адекватный результат можно получить,
обобщив представленную выше модель с учетом из-
быточных вакансий, образующихся в неравновес-
ных (закалочных) условиях, что позволяет скоррек-
тировать модель Рассела. Для этого в уравнение
(6) следует ввести дополнительный член −kTn lnSv,
описывающий изменение свободной энергии n ва-
кансий вследствие их поглощения на границе раз-
дела,

∆G0(x, n) = −kTx lnSx − kTn lnSv +

+ 4πγ

(
3

4π
Ωm

) 2
3

(x+ n)
2
3 +

+
2

3
µΩ

1

(1 + ϕ)2
x
(
ϕ− n

x

)2
, (10)

минимизация которой по x и n в критической точке
в первом приближении по параметру 3kT/4µΩ ≪ 1

дает

n∗

x∗
= (ϕ+ 1)q̃ − 1 ≈ ϕ− (ϕ+ 1)

3kT

4µΩ
ln
Sx
Sv
, (11)

где

q̃ =

(
1− 3kT

2µΩ
ln
Sx
Sv

)1/2

и

x∗ =
288πγ3Ω2

[3kT (1 + ϕ) lnSv + 4µΩ (1− q̃)]
3
q̃
≈

≈ 32π

3

( γ

kT

)3 Ω2

[
lnSx + ϕ lnSv+

3
8
kT
µΩ

(
ln Sx

Sv

)2]3 ×

×
(
1 +

3kT

4µΩ
ln
Sx
Sv

)
(12)

Соответственно выражение для свободной энергии
образования критического зародыша принимает вид

∆G∗
0 = 48πγ3Ω2 ×

× 4µΩ(q − 1) + 6kT lnSx + 3kT [−2 + (1 + ϕ)q̃]

[4µΩ (1− q̃) + 3kT (1 + ϕ) lnSv]
3
q̃

≈

≈ 16π

3

γ3Ω2

(kT )2
1

[
lnSx + ϕ lnSv +

3
8
kT
µΩ

(
ln Sx

Sv

)2]3 ×

×
{
lnSx + ϕ lnSv +

3kT

2µΩ
ln
Sx
Sv

lnSv +

+
3

4

kT

µΩ

[(
1

1 + ϕ

)2

+
3

2

](
ln
Sx
Sv

)2}
, (13)
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с критическим пересыщением lnS∗
x ≈ −ϕ lnSv.

Поэтому результаты расчетов [11] с завышенным
барьером нуклеации

∆G∗
0 ≈ 16πγ3Ω2

3(kT )2
(
lnSx + ϕ lnSv − 9kT (1−ν)

8µΩ(1+ν) ln
2 Sv

)2 ,

где ν — коэффициент Пуассона (появившийся из-
за ошибочного применения выражения для энергии
деформации когерентных частиц к некогерентным
частицам), приводили к недооценке влияния избы-
точных вакансий на барьер нуклеации (наряду с за-
вышением критического пересыщения S∗

x) или даже
к исчезновению этого эффекта при типичных зна-
чениях ϕ ≈ 0.1 и lnSv ≈ 5, когда

ϕ lnSv ≈ 9kT (1− ν)

8µΩ(1 + ν)
ln2 Sv.

3. БИНАРНАЯ НУКЛЕАЦИЯ

Проблема зарождения некогерентных выделе-
ний в твердых растворах (наблюдаемых в [5, 6])
является примером гомогенного зародышеобразова-
ния в бинарных системах, где зародыши можно рас-
сматривать как сферические частицы новой фазы в
исходной твердой фазе, содержащей атомы раство-
ренного вещества и вакансии. Однако классическая
теория нуклеации [12–14] развивалась применитель-
но к однокомпонентным системам.

Эта теория была обобщена на кинетику нукле-
ации в бинарных смесях Райсом [15]. В его теории
исходная фаза рассматривается как смесь молекул
(мономеров) двух компонентов X и Y с молеку-
лярными плотностями Nx и Ny (и соответствующи-
ми безразмерным концентрациям cx и cy), соответ-
ственно, вместе с кластерами всех размеров и со-
ставов. При этом каждый кластер характеризует-
ся количеством молекул (или мономеров) x и y ви-
дов X и Y , соответственно, которые он включает.
Райс показал, что критическая точка неустойчиво-
го равновесия в этом случае соответствует седло-
вой точке (x∗, y∗) на поверхности свободной энер-
гии ∆G0(x, y). Он охарактеризовал скорость зарож-
дения значением в критической точке двумерного
вектора потока (определенного в фазовом простран-
стве размеров кластера) J (x∗, y∗), ориентированно-
го в направлении наискорейшего спуска поверхно-
сти свободной энергии (ось прохода x′).

Соответственно, в выражении Райса для скоро-
сти нуклеации

Ṅ = J (x∗, y∗) ≈ −f0 (x∗, y∗)
β∗
xβ

∗
y

(
1 + tg2 θ

)

β∗
y + β∗

x tg
2 θ

×

×D
′

11

(
1

D2
12 −D11D22

)1/2

, (14)

где f0(x, y) — равновесная функция распределения
по размерам,

f0(x, y) = F exp

[
−∆G0(x, y)

kT

]
, (15)

F — предэкспоненциальный фактор, обсуждаемый
ниже в разд. 3.1; θ — угол между исходной осью x

и осью прохода x′; β∗
i = βi (x

∗, y∗) = 4πDiciR
∗Ω−1,

i = x, y, — скорости поступления мономеров X и Y

в критический кластер (x∗, y∗) радиуса R∗;

Dij =
1

2

∂2∆G0(x, y)

∂xi∂xj

∣∣∣∣
x∗,y∗

— элементы матрицы D = (Dij), определитель кото-
рой отрицателен (в соответствии со свойствами сед-
ловой точки, см. [16]),

detD = D11D22 −D2
12 < 0;

D
′

11 =
1

2

∂2∆G0

(
x

′

, y
′
)

∂x′2

∣∣∣∣∣
x∗,y∗

=

= D11 cos
2 θ +D22 sin

2 θ + 2D12 sin θ cos θ, (16)

— вторая производная ∆G0 в направлении x
′

ор-
тогональной системы координат (x

′

, y
′

), получен-
ной поворотом исходной системы координат (x, y)
на угол θ; эта производная должна быть отрицатель-
ной,D

′

11 < 0, чтобы обеспечить максимум свободной
энергии в критической точке в направлении оси x′.

Теория Райса была модифицирована Ланге-
ром [17] (с последующим рассмотрением Штау-
фером [18]), который скорректировал ориентацию
вектора потока в направлении неустойчивой моды в
седловой точке (новая ось прохода x′). Модифици-
рованное значение θ было в явном виде рассчитано
в [18] и позже уточнено в [19] как

tg θ =

{
s+

(
r + s2

)1/2
, D21 < 0,

s−
(
r + s2

)1/2
, D21 > 0,

(17)

где

r =
β∗
y

β∗
x

, s =
da − rdb

2
,

da = −D11

D12
, db = −D22

D12
.
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3.1. Предэкспоненциальный фактор

равновесной функции распределения

В теории Райса при условии, что число клас-
теров Nxy мало по сравнению с числом одиноч-
ных молекул (мономеров) X и Y в исходной фазе,
Nxy ≪ Nx, Ny, предэкспоненциальный множитель F
функции равновесного распределения по размерам
в уравнении (15) принимает вид

F = Nx +Ny. (18)

При этом в трех различных случаях, исследован-
ных Райсом [6], предполагалось, что в исходной фазе
отсутствует инертный газ-носитель. Применительно
к решеточному газу (с плотностью узлов N0) это
предположение соответствует полному заполнению
узлов решетки мономерами, т. е.

Nx +Ny = N0.

Этот подход является обобщением модели Френке-
ля [20], характеризующей распределение кластеров
по размерам в однокомпонентных сплавах.

Корректность такого подхода применительно к
газам в инертной атмосфере (при Nx+Ny ≪ N0, где
N0 — общая плотность молекул газовой смеси, вклю-
чая инертный газ) широко критиковалась в литера-
туре. В частности, Лоте и Паунд [21] предположили,
что при разработке теории нуклеации для одноком-
понентных систем не были учтены степени свободы,
соответствующие трансляциям кластеров. Это при-
вело их к тому, что предэкспоненциальный множи-
тель оказался пропорциональным общей плотности
молекул газа (или узлов решетки в случае решеточ-
ного газа) N0, а не молекул пара (примеси), т. е. к
большому расхождению с предыдущими результа-
тами. Аналогичный вывод применительно к реше-
точному газу был сделан в большом количестве по-
следующих работ, приведенных (и поддержанных) в
работе [22].

Это разногласие («трансляционный парадокс»)
обсуждалось Райсом и Кацем [23], которые иссле-
довали статистическую сумму системы с учетом пе-
рестановок мономеров между кластерами и показа-
ли, что поправка Лоте и Паунда к теории нукле-
ации в итоге не возникает (для однокомпонентных
систем). Однако в их последующей работе [24], где
были подтверждены основные качественные выво-
ды работы [23], был найден поправочный коэффи-
циент, составивший несколько порядков (однако го-
раздо меньший, чем поправка Лоте и Паунда). Веро-
ятно, по этой причине Кац пренебрег своими преды-
дущими результатами [23] и модифицировал модель

Френкеля в соответствии с поправкой Лоте и Паун-
да в своих последующих работах (например, в рабо-
тах [25, 26]).

Таким образом, противоречие между различны-
ми подходами не было разрешено до конца и требо-
вало дальнейшего анализа. Такой анализ был про-
веден для однокомпонентных систем в недавней ра-
боте автора [27] в рамках термодинамического под-
хода [28] с учетом взаимодействия мономеров с кла-
стерами (рассматриваемого в статистическом под-
ходе [23, 24]), которое не принималось во внимание
в модели Лоте и Паунда [21, 22]). Обобщение этого
рассмотрения на бинарные системы представлено в
Приложении А, где справедливость уравнения (18)
обоснована применительно к твердым растворам.

3.2. Скорость нуклеации

При применении теории Райса к зарождению
некогерентных частиц индекс x будет присвоен ато-
мам растворенного вещества, а индекс y — ваканси-
ям в матрице. Результаты расчетов элементов мат-
рицы D = (Dij) и других параметров уравнения (14)
представлены в Приложении B, где предполагается,
что Dvc

(0)
v ≥ Dxcx, учитывая, что в большинстве

металлов коэффициент самодиффузии Ds опреде-
ляется вакансионным механизмом и таким образом,
Ds ≈ Dvc

(0)
v [10], и что Dx ≈ Ds для Si в Al [29],

тогда как типичная концентрация Si в Al в экс-
периментах [5–7] составляла несколько процентов,
cx ≪ 1. В случае равновесных вакансий в матрице
(для которых c(0)v ≪ cx) скорость зарождения неко-
герентных частиц (количество в единице объема в
единицу времени) принимает вид

Ṅ ≈ 4πDxc
2
x

γ

kT

(
kT

4µΩ

)1/2

ln−1/2 Sx ×

× exp

(
− 16πγ3Ω2

3(kT )3 ln2 Sx

)
. (19)

Для закаливаемых образцов с избытком вакан-
сий в матрице в Приложении B получено более об-
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щее выражение

Ṅ ≈ γ

kT

(
kT

4µΩ

)1/2

×

× 4πDxcx (cx + cv)
[
lnSx + ϕ lnSv +

3
8
kT
µΩ

(
ln Sx

Sv

)2]1/2 ×

×exp





− 16πγ3Ω2

3(kT )3
[
lnSx + ϕ lnSv +

3
8
kT
µΩ

(
ln Sx

Sv

)2]2





.

(20)

Из этого уравнения можно сделать вывод, что из-
быток вакансий в закаливаемых образцах не только
снижает барьер нуклеации, но и увеличивает пред-
экспоненциальный фактор за счет увеличения диф-
фузии растворенных атомов Dx ∝ cv в материалах
с вакансионным механизмом диффузии.

Как отмечается в [1], экспериментальное измере-
ние скорости нуклеации при осаждении в твердых
растворах чрезвычайно сложно, поскольку измере-
ния удается проводить только в очень ограниченном
диапазоне условий экспериментов. Дополнительная
трудность связана с расчетом реального числа об-
разующихся частиц, поскольку одновременно может
происходить укрупнение частиц за счет их слияния.
Поэтому главная цель состоит в том, чтобы найти
термодинамическую движущую силу для образова-
ния зародышей. При этом, поскольку процесс об-
разования зародышей наиболее чувствителен к ве-
личине движущей силы, нет необходимости знать
с высокой точностью многие другие (кинетические)
факторы в общем выражении для скорости нукле-
ации. Поэтому ключевой проблемой теории нуклеа-
ции в твердых растворах, ввиду множества связан-
ных с ней неопределенностей, является качественно
правильное понимание лежащих в ее основе меха-
низмов и их согласованность с экспериментальными
наблюдениями. В связи с этим полученные уравне-
ния (19) и (20) для скорости нуклеации могут быть
использованы для правильной интерпретации име-
ющихся и новых наблюдений.

4. ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Критически проанализирована традиционная
теория гомогенного зарождения некогерентных вы-
делений в твердых растворах [1–3]. Показано, что
предсказание теории об увеличении свободной энер-
гии зародышеобразования за счет упругой энергии,

связанной с различием атомных объемов двух фаз,
оказывается неверным для некогерентных выде-
лений. Это связано с тем, что учет равновесных
точечных дефектов в исходной фазе, которые могут
поглощаться на некогерентной границе раздела
между частицей и матрицей в процессе зарождения
частицы, приводит к релаксации возникающего
зародыша внутри матрицы и исчезновению вклада
энергии упругой деформации в барьер нуклеации,
а также к восстановлению величины критического
пересыщения S∗

x ≈ 1 (завышенной в традиционной
теории).

На основании этого в рамках теории Райса би-
нарной гомогенной нуклеации разработана кине-
тическая модель скорости зарождения некогерент-
ных выделений в пересыщенном однокомпонентном
твердом растворе при учете равновесных вакансий
в матрице (в качестве второго компонента).

Модель обобщена для учета избыточных вакан-
сий, образующихся в неравновесных условиях зака-
лочных испытаний в разбавленных сплавах (напри-
мер, Al–Si). Показано, что избыток вакансий в зака-
ливаемых образцах снижает барьер нуклеации, сме-
щает критическое пересыщение до значения

S∗
x ≈ −ϕ lnSv

(которое может существенно отличаться от оце-
нок упрощенной термодинамической модели [11])
и увеличивает предэкспоненциальный кинетический
фактор в выражении для скорости нуклеации.

Благодарности. Автор благодарит В. И. Тара-
сова (ИБРАЭ РАН) за критическое прочтение руко-
писи и ценные замечания.

ПРИЛОЖЕНИЕ A.
РАСЧЕТ ПРЕДЭКСПОНЕНЦИАЛЬНОГО
ФАКТОРА РАВНОВЕСНОЙ ФУНКЦИИ

РАСПРЕДЕЛЕНИЯ ПО РАЗМЕРАМ

Хотя подход Лоте и Паунда [21] правильно вы-
явил ограничения более ранних работ (в которых не
учитывалось присутствие инертного газа-носителя),
в нем сохранился главный недостаток этих работ,
рассматривающих систему мономеров и кластеров
как идеальную газовую смесь.

Действительно, такое рассмотрение справедли-
во только в случае статистики Больцмана (кото-
рой подчиняется идеальный газ), когда все части-
цы распределяются по различным термодинамиче-
ским состояниям независимо друг от друга [28]. Для
кластеров конечных размеров их взаимодействием
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с мономерами (описываемым в статистическом под-
ходе [23, 24] перестановками мономеров между кла-
стерами) нельзя пренебрегать, поскольку кластеры,
в отличие от мономеров, не могут рассматриваться
как точечные частицы.

В соответствии с общей термодинамикой адди-
тивность термодинамических величин, таких как
свободная энергия или энтропия, сохраняется лишь
до тех пор, пока взаимодействие между различны-
ми частями системы незначительно, как в случае
идеальных газовых смесей, для которых, например,
энтропия смеси равна сумме энтропий каждого из
газов. Поэтому для неидеальной смеси нескольких
веществ (например, мономеров и кластеров) энтро-
пия уже не равна сумме энтропий каждого из ве-
ществ [28].

Для нахождения избыточной энтропии сме-
си мономеров и кластеров обозначим через
Φ0 (P, T,Nx, Ny) свободную энергию Гиббса идеаль-
ного твердого раствора в кристаллической матрице
(с плотностью узлов решетки N0) мономеров X и Y
(с плотностью молекул Nx и Ny, соответственно),
химические потенциалы которых равны

µi (P, T, ci) = ψi(P, T ) + kT ln ci, i = x, y,

ci = Ni/N0 ≪ 1.

Обозначим через αxy небольшое изменение сво-
бодной энергии при добавлении в систему одно-
го сферического кластера XxYy (зародыша новой
фазы), состоящего из (x, y) мономеров. В термо-
динамическом подходе кластеры рассматриваются
как «макроскопические» подсистемы (или «тела»)
с nx, ny ≫ 1, распределенные во «внешней среде» (в
твердом растворе).

С учетом взаимодействия кластеров с
мономерами,

XxYy ±X = Xx±1Yy,

XxYy ± Y = XxYy±1,

эту величину следует искать как функцию Nx и Ny,
т. е.

αxy = αxy (P, T,Nx, Ny) .

Благодаря тому, что

Nxy ≪ Nx, Ny,

где Nxy — количество (в единице объема) класте-
ров размера (x, y), взаимодействием между класте-

рами можно пренебречь, и, таким образом, свобод-
ная энергия принимает вид

Φ = Nxµx +Nyµy +Nxyαxy (P, T,Nx, Ny) +

+ kT ln (Nxy!) , (21)

где член поступательной энтропии

kT ln (Nxy!) ≈ kTNxy ln
Nxy
e

учитывает, что все (сферические) кластеры одного
размера (x, y) идентичны и, будучи макроскопиче-
скими телами, равномерно распределены во внеш-
ней среде (представляемой решеточным газом).

Это принципиально отличается от распределе-
ния нового идеального газа Z (с плотностью мо-
лекул Nz ≪ N ≈ N0) в существующей смеси ре-
шеточных газов, который становится составной ча-
стью «среды» и преобразует конфигурационную эн-
тропию

kT ln
N !

N0!Nx!Ny!
≈

≈ −kT
[
N0 ln

N0

N
+Nx ln

Nx
N

+Ny ln
Ny
N

]

(которая входит в Φ через члены химических потен-
циалов) в

kT ln
(N +Nz)!

N0!Nx!Ny!Nz!
.

Следовательно, дополнительный энтропийный член
в уравнении (21) будет иметь вид kTNz ln(Nz/N)

(вместо kTNz ln(Nz/e)) с одновременным обращени-
ем в нуль члена взаимодействия Nzαz.

Тогда уравнение (21) можно представить в
виде [28]

Φ = Nxµx +Nyµy +

+ kTNxy ln

[
Nxy
e

exp
(αxy
kT

)]
. (22)

Поскольку Φ должна быть однородной функци-
ей первого порядка по Nx, Ny и Nxy [28], член

exp

[
αxy (P, T,Nx, Ny)

kT

]

в аргументе логарифма следует искать в самом об-
щем виде,

fxy(P, T )

Nx + βNy
.

221



М. С. Вещунов ЖЭТФ, том 165, вып. 2, 2024

Учитывая, что после переопределения x ↔ y сво-
бодная энергия не должна измениться, можно за-
ключить, что β = 1. Соответственно, получаем

Φ = Nxµx +Nyµy +

+ kTNxy ln

[
Nxy

e (Nx +Ny)
fxy(P, T )

]
, (23)

или, вводя новую функцию

ψxy(P, T ) = kT ln fxy(P, T ),

получаем

Φ = Nxµx +Nyµy +Nxyψxy(P, T ) +

+ kTNxy ln

[
Nxy

e (Nx +Ny)

]
. (24)

Сравнение уравнений (24) и (21) показывает, что

Nxyαxy (P, T,Nx, Ny) =

= Nxyψxy(P, T )− kTNxy ln (Nx +Ny) . (25)

Следовательно, поскольку первый член в уравне-
нии (25), Nxyψxy(P, T ), не зависит от количества мо-
номеров, величина ψxy(P, T ) является стандартной
свободной энергией кластера, а второй член урав-
нения (25), kTNxy ln (Nx +Ny), описывает избыточ-
ную энтропию смеси.

Это приводит к следующим выражениям для хи-
мических потенциалов «растворителей»:

µ
′

x =
∂Φ

∂Nx
= µx − kT cxy ≈ µx, (26)

µ
′

y =
∂Φ

∂Ny
= µy − kT cxy ≈ µy, (27)

где

cxy ≈ Nxy
(Nx +Ny)

≪ 1,

и «растворенного вещества»

µxy =
∂Φ

∂Nxy
= kT ln cxy + ψxy. (28)

Следовательно, из условия равновесия химической
реакции xX + yY = XxYy,

xµx + yµy = µxy, (29)

закон действующих масс можно представить в виде

cxy ≈ Nxy
Nx +Ny

= Kxy(T ), (30)

с константой равновесия

Kxy(T ) = exp

(
−∆G0(x, y)

kT

)
, (31)

где
∆G0(x, y) = ψxy − xµx − yµy

— свободная энергия Гиббса образования кластера.
Если концентрации других кластеров также ма-

лы, их вклады в полную свободную энергию систе-
мы линейны; поэтому равновесная функция распре-
деления по размерам имеет вид

f0(x, y) = (Nx +Ny) exp

(
−∆G0(x, y)

kT

)
, (32)

который получается, как уже говорилось выше,
в термодинамическом пределе для «макроскопиче-
ских» кластеров с x, y ≫ 1. По этой причине заме-
чание [26] о том, что это выражение в применении
к кластерам размером (1, 0) должно было бы сов-
падать с количеством мономеров Nx, не является
корректным.

ПРИЛОЖЕНИЕ B.
РАСЧЕТ ПАРАМЕТРОВ СКОРОСТИ

НУКЛЕАЦИИ

Первая и вторая производные свободной энергии
(10) рассчитываются как

∂∆G0(x, n)

∂n
=

= −kT lnSv +
8

3
πγ

(
3

4π
Ωm

) 2
3

x−
1
3

(
1 +

n

x

)− 1
3 −

− 4µΩ

3

1

(1 + ϕ)2

(
ϕ− n

x

)
, (33)

∂∆G0(x, n)

∂x
=

= −kT lnSx +
8

3
πγ

(
3

4π
Ωm

) 2
3

x−
1
3

(
1 +

n

x

)− 1
3

+

+
2µΩ

3

1

(1 + ϕ)2

[
ϕ2 −

(n
x

)2]
, (34)

∂2∆G0(x, n)

∂n2
=

= −8

9
πγ

(
3

4π

Ω

1 + ϕ

) 2
3

x−
4
3

(
1 +

n

x

)− 4
3

+

+
4µΩ

3

1

(1 + ϕ)2
1

x
, (35)
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∂2∆G0(x, n)

∂x2
=

= −8

9
πγ

(
3

4π

Ω

1 + ϕ

) 2
3

x−
4
3

(
1 +

n

x

)− 4
3

+

+
4µΩ

3

1

(1 + ϕ)2
1

x

(n
x

)2
, (36)

∂2∆G0(x, n)

∂n∂x
=

= −8

9
πγ

(
3

4π

Ω

1 + ϕ

) 2
3

x−
4
3

(
1 +

n

x

)− 4
3 −

− 4µΩ

3

1

(1 + ϕ)2
1

x

n

x
. (37)

Соответственно, элементы

Dij =
1

2

∂2∆G0(x, y)

∂xi∂xj

∣∣∣∣
x∗,y∗

матрицы D, рассчитанные в первом приближении
по малому параметру

3kT

4µΩ
∼ 10−2 ≪ 1

с использованием (11), принимают вид

D11 =
∂2∆G0(x, n)

∂x2

∣∣∣∣
x∗,n∗

≈

≈ 4µΩ

3

1

(1 + ϕ)2
1

x∗

[(
ϕ− 3kT

4µΩ
ln
Sx
Sv

)2

−

− kT

4µΩ
(1+ϕ)

4
3

(
lnSx + ϕ lnSv +

3

8

kT

µΩ

(
ln
Sx
Sv

)2
)]

,

(38)

D22 =
∂2∆G0(x, n)

∂n2

∣∣∣∣
x∗,n∗

≈

≈ 4µΩ

3

1

(1 + ϕ)2
1

x∗

(
1− kT

4µΩ
lnSx

)
, (39)

D12 =
∂2∆G0(x, n)

∂n∂x

∣∣∣∣
x∗,n∗

≈

≈ −4µΩ

3

1

(1 + ϕ)2
1

x∗

[(
ϕ− 3kT

4µΩ
ln
Sx
Sv

)
+

+
kT

4µΩ
(1 + ϕ)

4
3 (lnSx + ϕ lnSv)

]
, (40)

и поэтому детерминант матрицы

detD = D11D22 −D2
12 ≈

≈ −
(

1

x∗
4µΩ

3

)2(
1

1 + ϕ

) 8
3 kT

4µΩ
×

×
(
lnSx + ϕ lnSv +

3

8

kT

µΩ

(
ln
Sx
Sv

)2
)
, (41)

является отрицательным выше критического пере-
сыщения,

lnSx > lnS∗
x ≈ −ϕ lnSv,

и тем самым подтверждает, что (x∗, y∗) является
седловой точкой. Это приводит к выражению

(− detD)
1
2 =

1

x∗
4µΩ

3

(
1

1 + ϕ

) 4
3

×

×
[
kT

4µΩ

(
lnSx + ϕ lnSv +

3

8

kT

µΩ

(
ln
Sx
Sv

)2
)] 1

2

.

(42)

Для простоты далее будут анализироваться
только относительно большие значения

|ϕ| ≫
∣∣∣∣
3kT

4µΩ
ln
Sx
Sv

∣∣∣∣ ∼ 0.01,

учитывая, что для Si (Ω = a3Si/8 и aSi = 0.5431 нм)
в Al (Ωm = a3Al/4 и aAl = 0.4049 нм) ϕ ≈ 0.2; для Ge
(Ω = a3Ge/8 и aGe = 0.5658 нм) в Al ϕ ≈ 0.41; и от-
рицательное значение ϕ ≈ −0.1 для некогерентной
фазы CuAl2 в Al. В этих случаях
∣∣∣∣ϕ− 3kT

4µΩ
ln
Sx
Sv

∣∣∣∣≫

≫ kT

4µΩ
(1 + ϕ)

4
3 (lnSx + ϕ lnSv) ∼ 0.01,

и, следовательно, уравнение (40) можно упростить:

D12 ≈ −4µΩ

3

(
1

1 + ϕ

)2
1

x∗

(
ϕ− 3kT

4µΩ
ln
Sx
Sv

)
. (43)

В рассматриваемом случае

β∗
x

β∗
v

=
Dxcx
Dvcv

≪ 1,

и из (17) получаем

tg θ ≈ ϕ− 3kT

4µΩ
ln
Sx
Sv
,

если D21 < 0, или

ϕ− 3kT

4µΩ
lnSx > 0,
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и

tg θ ≈ −
∣∣∣∣ϕ− 3kT

4µΩ
ln
Sx
Sv

∣∣∣∣ ,

если D21 > 0, или

ϕ− 3kT

4µΩ
lnSx < 0,

или в общем виде

tg θ ≈ ϕ− 3kT

4µΩ
ln
Sx
Sv

≪ 1, (44)

cos2 θ =
1

1 + tg2 θ
≈ 1

1 +
(
ϕ− 3kT

4µΩ ln Sx

Sv

)2 ≈ 1, (45)

и, таким образом, принимая во внимание, что
β∗
x ≪ β∗

v , получим

β∗
xβ

∗
v

(
1 + tg2 θ

)

β∗
v + β∗

x tg
2 θ

≈ β∗
x

(
1 + tg2 θ

)
. (46)

Подставляя (44)–(46) в (16), получаем выражение

D
′

11 ≈ −1

3

(
1

1 + ϕ

) 2
3 1

x∗
kT ×

×
(
lnSx + ϕ lnSv +

3

8

kT

µΩ

(
ln
Sx
Sv

)2
)
, (47)

которое отрицательно выше критического пересы-
щения,

lnSx > lnS∗
x ≈ −ϕ lnSv,

и, таким образом, обеспечивает максимум свободной
энергии в критической точке в направлении оси x′ (и
положительный знак правой части уравнения (14)).

С учетом (46) и соотношения

R∗ =

[
3Ω

4π(1 + ϕ)

]1/3
(x∗ + n∗)

1/3 ≈

≈
(
1− kT

4µΩ
ln
Sx
Sv

)
2γΩ/(kT )

lnSx + ϕ lnSv +
3
8
kT
µΩ

(
ln Sx

Sv

)2 ≈

≈ 2γΩ/(kT )

lnSx + ϕ lnSv +
3
8
kT
µΩ

(
ln Sx

Sv

)2 ,

уравнение (14) принимает вид

Ṅ ≈ γ

kT

(
kT

4µΩ

) 1
2

×

× 4πDxcx (cx + cv)
[
lnSx + ϕ lnSv +

3
8
kT
µΩ

(
ln Sx

Sv

)2] 1
2

×

×exp





− 16πγ3Ω2

3(kT )3
[
lnSx + ϕ lnSv +

3
8
kT
µΩ

(
ln Sx

Sv

)2]2





.

Учитывая, что обычно можно пренебречь c(0)v по
сравнению cx, в отсутствие избыточных вакансий
это уравнение сводится к виду

Ṅ ≈ 4πDxc
2
x

γ

kT

(
kT

4µΩ

) 1
2

ln− 1
2 Sx ×

× exp

(
− 16πγ3Ω2

3(kT )3 ln2 Sx

)
.

Следует отметить, что приведенное выше выра-
жение для объема полости Vm = (x+n)Ωm, исполь-
зуемое в уравнениях (6) и (10), применимо только в
случае Ω/Ωm ≤ 2, что соответствует ϕ ≤ 1, а в слу-
чае 2 < Ω/Ωm ≤ 3 и ϕ ≤ 2 правильным выражением
является

Vm = (2x+ n)Ωm.

Поэтому деформацию превращения δ(x, n) следует
пересчитывать из выражения

Vp − Vm
Vp

= 1− (2x+ n)Ωm
xΩ

=

=
(
ϕ− 1− n

x

) 1

1 + ϕ
=
(
ϕ̃− n

x

) 1

2 + ϕ̃
=

= (1 + δ)3 ≈ 1 + 3δ,

где
ϕ̃ = ϕ− 1 < 1.
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Представлены результаты ультразвуковых исследований кристалла со структурой флюорита CdF2, ле-

гированного атомами хрома малой концентрации (nCr = 6.3 · 1019 см−3) с преобладанием ионов Cr3+.

Измерения выполнялись в интервале 3.6–150К на частотах 18–268МГц с использованием поперечной

и продольной нормальных мод, распространяющихся в кристаллографическом направлении [100]. На

температурных зависимостях поглощения и скорости ультразвуковых волн были обнаружены аномалии,

характерные для систем ян-теллеровских кубических комплексов с орторомбическими минимумами адиа-

батического потенциала. Интерпретация результатов проведена в рамках квадратичной T ⊗ (e+ t2) зада-

чи эффекта Яна –Теллера для комплексов Cr2+F−

8 , концентрация которых составляла величину порядка

10−2nCr. Анализ экспериментальных данных позволил установить механизмы конфигурационной релак-

сации ян-теллеровской подсистемы и значения параметров, их определяющих.

DOI: 10.31857/S0044451024020081

1. ВВЕДЕНИЕ

Кристаллы, легированные ионами переходных
металлов, привлекают повышенное внимание в
плане фундаментальных исследований и в связи
с их практическим применением в устройствах
лазерной техники, электроники и квантовых вы-

* E-mail: v.v.gudkov@urfu.ru

числений [1–3]. Легирующие примеси одного и того
же химического элемента, но в разных зарядовых
состояниях, проявляют различные свойства. В
качестве примера можно привести кристаллы со
структурой флюорита (пространственная группа
Fm3̄m, рис. 1), в которых примеси хрома оказыва-
ются в состояниях Cr+, Cr2+ и Cr3+ [4–6]. В связи
с этим встает вопрос о методиках их исследований,
которые были бы ориентированы на ионы с опреде-
ленным зарядовым состоянием в особенности, когда
ионы одного из состояний являются доминирую-
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Рис. 1. Структура изовалентно замещенного кристалла

CdF2 : 3d. 3d-ион (желтый цвет), в данной работе Cr2+, за-

мещает Cd2+ и, находясь в окружении восьми ионов фтора

(красные позиции), формирует кубический ЯТ-комплекс

щими, а другие — малыми добавками. Уникальная
возможность для реализации этой программы
предоставляется методами физической акустики
при наличии ионов, формирующих ян-теллеровские
(ЯТ) комплексы. В частности, основное состояние
5D свободного иона Cr2+ (d4) в кристаллическом
поле кубической (или тетраэдрической) симметрии
расщепляется на орбитальный дублет 5E (воз-
бужденное состояние) и орбитальный триплет 5T2
(основное) [7]. Поскольку оба эти состояния вы-
рождены, дальнейшее рассмотрение требует учета
эффекта Яна – Теллера (ЭЯТ) (см., например, [8]).

В силу малости энергии фононов, используе-
мых в ультразвуковом эксперименте, наблюдать ре-
зонансные переходы между вибронными уровня-
ми крайне сложно. Это легко понять, если оце-
нить энергию фононов, используемую в эксперимен-
те. Так, на частоте 100МГц в единицах темпера-
туры она составляет ≈ 5мК. То есть только при
очень низких температурах могут проявиться пе-
реходы между близко расположенными уровнями
в виде аномалий резонансного типа. Таким обра-
зом, изменения от внешнего параметра кривых дис-
персии и поглощения ультразвуковой волны могут
иметь лишь релаксационную природу. Этот факт
был установлен в самых первых работах по иссле-
дованию ЭЯТ в легированных кристаллах ультра-
звуковыми методами (см. обзор [9]). Неравновес-

ность, вносимая ультразвуковой волной в ЯТ-подси-
стему, приводит к перераспределению ЯТ-комплек-
сов по уровням энергии, зависящим от деформаций,
а механизмы, приводящие к равновесному состоя-
нию при низких температурах, имеют квантовую
природу. В связи с этим время релаксации функции
распределения по энергиям комплексов различной
конфигурации имеет смысл называть конфигураци-
онным (ян-теллеровским, вибронным), чтобы отли-
чать от времени спин-спиновой или спин-решеточ-
ной релаксации, а низкотемпературную динамику
комплексов — квантовой в отличие от наблюдаемой
при более высоких температурах [10, 11].

В легированных кристаллах со структурой
флюорита аномалии релаксационной природы
были обнаружены в SrF2:Cr2+ [12], CaF2:Ni2+ [13],
CaF2:Cr2+ [14] и CaF2:Cu2+ [15]. Ультразвуковые
эксперименты, выполненные во всех перечисленных
выше кристаллах, показали, что глобальные мини-
мумы адиабатического потенциала (АП) ЯТ-ком-
плексов имеют орторомбическую симметрию, что
возможно лишь в случае квадратичной T ⊗ (e + t2)

задачи ЭЯТ либо за счет ангармонизма решетки
(см., например, [16]). В данном случае причины
формирования орторомбических глобальных мини-
мумов АП, безусловно, интересны, но не важны для
интерпретации экспериментальных данных. Там,
где их можно было сравнить с данными ЭПР от-
носительно симметрийных свойств окружения, они
всегда совпадали в предположении изовалентного
замещения катиона ЯТ-ионом [5, 17, 18].

В ранее изученных кристаллах CaF2 и SrF2 с за-
мещением катионов ионами хрома увеличение мас-
сы атома металла в матрице MeF2 приводило к уве-
личению энергии активации и, как следствие, уве-
личению высоты потенциального барьера и низко-
температурного значения времени релаксации. По-
скольку в матрице SrF2 энергия активации состав-
ляла достаточно большую величину, 264 см−1, по
сравнению с 91.7 см−1 для матрицы CaF2, пред-
ставляло интерес установить, продолжится ли эта
тенденция для более тяжелого катиона? В связи
с этим настоящая работа посвящена исследованию
кристалла CdF2 : Cr и сравнению данных с ранее
полученными для других кристаллов со структурой
флюорита.

2. ЭКСПЕРИМЕНТ

Использованные в работе образцы были выре-
заны из исходных кристаллов CdF2 : Cr и CdF2,
показанных на рис. 2. Они выращены в Институ-
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те геохимии им. А. П. Виноградова СО РАН мето-
дом Бриджмена – Стокбаргера в графитовом тиг-
ле в инертной атмосфере. В качестве активатора
применялся CrF3, проходивший вакуумную суш-
ку. Анализ состава легированного кристалла вы-
полнялся с помощью ELAN 9000 ICP-MS (Perkin-
Elmer SCIEX) в Институте химии твердого тела
УрО РАН. Концентрация примеси хрома составила
nCr = (6.29± 0.03) · 1019 см−3. Концентрации пере-
ходных металлов, способных образовать трехкратно
вырожденные состояния ионов в кубическом окру-
жении, Mn3+ и V2+, были на порядок меньше, а
Ni2+ и Cu2+ — на два порядка по сравнению с nCr.

Ультразвуковые измерения проводились в Физи-
ко-технологическом институте УрФУ на установке,
работающей по принципу перестраиваемого по час-
тоте высокочастотного моста [19]. Для генерации
и регистрации ультразвуковых колебаний использо-
вались резонансные пьезопреобразователи, изготов-
ленные из ниобата лития. Погрешности измерений
изменений поглощения и фазовой скорости состав-
ляли 0.1 дБ и 10−5 соответственно. Измерения тем-
пературных зависимостей коэффициента поглоще-
ния α = − Imk и фазовой скорости v = ω/Re k, где
k = Re k − iα — комплексное волновое число, вы-
полнялись в интервале T = 3.6–150К на частотах
ω/2π = 18–268МГц. Результаты измерений могут
быть представлены в виде температурных зависи-
мостей ∆αβ/k0 и ∆vβ/v0 или Im∆cβ/c0 и Re∆cβ/c0.
При малых изменениях величин

Re∆cβ
c0

= 2
∆vβ
v0

, (1)

Im∆cβ
c0

= 2
∆αβ
k0

, (2)

где индекс β характеризует тип нормальной моды
и соответствующую компоненту тензора динамиче-
ских модулей упругости c, а индекс 0 обозначает ве-
личину, определенную при некотором фиксирован-
ном значении температуры T0.

Тензор модулей упругости кристалла представ-
ляет собой сумму вкладов различных подсистем,
в том числе и подсистемы, образованной ЯТ-ком-
плексами. ЯТ-вклад в компоненты тензора ди-
намических модулей упругости имеет вид (см.,
например, [15])

cJTβ
c0

=

(
cJTβ

)T

c0

1

1 + iωτ
=

(
cJTβ

)T

c0
(f1 − if2) , (3)

где
(
cJTβ

)T
— вклад ЯТ-подсистемы в изотермиче-

ский модуль упругости, f1 и f2 — действительные

Рис. 2. Кристаллы CdF2 : Cr (слева) и номинально чи-

стый CdF2 (справа)

(положительные) функции. Изотермический вклад
ЯТ-подсистемы можно представить в виде

(
cJTβ

)T
= −aSβ

nJTF 2
i a

2
0

kBT
= −

ASβ
T
, (4)

где a0 — расстояние между ЯТ-ионом и ближайшим
окружением, kB — постоянная Больцмана, nJT —
концентрация ЯТ-комплексов, Fi — линейная кон-
станта вибронной связи, aSβ — коэффициент (поло-
жительный), зависящий от симметрийных свойств
глобальных минимумов АП, симметрии кристалла
и компоненты тензора модулей упругости. Для ку-
бических комплексов в кристаллах со структурой

флюорита выражения для
(
cJTβ

)T
приведены, в част-

ности, в [15].
В настоящей работе были исследованы триго-

нальный модуль упругости cT = c44 и продольный
cL = c11. Эти модули связаны с нормальными мода-
ми, распространяющимися вдоль кристаллографи-
ческой оси [100]: поперечной и продольной. На тем-
пературных зависимостях действительной и мнимой
составляющих этих модулей были обнаружены ти-
пичные для проявления ЭЯТ аномалии. Пример та-
ких зависимостей приведен на рис. 3.

3. ВРЕМЯ РЕЛАКСАЦИИ

Конфигурационное время релаксации τ может
быть вычислено с помощью данных о температур-
ных зависимостях действительной части ЯТ-вклада
Re cJTβ в динамический модуль упругости [20]:

τ =
1

ω

√√√√√2
Re
[
cJTβ (T1)/c0

]
T1

Re
[
cJTβ (T )/c0

]
T

− 1 , (5)
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Рис. 3. Температурные зависимости мнимой (a) и действи-

тельной (b) составляющих модуля упругости c44. Кривые 1

и 2 измерены на частоте ω/2π = 56.16МГц в кристалле

CdF2 : Cr2. Кривaя 3 — действительная составляющая

этого же модуля в номинально чистом CdF2, измеренная

на частоте 56.43МГц. ∆c44 = c44(T ) − c0, c0 = c44(T0),

T0 = 4.2K. На вставке показана низкотемпературная часть
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Рис. 4. Температурные зависимости действительных со-

ставляющих модуля упругости c44 в кристаллах CdF2 : Cr

(кривая 1) и CdF2 (кривая 2); 3 и 4 — линейные асимп-

тоты. ∆c44 = c44(T )− c0, c0 = c44(T → 0)

где

Re

[
cJTβ (T )

c0

]
= Re

[
cβ(T )

c0

]
− Re

[
cbβ(T )

c0

]

— разность между температурными зависимостя-
ми, полученными на примесном и номинально чи-
стом кристаллах (соответственно кривые 1 и 2 на
рис. 4), а T1 удовлетворяет условию ωτ = 1. По-
дробное описание метода построения температур-
ной зависимости времени релаксации приведено в
разд. 4.2 в [14]. Далее, в предположении, что ре-
лаксация определяется тремя механизмами (акти-
вационным, туннельным и двухфононным) [9], с по-
мощью моделирования установлены параметры, их
определяющие. Результаты расчетов приведены на
рис. 5, где кривая 2 представляет общее время ре-
лаксации τ =

(
τ−1
a + τ−1

t + τ−1
R

)−1
, а скорости ре-

лаксации, характеризующие отдельные механизмы,
имеют вид

τ−1
a = τ−1

0 exp

(
− V0
kBT

)
, (6)

τ−1
t = BT, (7)

τ−1
R =

B

Θ2
T 3, (8)

где V0 — энергия активации, τ−1
0 — частота попы-

ток. В таком виде константы B и B/Θ2 введены
в [21], хотя изначально [22] они связывали время
релаксации, а не скорость, с температурой в соот-
ветствующей степени. Из рис. 5 видно, что модель-
ная кривая 2 в целом хорошо согласуется с экспе-
риментальными данными, за исключением области
1/T = 0.06–0.10К−1, где проявляются иные ЯТ-под-
системы, речь о которых пойдет ниже.

4. ОБСУЖДЕНИЕ

Аномалии, аналогичные изображенным на
рис. 3, наблюдались и для модуля c11. По внешнему
виду они типичны для ЭЯТ в примесных кристал-
лах, а то, что они проявляются в модулях c44 и c11,
свидетельствует, что глобальные минимумы АП
имеют орторомбическую симметрию. Процедура
определения симметрийных свойств экстремумов
АП подробно описана в [15]. Кроме того, следует
отметить, что на рис. 3, помимо основных особенно-
стей при T ≈ 25K (пика на температурной зависи-
мости мнимой части модуля и размытой ступеньки
на графике действительной части), имеются слабые
вклады при T ≈ 6K и T ≈ 11K, хорошо заметные
на вставке к рис. 3a. Мы полагаем, что это есть
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Рис. 5. Зависимости конфигурационного времени релак-

сации ЯТ-подсистемы от обратной температуры в полу-

логарифмических (а) и линейных (b) координатах. Кри-

вая 1 построена с использованием данных Re∆c44(T )/c0,

2 — модельная кривая, кривая 3 — время релаксации, обу-

словленное туннельным механизмом, τt = 1.5 · 10−6/T с.

Квадратные символы соответствуют условию ωτ = 1 для

268, 159, 56.2, 18.3МГц (слева направо)

проявление ЯТ-подсистем, сформированных иона-
ми Mn3+ или V2+. Концентрации примесей марган-
ца и ванадия составляли (1.38 ± 0.03) · 1018 см−3 и
(1.49± 0.03) · 1018 см−3 соответственно. Хотя прояв-
ление ЭЯТ, обусловленного ионами Ni2+ или Cu2+,
также исключить нельзя в силу чувствительности
метода даже к малым концентрациям примесей.

Температурные зависимости мнимой части ди-
намического модуля (или поглощения ультразву-
ка) при известной концентрации ЯТ-комплексов
nJT позволяют вычислить линейные вибронные кон-
станты. В частности, тригональная линейная кон-
станта вибронной связи FT определяется из данных
αJT44 (T ) (см., например, [13]) или Im cJT44 (T ) (с учетом
соотношения (2)):

F 2
T = 9

c0kBT1
nJT a20

αJT44 (T1)

k0
=

9

2

c0kBT1
nJTa20

Im cJT44 (T1)

c0
. (9)

Расчет, выполненный по формуле (9) в пред-
положении nJT = nCr, привел к значению

|FT | = 1.4 · 10−5 дин в кристалле CdF2 : Cr. Это,
безусловно, оценка снизу, но представляется сильно
заниженной. Во-первых, полученная величина
меньше всех значений вибронных констант, опре-
деленных ранее для кристаллов со структурой
флюорита методами физической акустики (см.
табл. 7 в [15]). Например, в CaF2 и SrF2, допирован-
ных также ионами хрома, тригональная линейная
константа вибронной связи равна 8.8·10−5 и 5.5·10−5

соответственно. Во-вторых, оптические спектры
[6], полученные на кристаллах, аналогичных ис-
пользованному нами, удавалось интерпретировать
в предположении о преобладании ионов Cr3+,
которые смещаются из центрального положения,
попадая в октаэдрическое окружение [23, 24]. Они
не обладают основным орбитально-вырожденным
состоянием и тем самым не формируют ЯТ-ком-
плексы. Мы полагаем, что в исследованном нами
кристалле CdF2 с примесью хрома бо́льшая часть
ионов хрома имеет зарядовое состояние 3+ и лишь
меньшая часть ионов изовалентно замещает катион,
образуя ЯТ-комплекс Cr2+F−

8 . Для оценки кон-
центрации таких центров в CdF2 можно сравнить
уровень поглощения в этом кристалле c поглоще-
нием в CaF2 : Cr [25], который оказался почти в
30 раз меньше. При этом известно, что релаксаци-
онное поглощение пропорционально концентрации
ЯТ-центров. Таким образом, в ультразвуковом экс-
перименте в кристалле CdF2 : Cr проявились ионы
Cr2+ с концентрацией порядка 1018 см−3, что при-
водит к более реальному значению |FT | = 10−4 дин.
Неопределенность концентрации ЯТ-ионов явля-
ется существенным препятствием для сравнения
ЯТ-подсистем, образованных различными 3d-иона-
ми в различных матрицах с использованием данных
о вибронных константах, линейных и квадратич-
ной. Это же обстоятельство не дает возможности
оценить линейные и квадратичный вклады в га-
мильтониан, хотя наличие релаксационного типа
аномалий в зависимостях ∆c44(T ) и ∆c11(T ) одно-
значно указывает на орторомбическую симметрию
глобальных минимумов АП, что возможно лишь
при наличии заметного квадратичного вклада в
гамильтониан ЯТ-комплекса.

Данная проблема отсутствует при нахождении
параметров, определяющих время релаксации, по-
скольку его вычисление не требует знания концен-
трации ЯТ-ионов. Именно данные, характеризую-
щие квантовую динамику ЯТ-подсистем, могут слу-
жить информационной базой для сравнения ЯТ-
комплексов в различных матрицах. Значения этих
параметров, определенные ранее и в настоящей ра-
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Таблица. Параметры, характеризующие релаксацию подсистемы ЯТ-комплексов в некоторых кристаллах со струк-

турой флюорита, исследованных ультразвуковыми методами. Значение T1 определено из максимума функции

f2(T ) = ωτ/
[

1 + (ωτ )2
]

для ω/2π = 50МГц

Конфиг. Матрица Ион Основное V0, τ−1
0 , B, B/Θ2

0, T1, Ссылка

своб. иона состояние см−1 с−1 с−1 · K−1 с−1 · K−3 К

d4 CaF2 Cr2+ 5T2g(e
2
gt

2
2g) 91.7 3.3 · 1012 2.8 · 106 1.0 · 105 8.8 [25]

d9 BaF2 Cu2+ 2T2g(e
4
gt

5
2g) 93.8 2.0 · 1011 1.4 · 106 2.0 · 104 18.8 [27]

d9 CaF2 Cu2+ 2T2g(e
4
gt

5
2g) 118 3.3 · 1011 1.5 · 106 5.0 · 102 23.8 [15]

d4 CdF2 Cr2+ 5T2g(e
2
gt

2
2g) 139 1.4 · 1012 6.7 · 105 1.0 · 102 23.3

d4 SrF2 Cr2+ 5T2g(e
2
gt

2
2g) 264 1.4 · 1012 3.6 · 104 2.9 · 102 44.4 [26]

d8 CaF2 Ni2+ 3T1g(e
4
gt

4
2g) 396 1.0 · 1013 5.6 · 105 6.7 · 101 54.3 [14]

боте, для различных флюоритов с разными приме-
сями переходных элементов представлены в табли-
це. Там же приведены значения температуры T1,
вблизи которой наблюдается пик релаксационного
поглощения, если проводить измерения на часто-
те ω/2π = 50МГц. В низкотемпературной обла-
сти на частотах 107 Гц и выше выполняется условие
ωτ ≫ 1. В этом случае уравнение (3) с учетом (4)
примет вид

(
cJTβ
c0

)

ωτ≫1

= −
ASβ
c0T

(
τ−2

ω2
− i

τ−1

ω

)
. (10)

Видно, что вклады ЯТ-подсистемы в действитель-
ную и мнимую составляющие динамических моду-
лей упругости пропорциональны скоростям релак-
сации в квадрате и в первой степени соответственно.
Поэтому в таблице приведены скорости релаксации,
заданные соотношениями (6)–(8).

Если сравнить параметры, характеризующие
релаксацию комплексов Cr2+F−

8 в исследован-
ных нами матрицах, то имеет смысл приве-
сти значения постоянной решетки a и атомной
массы M катиона матрицы. Первое влияет
на размер комплекса, а второе может оказы-
вать влияние через следующие координацион-
ные сферы: aCdF2 = 5.399 Å, aCaF2 = 5.463 Å,
aSrF2 = 5.799 Å [28], MCaF = 40.078 г/моль,
MSr = 87.62 г/моль, MCd = 112.41 г/моль. Парамет-
ром, который в наибольшей степени характеризует
релаксацию, является энергия активации. Она (сов-
местно с энергией нулевых колебаний) определяет
высоту потенциального барьера. Относительно это-

го параметра исследуемый ЯТ-комплекс занимает
в CdF2 промежуточное положение по сравнению с
CaF2 и SrF2, в то время как Cd — самый тяжелый
катион, а CdF2 имеет самую малую постоянную
решетки из рассматриваемых. По-видимому, со-
четание нескольких факторов (в первую очередь
рассмотренных) определяет релаксационные свой-
ства системы комплексов Cr2+F2−

8 в различных
матрицах.

5. ЗАКЛЮЧЕНИЕ

В результате ультразвуковых исследований кри-
сталла CdF2, легированного ионами хрома малой
концентрации (nCr = 6.3 · 1019 см−3), были обнару-
жены аномалии действительной и мнимой составля-
ющих динамических модулей упругости, характер-
ные для проявления ЭЯТ при изовалентном заме-
щении катионов. Показано, что температурная за-
висимость конфигурационного времени релаксации
хорошо описывается тремя механизмами: актива-
ционным, туннельным и двухфононным. Определе-
ны параметры, характеризующие скорость релак-
сации для этих механизмов. Сравнение параметров
скоростей релаксации в исследованном в настоящей
работе кристалле с аналогичными параметрами в
CaF2 : Cr2+ и SrF2 : Cr2+ показало, что в CdF2 : Cr

они имеют промежуточные значения и увеличение
массы катиона матрицы не приводит к монотонно-
му росту энергии активации и низкотемпературного
времени релаксации.

Финансирование. Работа выполнена при фи-
нансовой поддержке Российского научного фонда
(проект №22-22-00735).
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Локализация электронов в одномерных неупорядоченных системах обычно описывается в рамках при-

ближения случайных фаз, когда распределения фаз ϕ и θ, входящих в трансфер-матрицу, считаются

однородными. В общем случае приближение случайных фаз нарушается, и уравнения эволюции (при

изменении длины системы L) содержат три независимые переменные — ландауэровское сопротивление

ρ и комбинированные фазы ψ = θ − ϕ и χ = θ + ϕ. Фаза χ не влияет на эволюцию ρ и не рассматри-

валась в предыдущих работах. Распределение фазы ψ при изменении энергии электрона E испытывает

своеобразный фазовый переход в точке E0, состоящий в появлении у ψ мнимой части. Распределение

сопротивлений P (ρ) не имеет сингулярности в точке E0 и переход выглядит ненаблюдаемым в электрон-

ных системах. Однако теория одномерной локализации непосредственно применима к распространению

волн в одномодовых волноводах. Оптические методы более эффективны и обеспечивают возможность

измерения фаз ψ и χ. С одной стороны, это делает наблюдаемым фазовый переход в распределении

P (ψ), который можно рассматривать как «след» от порога подвижности, сохраняющийся в одномерных

системах. С другой стороны, фаза χ становится наблюдаемой: это делает актуальным вывод уравнения

для ее эволюции, который производится ниже. Релаксация распределения P (χ) к предельному распре-

делению P∞(χ) при L→ ∞ описывается двумя экспонентами, показатели которых испытывают разрыв

второй производной при изменении энергии E .

DOI: 10.31857/S0044451024020093

1. ВВЕДЕНИЕ

Локализация электронов в одномерных неупо-
рядоченных системах может описываться с помо-
щью трансфер-матрицы T , которая связывает ам-
плитуды волн слева (Aeikx + Be−ikx) и справа
(Ceikx +De−ikx) от рассеивателя,

(
A

B

)
= T

(
C

D

)
, (1)

* E-mail: suslov@kapitza.ras.ru

и при наличии инвариантности относительно обра-
щения времени допускает параметризацию [1]:

T =

(
1/t −r/t

−r∗/t∗ 1/t∗

)
=

=

(√
ρ+1 eiϕ

√
ρ eiθ

√
ρ e−iθ

√
ρ+1 e−iϕ

)
, (2)

где t и r — амплитуды прохождения и отражения и
ρ = |r/t|2 — безразмерное сопротивление по Ландау-
эру [2]. При последовательном расположении рас-
сеивателей их трансфер-матрицы перемножаются.
Для слабого рассеивателя матрица T близка к еди-
ничной, что позволяет выводить дифференциаль-
ные уравнения эволюции (при изменении длины си-
стемы L) для ее параметров.

Обычно такие уравнения выводятся в прибли-
жении случайных фаз, когда распределения ϕ и θ

считаются однородными [3–8]. Такое приближение
хорошо работает для слабого беспорядка в глубине
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разрешенной зоны, что обычно и предполагается в
теоретических работах (см. ссылки в [9–11]); флук-
туационные состояния в запрещенной зоне обсужда-
ются сравнительно редко и лишь на уровне волно-
вых функций [12–14]. Систематический анализ по-
казывает, что приближение случайных фаз сильно
нарушается вблизи края исходной зоны и в запре-
щенной зоне идеального кристалла [15]. В общем
случае уравнения эволюции пишутся в терминах
ландауэровского сопротивления ρ и комбинирован-
ных фаз (разд. 2)

ψ = θ − ϕ , χ = θ + ϕ . (3)

Фаза χ не влияет на эволюцию ρ и не представляет
интереса для физики конденсированного состояния;
поэтому она не обсуждалась в предыдущих работах
[15–17]. Оптические измерения (см. ниже) позволя-
ют изучать распределение фазы χ, что делает акту-
альным его теоретическое исследование.

Полное уравнение эволюции для распределе-
ния P (ρ, ψ, χ) выводится в Приложении. Фактиче-
ски оно не имеет практического значения: суще-
ственна лишь его общая структура, обеспечиваю-
щая разделение переменных (разд. 2). Факториза-
ция P (ρ, ψ, χ) = P (ρ, ψ)P (χ) справедлива при про-
извольной длине системы L, что позволяет ограни-
читься уравнениями для P (ρ, ψ) и P (χ). При боль-
ших L возникает факторизация P (ρ, ψ) = P (ρ)P (ψ),
приводящая к замкнутому уравнению для P (ρ) и
уравнению для стационарного распределения P (ψ).

Стационарное распределение фазы ψ изучалось
в работах [16, 17]; в глубине неупорядоченной си-
стемы оно испытывает своеобразный фазовый пе-
реход в точке E0 при изменении энергии электро-
на E [17], состоящий в появлении мнимой части ψ

(разд. 3). При этом распределение сопротивлений
P (ρ) не имеет в точке E0 никакой сингулярности, и
переход выглядит ненаблюдаемым в рамках физики
конденсированного состояния.

Уравнение эволюции для P (χ) выводится в
разд. 4: оно имеет вид обычного диффузионного
уравнения, в котором коэффициент диффузии и
скорость дрейфа экспоненциально зависят от L.
Соответствующие показатели экспоненты имеют
сингулярности при изменении E , состоящие в скач-
ке второй производной (разд. 5). Такие фазовые
переходы также ненаблюдаемы для электронных
неупорядоченных систем.

Однако подход, использованный в [15–17], непо-
средственно применим для описания рассеяния
волн, распространяющихся в одномодовых волново-
дах (разд. 6.1). Существующие оптические методы

(гетеродинный подход, микроскопия ближнего поля
и т. д.) достаточно эффективны и позволяют изме-
рять распределение всех параметров ρ, ψ, χ внутри
волновода 1) (разд. 6.3). Это расширяет наблюда-
емые аспекты теории одномерной локализации и
делает возможным ее глубокую экспериментальную
проверку. В частности, становятся наблюдаемы-
ми фазовые переходы в распределениях P (ψ) и
P (χ) (разд. 6.2, 6.3). Возможные схемы измерений
обсуждаются в разд. 6.4.

Краткое изложение обсуждаемых во-
просов содержится в заметке автора с
С. И. Божевольным [18].

2. ОБЩАЯ СТРУКТУРА УРАВНЕНИЙ
ЭВОЛЮЦИИ

Наиболее общее уравнение эволюции описыва-
ет изменение совместной функции распределения
P (ρ, ψ, χ) при увеличении длины системы L и имеет
следующую структуру (см. Приложение):

∂P

∂L
=
{
L̂ρ,ψP

}′

ρ
+
{
M̂ρ,ψP

}′

ψ
+
{
K̂ρ,ψ,χP

}′

χ
, (4)

где L̂, M̂ , K̂ — некоторые операторы, зависящие от
указанных переменных. Правая часть является сум-
мой полных производных, что обеспечивает сохра-
нение вероятности. Как обсуждалось в [17,19], усло-
вия для разделения переменных в уравнениях диф-
фузионного типа оказываются более слабыми, чем
для задачи на собственные значения. Независимость
операторов L̂ и M̂ от χ обеспечивает факторизацию
P (ρ, ψ, χ) = P (ρ, ψ)P (χ), где P (ρ, ψ) и P (χ) опреде-
ляются уравнениями

∂P (ρ, ψ)

∂L
=
{
L̂ρ,ψP (ρ, ψ)

}′

ρ
+
{
M̂ρ,ψP (ρ, ψ)

}′

ψ
(5)

и
∂P (χ)

∂L
=
{
K̂χP (χ)

}′

χ
, (6)

K̂χ =

∫
K̂ρ,ψ,χP (ρ, ψ) dρ dψ .

Конкретный вид уравнения (5) приведен в [16, 17],
а уравнение (6) выводится в разд. 4. В пределе боль-
ших L, когда типичные значения ρ велики, оператор
M̂ρ,ψ становится независимым от ρ; тогда решение

1) Разумеется, при этом параметр ρ больше не имеет смыс-
ла ландауэровского сопротивления, но определяет амплиту-
ды проходящей и отраженной волн (разд. 6.2).
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Рис. 1. Зависимости параметров γ, ṽ = v/W 2/3 и D̃ = D/W 2/3 от приведенной энергии Ẽ = E/W 4/3, полученные

на основе анализа моментов для элементов трансфер-матрицы [15]. Эти моменты являются регулярными функциями

энергии, что обеспечивает регулярность приведенных зависимостей. Малость параметра γ и равенство v = D, имеющие

место в приближении случайных фаз, реализуются лишь в глубине разрешенной зоны. Точки Ẽ0, Ẽ1, Ẽ2 соответствуют

фазовым переходам, обсуждаемым в разд. 3 и 5

уравнения (5) факторизуется, P (ρ, ψ) = P (ρ)P (ψ),
где для P (ρ) и P (ψ) справедливы уравнения

∂P (ψ)

∂L
=
{
M̂ψP (ψ)

}′

ψ
, (7)

∂P (ρ)

∂L
=
{
L̂ρP (ρ)

}′

ρ
, L̂ρ =

∫
L̂ρ,ψP (ψ) dψ . (8)

Уравнение (7) обеспечивает существование стацио-
нарного распределения фазы ψ. Уравнение (8) для
P (ρ) имеет вид [15]

∂P (ρ)

∂L
= D

∂

∂ρ

[
−γ(1+2ρ)P (ρ) + ρ(1+ρ)

∂P (ρ)

∂ρ

]

(9)

и при больших L приводит к логнормальному рас-
пределению

P (ρ) =
1

ρ
√
4πDL

exp

{
− [ln ρ− vL]2

4DL

}
, (10)

где v = (2γ+1)D. Типичное значение ρ экспоненци-
ально растет с длиной L, что является наблюдаемым
проявлением локализации состояний в одномерных
системах. В приближении случайных фаз параметр
γ равен нулю, и уравнения (9), (10) совпадают с
результатами работ [3–8]. Зависимости параметров
γ, D, v от приведенной энергии Ẽ = E/W 4/3, полу-
ченные на основе анализа моментов распределения
для элементов трансфер-матрицы [15], показаны на
рис. 1; здесь E — энергия, отсчитанная от нижнего
края зоны, и W — амплитуда случайного потенци-
ала; все энергии измеряются в единицах интеграла

перекрытия для одномерной модели Андерсона, ко-
торый порядка ширины исходной зоны. Нарушение
приближения случайных фаз является очевидным.

Из сказанного ясно, что явный вид уравнения
(4) не имеет практического значения, а существен-
на лишь его общая структура. При произвольных L
оно распадается на два уравнения (5) и (6), а при
больших L — на три уравнения (6), (7), (8). Ясно
также, что выбор независимых переменных ρ, ψ, χ
носит объективный характер.

3. ФАЗОВЫЙ ПЕРЕХОД В
РАСПРЕДЕЛЕНИИ P (ψ)

Смысл фазового перехода в распределении ψ со-
стоит в том, что различие между разрешенной и за-
прещенной зонами сохраняется (в некотором смыс-
ле) при наличии случайного потенциала, хотя осо-
бенность плотности состояний размывается и она
становится гладкой. Это напоминает широко извест-
ную аргументацию Мотта [20], что роль края раз-
решенной зоны переходит к порогу подвижности.
В одномерном случае порога подвижности нет, но
некоторый «след» от него сохраняется. Дело в том,
что в разрешенной зоне (E > 0) пробный рассеива-
тель описывается трансфер-матрицей (2), а в запре-
щенной (E < 0) — псевдо-трансфер-матрицей T [15],
связывающей коэффициенты при растущей и убы-
вающей экспонентах слева (Aeκx +Be−κx) и справа
(Ceκx+De−κx) от рассеивателя. В простейшем слу-
чае матрица T действительна и соответствует чи-
сто мнимым значениям фаз θ и ϕ в формуле (2).
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Рис. 2. Внешнее и внутреннее распределение фаз

Сравним ситуацию при E > 0 и E < 0: при до-
статочно большой раздвижке по энергии различие
между двумя типами матриц может быть сделано
сколь угодно большим, и оно не может быть пере-
крыто при добавлении в систему слабого беспоряд-
ка. Поэтому граница между истинными и псевдо-
трансфер-матрицами может лишь сдвигаться, но не
может исчезнуть 2). Фактически это проявляется в
появлении у фазы ψ мнимой части при энергиях
E < E0 [17].

Формальные утверждения работы [17] сводят-
ся к следующему. Прежде всего, нужно разли-
чать «внешнее» и «внутреннее» распределение фаз
(рис. 2). Внутреннее распределение возникает в глу-
бине достаточно длинной неупорядоченной системы
и не зависит от граничных условий. При рассмот-
рении системы со стороны идеальных контактов на-
блюдается «внешнее» распределение фаз, определя-
емое граничными условиями; именно такие фазы
входят в трансфер-матрицу. Влияние границ раз-
дела существенно на масштабе порядка длины ло-
кализации ξ, что определяет переходную область,
в которой внутреннее распределение фаз постепен-
но трансформируется к внешнему. В пределе боль-
ших L распределение P (ρ) определяется внутрен-
ним распределением фаз, что обеспечивает его неза-

2) Конечно, можно возразить, что при наличии случайно-
го потенциала нарушается пространственная однородность,
и сдвиг этой границы будет зависеть от положения пробного
рассеивателя, что приведет к размытию фазового перехода.
Физически именно это и происходит, обеспечивая регуляр-
ность ландауэровского сопротивления ρ. Однако такие флук-
туации дна зоны учитываются пространственными флуктуа-
циями фазы ψ. Ключевой момент состоит в том, что распре-
деление P (ψ) является стационарным и вдали от границ си-
стемы обладает пространственной однородностью: оно опре-
деляется некоторым набором параметров, которые не зависят
от координаты. Поэтому для распределения ψ в целом гра-
ница между истинными и псевдо-трансфер-матрицами нахо-
дится при строго определенной энергии. Cтационарное рас-
пределение P (ψ) оказывается одним и тем же как при изме-
нении координаты для конкретной реализации потенциала,
так и изменении его реализации: фактически это обычная
эргодичность, поскольку координата x (разд. 6) играет роль
времени.

висимость от граничных условий: последнее можно
утверждать на формальном уровне [15, 17]. Одна-
ко в уравнения эволюции входит именно внешнее
распределение фаз, и нужно понять, почему это не
влияет на предельное распределение P (ρ). Второй
вопрос, связанный с первым, состоит в следующем:
каким образом можно найти внутреннее распреде-
ление фаз, если оно не входит в уравнения?

Поставленные вопросы разрешаются следующим
образом. Фаза ψ оказывается «плохой» переменной,
а «правильной» переменной является

w = −ctgψ/2 . (11)

Форма стационарного распределения P (w) опреде-
ляется внутренними свойствами системы и не за-
висит от граничных условий. Изменение граничных
условий приводят к трем эффектам: масштабному
преобразованию w → sw и трансляциям w → w+w0

и ψ → ψ + ψ0. Соответствующее изменение рас-
пределения P (ψ) является легко предсказуемым [17]
и может наблюдаться во внешнем распределении
фаз. Уравнения эволюции инвариантны относитель-
но трансляции ψ → ψ+ψ0 и внутреннее распределе-
ние фаз может обсуждаться при некотором фикси-
рованном выборе начала отсчета. Инвариантность
предельного распределения P (ρ) относительно пре-
образований w → sw и w → w + w0 реализуется
динамически. Аналогично апериодическим осцил-
ляциям P (ρ) [21, 22], в области L . ξ масштабный
фактор s и трансляционный сдвиг w0 испытыва-
ют осцилляции при изменении L, которые затухают
при L → ∞. При этом s и w0 стремятся к неко-
торым «правильным» значениям, которые обеспе-
чивают правильные значения D и v в предельном
распределении (10). Указанные «правильные» зна-
чения 3) соответствуют внутреннему распределению

3) Смысл этих значений s и w0 состоит в том, что распре-
деление P (ψ) становится стационарным лишь при некоторых
«правильных» граничных условиях, которые автоматически
формируются на расстоянии порядка ξ от границ системы.
Если «правильные» граничные условия (определяющие s и
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фаз и последнее может быть найдено при возвраще-
нии к переменной ψ. При этом оказывается, что при
E < E0 трансляционный сдвиг w0 оказывается ком-
плексным, что означает появление мнимой части у
фазы ψ. Это изменение носит качественный харак-
тер, указывая на существование фазового перехода.

Точка E0 не является особой для сопротивления
системы ρ, так что функция распределения P (ρ)

проходит через нее совершенно гладким образом
(рис. 1 b). Поэтому в рамках физики конденсирован-
ного состояния описанный фазовый переход выгля-
дит ненаблюдаемым. Однако в оптике он имеет на-
блюдаемые проявления в виде корневых сингуляр-
ностей в частотных зависимостях (разд. 6.2, 6.3).

4. УРАВНЕНИЕ ЭВОЛЮЦИИ ДЛЯ P (χ)

Согласно [17]. изменение трансфер-матрицы T (n)

при изменении числа рассеивателей n на единицу
определяется рекуррентным соотношением

T (n+1) = T (n)TδTǫn , (12)

где матрицы T (n) и Tǫn статистически независимы,
а Tδ постоянна. При этом можно считать, что

Tǫn =

(
1−iǫn ǫne

iγ

ǫne
−iγ 1+iǫn

)
, (13)

Tδ =

(
A B
B∗ A∗

)
=

=

( √
1+∆2 eiα ∆eiβ

∆e−iβ
√
1+∆2 e−iα

)
, (14)

где величина ǫn пропорциональна амплитуде n-го
рассеивателя (причем 〈ǫn〉 = 0,

〈
ǫ2n
〉
≡ ǫ2), а Tδ опре-

деляется параметром δ, пропорциональным рассто-
янию между рассеивателями 4) (при этом ∆ ∼ α ∼ δ

[17]). В дальнейшем рассматриваем предел

δ → 0 , ǫ→ 0 , δ/ǫ2 = const (15)

w0) выбрать на границе системы с идеальными контактами,
то переходная область порядка ξ исчезает и стационарное
распределение формируется на очень малых масштабах, так
что различие между «внешним» и ’внутренним« распреде-
лением фаз (рис. 2) практически исчезает. Это и дает спо-
соб определения «внутреннего» распределения фаз, которое
в уравнения не входит, через «внешнее» распределение фаз,
входящее в уравнения.

4) Постоянство Tδ имеет место, если расстояние между рас-
сеивателями одинаково. Так в одномерной модели Андерсона
рассеиватели находятся в каждом узле решетки: в этом слу-
чае число рассеивателей n совпадает с длиной системы L в
единицах постоянной решетки.

и сохраняем члены первого порядка по δ и второго
по ǫ.

Принимая для T (n) параметризацию (2) и обо-
значая параметры матрицы T (n+1) как ρ̃, ϕ̃, θ̃, имеем
√
1+ρ̃ eiϕ̃ =

√
1+ρeiϕ(A+ ǫC) +√

ρ eiθ(B∗+ ǫD∗) ,

(16)√
ρ̃ eiθ̃ =

√
1+ρeiϕ(B+ǫD) +

√
ρ eiθ(A∗+ ǫC∗) ,

где мы положили

C =B e−iγ−iA , D =A eiγ+iB . (17)

Возводя по модулю в квадрат одно из уравнений
(16), получим (опуская индекс у ǫn)

ρ̃ = ρ+ K
√
ρ(1+ρ) + ǫ2(1+2ρ) , (18)

где

K = 2∆cos (ψ−β)+2ǫ cos (ψ−γ)− 2ǫ2 sin (ψ−γ) . (19)

Беря произведение второго уравнения (16) с ком-
плексно сопряженным первым и исключая ρ̃ с по-
мощью уравнения (18), получим связь ψ̃ и ψ [17]:

ψ̃ = ψ + 2 (ǫ−α) + (R2/2−1) ǫ2 sin 2(ψ−γ)−

−R
[
∆sin (ψ−β) + ǫ sin (ψ−γ) + ǫ2 cos (ψ−γ)

]
,

(20)

где

R =
1+2ρ√
ρ(1+ρ)

. (21)

Соотношения (18) и (20) позволяют вывести уравне-
ние эволюции для P (ρ, ψ) [17]. Теперь возьмем про-
изведение двух уравнений (16)

√
ρ̃(1+ρ̃) eiχ̃−iχ =

√
ρ(1+ρ) (1 + 2ǫ2)+

+∆
[
ei(β−ψ) + 2ρ cos (β−ψ)

]

+ǫ
[
ei(γ−ψ) + 2ρ cos (γ−ψ)

]
−

−ǫ2
[
iei(γ−ψ) − 2ρ sin (γ−ψ)

]
(22)

и, исключая ρ̃, получим

χ̃ = χ− f(ρ, ψ) , (23)

f(ρ, ψ) =

=
∆sin (ψ−β)+ǫ sin (ψ−γ)+ǫ2 cos (ψ−γ)√

ρ(1+ρ)
−

− ǫ
2(1+2ρ) sin 2(ψ−γ)

2ρ(1+ρ)
.
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Составляя уравнение эволюции для P (χ),

Pn+1(χ̃) =

∫
δ
(
χ̃− χ+ f(ρ, ψ)

)
Pn(χ)×

×Pn(ρ, ψ)Pn(ǫ) dχ dρ dψ dǫ , (24)

и проводя тривиальное интегрирование по χ, имеем

Pn+1(χ) =
〈
Pn
(
χ+ f(ρ, ψ)

)〉
, (25)

где усреднение происходит по ρ, ψ, ǫ. Разложение по
малой величине f(ρ, ψ) дает

Pn+1(χ)− Pn(χ) =

=
〈
f(ρ, ψ)

〉 dPn
dχ

+
1

2

〈
f(ρ, ψ)2

〉 d2Pn
dχ2

, (26)

что приводит к искомому уравнению

∂P

∂L
= −v∗P ′

χ +D∗P ′′
χχ , (27)

которое имеет вид обычного уравнения диффузии с
переменными коэффициентами

v∗=

〈
−∆sin (ψ−β)+ǫ2 cos (ψ−γ) [R sin (ψ−γ)− 1]√

ρ(1+ρ)

〉
,

D∗ =

〈
ǫ2 sin2 (ψ−γ)

2ρ(1+ρ)

〉
, (28)

определяемыми средними по распределению
P (ρ, ψ).

5. ФАЗОВЫЕ ПЕРЕХОДЫ В
РАСПРЕДЕЛЕНИИ P (χ)

При больших L типичные значения ρ велики, и в
(28) можно ограничиться главным порядком по 1/ρ.
Кроме того, распределение P (ρ, ψ) факторизуется, и
усреднение по ρ и ψ происходит независимо:

v∗=
〈
−∆sin (ψ−β)−ǫ2cos (ψ−γ)+ǫ2sin 2(ψ−γ)

〉
×

×
〈
ρ−1
〉
, (29)

D∗ =
1

2

〈
ǫ2 sin2 (ψ−γ)

〉 〈
ρ−2

〉
.

Моменты
〈
ρm
〉

для логнормального распределения
(10) имеют экспоненциальное поведение

〈
ρm
〉
∝ exp (κmL) (30)

с показателями

κm =

{
vm+Dm2 , m > −v/2D (31a)

−v2/4D , m < −v/2D (31b)
.

Рис. 3. Показатель κm в формуле (30) как функция m.

Сплошная кривая — при учете ограничения ρ & 1 для

логнормального распределения (10), штриховая кривая —

при отсутствии такого ограничения

При вычислении
〈
ρm
〉

нужно учитывать, что ло-
гнормальное распределение (10) справедливо не для
произвольных ρ, а лишь для ρ & 1; в первом слу-
чае результат (31a) был бы справедлив без ограни-
чений 5) (рис. 3).

Параметр κm отрицателен при m < 0, и удобно
положить для наглядности

κ−m = −κ̃m , m > 0 . (32)

Ввиду стационарности распределения P (ψ) средние
по ψ в выражениях (29) сводятся к константам, так
что уравнение для P (χ) принимает вид

∂P

∂L
= c1e

−κ̃1LP ′
χ + c2e

−κ̃2LP ′′
χχ (33)

и при больших L решается итерационным способом:

PL(χ) =

= P∞(χ)− c1
κ̃1
e−κ̃1LP ′

∞(χ)− c2
κ̃2
e−κ̃2LP ′′

∞(χ) , (34)

где P∞(χ) — предельное распределение при L→ ∞.
На рис. 1 б отмечены точки Ẽ1 и Ẽ2, соответству-

ющие условиям v = 2D и v = 4D. Если бы логнор-
мальное распределение (10) было справедливо при

5) Подынтегральная функция ρmP (ρ) после замены
x = ln ρ имеет гауссовскую форму, справедливую лишь при
x & 1. Для m > −v/2D гауссовская функция сильно лока-
лизована вблизи максимума, находящегося при больших по-
ложительных x, так что ограничение x & 1 для нее несуще-
ственно. Для m < −v/2D максимум гауссовской функциии
уходит в большие отрицательные x, и интеграл определяется
ее хвостом в области x & 1; коэффициент пропорционально-
сти в (30) зависит от деталей распределения при ρ . 1, но
показатель κm от них не зависит.
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Рис. 4. Взаимное расположение точек −v/2D, −1 и −2

при Ẽ > Ẽ1, Ẽ2 < Ẽ < Ẽ1 и Ẽ < Ẽ2

произвольных ρ, то в точке Ẽ1 происходил бы эф-
фектный фазовый переход, связанный с изменением
знака κ̃2 (точка −v/D на рис. 3 при Ẽ = Ẽ1 сравни-
вается с −2, так что κ̃2 > 0 при Ẽ < Ẽ1 и κ̃2 < 0 при
Ẽ > Ẽ1): эффективный коэффициент диффузии в
уравнении (33) возрастал бы с ростом L при Ẽ > Ẽ1
и убывал при Ẽ < Ẽ1. При больших L распределе-
ние P (χ) было бы с высокой точностью однородным
при Ẽ > Ẽ1, тогда как при Ẽ < Ẽ1 стабилизировалось
бы некоторое нетривиальное распределение P∞(χ),
определяемое ранней стадией эволюции и не обла-
дающее никакой универсальностью.

При наличии ограничения ρ & 1 такой эффект-
ный фазовый переход не реализуется 6), но в точке
Ẽ1 сохраняется некоторая сингулярность; аналогич-
ная сингулярность имеется в точке Ẽ2. Как ясно из
рис. 4, точка −v/2D, соответствующая сшивке па-
раболы и константы, при Ẽ > Ẽ1 находится правее

6) Не исключено, что при некоторых специальных услови-
ях логнормальное распределение может распространяться в
область малых ρ и этот вывод может быть пересмотрен.

точки −1, так что

κ̃1 = κ̃2 при Ẽ > Ẽ1 . (35)

При Ẽ2 < Ẽ < Ẽ1 точка −v/2D находится между зна-
чениями −2 и −1, а при Ẽ < Ẽ2 — левее точки −2.
Нетрудно видеть, что κ̃1 имеет скачок второй про-
изводной при Ẽ = Ẽ1, а κ̃2 — аналогичный скачок
при Ẽ = Ẽ2. Такие скачки могут быть легко обнару-
жены при использовании уравнения (34): для этого
достаточно найти предельное распределение P∞(χ)

и обработать PL(χ) на зависимость P∞+aP ′
∞+bP ′′

∞:
это линейная схема обработки, реализуемая стан-
дартными программами [23]. Условие (15) соответ-
ствует большой концентрации слабых примесей: в
этом случае коэффициенты в уравнении (27) меня-
ются медленно, что приводит к формированию для
P (χ) гауссовского распределения с переменными па-
раметрами 7). Оно определяется первыми двумя мо-
ментами, что существенно упрощает обработку.

Заметим, что в точке Ẽ1 происходит качественное
изменение, состоящее в нарушении равенства (35),
тогда как в точке Ẽ2 имеется просто сингулярность.

6. ВОЗМОЖНОСТИ ИЗМЕРЕНИЙ В
ОДНОМОДОВЫХ ВОЛНОВОДАХ

6.1. Аналогия с оптикой

Локализация классических волн обсуждалась во
многих работах [10,11,24–30], что включает рассмот-
рение слабой [25] и сильной [26,27] локализации, по-
глощение вблизи порога подвижности фотонов [24],
ближнеполевое исследование интенсивности оптиче-
ских мод в неупорядоченных волноводах [29], и мно-
жество других аспектов (см. обзор [28]). Использо-
вание трансфер-матриц в этом контексте обсужда-
лось в работах [10,11,30]. В применении к оптике со-
ответствующий анализ сводится к нескольким про-
стым соотношениям.

Распространение электромагнитной волны в од-
нородной диэлектрической среде описывается вол-
новым уравнением

c2∆Ψ − n2 ∂
2Ψ

∂t2
= 0 , (36)

где Ψ — любая компонента электрического или маг-

7) Сказанное справедливо в случае достаточно сильной ло-
кализации распределения P (χ); в общем случае оно имеет вид
суммы гауссовских функций, центры которрых разнесены на
2π, что обеспечивает 2π-периодичность решения.

7 ЖЭТФ, вып. 2
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Рис. 5. Спектры электронов в металлической проволоке (а) и волн в металлическом волноводе (б)

нитного поля. В пространственно-неоднородной си-
стеме показатель преломления n флуктуирует при
изменении координаты x, т. е.

n2(x) = n2
0 + δn2(x) , (37)

что для монохроматической волны Ψ ∼ eiωt приво-
дит к уравнению

c̃2∆Ψ+

[
ω2 + ω2 δn

2(x)

n2
0

]
Ψ = 0 , c̃ = c/n0 , (38)

структура которого соответствует уравнению Шре-
дингера для электрона с энергией E и массой m в
случайном потенциале V (x). При этом имеет место
соответствие

E ⇐⇒ ω2,
1

2m
⇐⇒ c̃2, V (x) ⇐⇒ −ω2 δn

2(x)

n2
0

. (39)

Некоторое отличие от физики конденсированного
состояния связано с зависимостью V (x) от ω (а сле-
довательно, от E), что не играет существенной роли,
если ограничиться небольшим интервалом частот в
непрерывном спектре.

Спектр волн в металлическом волноводе анало-
гичен спектру электронов в металлической прово-
локе. В последнем случае поперечное движение за-
квантовано, что дает набор дискретных уровней ǫs.
С учетом продольного движения эти уровни превра-
щаются в одномерные зоны с законами дисперсии
(рис. 5 а)

ǫs(k) = ǫs + k2/2m. (40)

Для получения строго одномерной системы уровень
Ферми должен быть достаточно мал, чтобы была за-
полнена только нижняя зона. При наличии приме-
сей нижняя граница спектра ǫ0 размывается за счет
появления флуктуационных состояний при E < ǫ0.

Зависимости на рис. 1 соответствуют энергии E , от-
считанной от ǫ0.

Аналогично, в металлическом волноводе кванто-
вание поперечного движения дает набор дискрет-
ных частот ωs, таких что ωs = c̃κs, где −κ2s есть
собственное значение двумерного оператора Лапла-
са с соответствующими граничными условиями [31].
Нулевое собственное значение возможно лишь в слу-
чае, когда поперечное сечение волновода является
многосвязным (как в коаксиальном кабеле). Для од-
носвязного сечения минимальное значение ω0 конеч-
но [31], и с учетом продольного движения имеем сле-
дующие ветви спектра (рис. 5 б)

ω2
s(k) = ω2

s + c̃2k2 . (41)

Для реализации одномодового режима нужно рабо-
тать вблизи нижней границы спектра ω0. При нали-
чии беспорядка нижняя граница ω0 размывается за
счет появления флуктуационных состояний. Таким
образом, все эффекты, которые имеют место в элек-
тронной системе при изменении уровня Ферми, мо-
гут наблюдаться в одномодовом волноводе при из-
менении частоты ω в окрестности ω0.

Спектр на рис. 5 б справедлив для металличе-
ского волновода, представляющего собой полую ме-
таллическую трубу, которая может быть заполне-
на непоглощающим диэлектриком. Последний слу-
чай (диэлектрический волновод с металлическим
покрытием) представляет основной интерес для на-
ших целей ввиду возможности внесения примесей,
обеспечивающих достаточно сильное упругое рас-
сеяние. Толщина металлического покрытия должна
быть порядка глубины скин-слоя, чтобы обеспечить
частичную прозрачность для электрического поля
(разд. 6.4). В металлическом волноводе поперечное
движение ограничено потенциальной ямой с беско-
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Рис. 6. Спектр волн в диэлектрическом волноводе с пока-

зателем преломления n0 внутри волновода и n1 в окружа-

ющем пространстве. При больших ω спектр такой же, как

в металлическом волноводе (стенки потенциальной ямы

почти бесконечны); при уменьшении ω возникают откло-

нения от параболической зависимости, показанной пункти-

ром. Ограничение снизу для разрешенных значений про-

дольного импульса k возникает из-за нарушения при ма-

лых k условий для полного внутреннего отражения. Исчез-

новение граничной частоты ω0 связано с тем, что величина

κ2
0 ограничена сверху глубиной потенциальной ямы, про-

порциональной ω2

нечными стенками, так что множитель ω2 в (39) не
имеет значения и параметры κs являются констан-
тами, зависящими лишь от формы поперечного се-
чения волновода; соответственно, спектр на рис. 5 б

является строго параболическим.
При отсутствии металлического покрытия (чи-

сто диэлектрический волновод) поперечное движе-
ние ограничено потенциальной ямой с конечными
стенками, поэтому зависимость эффективного по-
тенциала V (x) от частоты (см. (39)) становится су-
щественной. Параметры κs перестают быть посто-
янными и приобретают зависимость от ω, что при-
водит к отклонениям от параболической зависимо-
сти в координатах (ω2, k). В частности, величина κ20
ограничена глубиной потенциальной ямы, пропор-
циональной ω2, что приводит к исчезновению гра-
ничной частоты ω0 (рис. 6). Кроме того, возникают
ограничения снизу на разрешенные значения про-
дольного импульса k, связанные с нарушением при
малых k условий для полного внутреннего отраже-
ния. В обычном уравнении Шредингера связанные
состояния в потенциальной яме V (x) лежат в энер-
гетическом интервале Vmin < E < V∞, где Vmin —
минимальное значение потенциала V (x), а V∞ — его
предельное (постоянное) значение на бесконечности.

В диэлектрическом волноводе аналогичное условие
имеет вид n2

1ω
2 < c2k2 < n2

0ω
2, где n0 и n1 — показа-

тели преломления внутри волновода и в окружаю-
щем пространстве: в результате спектр волн в волно-
воде ограничен двумя параболами (рис. 6). Нетруд-
но видеть, что в случае чисто диэлектрического вол-
новода аналогия с электронными системами нару-
шена: отсутствует все, что соответствует запрещен-
ной зоне, и некоторые отличия возникают вблизи
края зоны. Однако разрешенная зона остается до-
ступной для исследования 8): в частности, фазовый
переход в распределении P (ψ) находится в разре-
шенной зоне (рис. 1 б) и может сохраняться в диэлек-
трическом волноводе (хотя это нельзя утверждать
на формальном уровне). Его сохранение вероятно,
если беспорядок достаточно сильный и ожидаемый
переход попадает в область, где отличие реального
спектра от параболического не слишком велико.

6.2. Регистрация фазового перехода в

распределении P (ψ)

Пусть слева на волновод падает волна единич-
ной амплитуды, которая с амплитудой t проходит
через весь волновод, и с амплитудой r отражается
(рис. 7). Если в волноводе есть точечные рассеивате-
ли, то на каждом из них происходит частичное отра-
жение. Поэтому в произвольной точке x волновода
мы имеем суперпозицию двух волн, движущихся в

Рис. 7. Распространение волны в волноводе с точечными

рассеивателями

противоположных направлениях; электрическое по-
ле E(x, t) определяется ее действительной частью:

E(x, t) = Re
[
Aeikx+iωt +Be−ikx+iωt

]
. (42)

Если трансфер-матрица T определяется согласно
(1), (2), то амплитуды волн в суперпозиции (42)
определяются соотношением

(
A

B

)
= T

(
t

0

)
=

(
|t|√ρ+1 eiϕ−iϕ0

|t|√ρ e−iθ−iϕ0

)
, (43)

8) В экспериментальном плане чисто диэлектрический вол-
новод имеет преимущества, связанные с отсутствием омиче-
ских потерь в металлическом покрытии.
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где ρ, ϕ, θ зависят от x и принято t = |t|e−iϕ0 . Если
амплитуда |t| достаточно мала, то величина ρ велика
почти во всем волноводе (за исключением окрестно-
сти правого края). Тогда |A| ≈ |B|, и в этом прибли-
жении (42) дает

E(x, t) = Re
[
|A| eikx+iωt+iϕ−iϕ0+

+|B| e−ikx+iωt−iθ−iϕ0
]
≈

≈ 2|A| cos (kx+ χ/2) cos (ωt− ψ/2− ϕ0) , (44)

так что фаза χ определяет координатную, а фаза ψ
— временную зависимость. Фазы ψ и χ остаются по-
стоянными в промежутках между рассеивателями и
изменяются скачком при прохождении через рассе-
иватель. При большой концентрации примесей их
координатная зависимость становится практически
непрерывной и соответствует случайным флуктуа-
циям на масштабе длины рассеяния.

Поскольку поле E(x, t) в принципе измеримо, то
обе фазы χ и ψ теоретически наблюдаемы. В этом
принципиальное отличие от физики конденсирован-
ного состояния, где суперпозиция волн относится к
волновой функции, и для перехода к наблюдаемым
величинам должна возводиться по модулю в квад-
рат: при этом фаза ψ оказывается не наблюдаемой
в принципе. Однако фаза ψ становится ненаблюда-
емой и в оптике, если измеряется только средняя
интенсивность, т. е. если (44) возводится в квадрат
и усредняется по времени. Нетрудно проверить, что
этот вывод сохраняется и при условии |A| 6= |B|.

Тем не менее, появление мнимой части ψ возмож-
но зарегистрировать и в этом случае. Полагая

ϕ = ϕ′ + iϕ′′ , θ = θ′ + iθ′′ , (45)

имеем для амплитуд в линейной комбинации (42)

|A| = |t|
√
ρ+1 e−ϕ

′′

, |B| = |t|√ρ eθ′′ . (46)

Для сохранения потока 9) должно выполняться
условие |A|2 = |B|2 + |t|2, которое сводится к

(ρ+1) e−ϕ
′′

= ρ eθ
′′

+ 1 (47)

и при больших ρ дает θ′′ = −ϕ′′. Нетрудно видеть,
что мнимая часть отсутствует у фазы χ, но является

9) Рассеяние предполагается чисто упругим. Неизбежные
омические потери в металлическом покрытии волновода счи-
таются достаточно слабыми для доминирования локализаци-
онных эффектов. Достаточно сильное упругое рассеяние в
принципе может быть обеспечено: так в случае оптоволокна
считается установленным, что рассеяние на примесях явля-
ется главным для не слишком чистых волокон [32].

допустимой для фазы ψ; при этом ψ′′ = 2θ′′ = −2ϕ′′,
и в частности

|A| = |t|
√
ρ+1 eψ

′′/2 . (48)

Критическое поведение мнимой части ψ может
быть установлено из общих соображений. Пусть
имеется уравнение F (x) = 0, где функция F (x) ре-
гулярным образом зависит от некоторого внешне-
го параметра ǫ. Если при пересечении точки ǫ = 0

два действительных корня становятся комплексны-
ми, то при ǫ = 0 имеется кратный корень x = p, в
окрестности которого (в предположении конечности
первой производной по ǫ) уравнение имеет вид

(x − p)2 − aǫ = 0 , (49)

что при aǫ > 0 дает корни p ± √
aǫ, а при aǫ < 0

корни p± i
√
|aǫ|. Таким образом, появление мнимой

части x связано с корневой сингулярностью. Соглас-
но разд. 3, мнимая часть ψ возникает в результате
подбора параметров s и w0, обеспечивающих пра-
вильные значения v и D в логнормальном распреде-
лении (10). Тем самым s и w0 определяются реше-
нием некоторых уравнений, численный анализ кото-
рых показывает [17], что появление мнимой частиw0

связано со слиянием двух действительных корней
и последующим их переходом в комплексную плос-
кость 10). Поэтому приведенные выше соображения
имеют прямое отношение к делу: если мнимая часть
ψ появляется при ω < ωc, то она имеет поведение 11)

ψ′′ ∼
√
ωc − ωΘ(ωc − ω) . (50)

Согласно [17], распределение P (ρ) не имеет сингу-
лярности при ω = ωc (рис. 1 б). Это относится к зна-
чению ρ в любой точке волновода, и в частности к
ее значению на полной длине L, которое связано с t
соотношением |t| = (1 + ρ)−1/2. Поэтому сингуляр-
ность в (48) всецело определяется величиной ψ′′ и
имеет корневой характер. Корневые сингулярности
в точке E0 визуально различимы на рисунках 8 и 11
работы [17], хотя и получены в результате числен-
ного анализа.

Общая картина представляется следующим об-
разом. Модуль A меняется внутри волновода в ос-
новном по экспоненциальному закону |A| ∼ e−αx, но

10) Второй действительный корень соответствует нефизиче-
ской ветви и потому не обсуждался в [17].
11) Обычно в теории фазовых переходов корневое поведе-

ние параметра порядка соответствует теории среднего поля,
тогда как учет флуктуаций приводит к формированию нетри-
виального критического индекса β, меньшего, чем 1/2. В на-
стоящее время мы не видим никаких оснований для реализа-
ции такого сценария.
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Рис. 8. (а) Зависимость амплитуды A проходящей волны от координаты x внутри волновода. (б) Зависимость |A| от

частоты в окрестности фазового перехода

от него имеются отклонения на расстоянии порядка
ξ от краев системы, связанные с влиянием гранич-
ных условий (рис. 8 а); при этом |A| = 1 для x = 0

и |A| = |t| для x = L. Последняя величина связа-
на с ρ и потому регулярна по ω. Однако вдали от
краев волновода величина |A| имеет корневую син-
гулярность (рис. 8 б), которая может быть зафик-
сирована уже при измерении средней интенсивно-
сти. Такая сингулярность является наблюдаемой в
конкретной точке системы для конкретной реализа-
ции потенциала, поскольку переход от истинной к
псевдо-трансфер-матрице происходит при энергии,
соответствующей перенормированному краю зоны,
сдвинутого за счет случайного потенциала 12). Этот
сдвиг меняется от точке к точке (см.примечание 2),
но для функции распределения в целом соответству-
ет строго определенной энергии. Поэтому и момен-
ты распределения фазы также имеют корневую син-
гулярность (см. конец разд. 6.3).

Согласно [17], точка перехода E0 находится в раз-
решенной зоне на расстоянии порядка W 4/3 от края
зоны (рис. 1 б). Соответственно, в оптике точка ωc
оказывается больше граничной частоты ω0, а рас-
стояние между ними определяется степенью беспо-
рядка.

6.3. Наблюдаемость фаз ψ и χ

Измерение временной зависимости на оптиче-
ских частотах, как правило, невозможно. Однако

12) В этом случае корневая сингулярность может быть
получена тривиально из поведения истинной и псевдо-
трансфер-матрицы для точечного рассеивателя при прибли-
жении к краю исходной зоны (см. работу [15]) с учетом его
флуктуационного сдвига.

наблюдаемость фазы ψ может быть обеспечена с по-
мощью гетеродинной техники, когда к измеряемо-
му полю E(x, t) добавляется вспомогательное поле
Es(x, t), частота которого сдвинута на малую вели-
чину Ω:

E + Es = Re
{
|E|eiωt+iϕE + |Es|ei(ω+Ω)t+iϕs

}
. (51)

Переходя к интенсивности и усредняя быстрые ос-
цилляции по времени, имеем

2(E + Es)2 =

= |E|2 + |Es|2 + 2|E||Es| cos (Ωt+ ϕs − ϕE) , (52)

так что фаза ϕE входит в комбинации с Ωt, что
обеcпечивает возможность ее измерения. Для поля
E(x, t), соответствующего результату (44), получим

2(E + Es)2 =
{
4|A|2 cos2 (kx+ χ/2) + |Es|2

}
+

+2|A| cos (kx+ χ/2)×

×2|Es| cos (Ωt+ ψ/2 + ϕ0 + ϕs) , (53)

так что обе фазы χ и ψ оказываются наблюдаемы-
ми, и могут быть извлечены из эксперимента путем
следующей обработки.

Стационарный первый член в правой части (53)
и осциллирующий по времени второй член можно
разделить путем Фурье-анализа. Постоянный вклад
|Es|2 легко отделяется, так как минимальное значе-
ние первого члена в фигурной скобке равно нулю.
Поскольку косинус меняется регулярным образом и
меняет знак при каждом прохождении через ноль,
то квадратный корень из первого члена в фигурной
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скобке может быть извлечен с точностью до несу-
щественного общего знака. В результате известны
по отдельности две комбинации

|A| cos (kx+ χ/2) и |Es| cos (Ωt+ ψ/2 + ϕ0 + ϕs) .

(54)

Множитель |Es| во второй комбинации определяет-
ся по амплитуде осцилляций по времени 13), после
чего зависимость этой комбинации от x может быть
приписана фазе ψ.

Обработка первой комбинации в (54) осложняет-
ся тем, что |A(x)| не следует строго экспоненциаль-
ной зависимости exp(−αx), но имеет существенные
флуктуации вокруг нее, определяясь логнормаль-
ным распределением (10). Правильная обработка
представляется следующим образом.

1. Определить k по среднему периоду осцилля-
ций.

2. Найти значения χ в дискретных точках — мак-
симумах, минимумах и нулях осциллирующей зави-
симости — по отклонению их положения от чистого
косинуса. Если значение k выбрано правильно, то
получаемые значения χ будут флуктуировать вбли-
зи постоянного уровня и не будут иметь системати-
ческого роста. Это определяет массив данных для
анализа распределения χ.

3. Определить значения |A(x)| в точках макси-
мумов и минимумов. Это позволяет набрать стати-
стику для проверки логнормального распределения
и выявления систематических отклонений от экспо-
ненциальной зависимости на краях волновода.

Наблюдаемость фазы ψ дает дополнительные
возможности для регистрации фазового перехода в
распределении P (ψ). Если от ψ перейти к перемен-
ной w, определенной в (11), то моменты распределе-
ния P (w) (в частности 〈w〉) будут иметь сингулярно-
сти

√
ω − ωc в области ω > ωc. Фаза χ не влияет на

эволюцию распределения сопротивлений и потому
не изучалась в работах [16,17]. Однако ее наблюдае-
мость в оптике делает такие исследования актуаль-
ными.

6.4. Возможные схемы измерений

Измерение электрического поля внутри волново-
да возможно с помощью сканирующего оптического
микроскопа ближнего поля [33–35]. Есть две раз-
новидности такого микроскопа — детектирующий

13) Другой способ обработки состоит в том, чтобы провести
измерения при нескольких значениях |Es| и обработать (53)
на зависимость α+ β|Es|+ γ|Es|2.

Рис. 9. Измерение поля в волноводе с помощью сканиру-

ющего оптического микроскопа ближнего поля

и рассеивающий: в зависимости от этого возмож-
ны две различные схемы измерений. Сопоставление
этих двух схем приводит к комбинированному вари-
анту, в котором проблема детектирования сводится
к атомно-силовой [36, 37] или туннельной [38] мик-
роскопии.

Детектирующий режим. В этом случае игла оп-
тического микроскопа (отрезок оптоволокна с ме-
таллическим покрытием) представляет собой вол-
новод с сужением на конце и отверстием диамет-
ра d, меньшим длины волны (рис. 9). Создаваемое
им поле в ближней зоне можно представлять в ви-
де «облака» конечного объема Vd ∼ d3 (см. рис. 4 в
работе [35]), электрическое поле Ed в котором при-
близительно постоянно и ориентировано параллель-
но полю внутри иглы. Пусть игла микроскопа имеет
определенный наклон и приближается к поверхно-
сти изучаемого волновода, так что некоторый объ-
ем V «облака» проникает внутрь волновода (рис. 9).
Если E — электрическое поле внутри волновода, то
изменение энергии за счет проникновения «облака»
определяется выражением

[
(E+Ed)

2 −E2 −E2
d

]
V = 2E · Ed V . (55)

При малых смещениях иглы x изменение объема
пропорционально смещению, δV = Sx, где S — пло-
щадь пересечения «облака» с поверхностью волно-
вода. Поэтому сила, действующая на иглу микроско-
па, определяется выражением (55) с заменой V на
S и зависит от измеряемого поля. Она может быть
преобразована в смещение иглы или изменение на-
пряжения, удерживающего иглу в неизменном поло-
жении. В реальности поле Ed зависит от координат
и вместо (55) нужно писать

∫
2E · Ed(r) d3r (56)
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с интегрированием по объему волновода,
что в результате грубой оценки интеграла
возвращает к (55).

Считая, что E ∼ Ed и вводя атомные единицы
напряженности поля и силы

E0 =
e

a2
∼ 109 B/см , F0 =

e2

a2
∼ 10−2 дин , (57)

получим оценку силы, действующей на иглу

F ∼ F0

(
E

E0

)2 (
d

a

)2

. (58)

Поскольку размер отверстия d ограничен условием
d . λ ∼ 104a, то можно считать, что

F ∼ 106
(
E

E0

)2

дин . (59)

Максимальное значение поля ограничено полем
пробоя диэлектрика порядка 107 В/см. Если в ка-
честве предела чувствительности принять величину
F ∼ 10−8 дин, характерную для туннельной микро-
скопии [38], то имеется широкий интервал полей

10−7E0 . E . 10−2E0 , (60)

для которых изложенная схема является
реалистичной.

Если в качестве Ed используется поле Es со сдви-
нутой частотой (см. (51)), то сила, действующая на
иглу, определяется величиной

F ∼ S|A||Es|×

× cos (kx+ χ/2) cos (Ωt+ ψ/2 + ϕ0 + ϕs) , (61)

обработка которой даже проще, чем выражения
(53). Выше мы не учитывали наличие полупрони-
цаемого металлического покрытия (разд. 6.1) и от-
личие от единицы диэлектрической проницаемости
внутри волновода. Учет этих факторов приводит к
добавлению в правой части (61) аддитивного сла-
гаемого порядка E2

s , не зависящего от измеряемого
поля и легко отделяемого при обработке.

Общая схема измерений представляется следую-
щим образом (рис. 10). Луч от лазера расщепляется
на две части, одна из которых направляется в вол-
новод. Вторая часть падает на осциллирующее зер-
кало, что приводит к сдвигу частоты на величину Ω

за счет эффекта Допплера. Поскольку скорость зер-
кала является переменной, то это приводит к пере-
менности Ω. Эту проблему можно решить, регистри-
руя временную зависимость в дискретных точках,

отстоящих на период колебаний зеркала; другая воз-
можность состоит в реализации не гармонического,
а пилообразного режима колебаний. От зеркала луч
направляется в иглу микроскопа, на конце которой
возникает поле E+ Es, что позволяет измерять ко-
ординатную зависимость поля E в результате ска-
нирования поверхности волновода.

Рис. 10. Общая схема измерений в детектирующем режи-

ме оптического микроскопа ближнего поля

Рассеивающий режим. В этом случае игла оп-
тического микроскопа используется не для непо-
средственного детектирования, а лишь как источ-
ник рассеяния 14). Распространяющаяся в волноводе
волна за счет туннельного эффекта частично выхо-
дит за пределы волновода и может рассеиваться на
кончике иглы, находящемся близко к поверхности.
Рассеяние можно считать рэлеевским, и электриче-
ское поле в рассеянной волне оказывается пропорци-
ональным полю E(x, t) в волноводе 15) в точке рас-
сеяния x.

Общая схема измерений выглядит следующим
образом (рис. 11). Луч от лазера расщепляется на
две части, одна из которых направляется в волновод
и рассеивается на игле микроскопа. Рассеянный свет
собирается параболическим зеркалом и направляет-
ся на смеситель. Вторая часть лазерного луча пада-
ет на осциллирующее зеркало и приобретает сдвиг

14) Ее можно заменить иглой туннельного микроскопа, что
при наличии металлического покрытия (разд. 6.1) позволя-
ет использовать все преимущества сканирующей туннельной
микроскопии [38].
15) При рэлеевском рассеянии поле рассеянной волны в

главном приближении определяется электрическим полем
падающей волны и не зависит от волнового вектора послед-
ней [31]. Поэтому две волны, входящие в суперпозицию (42),
рассеиваются одинаково, и суммарное поле рассеянной волны
пропорционально полю в волноводе.
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Рис. 11. Схема измерений электрического поля в волно-

воде для рассеивающего режима оптического микроскопа

ближнего поля

частоты Ω за счет эффекта Допплера. От зеркала
луч направляется на смеситель, где соединяется с
первым лучем и направляется на фотодиод для из-
мерения интенсивности. Изложенная схема практи-
чески реализована в работе [39], где можно найти
недостающие экспериментальные детали.

Комбинированная схема отличается от рис. 10
тем, что второй луч от зеркала идет не в иглу мик-
роскопа, а направляется к волноводу, просвечивая
его в поперечном направлении вблизи поверхности
(рис. 12). Поскольку поле E за счет туннельного эф-
фекта выходит за пределы волновода, то вблизи его
поверхности имеется поле E+Es, энергия которого
изменяется при приближении иглы микроскопа за
счет диэлектрической поляризуемости последней. В
результате сила, действующая на иглу, пропорцио-
нальна интенсивности поля E+Es и проблема ее из-
мерения сводится к атомно-силовой [36,37] или тун-
нельной [38] микроскопии.

7. ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Выше показано, что все результаты, получен-
ные для электронов в одномерных неупорядочен-
ных системах, непосредственно применимы к рас-
сеянию волн, распространяющихся в одномодовых
волноводах. Современные оптические методы поз-
воляют измерять все параметры ρ, ψ, χ, входящие
в трансфер-матрицу. В результате становится воз-
можным наблюдение фазового перехода в распреде-
лении фазы ψ, который выглядит ненаблюдаемым
в контексте физики конденсированного состояния.

Рис. 12. Измерение электрического поля в волноводе с по-

мощью атомно-силового или туннельного микроскопа

Наблюдаемость фазы χ делает актуальным вывод
уравнения для эволюции ее распределения, которое
не изучалось в предыдущих работах. При больших
L распределение χ имеет сингулярности, состоящие
в скачках второй производной для показателей экс-
понент, описывающих релаксацию PL(χ) к предель-
ному распределению P∞(χ).

Как указано выше, одна из измерительных схем,
описанных в разд. 6.4 была реализована в работе
[39]. В отличие от экспериментов [40,41], где измеря-
лась только матрица передачи, в работе [39] предло-
жен подход, позволяющий измерять распределение
фаз внутри волновода. Однако проведенные в [39]
измерения не связаны с распространением света в
неупорядоченных системах, а лишь с исследовани-
ем регулярных мод в однородных волноводах.

Существенно новые эксперименты требуют-
ся для проверки справедливости утверждений,
сделанных в настоящей работе. Прежде всего,
в таких экспериментах должен использоваться
перестраиваемый лазер, позволяющий изменять
частоту излучения, а его частотный диапазон дол-
жен перекрывать положение ожидаемого фазового
перехода. Последнее требует установить наиболее
подходящую конфигурацию волновода и его раз-
меры. Требуется разработать эффективный метод
для внесения в волновод большой концентрации
примесей. Необходим подробный анализ для на-
хождения области параметров, в которой упругое
рассеяние доминирует над поглощением внутри
волновода и радиационными потерями через его
стенки. Последняя проблема несколько смягчается
при использовании чисто диэлектрического волно-
вода, но в этом случае аналогия с электронными
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неупорядоченными системами становится неполной
(разд. 6.1).

Можно надеяться, что полученные результаты
будут стимулировать экспериментальные исследо-
вания в этой области и приведут к более глубокому
пониманию эффектов локализации как в электрон-
ных, так и оптических системах.

Благодарности. Автор признателен С. И. Бо-
жевольному за обсуждение оптических аспектов ра-
боты.

ПРИЛОЖЕНИЕ.
УРАВНЕНИЕ ЭВОЛЮЦИИ ДЛЯ P (ρ, ψ, χ)

Приводимый ниже вывод уравнения эволюции
отличается от такового в работах [16, 17]: он приво-
дит к более длинным выкладкам, но является более
систематическим, гарантируя получение результата
в условиях, когда его характер заранее неизвестен.
Более компактный способ вывода, приведенный в
[16,17], может быть найден лишь при наличии неко-
торой информации о структуре результата.

Как ясно уже на уровне соотношений (18), (19),
(20), (22), величина ψ входит в уравнения эволюции
в виде двух комбинаций ψ−γ и ψ−β, так что сдви-
гом ψ → ψ + ψ0 параметр γ может быть приведен к
значению −π/2, соответствующему резкой границе
раздела [17]; для упрощения формул мы ограничим-
ся этим случаем. Соотношения (12)–(14) в низшем
порядке по δ дают

T
(n+1)
11 = (1 + iα− iǫn)T

(n)
11 + (δ1 − iδ2 + iǫn)T

(n)
12 ,

T
(n+1)
12 = (δ1+iδ2−iǫn)T (n)

11 +(1−iα+iǫn)T (n)
12 (A.1)

и аналогичные уравнения для T (n)
21 и T (n)

22 , получае-
мые комплексным сопряжением; здесь δ1 = ∆cosβ,
δ2 = ∆sinβ. Полагая

T
(n)
11 = xn + iyn , T

(n)
12 = zn + iwn , (A.2)

имеем

xn+1 = xn − (α − ǫn)yn + δ1zn + (δ2 − ǫn)wn,

yn+1 = (α− ǫn)xn + yn − (δ2 − ǫn)zn + δ1wn,

zn+1 = δ1xn − (δ2 − ǫn)yn + zn + (α− ǫn)wn, (A.3)

wn+1 = (δ2 − ǫn)xn + δ1yn − (α− ǫn)zn + wn,

что при записи в матричной форме дает матрицу
с единичным детерминантом. Если распределение

Pn(xn, yn, zn, wn) на n-м шаге известно, то аналогич-
ное распределение на (n+1)-м шаге составляется по
правилу

Pn+1(x̃n+1, ỹn+1, z̃n+1, w̃n+1)=

∫
dǫndxn dyn dzn dwn×

×P (ǫn)Pn(xn, yn, zn, wn)δ (x̃n+1 − xn+1)× (A.4)

×δ (ỹn+1 − yn+1) δ (z̃n+1 − zn+1) δ (w̃n+1 − wn+1) ,

где xn+1, yn+1, zn+1, wn+1 выражаются через xn,
yn, zn, wn по формуле (A.3). Обратим соотношение
(A.3) и перейдем к интегрированию по xn+1, yn+1,
zn+1, wn+1; учитывая, что якобиан преобразования
равен единице, а δ-функции тривиально снимаются,
получим

Pn+1(xn+1, yn+1, zn+1, wn+1) =

=

∫
dǫnP (ǫn)Pn(xn, yn, zn, wn) , (A.5)

где xn, yn, zn, wn выражаются через xn+1, yn+1,
zn+1, wn+1 соотношением, обратным (A.3). Раскла-
дываясь по отклонениям xn+1 − xn, yn+1 − yn, . . . и
сохраняя члены первого порядка по α, ∆ и второго
по ǫ, получим

∂P

∂n
= α

[
y
∂P

∂x
− x

∂P

∂y
− w

∂P

∂z
+ z

∂P

∂w

]
−

−δ1
[
z
∂P

∂x
+ w

∂P

∂y
+ x

∂P

∂z
+ y

∂P

∂w

]
+

+δ2

[
−w∂P

∂x
+ z

∂P

∂y
+ y

∂P

∂z
− x

∂P

∂w

]
+

+
1

2
ǫ2(w−y)2

[
∂2P

∂x2
+ 2

∂2P

∂x∂z
+
∂2P

∂z2

]
+ (A.6)

+
1

2
ǫ2(x−z)2

[
∂2P

∂y2
+ 2

∂2P

∂y∂w
+
∂2P

∂w2

]
+

+ǫ2(x−z)(w−y)
[
∂2P

∂x∂y
+

∂2P

∂x∂w
+

∂2P

∂z∂y
+

∂2P

∂z∂w

]
.

Переходя к полярным координатам

x = r1 cosϕ, y = r1 sinϕ,

z = r2 cos θ, w = r2 sin θ , (A.7)

получим

∂P

∂n
= α

[
−P ′

ϕ + P ′
θ

]
−∆cos(θ−ϕ−β)

[
r2P

′
r1 + r1P

′
r2

]
+

+∆sin(θ−ϕ−β)
[
r1
r2
P ′
θ −

r2
r1
P ′
ϕ

]
+
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+
1

2
ǫ2
{
sin2(θ−ϕ)

[
r22P

′′
r1r1 + 2r1r2P

′′
r1r2 + r21P

′′
r2r2

]
+

+2 sin(θ−ϕ)
[
r1−r2 cos(θ−ϕ)

] [r2
r1
P ′′
r1ϕ+P

′′
r2ϕ−

r2
r21
P ′
ϕ

]
+

+2 sin(θ−ϕ)
[
r1 cos(θ−ϕ)−r2

] [r1
r2
P ′′
r2θ+P

′′
r1θ−

r1
r22
P ′
θ

]
+

+
[
r1 − r2 cos(θ−ϕ)

]2
[
1

r21
P ′′
ϕϕ +

1

r1
P ′
r1

]
+

+
[
r1 cos(θ−ϕ)− r2

]2
[
1

r22
P ′′
θθ +

1

r2
P ′
r2

]
+ (A.8)

+2
[
r1 − r2 cos(θ−ϕ)

] [
r1 cos(θ−ϕ)− r2

] 1

r1r2
P ′′
ϕθ

}
.

Теперь перейдем от r1, r2 к переменным ρ, ξ:

r21 + r22 = 1 + 2ρ , r21 − r22 = ξ . (A.9)

Нетрудно проверить, что при этом сокращаются все
члены с производными по ξ; следовательно величи-
на ξ остается постоянной в процессе эволюции, и из
физических соображений можно положить ξ = 1.
Тогда

r1 =
√
1 + ρ , r2 =

√
ρ (A.10)

в соответствии с каноническим представлением (2).
При этом уравнение эволюции примет вид

∂P

∂n
= α

[
−P ′

ϕ + P ′
θ

]
−∆cos(θ−ϕ−β)2r1r2P ′

ρ+

+∆sin(θ−ϕ−β)
[
r1
r2
P ′
θ −

r2
r1
P ′
ϕ

]
+

+
1

2
ǫ2
{
4r21r

2
2 sin

2(θ−ϕ)P ′′
ρρ+

+
[
2r21 + 2r22 − 4r1r2 cos(θ−ϕ)

]
P ′
ρ+

+4r2 sin(θ−ϕ)
[
r1 − r2 cos(θ−ϕ)

]
P ′′
ρϕ+

+4r1 sin(θ−ϕ)
[
r1 cos(θ−ϕ)− r2

]
P ′′
ρθ−

−2 sin(θ−ϕ)r2 [r1 − r2 cos(θ−ϕ)]
r21

P ′
ϕ− (A.11)

−2 sin(θ−ϕ)r1 [r1 cos(θ−ϕ)− r2]

r22
P ′
θ+

+

[
r1−r2 cos(θ−ϕ)

r1

]2
P ′′
ϕϕ +

[
r1 cos(θ−ϕ)−r2

r2

]2
P ′′
θθ+

+2

[
r1 − r2 cos(θ−ϕ)

r1

] [
r1 cos(θ−ϕ)− r2

r2

]
P ′′
ϕθ

}
.

При заменах (A.7) и (A.9) мы не производили пере-
нормировку вероятности; однако, в результате двух
замен имеем

4P (x, y, z, w) dx dy dz dw =

= P (ρ, ξ, ϕ, θ) dρ dξ dϕ dθ , (A.12)

и указанная перенормировка сводится к постоянно-
му множителю, несущественному ввиду линейности
уравнения эволюции. Вводя комбинированные фазы
(3), имеем

∂P

∂n
= 2αP ′

ψ −∆cos(ψ−β)2r1r2P ′
ρ+

+∆sin(ψ−β)
[(

r1
r2

+
r2
r1

)
P ′
ψ +

(
r1
r2

− r2
r1

)
P ′
χ

]
+

+
1

2
ǫ2
{
4r21r

2
2 sin

2 ψP ′′
ρρ+

[
2r21+2r22−4r1r2 cosψ

]
P ′
ρ +

+4 sinψ
(
r1r2 − r22 cosψ

) (
−P ′′

ρψ + P ′′
ρχ

)
+

+4 sinψ
(
r21 cosψ − r1r2

) (
P ′′
ρψ + P ′′

ρχ

)
−

−2 sinψ

(
r2
r1

− r22
r21

cosψ

)(
−P ′

ψ + P ′
χ

)
− (A.13)

−2 sinψ

(
r21
r22

cosψ − r1
r2

)(
P ′
ψ + P ′

χ

)
+

+

(
r1 − r2 cosψ

r1

)2 (
P ′′
ψψ − 2P ′′

ψχ + P ′′
χχ

)
+

+

(
r1 cosψ − r2

r2

)2 (
P ′′
ψψ + 2P ′′

ψχ + P ′′
χχ

)
+

+

(
r1 − r2 cosψ

r1

)(
r1 cosψ − r2

r2

)(
−P ′′

ψψ + P ′′
χχ

)}
.

Подставляя (A.10) и приводя правую часть к сумме
полных производных, имеем окончательное уравне-
ние эволюции, имеющее структуру (4):

∂P

∂n
=

=

{
− 2∆cos (ψ−β)

√
ρ(1+ρ)P + 2ǫ2sin2ψ ρ(1+ρ)P ′

ρ+

+ǫ2
[
(1−2 sin2 ψ)(1+2ρ)− 2 cosψ

√
ρ(1+ρ)

]
P+

+2ǫ2 sinψ
[
cosψ(1+2ρ)− 2

√
ρ(1+ρ)

]
P ′
ψ

}′

ρ
+

+

{[
2α+R∆sin (ψ−β)

]
P + ǫ2 sinψ(R−2 cosψ)P +

+
1

2
ǫ2(2−R cosψ)2 P ′

ψ

}′

ψ

+ (A.14)

+

{
∆sin (ψ−β)+ǫ2 sinψ (1−R cosψ)√

ρ(1+ρ)
P +

+
ǫ2 cosψ (R cosψ−2)√

ρ(1+ρ)
P ′
ψ +

ǫ2 cos2 ψ

2ρ(1+ρ)
P ′
χ

}′

χ

.

Интегрирование по χ приводит к уравнению эволю-
ции для P (ρ, ψ), полученному в [16, 17], а интегри-
рование по ρ и ψ — к уравнению (27) для P (χ).
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При исследовании стационарных спектров ЭПР примесных ионов эрбия в ортосиликате иттрия Y2SiO5

на спектрометре ELEXSYS с диэлектрическим резонатором обнаружена аномальная зависимость фор-

мы резонансных линий от интенсивности микроволнового возбуждения. При относительно большой ин-

тенсивности и частичном насыщении резонансного перехода форма линии представляет суперпозицию

обычной линии, соответствующей производной контура резонансного поглощения, и линии аномаль-

ной формы, соответствующей собственно контуру линии поглощения. Предполагается, что появление

аномальной компоненты линии связано с одновременным возбуждением магнитных дипольных и элек-

трических квадрупольных переходов в связанной системе магнитных дипольных и электрических квад-

рупольных осцилляторов электронной спиновой системы ионов эрбия.

DOI: 10.31857/S004445102402010X

1. ВВЕДЕНИЕ

В настоящее время примесные редкоземельные
(РЗ) элементы в диэлектрических кристаллах рас-
сматриваются в качестве перспективной материаль-
ной основы для создания твердотельных устройств
квантовой памяти [1, 2]. Нечетные РЗ-изотопы с
ненулевым ядерным спином позволяют реализовать
обратимый перенос когерентности из оптического
диапазона на электронно-ядерные спиновые состо-
яния, обладающие большим временем жизни ко-
герентности [3–6]. Для увеличения времени жизни
когерентности таких состояний применяются спе-
циальные методики динамического развязывания
(dynamical decoupling), при которых на спиновую
систему воздействуют специальными импульсными
последовательностями, возбуждающими резонанс-
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ные переходы между электронно-ядерными спино-
выми уровнями [7, 8]. Поэтому большой интерес
представляет изучение особенностей спиновой дина-
мики примесных РЗ-ионов при их взаимодействии
с внешними и внутрикристаллическими магнитны-
ми и электрическими полями. Динамика спиновых
систем со спином S = 1/2 во внешнем магнитом
поле описывается феноменологическими уравнени-
ями Блоха [9,10]. Эти уравнения линейны по компо-
нентам магнитного дипольного момента (или спи-
на). Однако известно, что для адекватного опи-
сания спиновой динамики высокоспиновых систем
(S > 1/2) необходимо рассматривать и более высо-
кие спиновые мультипольные моменты [11–14]. По-
этому экспериментальное изучение особенностей ди-
намики таких систем представляется очень важ-
ной задачей. При этом надо иметь в виду, что су-
ществует правило, гласящее, что для квантовых
систем, находящихся в низших (основных) состоя-
ниях, мультиполи попеременно запрещены. Напри-
мер, разрешенными являются электрический моно-
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поль (заряд), магнитный диполь и электрический
квадруполь [15].

Электронный парамагнитный резонанс (ЭПР)
представляет уникальные возможности для опреде-
ления структуры примесных парамагнитных цен-
тров в кристаллах и изучения особенностей спино-
вой динамики их электронно-ядерных уровней [16–
26]. В частности, большое внимание привлекают ио-
ны 167Er в ортосиликате иттрия (Y2SiO5) [27–31].

В данной работе исследованы особенности фор-
мы линии стационарных спектров ЭПР примесного
иона 167Er в монокристалле Y2SiO5 (YSO), записан-
ных в стандартной методике с модуляцией магнит-
ного поля на спектрометре ЭПР ELEXSYS E680 с
диэлектрическим резонатором. При этом обнаруже-
на аномальная зависимость формы линии резонанс-
ных сигналов от уровня микроволновой мощности
в резонаторе. Обсуждается возможная природа воз-
никновения резонансных линий аномальной формы,
связанная с резонансным возбуждением электриче-
ских квадрупольных переходов между электронно-
ядерными уровнями ионов 167Er.

2. СВОЙСТВА ОБРАЗЦА И УСЛОВИЯ
ЭКСПЕРИМЕНТА

Кристаллическая структура YSO характеризу-
ется моноклинной симметрией I2/a, имеет одну ось
симметрии второго порядка b и перпендикулярную
ей плоскость скользящего отражения. В этой уста-
новке параметры элементарной ячейки a = 1.04 нм,
b = 0.67 нм, c = 1.25 нм [32]. Примесные ио-
ны эрбия могут замещать иттрий в двух струк-
турно неэквивалентных позициях с точечной груп-
пой симметрии C1, обозначаемых Y1 и Y2 [32],
или Site 1 и Site 2 [33] соответственно. Каждая из
этих позиций имеет по две магнитно-неэквивалент-
ные позиции, которые становятся эквивалентны-
ми, если внешнее магнитное поле направлено па-
раллельно или перпендикулярно оси b. Мы ис-
следовали образцы YSO, моноизотопно легирован-
ные трехвалентными ионами 167Er, которые бы-
ли выращены в слабоокислительной атмосфере ме-
тодом Чохральского на промышленной установке
«Кристалл-3М» из расплава с относительной кон-
центрацией эрбия 0.005 ат. %.Степень обогащения
изотопом 167Er составляла 96.3 ат. %. При этом ис-
пользовался изотопически чистый 28Si, не обладаю-
щий собственным ядерным моментом. Исследуемые
образцы имели форму параллелепипедов с размера-
ми 2.5× 2.5× 2.5мм3 и 3× 3× 10мм3 для измерений
с диэлектрическим и металлическим резонаторами

соответственно. Грани параллелепипедов были пер-
пендикулярны кристаллографическим осям D1, D2,
b [34] с точностью ±1◦.

Измерения спектров ЭПР проводились в X-ди-
апазоне в стационарном режиме с модуляцией
магнитного поля на частоте 100 кГц. Использо-
вались два спектрометра производства фирмы
Брукер ELEXSYS E680 с цилиндрическим ди-
электрическим резонатором ER4118MD5-W1 и
EMXplus с цилиндрическим металлическим резо-
натором ER4122SHQ. Оба резонатора работали в
TE011-моде, когда магнитная компонента микровол-
нового поля B1 сосредоточена вдоль центральной
оси цилиндра, а силовые линии электрического
поля проходят по круговым траекториям, пер-
пендикулярным оси цилиндра. Металлический и
диэлектрический резонаторы имеют принципи-
ально различное распределение электрической и
магнитной компонент микроволнового поля внутри
резонатора. Размеры внутренней полости метал-
лического резонатора сравнимы с длиной волны
X-диапазона (3 см). Поэтому пучности магнитного
и электрического полей внутри резонатора про-
странственно разделены [35]. Исследуемый образец
имеет небольшие размеры и располагается на про-
дольной оси резонатора. Поэтому на него действует
только магнитная компонента микроволнового
поля. Диэлектрический резонатор представля-
ет собой сапфировый цилиндр с внутренним и
внешним диаметрами 5 и 10мм соответственно и
высотой 13мм, что значительно меньше длины
волны. В таком резонаторе вихревое электрическое
поле равно нулю на оси резонатора, но имеет
значительную интенсивность вблизи стенок диэлек-
трического цилиндра [36]. Исследуемый образец
занимает значительную часть внутренней полости
резонатора, поэтому он находится под воздействием
как магнитной, так и электрической компонент
микроволнового поля.

3. ЭКСПЕРИМЕНТАЛЬНЫЕ РЕЗУЛЬТАТЫ

Ион Er3+ имеет электронную конфигурацию
4f11 с основным мультиплетом 4I15/2. Основное со-
стояние является крамерсовым дублетом. Энергия
первого возбужденного дублета Wex = 39 см−1 [37].
Ядерный спин изотопа 167Er I = 7/2. Поэтому спек-
тры ЭПР этого изотопа содержат (2I + 1) = 8 «раз-
решенных» резонансных переходов, происходящих
без изменения проекции ядерного спина на ось кван-
тования (∆m = 0). Кроме этого, в спектрах ре-
гистрируются «запрещенные» переходы с ∆m = 1
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Рис. 1. Экспериментальные спектры 167Er3+ в YSO, за-

писанные на спектрометре ELEXSYS с диэлектрическим

резонатором при различной мощности микроволнового ге-

нератора P , указанной в правой части спектров. Цифры в

левой части показывают относительное увеличение мас-

штаба спектра

и ∆m = 2. Ориентационные зависимости спектров
хорошо описываются использованным в [26] эффек-
тивным спиновым гамильтонианом, учитывающим
зеемановскую энергию электронных и ядерных спи-
нов во внешнем магнитном поле и энергию сверхтон-
кого взаимодействия электронного спина с ядерным
спином и с ядерным электрическим квадрупольным
моментом. На рис. 1 представлены спектры ЭПР
иона 167Er3+ в кристаллографической позиции Site 1
монокристалла YSO, записанные на спектрометре
ELEXSYS при ориентации внешнего магнитного по-
ля B вдоль кристаллографической оси b. Магнитная
компонента микроволнового поля была направлена
вдоль оси D1.

На спектрах присутствуют 8 интенсивных оди-
ночных линий, соответствующих «разрешенным»
переходам. Между нами имеются более слабые ли-
нии, соответствующие «запрещенным» переходам с
∆m = 1. Дублетная структура «запрещенных» пе-
реходов обязана вкладу электрических квадруполь-
ных взаимодействий [26]. Видно, что форма линий
на спектрах существенно зависит от мощности P .
При P < 100мкВт форма линии соответствует нор-
мальной для стационарных спектров ЭПР производ-
ной контура линии поглощения. При P = 300мкВт
форма линии «разрешенных» переходов становится
асимметричной, а при P > 1мВт появляется замет-
ный вклад линии аномальной формы, характерной
для собственно контура линии резонансного погло-
щении. Для «запрещенных» переходов форма линии
также изменяет свою форму при несколько большей
мощности. Анализ формы линии показал, что экс-
периментально наблюдаемая форма линии может
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Рис. 2. Форма линии «разрешенного» резонансного пе-

рехода иона 167Er3+ при измерении на спектрометре

ELEXSYS с различной микроволновой мощностью, пока-

занной в правой части спектров. Кружки — эксперимент,

штриховая и штрихпунктирная линии — вклад нормаль-

ной и аномальной компонент соответственно. Сплошная

линия — сумма двух компонент

быть аппроксимирована суммой двух линий: нор-
мальной для стационарного ЭПР производной ли-
нии поглощения и аномальной линии, представляю-
щей инвертированную линию поглощения. Примеры
такого разложения резонансной линии на две компо-
ненты, выполненного с использованием программ-
ного пакета EasySpin [38], для одного «разрешенно-
го» перехода представлены на рис. 2. При этом спек-
тры были нормированы по амплитуде обычной ком-
поненты резонансных линий. Оказалось, что нор-
мальная и аномальная компоненты линий имеют
форму, близкую к лоренцевой. При большой микро-
волновой мощности амплитуда линии «разрешенно-
го» резонансного перехода уменьшается вследствие
насыщения, и на спектрах рядом с «разрешенными»
переходами становятся видны «запрещенные» пере-
ходы с ∆m = 2. Вероятность этих «запрещенных»
переходов невелика, поэтому для них форма линии
не зависит от микроволновой мощности.

При измерении спектров ЭПР этого образца при
тех же условиях на спектрометре EMXplus с метал-
лическим резонатором форма резонансных линий
не зависела от микроволновой мощности. На рис. 3
приведены зависимости от микроволновой мощно-
сти амплитуд нормальной и аномальной компонент
резонансных линий для одного «разрешенного» пе-
рехода в магнитном поле 47.8мТл при измерении на
спектрометре ELEXSYS и амплитуда нормального
сигнала при измерении на спектрометре EMXplus.

Результаты измерений на двух спектрометрах
нормированы по максимуму теоретических зависи-
мостей. Видно, что при небольшой мощности P
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Рис. 3. Зависимость амплитуды резонансных линий от

амплитуды микроволнового поля. Заполненные квадра-

ты соответствуют нормальной компоненте «разрешенно-

го» перехода, измеренного на спектрометре ELEXSYS. Пу-

стые квадраты соответствуют аномальной компоненте это-

го перехода. Перечеркнутые пустые квадраты соответству-

ют аномальной линии положительного знака. Звездочки

соответствуют интенсивности резонансного перехода, из-

меренного на спектрометре EMXplus. Толстые линии —

расчет с учетом частичного насыщения резонансного пере-

хода. Тонкие линии соединяют экспериментальные точки

между собой

наблюдается линейная зависимость амплитуды ли-
ний обычной формы от мощности в логарифмиче-
ском масштабе. Это типично для резонансного по-
глощения в отсутствие насыщения. При увеличении
P резонансный переход насыщается, разность на-
селенностей между двумя зеемановскими уровня-
ми уменьшается, и зависимость амплитуды линии
от величины P становится нелинейной. Такие за-
висимости характерны для насыщения неоднород-
но уширенного резонансного перехода с учетом про-
цессов спектральной диффузии [39]. Для расчета
этих зависимостей мы модифицировали выраже-
ние (2.12) в [39] для того, чтобы выделить зависи-
мость амплитуды сигнала от величины микроволно-
вого поля, выраженной в относительных единицах
B1 =

√
P :

A = K1
K2B1√

1 + (K2B1)2 + β(K2B1)2
(1)

Величина K1 определяется параметрами спино-
вой системы. Зависимость амплитуды резонансной
линии от величины B1 при постоянной температуре
определяется только параметром

K2 = α
(gµBSx)/~

ω1 + ωD
, (2)

где α определяет соотношение между микроволно-
вой мощностью и величиной B1, g — фактор спек-

Таблица

Спектрометр K1 K2 β

ELEXSYS 1.6124 2.0559 0.3712

EMXplus 2.2929 0.3005 0.7348

троскопического расщепления, µB — магнетон Бо-
ра, Sx — матричный элемент резонансного перехо-
да между двумя уровнями спиновой системы с про-
извольным спином [40, 41], ω1 —скорость спин-ре-
шеточной релаксации, ωD —скорость спектральной
диффузии. Величина β отражает роль спектраль-
ной диффузии в процессах спиновой динамики. В
отсутствие спектральной диффузии β = 0. Опти-
мальные значения коэффициентов для наилучше-
го описания экспериментальных данных приведены
в таблице. Толстые линии на рис. 3 представляют
теоретический расчет зависимости амплитуды нор-
мальных компонент линии от микроволновой мощ-
ности при данных коэффициентах.

В рамках данной статьи мы не обсуждаем вели-
чину и физическую природу параметров в (1) и (2).
Отметим только, что влияние процессов спектраль-
ной диффузии на процессы насыщения резонансных
переходов значительно сильнее при измерениях на
спектрометре EMXplus. Маленькая величина пара-
метра K2 при измерениях на спектрометре EMXplus
является следствием значительно меньшей величи-
ны магнитной компоненты микроволнового поля в
металлическом резонаторе при той же микроволно-
вой мощности по сравнению с диэлектрическим ре-
зонатором.

4. ОБСУЖДЕНИЕ

На рис. 2 видно, что форма резонансных ли-
ний представляет сумму двух компонент. Это обыч-
ная для стационарного ЭПР линия, представляю-
щая производную от резонансного поглощения по
магнитному полю, и аномальная компонента, пред-
ставляющая собственно линию резонансного погло-
щения. При малой микроволновой мощности в раз-
ложении формы экспериментальной линии присут-
ствует небольшая аномальная компонента положи-
тельного знака. Мы полагаем, что появление этой
компоненты вызвано небольшой асимметрией фор-
мы линии резонансного перехода. Амплитуда этой
линии примерно пропорциональна амплитуде обыч-
ной компоненты резонансной линии. Появление ин-
тенсивных резонансных линий аномальной формы
при большой микроволновой мощности мы связы-
ваем с возбуждением в спиновой системе электриче-
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ских квадрупольных переходов. Эти переходы воз-
буждаются осциллирующим градиентом электриче-
ской компоненты микроволнового поля, всегда при-
сутствующим в диэлектрическом резонаторе спек-
трометра ЭПР [36].

Это явление впервые было обнаружено нами при
изучении спектров ЭПР примесных парамагнитных
центров Ho3+ в синтетическом форстерите [42, 43].
Позже резонансные линии были обнаружены в спек-
трах ЭПР примесных ионов Yb3+ в Mg2SiO4 [44]
при измерениях на спектрометре ЭПР с диэлектри-
ческим резонатором. Мы полагаем, что наблюда-
емые изменения формы резонансных линий явля-
ются спектроскопическим проявлением взаимодей-
ствия между магнитной дипольной и электрической
квадрупольной подсистемами высокоспиновой си-
стемы. Доказательства того, что наблюдаемые из-
менения формы линии спектров ЭПР действитель-
но обязаны резонансному возбуждению электриче-
ских квадрупольных переходов, приведены в рабо-
те [43]. Данная статья посвящена, главным образом,
новой трактовке природы физических взаимодей-
ствий, приводящих к наблюдаемому эффекту.

В работах [42, 43] было установлено следующее.

1. Электрические квадрупольные переходы воз-
буждаются градиентом электрической компонен-
ты микроволнового поля в диэлектрическом рe-
зонаторе.

2. Имеется сильная зависимость амплитуды ано-
мальной составляющей спектра линии ЭПР от мощ-
ности микроволнового излучения в резонаторе, ко-
торая имеет пороговый характер.

3. Порог мощности, при котором появляется ано-
мальная составляющая, уменьшается с уменьшени-
ем температуры.

4. Фаза аномальной компоненты сдвинута по от-
ношению к фазе нормальной компоненты, совпада-
ющей с фазой модуляции магнитного поля.

5. Аномальный сигнал имеет разную фазу для
резонансных переходов с разным знаком производ-
ной зависимости резонансной частоты от магнитно-
го поля.

Для того чтобы объяснить появление в спектрах
ЭПР линий аномальной формы, мы должны рас-
смотреть алгоритм работы приемного тракта спек-
трометра ЭПР в режиме с модуляцией магнитного
поля. Он заключается в том, что в каждый полупе-
риод модуляции сигнал, поступающий с микровол-
нового детектора спектрометра, интегрируется, и
выходной сигнал представляет разность интегралов

двух полупериодов. Если амплитуда модуляции маг-
нитного поля много меньше, чем ширина линии ре-
зонансного перехода, форма линии на спектрах ЭПР
представляет производную линии резонансного по-
глощения по магнитному полю.

Формально, для получения аномальной формы
сигнала ЭПР необходимо в алгоритме работы при-
емного такта спектрометра ЭПР заменить разность
интегралов сигнала поглощения для двух полупе-
риодов модуляции, их суммой. Эквивалентная опе-
рация состоит в инверсии знака интеграла в одном
из двух полупериодов модуляции магнитного поля.
Для резонансных переходов в ЭПР-спектроскопии
это может быть при синхронных с модуляцией маг-
нитного поля осцилляциях резонансного поглоще-
ния и резонансного излучения электромагнитного
поля. В физических системах такая ситуация реали-
зуется для осциллятора, совершающего колебания
на собственной частоте ω0 и находящегося под дей-
ствием модулируемой по частоте внешней периоди-
ческой силы ω = ω0 sin (ωm · t), где ωm — частота
модуляции. В полупериод модуляции, когда ω > ω0,
фаза внешней силы будет опережать фазу осцил-
лятора, и энергия внешней силы будет поглощаться
осциллятором. В другой полупериод фаза внешней
силы будет отставать от фазы осциллятора, и энер-
гия осциллятора будет излучаться [15]. Таким об-
разом, синхронно с частотой модуляции магнитного
поля будет происходить осцилляция знака Sy ком-
поненты спинов во вращающейся системе коорди-
нат. В работах [42,43] мы полагали, что эти два свя-
занных осциллятора являются магнитным диполь-
ным и существующим электрическим квадруполь-
ным моментами электронной оболочки примесного
иона, которые одновременно возбуждаются магнит-
ной и электрической компонентами микроволнового
поля в резонаторе спектрометра ЭПР.

При этом не было дано убедительного объясне-
ния пороговому характеру появления резонансных
линий аномальной формы и зависимости величины
этого порога от температуры. Это может быть сде-
лано на основе результатов работы [41], где на при-
мере электронного спина S = 1 было показано, что
селективное возбуждение одного резонансного пере-
хода в трехуровневой спиновой системе приводит к
обратимому преобразованию компонент магнитного
дипольного момента в компоненты электрического
квадрупольного момента. Это приводит к измене-
нию абсолютной величины дипольного момента спи-
новой системы и связанному с ним преобразованию
дипольной поляризации спиновой системы в квад-
рупольное выстраивание.
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При этом градиент электрической компоненты
микроволнового поля взаимодействует с образовав-
шимся динамическим квадрупольным моментом.
В этом случае магнитный дипольный и электриче-
ский квадрупольный моменты связаны отношением
ведущий–ведомый. Когда при модуляции магнитно-
го поля происходит его увеличение, фаза прецессии
поперечных компонент магнитного дипольного мо-
мента опережает фазу прецессии поперечных ком-
понент электрического квадрупольного момента, а
при уменьшении магнитного поля фаза поперечных
компонент магнитного дипольного момента отста-
ет от фазы электрического квадрупольного момен-
та. В результате появляется осциллирующий знако-
переменный сдвиг фаз между поперечными компо-
нентами магнитного дипольного и электрического
квадрупольного моментов. Знак этого сдвига меня-
ется дважды за период модуляции, и обмен энерги-
ей между этими двумя осцилляторами осциллирует
с частотой модуляции магнитного поля. В результа-
те сигнал на выходе приемного тракта спектрометра
ЭПР принимает форму линии резонансного погло-
щения, а не его производной.

Скорость преобразования дипольного момента в
квадрупольный определяется частотой «нутации»
Sz-компоненты дипольного момента во вращающей-
ся системе координат при резонансном возбужде-
нии. Эта скорость пропорциональна амплитуде маг-
нитной компоненты микроволнового поля B1. Ве-
личина создаваемого квадрупольного момента зави-
сит от соотношения двух конкурирующих процес-
сов: нутации спинов при резонансном возбуждении
и релаксационных процессов, стремящихся вернуть
спиновую систему в равновесное состояние. О сте-
пени преобразования дипольного момента в квад-
рупольный можно судить по отклонению величины
Sz-компоненты дипольного момента от равновесно-
го значения при заданной температуре в отсутствие
резонансного возбуждения. Здесь есть полная ана-
логия с хорошо известным явлением насыщения ре-
зонансного перехода, где также существует порого-
вое значение микроволновой мощности, при кото-
ром интенсивность резонансной линии перестает ли-
нейно зависеть от микроволновой мощности вслед-
ствие уменьшения величины Sz. Пороговое значение
интенсивности микроволнового излучения в обоих
случаях определяется равенством скорости измене-
ния Sz-компоненты дипольного момента при резо-
нансном возбуждении и скорости релаксации спи-
новой системы к невозмущенному состоянию. В со-
ответствии с (2) пороговое значение B1 зависит от
скорости спин-решеточной релаксации, которая для

ионов Er3+ в YSO быстро растет с повышением тем-
пературы [45]. Поэтому величина порогового значе-
ния микроволной мощности, при котором появля-
ется аномальная форма линии, как было отмечено
в [42,43], также растет с повышением температуры.
На рис. 3 видно, что аномальная линия в спектрах
ЭПР и эффект насыщения появляются при пример-
но одинаковой микроволновой мощности.

Отметим, что электрические квадрупольные пе-
реходы, вызванные резонансным взаимодействием
осциллирующего градиента электрического поля с
квадрупольным моментом электронных и ядерных
спинов, ранее уже наблюдались. В работе [46] элек-
трические квадрупольные переходы возбуждались
бегущей электромагнитной волной в магнитно-
упорядоченной спиновой системе Sr2CoGe2O7.
Электрические квадрупольные переходы с измене-
нием проекции ядерного спина на ось квантования
∆Iz = ±2, запрещенные правилами отбора для
дипольных переходов, наблюдались в осциллирую-
щем электрическом поле конденсатора для ядерных
спинов 75As, 69Ga и 71Ga в монокристалле GaAs [47].
При совместном возбуждении магнитных диполь-
ных и электрических квадрупольных переходов
на ядрах 75As, 69Ga и 71Ga наблюдалось влия-
ние электрических квадрупольных переходов на
интенсивность резонансных линий магнитных ди-
польных переходов [48]. В работе [49] для создания
осциллирующего градиента электрического поля на
ядерных спинах 23Na в NaCl возбуждались интен-
сивные акустические колебания. В работах [50, 51]
на ядерных спинах 127I в CsI были зарегистрирова-
ны сигналы ядерного спинового эха, возбуждаемые
комбинацией резонансных электромагнитных и
акустических импульсов. Причем электромагнит-
ные импульсы возбуждали магнитные дипольные,
а акустические — электрические квадрупольные
переходы.

5. ВЫВОДЫ

При стандартной методике исследовании стаци-
онарных спектров ЭПР примесных ионов 167Er3+

в монокристалле Y2SiO5 на спектрометре ЭПР
ELEXYS E680 c диэлектрическим резонатором об-
наружена аномальная зависимость формы резо-
нансных линий от микроволновой мощности. При
небольшой микроволновой мощности резонансные
линии на спектрах имеют обычную форму произ-
водной линии резонансного поглощения. При уве-
личении микроволновой мощности и частичном
насыщении резонансного перехода форма линий
изменяется и представляет собой суперпозицию

8 ЖЭТФ, вып. 2
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обычной производной линии резонансного поглоще-
ния и аномальной линии, имеющей форму собствен-
но резонансного поглощения. Появление линии ано-
мальной формы при интенсивном резонансном воз-
действии на высокоспиновую систему объясняет-
ся преобразованием магнитного дипольного момен-
та электронной спиновой системы в электрический
квадрупольный момент и образованием системы
связанных магнитного дипольного и электрическо-
го квадрупольного осцилляторов. Мы полагаем, что
в диэлектрическом резонаторе спектрометра ЭПР
микроволновое электромагнитное поле одновремен-
но возбуждает два типа резонансных переходов.
Магнитная компонента возбуждает магнитные ди-
польные переходы, а градиент электрической ком-
поненты возбуждает электрические квадрупольные
переходы в динамической квадрупольной подсисте-
ме, создаваемой интенсивным резонансным возбуж-
дением. Аномальная компонента резонансной линии
является следствием возникающего при этом осцил-
лирующего с частотой модуляции магнитного поля
знакопеременного сдвига фазы между когерентно-
стями дипольной и квадрупольной подсистем. Воз-
можность возбуждения электрических квадруполь-
ных переходов в высокоспиновых системах необхо-
димо принимать во внимание при исследовании и
интерпретации спектров ЭПР таких систем на спек-
трометрах с диэлектрическим резонатором.
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Работа посвящена экспериментальному изучению эволюции формы петель магнитного гистерезиса

гранулярного высокотемпературного сверхпроводника YBa2Cu3O7−δ при варьировании максимального

внешнего приложенного поля Hmax. В диапазоне слабых полей (до ∼ 10Э при температуре 78K) наблю-

дается гистерезис (далее — малый гистерезис), связанный с диамагнетизмом и проникновением поля в

виде джозефсоновских вихрей в подсистему межгранульных границ, являющейся джозефсоновской сре-

дой. С дальнейшим ростом Hmax появляется гистерезис намагниченности, связанный с проникновением

вихрей в сверхпроводящие гранулы. При анализе экспериментальных данных обнаружен нетривиальный

факт — магнитный отклик от подсистемы межгранульных границ становится менее заметным при уве-

личении Hmax, а при определенном значении максимального поля этот отклик вообще исчезает, хотя

по абсолютной величине намагниченности (при малых значениях Hmax) малый гистерезис сопоставим с

откликом от сверхпроводящих гранул. Описанная эволюция магнитного гистерезиса объяснена в рамках

концепции эффективного поля в межгранульной среде, в которой суммарное поле в подсистеме межгра-

нульных границ определяется не только внешним полем, но и полями рассеяния от магнитных моментов

сверхпроводящих гранул. Иными словами, взаимодействие между сверхпроводящими подсистемами гра-

нул и межгранульных границ приводит к существованию малого гистерезиса в достаточно малых полях

и к его полному исчезновению при увеличении модуля намагниченности сверхпроводящих гранул.

DOI: 10.31857/S0044451024020111

1. ВВЕДЕНИЕ

Параметры петли магнитного гистерезиса явля-
ются одной из основных характеристик сверхпро-
водников как для практических применений, так
и для понимания фундаментальных процессов про-
никновения, распределения и закрепления (пиннин-
га) вихрей Абрикосова. Многообразие типов сверх-
проводящих материалов [1–6] и необходимость кон-
тролируемого управления пиннингом вихрей [7, 8]
требует понимания физических механизмов форми-
рования петель гистерезиса намагниченности, что
обуславливает многочисленные исследования [9–24].
За почти 60 лет, прошедших после появления мо-
дели критического состояния Бина [25], появилось

* E-mail: dabalaev@iph.krasn.ru

немало ее дальнейших модификаций, усовершен-
ствований и изменений, см., например, [26], в том
числе учитывающих гранулярность сверхпроводя-
щего материала [27–31].

Гранулярная структура высокотемпературных
сверхпроводников (ВТСП) и их малая длина коге-
рентности обуславливают то, что перенос сверхпро-
водящего тока через межгранульные границы про-
исходит благодаря эффекту Джозефсона. Сама под-
система межгранульных границ представляет собой
сеть переходов джозефсоновского типа и является
отдельной «слабой» сверхпроводящей подсистемой,
связанной с другой уже «сильной» сверхпроводящей
подсистемой — ВТСП-гранулами. В итоге в грану-
лярных ВТСП-материалах формируется двухуров-
невое сверхпроводящее состояние [27], что прояв-
ляется в их магнитотранспортных свойствах, таких
как двухступенчатый переход в сверхпроводящее со-
стояние, наблюдаемый на зависимостях сопротивле-
ния от температуры во внешнем поле, либо двух-
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Рис. 1. Петли магнитного гистерезиса M(H) исследо-

ванного образца YBa2Cu3O7−δ в различных диапазонах

внешнего поля. Легенда соответствует и основному рисун-

ку, и вставкам. На нижней вставке показан вклад от подси-

стемы межгранульных границ MGB (H), полученный после

вычета линейного по полю диамагнитного вклада от сверх-

проводящих гранул

ступенчатый характер магнитосопротивления (при
постоянной температуре). Подсистемы межгрануль-
ных границ и гранул характеризуются также на-
личием гистерезиса в различных диапазонах маг-
нитных полей [32–35]. Следует отметить, что в по-
давляющем большинстве исследований рассматри-
вается гистерезис намагниченности в умеренных и
сильных магнитных полях, где магнитный отклик в
основном определяется сверхпроводящими гранула-
ми. В то же время гистерезисному поведению намаг-
ниченности, связанному с подсистемой межгрануль-
ных границ (далее — малый гистерезис), уделялось
мало внимания, и упомянутые выше статьи [32–35]
являются весьма репрезентативным списком работ
по этой теме. В данной работе мы задались целью
подробно исследовать эволюцию формы магнитно-
го гистерезиса гранулярного ВТСП системы Y–Ba–
Cu–O при увеличении внешнего поля и выявить
особенности взаимодействия и взаимовлияния под-
систем межгранульных границ и сверхпроводящих
гранул.

2. ЭКСПЕРИМЕНТ

Образец ВТСП YBa2Cu3O7−δ был приготов-
лен методом твердофазного синтеза в воздушной
атмосфере из соответствующих оксидов с тремя
промежуточными помолами. На конечной стадии
приготовления принимались специальные меры по
оптимизации отжига (50 ч при температур 940 ◦C с
последующей выдержкой при 350 ◦C в течение 10 ч).

На дифрактограмме присутствовали только ре-
флексы, соответствующие структуре 1–2–3. Сред-
ний размер гранул по данным сканирующей элек-
тронной микроскопии составлял примерно 10мкм.
Температура перехода в сверхпроводящее состояние
по данным магнитных и транспортных (начало пе-
рехода) измерений составила 93K, величина кри-
тического тока при температуре жидкого азота —
150А/см2.

Магнитные измерения проводились на вибраци-
онном магнитометре LakeShore VSM 8604. Для из-
мерений образец был изготовлен в форме шара диа-
метром около 3мм. Петли магнитного гистерези-
са измерены при температуре 78K. Скорость изме-
нения поля составляла 0.1–10Э/с (для диапазонов
малых и больших полей соответственно). Экспери-
ментальные данные (величина внешнего поля) бы-
ли скорректированы с учетом размагничивающего
фактора образца.

3. РЕЗУЛЬТАТЫ И ОБСУЖДЕНИЕ

Общий вид зависимостей M(H) в диапазоне по-
лей до ±15 кЭ, а также до ±1 кЭ показан на верхней
вставке рис. 1. Асимметричная форма зависимостей
M(H) относительно оси абсцисс типична для грану-
лярных ВТСП при достаточно высоких температу-
рах. Такая асимметрия объясняется наличием по-
верхностного слоя в гранулах, в котором пиннинг
абрикосовских вихрей ослаблен [30, 31, 36–38]. Вза-
имное расположение зависимостей M(H), измерен-
ных до различных величин максимального прило-
женного поля, включая Hmax = ±50Э , показано на
рис. 1 (основной рисунок). Отметим, что все зависи-
мости, приведенные на рис. 1, измерены после охла-
ждения в нулевом внешнем поле. Поведение зависи-
мости M(H), измеренной в диапазоне малых полей
(±50Э ), в окрестности начала координат показано
на нижней вставке рис. 1. Из этих данных следует,
что в диапазоне полей примерно до 12Э на зави-
симости M(H) присутствует гистерезис, в то время
как далее, при увеличении внешнего поля, намагни-
ченность ведет себя практически обратимым обра-
зом и зависимость M(H) линейна по полю.

Описанный малый гистерезис, отчетливо види-
мый на нижней вставке рис. 1, и есть отклик от под-
системы межгранульных границ, о чем говорилось
во Введении и наблюдалось в цитированных выше
работах [32–35]. Здесь также необходимо отметить,
что на перетертых (из таблеток) в порошок образцах
ВТСП малый гистерезис не наблюдается. Диамаг-
нитный отклик от сверхпроводящих гранул наблю-
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дается как линейное по полю и практически обра-
тимое поведение зависимости M(H) в полях более
примерно 10Э. При вычете из экспериментальной
зависимости M(H) данный линейный вклад χH (где
χ < 0) можно получить петлю гистерезиса намагни-
ченности MGB(H) от подсистемы межгранульных
границ:

MGB(H) = M(H)− χH.

Полученная таким образом гистерезисная зависи-
мость MGB(H) приведена на нижней вставке рис. 1.
Она подобна петлям гистерезиса намагниченности
сверхпроводников второго рода (подсистема меж-
гранульных границ, т. е. джозефсоновская среда, яв-
ляется сверхпроводником второго рода [39, 40]).

Модель критического состояния [25] устанавли-
вает связь намагниченности и плотности критиче-
ского тока JC , что позволяет определять JC из маг-
нитных измерений. Для бесконечно длинного ци-
линдра с диаметром d [31]

JC(А/см2) = 30∆M [ед.СГСМ/см3 ]/d[см], (1)

здесь ∆M — высота петли гистерезиса намагничен-
ности, ∆M(H) = Mdec(H) − Minc(H), Minc(H) и
Mdec(H) — ветви гистерезиса для возрастающего
и убывающего внешнего поля соответственно. Для
образца в форме шара такое простое аналитиче-
ское выражение (формула Бина) дает лишь пример-
ное значение. Более точное приближение для оцен-
ки JC в образце шарообразной формы может быть
получено при замене d на эффективное значение
deff = πdcircle/4, где dcircle — диаметр шара. Зна-
чение ∆M при H ≈ 0 составляет 0.24 ед.СГСМ/см3

и deff = 0.131 см, что дает JCGB = 55А/см2. Как
известно, формула Бина дает заниженные значения
критического тока вблизи H = 0 [41–44]. Действи-
тельно, величина критического тока, определенная
из транспортных измерений четырехзондовым ме-
тодом, несколько выше (∼ 150А/см2).

Для петли магнитного гистерезиса, измеренной
до полей больших 1 кЭ, в выражение (1) необходи-
мо подставлять не размер образца, а средний размер
гранул [45], так как межгранульные токи подавля-
ются в больших полях. Для большой петли полу-
чаем величину внутригранульного критического то-
ка JCG ∼ 2 · 105 А/см2 при d ∼ 10мкм. Описанная
разница в несколько порядков в величинах JCGB и
JCG является характерным признаком гранулярных
ВТСП. В свете сказанного выше, для полной петли
магнитного гистерезиса Mtotal(H) (ниже будем ис-
пользовать обозначение M(H), Mtotal (H) ≡ M(H))

Рис. 2. Петли гистерезиса намагниченности, полученные

при различных величинах максимального приложенного

поля ±Hmax с последовательным увеличением величины

Hmax . На верхней вставке показаны те же петли в окрест-

ности начала координат в увеличенном масштабе; стрелки

указывают на обсуждаемую аркообразную особенность. На

нижней вставке – зависимость остаточной намагниченно-

сти MRem (Hdec = 0) от Hmax в двойном логарифмическом

масштабе

гранулярного сверхпроводника можно записать сле-
дующее выражение:

M(H) = MGB(H) +MG(H), (2)

здесь MG(H) — отклик от сверхпроводящих гранул.
Аддитивный вклад от двух вкладов в общую намаг-
ниченность гранулярного образца подразумевался в
ряде цитированных выше работ. Однако в выраже-
нии (2) отсутствует взаимосвязь между подсистема-
ми межгранульных границ и гранул. Для выясне-
ния такой взаимосвязи были измерены частные пет-
ли гистерезиса намагниченности с последователь-
ным увеличением максимального приложенного по-
ля ±Hmax . Эти данные приведены на рис. 2. Шаг по
увеличивающемуся максимальному значению поля
составлял (с учетом размагничивающегося фактора
образца) 10–13Э .

Остановимся сначала на поведении остаточной
намагниченности MRem как функции Hmax , по-
казанном на нижней вставке рис. 2 (использована
двойная логарифмическая шкала). Эта зависимость
имеет двухступенчатый характер, в котором есть
промежуточное насыщение (в полях, превышающих
примерно 10Э) и другое (основное) насыщение в
больших полях. Отход от примерно постоянного
значения при промежуточном насыщении происхо-
дит в поле около 35–40Э , как указано (стрелкой) на
нижней вставке рис. 2. Очевидно, что в этом интер-
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вале внешних полей начинается проникновение вих-
рей Абрикосова внутрь гранул, и это поле называ-
ют полем первого проникновения H1P [34,35,46,47].
Следовательно, при Hmax � H1P мы имеем дело
с суперпозицией двух гистерезисных намагниченно-
стей от двух подсистем (межгранульные границы и
гранулы), согласно выражению (2).

В форме частных петель гистерезиса в области
начала координат привлекают к себе внимание арко-
образные особенности (изломы), отчетливо видимые
в увеличенном масштабе на верхней вставке рис. 2
(отмечено горизонтальными стрелками). Указанные
изломы зависимостей M(Hinc) и M(Hdec) наблюда-
ются в окрестности поля около ±5Э, и они связаны
с вкладом от малого гистерезиса (наличием экстре-
мумов зависимости MGB(H), см. нижнюю вставку
рис. 1). В то же время из данных, приведенных на
верхней вставке рис. 2, можно заключить, что при
достаточно больших значениях Hmax описываемая
особенность становится либо слабо выраженной, ли-
бо отсутствует. Иными словами, в некотором диа-
пазоне значений Hmax сохраняется влияние малого
гистерезиса, а при достаточно больших значениях
Hmax вклад от магнитного гистерезиса становится
несущественным. Более подробно описываемое по-
ведение проиллюстрировано на рис. 3a, на котором
приведены участки зависимостей M(H) при изме-
нении внешнего поля от +Hmax до −Hmax для зна-
чений Hmax в диапазоне от 13 до 184Э . Форма об-
суждаемой особенности на зависимости M(H) в ви-
де арки подразумевает две поочередные смены зна-
ка кривизны при изменении поля; поле, при кото-
ром изменяется знак кривизны, указано на рис. 3a
стрелками. При отсутствии аркообразной особенно-
сти смена знака кривизны не происходит и зависи-
мость M(H) является в первом приближении линей-
ной функцией (на рис. 3a для сопоставления с экс-
периментальными данными при Hmax = 162, 173 и
184Э проведены прямые линии). Рисунки 3b,с ил-
люстрируют производные dM(H)/dH . При доста-
точно малых значениях Hmax производные dM/dH

демонстрируют два отчетливых экстремума, кото-
рые становятся слабовыраженными при увеличе-
нии Hmax . Из анализа данных на рис. 3b,с можно
заключить, что при Hmax = 173Э на производных
dM/dH нет экстремумов, а зависимости M(H) в
диапазоне +20 до −20Э являются практически ли-
нейными по полю функциями (см. рис. 3a). Таким
образом, при значениях максимального приложен-
ного поля около 173Э и бо́льших значениях Hmax

малый гистерезис намагниченности не проявляется
в области малых полей.

(a)

(b)

(с)

Рис. 3. a — участки зависимостей M(H) (из данных рис. 2)

в диапазоне ±20Э при изменении внешнего поля H от

+Hmax до −Hmax (символы); прямые линии — аппрок-

симация линейной функцией, b,c — производные dM/dH

для данных, показанных на рис. a

Диапазон изменения намагниченности ∆MGB

малого гистерезиса (зависимости MGB(H)) в диа-
пазоне ±10Э составляет около 2Гс (см. нижнюю
вставку рис. 1), в то время как величина полной
намагниченности при Hmax = 173Э в окрестности
±10Э варьируется в пределах 5–15Гс (рис. 3a). Та-
ким образом, ∆MGB и M(H = ±10Э) — это сопоста-
вимые величины. Отсутствие проявления экстрему-
ма от малого гистерезиса на зависимости M(H) при
достаточно больших величинах Hmax означает, что
вклад от малого гистерезиса не всегда является ад-
дитивным вкладу от сверхпроводящих гранул. Об-
наруженный факт, фактически коллапс малой пет-
ли магнитного гистерезиса, насколько нам извест-
но, не был выявлен в ранних исследованиях [32–35].
Для объяснения поведения малой петли необходимо
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учитывать взаимодействие подсистем гранул и меж-
гранульных границ. Вместо выражения (2) можно
формально записать

M(H) =MGB(H,MG(H)) +MG(H), (3)

подразумевая, что MGB уменьшается как с ростом
H , так и при увеличении MG. Иными словами, меж-
гранульная среда находится не только во внешнем
поле, но и в поле, индуцированном магнитными
моментами сверхпроводящих гранул. Взаимосвязь
между намагниченностью сверхпроводящих гранул
и величиной суммарного поля в межгранульной сре-
де была выявлена в серии работ по изучению магни-
тотранспортных эффектов в гранулярных сверхпро-
водниках [48–58]. Далее применим концепцию эф-
фективного поля в межгранульной среде грануляр-
ного сверхпроводника.

При возрастании внешнего поля мейсснеровские
токи циркулируют как через межгранульные грани-
цы (токи JMGB ) по всему объему гранулярного об-
разца, так и внутри каждой сверхпроводящей грану-
лы (токи JMG). Они создают диамагнитные откли-
ки, соответственно, от подсистемы межгранульных
границ и от подсистемы гранул, см. схематичное
представление на рис. 4. В подсистему межгрануль-
ных границ внешнее поле проникает при достаточно
малых величинах внешнего поля (доли эрстед) в ви-
де джозефсоновских вихрей [39]. Для нашего случая
в поле более примерно 12Э высота петли гистерези-
са ∆MGB становится малой, диамагнитного отклика
от подсистемы межгранульных границ уже практи-
чески нет, и для диапазона полей H > 10Э следует,
видимо, говорить либо о течении джозефсоновских
вихрей, либо просто о магнитном потоке. В мень-
ших полях можно оперировать магнитным момен-
том от подсистемы межгранульных границ MGB ,
линии магнитной индукции (штриховые линии на
рис. 4) от которого замыкаются снаружи образца.
Магнитные моменты гранул MGR в полях H < H1P

определяются только мейсснеровскими токами JMG .
При H > H1P вихри Абрикосова могут пронизывать
множество гранул, располагаясь преимущественно
вдоль направления H; вихри дают положительный
вклад в общую намагниченность сверхпроводника.
При этом можно считать, что модуль векторов MGR

уменьшается из-за вклада вихрей. Линии магнитной
индукции от магнитных моментов MGR (штрихо-
вые линии на рис. 4) должны замыкаться не только
снаружи образца, а также и через межгранульные
границы, как показано на рис. 4.

Исходя из описанной картины, в межгранульной
среде реализуется суперпозиция внешнего поля H и

Рис. 4. Схематическое представление взаимного располо-

жения векторов внешнего поля H (возрастающего), мейс-

снеровских токов JMGB , JMG , магнитных моментов MGB ,

MGR от подсистемы межгранульных границ (индексы

«MGB» и «GB») и гранул (индексы «MG» и «GR»).

Показаны (штриховыми линиями и выделены цветом) ли-

нии магнитной индукции от MGB и MGR. Также схематич-

но представлено расположение вихрей Абрикосова (AV)

поля Bind , индуцированного магнитными момента-
ми MGR. Применительно к подсистеме межгрануль-
ных границ можно оперировать с усредненным или
эффективным полем Beff , причем, Beff = H+Bind .
Ясно, что Bind зависит от MGR, а поскольку на-
магниченность подсистемы сверхпроводящих гра-
нул MG является суммой MGR от всех гранул, эта
связь может быть записана как

Bind = αMG

или

Bind (H) = αMG(H).

Здесь усредненный коэффициент пропорционально-
сти α включает в себя как влияние размагничи-
вающих факторов гранул, так и эффект сильного
сжатия магнитного потока в межгранульной сре-
де [51,53–58]. При взаимном расположении векторов
H(H = Hinc) и MGR, приведенном на рис. 4, можно
записать выражение для скалярной величины эф-
фективного поля в виде

Beff = H − αMG,

и в итоге, уже оперируя с намагниченностью гранул
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MG(H), можно записать следующее выражение:

Beff (H) = H − αMG(H). (4)

Выражение (4) было использовано для анализа по-
левого гистерезиса магнитосопротивления и кри-
тического тока, и на основании многочисленных
экспериментов было показано, что безразмерный
параметр α имеет достаточно большую величину,
α ∼ 10–20 (при этом MG измеряется в Гс) [51,53–58],
что является признаком сгущения магнитного пото-
ка в межгранульной среде.

Применительно к малому гистерезису намагни-
ченности (нижняя вставка рис. 1) описанная кон-
цепция эффективного поля в межгранульной среде
подразумевает, что зависимость MGB(H) является
функцией Beff , т. е. MGB(Beff ) = f(H − αMG(H)).

Из этого следует, что не только внешнее поле, но
и магнитные моменты гранул являются причиной
уменьшения высоты петли гистерезиса MGB(H).
Из данных рис. 1 (нижняя вставка) и рис. 2 (верх-
няя вставка) можно заключить, что во внешнем
поле Hinc = (12 ± 1)Э величина ∆MGB (при
Hinc = Hdec) становится очень малой. Величина
эффективного поля Beff при Hinc ≈ 12Э равна
Beff ≈ 12Э − α · (−8Гс). С другой стороны, выше
было установлено, что при Hmax = 173Э малый ги-
стерезис не проявляется в слабых полях (диапазон
±5Э). Для оценки эффективного поля по выраже-
нию (4) в указанном диапазоне поля возьмем вели-
чину M = MRem(Hmax = 173Э) равную примено
9Гс и тогда получим Beff ≈ 0 − α · 9Гс. Сравни-
вая модули эффективного поля для рассмотренных
случаев, получаем

|12Э − α · (−8Гс)| ≈ |0Э − α · 9Гс|.

Из этого выражения получаем α ≈ 12. Однако здесь
важен не сам факт подтверждения большой величи-
ны параметра α, а то, что в полученном равенстве
внешнее поле играет весьма слабую роль. Иными
словами, не внешнее поле, проникшее в подсистему
межгранульных границ, а поле, наведенное магнит-
ными моментами сверхпроводящих гранул, в основ-
ном способствует уменьшению магнитного отклика
от подсистемы межгранульных границ.

Таким образом, с учетом того, что подсисте-
ма межгранульных границ находится в поле Beff ,
для полной намагниченности гранулярного сверх-
проводника вместо выражений (2) и (3) можно за-
писать

M(H) =MGB(H − αMG(H)) +MG(H), (5)

где параметр α достаточно большой (α > 10).

Исчезновение аркообразной особенности зависимо-
сти M(H) в диапазоне малых полей при опреде-
ленном значении максимального приложенного по-
ля (рис. 3a) и коллапс малой петли магнитного ги-
стерезиса адекватно объясняются в рамках выраже-
ния (5).

4. ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Детальное исследование магнитного гистерези-
са гранулярного ВТСП иттриевой системы в раз-
личных диапазонах внешних полей позволило вы-
явить особенности исчезновения малой петли гисте-
резиса. Аркообразная особенность в области слабых
полей, являющаяся характерной чертой зависимо-
сти M(H) гранулярных ВТСП, по мере увеличения
максимального внешнего приложенного поля Hmax

становится менее выраженной, а при Hmax ≈ 170Э
(T = 78 K) исчезает. При этом можно говорить
о коллапсе малого магнитного гистерезиса. Обна-
руженное поведение объясняется взаимодействием
между сверхпроводящими подсистемами грануляр-
ного ВТСП: гранулами и межгранульными грани-
цами. Магнитный гистерезис в слабых (до ≈ 12Э
при T = 78 K) полях является откликом от под-
системы межгранульных границ, и эта подсистема
находится в эффективном поле, являющемся супер-
позицией внешнего поля, и поля, наведенного сверх-
проводящими гранулами. Таким образом, поведение
малой петли гистерезиса объясняется в рамках мо-
дели сжатия потока в межгранульной среде. Подси-
стема межгранульных границ, являющаяся джозеф-
соновской средой (и ответственна за наблюдаемый
малый гистерезис), образована сверхпроводящими
гранулами. В то же время влияние магнитных мо-
ментов сверхпроводящих гранул на межгранульную
среду приводит к достаточно скорому (при увеличе-
нии внешнего поля) исчезновению малого магнит-
ного гистерезиса в определенных условиях. Можно
сказать, что подсистема гранул как порождает, так
и убивает магнитный отклик от подсистемы меж-
гранульных границ.

Финансирование. Исследование выполнено в
рамках госзадания ИФ СО РАН. Магнитные изме-
рения проведены на оборудовании Центра коллек-
тивного пользования ФИЦ КНЦ СО РАН.
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Исследованы транспортные свойства нематических аэрогелей, состоящих из покрытых графеновой обо-

лочкой ориентированных нановолокон муллита. Показано, что магнитосопротивление этой системы хоро-

шо аппроксимируется двумя вкладами - отрицательным, описываемым формулой для систем со слабой

локализацией, и положительным, линейным по полю и ненасыщающимся в больших магнитных полях.

Характер температурной зависимости длины сбоя фазы, полученной из анализа отрицательного вклада,

указывает на главную роль электрон-электронного взаимодействия в разрушении фазовой когерентности

и, предположительно, на переход при низких температурах от двухмерного режима слабой локализации к

одномерному. Положительный линейный вклад в магнитосопротивление, по-видимому, обусловлен неод-

нородным распределением в токопроводящей среде локальной плотности носителей. Установлено также,

что температурную зависимость сопротивления графенизированных аэрогелей для образцов с малым со-

держанием углерода, когда графеновое покрытие, по-видимому, является неполным, можно представить

в виде суммы двух вкладов, один из которых характерен для слабой локализации, а второй описывается

прыжковым механизмом, соответствующим закону Эфроса –Шкловского в случае гранулярной проводя-

щей среды. Для образцов с большим содержанием углерода второй вклад отсутствует.

DOI: 10.31857/S0044451024020123

1. ВВЕДЕНИЕ

Графенизация методом химического осаждения
из газовой фазы (chemical vapor deposition, CVD)
нематического аэрогеля на основе γ-Al2O3 (нафен)
или на основе силиката алюминия Al2O3·SiO2 (мул-
лит), в процессе которой его нановолокна покры-
ваются одним или несколькими слоями графена с
большим количеством дефектов [1–3], делает аэро-
гель проводящим с весьма интересными свойства-

* E-mail: v.tsebro@mail.ru
** E-mail: nikolaev@kapitza.ras.ru

ми. В работе [4] нами была была проведена харак-
теризация образцов графенизированного муллита,
в частности, исследовано их строение с помощью
сканирующей электронной микроскопии, определе-
но содержание углерода методом рентгеновской фо-
тоэлектронной спектроскопи (XPS) для оценки тол-
щины графенового покрытия, а также получены
спектры комбинационного рассеяния, что позволи-
ло качественно оценить степень дефектности и раз-
мер зерен углеродного покрытия. В результате из-
мерений транспортных свойств объемных образцов
аэрогеля была определено удельное сопротивление
и его анизотропия. Также было показано, что тем-
пературные зависимости электросопротивления как
объемных, так и компактных образцов графенизи-
рованного муллита в диапазоне 9–40 K можно опи-
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сать формулой (1) для прыжковой проводимости с
переменной длиной прыжка (VRH), в которой пока-
затель степени α меняется от 0.4 до 0.9 при уменьше-
нии числа слоев в графеновой оболочке нановолокон
от 4–6 до 1–2.

R(T ) = R(0) exp

[(
T0
T

)α ]
. (1)

Измеренное в [4] магнитосопротивление при
4.2 K в магнитном поле до 2.3 Тл оказалось от-
рицательным, значительным по величине (MR =
(R(B) − R(0))/R(0) ≈ −0.1 в поле 2 Тл) и возрас-
тающим по мере уменьшения толщины графеновой
оболочки. Аппроксимация полевой зависимости
магнитосопротивления соответствующим выра-
жением для слабой локализации носителей в
двумерном случае (2D-WL) позволило определить
значения длины фазовой когерентности (13–15 нм),
которые находятся в разумном соотношении с
размером графеновых зёрен в оболочке нановоло-
кон аэрогеля. Таким образом оказалось, что эта
система проявляет свойства, характерные как для
сильной локализации (прыжковая проводимость),
так и для слабой локализации (отрицательное маг-
нитосопротивление). Это обстоятельство, а также
ограниченный диапазон температур, в котором
выполнялся закон (1), и в особенности получен-
ные низкие значения T0 (ниже 30К) указывали
на необходимость более подробного исследования
транспортных свойств графенизированного немати-
ческого аэрогеля в широком диапазоне температур
и магнитных полей.

В настоящей работе исследованы зависимости
сопротивления графенизированного муллита в маг-
нитных полях до 16 Тл и в области температур от 3
до 300 K. Было установлено, что магнитосопротив-
ление можно представить в виде суммы двух вкла-
дов: отрицательного (MR− < 0) и положительно-
го (MR+ > 0). Для образцов с малым числом сло-
ев в графеновой оболочке нановолокон отрицатель-
ный вклад при температурах вблизи гелиевых мо-
жет достигать величины ≈ −0.5 в магнитном поле
16 Тл. Оказалось также, что отрицательный вклад
MR− во всей области магнитных полей и темпе-
ратур с хорошей точностью описывается выраже-
нием для случая 2D-слабой локализации [5, 6]. По-
ложительный вклад, который является линейным
и ненасыщающимся, по-видимому, обусловлен су-
щественной неоднородностью токопроводящей сре-
ды [7–13]. Анализ температурной зависимости со-
противления в нулевом поле показал, что у образ-
цов аэрогелей с минимальным числом слоев (1–3)

в графеновой оболочке нановолокон R(T ) содержит
два вклада: (а) связанный со слабой локализаци-
ей в условиях диффузионного транспорта носителей
вклад RWL ∝ 1/ lnT и (б) обусловленный прыжко-
вым механизмом вклад Rhop согласно формуле (1).
При этом, независимо от толщины графенового по-
крытия, величина α в (1) равна 1/2 (закон Эфро-
са – Шкловского), а T0 =210 – 260 K. Для образцов с
большей толщиной графеновой оболочки прыжко-
вый вклад отсутствует.

2. ОБРАЗЦЫ АЭРОГЕЛЕЙ И
ЭКСПЕРИМЕНТАЛЬНЫЕ ДЕТАЛИ

Как и ранее [4], исследовались образцы с содер-
жанием углерода: 14 ат.% (AG-14), 20 ат.% (AG-20),
31 ат.% (AG-31) и 44 ат.% (AG-44). Как было отме-
чено в этой работе, если, исходя из данных по со-
держанию в образцах углерода и среднего диаметра
нановолокон, оценить толщину графеновой оболоч-
ки, то получается, что она составляет 1–2 графено-
вых слоя для образцов с минимальным содержанием
углерода (AG-14) и 4–6 слоев для образцов с макси-
мальным содержанием (AG-44).

Измерения магнитосопротивления проводились
стандартным четырехконтактным методом на от-
дельных фрагментах аэрогеля с большим отноше-
нием длины к его поперечному размеру. Поперечное
сечение таких фрагментов было порядка 0,05 мм2

при длине 6–8 мм. На рис. 1 приведено электронно-
микроскопическое изображение торца одного из та-

Рис. 1. Электронно-микроскопическое изображение торца

фрагмента аэрогеля AG-44 с поперечным размером поряд-

ка 0.2 мм
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ких фрагментов с поперечным размером порядка
0.2 мм. Для каждого образца изготавливался от-
дельный специальный держатель (рис. 2) из натяну-
тых под малым углом к плоскости основания держа-
теля луженых медных проволок диаметром 0,06 мм,
которые служили подводами к токовым и потенци-
альным контактам к образцу. После помещения об-
разца в пространство между контактными проволо-
ками и плоскостью основания держателя, с обрат-
ной стороны контакных проволок в месте контакта
наносилась малая капля проводящей самотвердею-
щей серебрянной пасты для образования стабильно-
го контакта. Понятно, что в такой геометрии изме-
ряемая величина электросопротивления определя-
ется, главным образом, продольной (вдоль направ-
ления нановолокон) его компонентой, а при направ-
лении вектора магнитного поля по нормали к оси об-
разца, измеряемое магнитосопротивление будет по-
перечным.

1

1 22

3
3

4 4
5

Рис. 2. Конструкция держателя образцов аэрогеля в фор-

ме нановолоконного фрагмента. 1 — основание держателя

(стеклотекстолит); 2 — контактные площадки (медь); 3 —

контактные провода (медная проволока); 4 — самотверде-

ющая проводящая серебряная паста; 5 — нановолоконный

фрагмент аэрогеля

3. ЭКСПЕРИМЕНТАЛЬНЫЕ РЕЗУЛЬТАТЫ И
ОБСУЖДЕНИЕ

3.1. Магнитосопротивление

На рис. 3 представлены измеренные при разных
температурах зависимости MR(B) для образца AG-
14 с наименьшим содержанием углерода (числом
графеновых слоев в оболочке нановолокон 1–2), а
на рис. 4 зависимости MR(B) для образцов AG-31 и
AG-44 с вдвое–втрое большей толщиной графеновой
оболочки.
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Рис. 3. Магнитосопротивление образца AG-14 при темпе-

ратурах от 3 до 300 K

Видно, что при всех температурах магнитосо-
противление отрицательное, значительное по вели-
чине, и уменьшается всего лишь на порядок при
изменении температуры от гелиевой до комнатной.
Видно также, что при низких температурах прояв-
ляется заметный положительный вклад в магнито-
сопротивление, приводящий к сильной деформации
зависимостей MR(B) при температурах 3–5 K.

При обработке экспериментальных данных ока-
залось, что при всех температурах полевые зависи-
мости MR c хорошей точностью разделяются на два
вклада — отрицательный MR− < 0 и меньший по
величине положительный MR+ > 0, который, как
выяснилось, строго линеен по магнитному полю в
полях, больших 1 Тл, и квадратичен по полю при
B → 0. При этом отрицательный вклад при всех
температурах может быть описан с помощью извест-
ного выражения для магнитокондактанса MC в слу-
чае 2D-WL [5,6, 20] следующим образом:

MR−(B, T ) =
1

MC(B, T ) + 1
− 1 , (2)
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Рис. 4. Магнитосопротивление образцов AG-31 и AG-44

при разных температурах

где

MC(B, T ) =
G(B, T )−G(0, T )

G(0, T )
=

= A(T )

[
Ψ

(
1

2
+
Bφ(T )

B

)
+ ln

(
B

Bφ(T )

)]
. (3)

Здесь кондактанс

G(B, T ) =
1

R(B, T )
,

A(T ) — зависящая от температуры константа, опре-
деляемая параметрами системы, Ψ — дигамма-
функция,

Bφ(T ) =
~

4eL2
φ

,

Lφ — длина фазовой когерентности.
Процедура обработки экспериментальных дан-

ных для разделения вкладов MR− и MR+ проводи-
лась в два этапа и сводилась к следующему. Сначала
проводилась аппроксимация измеренных при дан-
ной температуре зависимостей магнитосопротивле-
ния от магнитного поля в интервале полей от 1 до
16 Тл суммой

MR(B, T ) = MR−(B, T ) +MR+(B, T ) (4)

с тремя зависящими от температуры параметрами:
A,Bφ из (3), и коэффициентом C положительного
линейного вклада в магнитных полях выше 1 Тл.
То есть в этой сумме MR− выражается формулами
(2), (3), а MR+ — формулой

MR+(B, T ) = C(T )B. (5)

При этом, поскольку графеновые зерна в оболоч-
ке нановолокон аэрогеля располагаются под разны-
ми углами к направлению магнитного поля, а раз-
рушение связанного со слабой локализацией вкла-
да в магнитосопротивление происходит за счет пер-
пендикулярной к графеновой плоскости компонен-
ты магнитного поля, при аппроксимации проводи-
лось усреднение по всем возможным углам согласно
выражению

[
∆R(B)

R(0)

]
=

1

π

π/2∫

−π/2

[
∆R(B cos θ)

R(0)

]
dθ

так, как это делалось, например, в работе [21]
для высокопроводящих волокон из углеродных
нанотрубок.
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Рис. 5. Пример разделения вкладов в магнитосопротив-

ление для образца AG-14 при T = 4.2 K. Показаны: 1 —

экспериментальная зависимость магнитосопротивления от

магнитного поля, 2 — зависимость от B отрицательного

вклада MR− согласно формулам (2,3) и 3 — зависимость

от B положительного вклада MR+

На втором этапе, из разницы эксперименталь-
ных значений MR и значений MR−, рассчитанных
по формулам (2), (3) с параметрами A и Bφ, полу-
ченными на первом этапе обработки, определялся
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Рис. 6. Температурные зависимости экспериментальных

значений магнитосопротивления и соответствующих вели-

чин отрицательного и положительного вкладов в магнит-

ном поле 16 Тл для образцов AG-14, AG-31 и AG-44

вид зависимости от магнитного поля положитель-
ного вклада MR+. На рис. 5 в качестве примера
показан итог разделения вкладов в магнитосопро-
тивление для образца AG-14 при T = 4.2 K. Видно,
что оба вклада, отрицательный и положительный,
отличаются в больших полях по абсолютной вели-
чине примерно в два раза так, что в максимальном
магнитном поле 16 Тл при отсутствии положитель-
ного вклада магнитосопротивление данного образца
достигало бы величины приблизительно −0.5.

Соотношение величин отрицательного и положи-
тельного вкладов в магнитосопротивление при раз-
ных температурах в максимальном поле 16 Тл для
образцов трех составов иллюстрирует рис. 6. Вид-
но, что по мере увеличения содержания углерода
(толщины графеновой оболочки) величины обоих
вкладов уменьшаются, и в отличие от отрицатель-
ного вклада, положительный вклад при увеличе-
нии температуры становится несущественным при
T & 100 K.

3.1.1. Параметры отрицательного вклада в
магнитосопротивление

Температурные зависимости параметра Bφ в
формуле (3) для образцов всех составов группиру-
ются вокруг единой зависимости, которая линейна
при T > 20 K (см. рис. 7). Так как длина фазовой

когерентности Lφ связана с Bφ соотношением

Lφ =

√
~

4eBφ
,

величина L−2
φ (T ) также изменяется в этой области

температур линейным образом (см. рис. 7, правая
шкала).
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Рис. 7. Температурные зависимости значений параметра
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Длина фазовой когерентности определяется
формулой

Lφ =
√
Dτφ,
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D — коэффициент диффузии, τφ — время сбоя фа-
зы. Как известно, при слабой локализации сбой фа-
зы движения носителей при неупругих взаимодей-
ствиях может происходить не только (а, в случае
графена из-за слабого электрон-фононного взаимо-
действия, и не столько) из-за рассеяния на фононах,
но и прежде всего за счет электрон-электронного
рассеяния [22]. При этом выражение для темпера-
турной зависимости τ−1

φ в 2D-системе можно запи-
сать в виде [20]

1

τφ
=
kBT

~

R✷e
2

2π~
ln

(
π~

R✷e2

)
, (6)

где R✷ — сопротивление на квадрат. В этом случае
L−2
φ должна линейно зависеть от температуры, что

и наблюдается на образцах всех четырех составов,
начиная от 20 K и, практически, вплоть до комнат-
ных температур (см. рис. 7).

Отметим, что столь большое отрицательное маг-
нитосопротивление (до 50% при гелиевых темпера-
турах и порядка 2% при комнатной температуре)
для всех образцов, в совокупности с линейной зави-
симостью L−2

φ (T ), простирающейся до столь же вы-
соких температур, наблюдается в сильно дефектной
графеновой системе, по-видимому, впервые. Основ-
ной причиной таких больших значений магнитосо-
противления является, по-видимому, очень высокая
степень дефектности графенового покрытия нано-
волокон аэрогеля. Коэффициент

A =
R✷e

2

2π~

в формуле (3) достигает значения единицы для
AG-14 при 4.2 K. Соответственно, это дает оценку
R✷ ≈ 8.1 · 104 Ом.

Экстраполяция линейного участка зависимости
L−2
φ (T ) к нулевой температуре указывает на то, что

наряду с температурно-зависимым вкладом, имеет-
ся еще и независящий от температуры вклад в длину
фазовой когерентности. Вместе с тем поведение за-
висимости L−2

φ (T ) (или, соответственно, τ−1
φ (T )) при

низких температурах на наших образцах сильно от-
личается от наблюдаемой ранее на образцах CVD- и
эпитаксиального графена размерами несколько де-
сятков микрон [23,24] или на образцах графена мик-
ронных размеров, приготовленных методом механи-
ческого отслаивания [25, 26]. Во всех этих работах
значения τ−1

φ (T )) при низких температурах выходят
на насыщение, приближаясь к величине независи-
мого от температуры вклада τ−1

φ0 . В работах [23, 24]
предполагается, что этот вклад связан с «spin-flop»

рассеянием на локальных магнитных моментах, ко-
торыми могут обладать некоторые структурные де-
фекты или примеси. В работе [25] показано, что вы-
ход на насыщение происходит, когда величина Lφ
сравнивается с размером образца. Также возможной
причиной может быть пространственная неоднород-
ность плотности носителей [24,26]. Во всех этих ра-
ботах по слабой локализации в графене значения
Lφ0 находились в интервале 0.6–2 мкм. Однако по-
хожее поведение L−2

φ (T ) при T → 0 наблюдалось
и в работах по исследованию магнитотранспорта в
разупорядоченных многослойных углеродных нано-
трубках [21, 27] при много меньших значениях Lφ0
(порядка 20–40 нм).
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Рис. 9. Зависимости Lφ(T ) от T−1/3 по результатам ап-

проксимации полевых зависимостей магнитокондактанса в

одномерной модели

В отличие от вышеупомянутых работ в нашем
случае показанная рис. 7 зависимость L−2

φ (T ) при
понижении температуры не только не выходит на
насыщение, но, напротив, становится более сильной.
Подобное поведение наблюдалось в [28], где исследо-
валась узкая полоска достаточно совершенного гра-
фена, полученная методом механического отслаива-
ния. Из приведенных в этой работе данных видно,
что ниже 40 K происходит более быстрое уменьше-
ние величины τ−1

φ , пропорциональной L−2
φ . Следует

отметить, что такой характер температурной зави-
симости авторы наблюдали только при малом чис-
ле носителей и в условиях сильной антилокализа-
ции. Как видно из рис. 7 нашей работы, такое пове-
дение Lφ имеет место при температурах, когда ве-
личина Lφ становится порядка среднего диаметра

9 ЖЭТФ, вып. 2
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нитей аэрогеля (15 нм) [4]. Разумно предположить,
что при понижении температуры ниже 15–20 K на-
чинает происходить постепенная смена режима про-
водимости от двумерного к одномерному (переход
2D → 1D).

В одномерном случае выражение для темпера-
турной зависимости τ−1

φ имеет вид [20]

1

τφ
=

(
kBTe

2
√
~D

~σ1

)2/3

, (7)

где σ1 — проводимость единицы длины одномерного
проводника, а квантовая поправка к проводимости
описывается следующим выражением

δσ1D = −e
2Lφ
π~

1

[− lnAi(τφ/τB)]′
, (8)

где Ai — функция Эйри,

τB = 3~2/D(eBa)2,

a — поперечный размер одномерного проводника.
Оказалось, что измеренные нами при низких

температурах (2 – 20 K) зависимости магнитондак-
танса от магнитного поля допускают аппроксима-
цию по формулам данной одномерной модели. При
этом полученные из этой аппроксимации значения
Lφ(T ) пропорциональны T−1/3 в соответствии с вы-
ражением (7) (см. рис. 9) и превосходят соответству-
ющие результаты модели 2D-WL (при 10 K при-
мерно в два раза, см. рис. 8 и 9). Это можно счи-
тать вполне удовлетворительным согласием, прини-
мая во внимание, что в переходной области ни одна
из моделей, строго говоря, не работает. Качествен-
но переход к более быстрому росту Lφ с пониже-
нием температуры при переходе 2D → 1D можно
объяснить тем, что при этом происходит уменьше-
ние числа возможных состояний, в которые может
рассеиваться электрон, не только за счет уменьше-
ния ширины интервала kBT , но и за счет того, что
выбывают из игры состояния вблизи направлений
импульса, перпендикулярных оси нити. Что касает-
ся температурно независимого вклада L−2

φ0 , то, как
видно из рис. 7, он существенно уменьшается (а Lφ0,
соответственно, растет), если делать экстраполяцию
по точкам ниже 20 K. Связано ли это с переходом
2D → 1D, остается под вопросом.

3.1.2. Положительный вклад в
магнитосопротивление

На рис. 10 приведена температурная зависи-
мость коэффициента C в формуле (5), который ха-
рактеризует линейный положительный вклад в маг-
нитосопротивление, ненасыщающийся в полях до

16 Тл. Этот вклад проявляет себя прежде всего при
низких температурах (см. рис. 5) и становится несу-
щественным при T & 100 K (см. рис. 6).

Линейное ненасыщающееся магнитосопротивле-
ние (linear nonsaturating magnetoresistance, LNMR) в
системах с сильной неоднородностью является в по-
следнее время предметом многих публикаций (см.,
например, [7–13]). Внимание к эффекту LNMR было
привлечено после экспериментальных работ [29, 30]
по LNMR на халькогенидах серебра, а также теоре-
тических работ [31, 32]. В последних методом чис-
ленного моделирования на двухмерной сетке слу-
чайных по величине четырехтерминальных сопро-
тивлений (random resistor network, RRN) было пока-
зано, что учет холловского вклада в распределение
потенциалов на сетке приводит к эффекту LNMR в
перпендикулярном плоскости сетки магнитном по-
ле. Данный результат был предложен в качестве
объяснения результатов работ [29, 30], и это объяс-
нение было принято авторами многих последующих
экспериментальных работ, в которых эффект LNMR
наблюдался для самых разных объектов, включая
однослойный CVD графен [8], двухслойный моза-
ичный графен [12], многослойный эпитаксиальный
графен [11], и таких объектов, как, например, сло-
истые соединения дихалькогенидов переходных ме-
таллов [10, 13].
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Рис. 10. Температурные зависимости коэффициента C в

формуле (5) положительного линейного вклада в магнито-

сопротивление

Другой подход к объяснению LNMR (так на-
зываемая теория эффективной среды) был пред-
ложен в работе [33], где показано, что этот эф-
фект в неоднородном проводнике должен наблю-

272



ЖЭТФ, том 165, вып. 2, 2024 Сильное отрицательное магнитосопротивление. . .

даться в том случае, когда он состоит из разных
по объему областей электронов и дырок с однород-
ной проводимостью. Эквивалентность моделей эф-
фективной среды и RRN продемонстрировано в ра-
боте [7] на примере данных нескольких эксперимен-
тальных работ для разных объектов. Обе эти мо-
дели приводят к одинаковым результатам и наряду
с линейной зависимостью магнитосопротивления в
сильных полях предсказывают квадратичную зави-
симость при H → 0.

В нашем случае, учитывая то обстоятельство,
что проводящая среда графенизированных образ-
цов нематического аэрогеля, а именно, связанная,
сильно вытянутая вдоль одного направления, хао-
тичная по размерам ячеек сетка графеновых оболо-
чек нитей муллита, никоим образом не является од-
нородной средой, вышеприведенное объяснение ли-
нейного вклада в магнитосопротивление представ-
ляется вполне оправданным. Следует отметить, что
этот вклад в отличие от других механизмов маг-
нитосопротивления не связан с каким-либо опреде-
ленным типом проводимости, например, диффузи-
онным или прыжковым. При этом можно отметить,
что характерный размер неоднородностей, связан-
ных с данным вкладом, значительно больше харак-
терных размеров, существенных для того или иного
типа проводимости (длина свободного пробега, дли-
на локализации), т.е. имеет мезоскопический поря-
док величины.

3.2. Температурная зависимость

сопротивления. Прыжковая проводимость

На рис. 11 показаны измеренные в нулевом маг-
нитном поле зависимости сопротивления от темпе-
ратуры для образцов аэрогелей всех составов в той
области температур (T < 100 K), где сопротивление
изменяется наиболее существенно. Показаны зави-
симости нормированного к величине при T = 273 K
сопротивления, что исключает геометрический фак-
тор и позволяет сравнивать относительные значения
удельного сопротивления в зависимости от соста-
ва и температуры. Из приведенных данных видно,
что диапазон изменения сопротивления существен-
но отличается для образцов с минимальной толщи-
ной графеновой оболочки (AG-14, AG-20) и образ-
цов с большей толщиной (AG-31, AG-44).

Предполагая, что (а) в основном проводимость
сильно дефектных графеновых оболочек нановоло-
кон определяется диффузионным транспортом по
графеновым зернам в условиях слабой локализа-
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Рис. 11. Нормированные температурные зависимости со-

противления образцов аэрогелей всех составов. Символа-

ми показаны результаты аппроксимации согласно выраже-

нию (9)

ции, когда проводимость σ(T ) ∝ lnT , и (б) при ма-
лых толщинах непрерывность графенового покры-
тия может нарушаться и возникнет прыжковая про-
водимость между отдельными фрагментами графе-
новой оболочки, для образцов AG-14 и AG-20 была
проведена аппроксимация экспериментальных зави-
симостей R(T ) суммой двух вкладов с четырьмя
подгоночными параметрами a, b, c и T0

R(T )

R(273K)
= RWL(T ) +Rhop(T ) , (9)

где

RWL(T ) =
1

a+ b lnT
,

Rhop(T ) = c exp

[(
T0
T

)1/2
]
.

Итоги такой аппроксимации показаны символами на
рис. 11.

Выбор α = 1/2 для прыжкового вклада в выра-
жении (9) при процедуре аппроксимации экспери-
ментальных зависимостей R(T ) для образцов AG-14
и AG-20 обусловлен тем, этот закон характерен для
гранулированных проводников [16, 17], а также для
механизма прыжковой проводимости между нано-
проволоками в матрице изолятора, рассмотренного
в работах [18, 19]. Полученные для образцов AG-14
и AG-20 в результате аппроксимации R(T ) значения
параметра T0 равны 260 и 210 K, соответственно.
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Для образцов AG-31 и AG-44 с большей толщи-
ной графеновой оболочки нановолокон графеновое
покрытие, по-видимому, является сплошным. Для
этих образцов относительное изменение сопротив-
ления при T < 100 K невелико, и для его описа-
ния, как оказалось, достаточно одного вклада RWL

в выражении (9). Принимая во внимание то обсто-
ятельство, что ниже 15 – 20 K начинается переход
2D→1D, аппроксимация экспериментальных зави-
симостей R(T ) первым членом суммы (9) проводи-
лась от 15 K и выше, при этом ниже этой темпе-
ратуры, как видно из рис.11, отклонение экспери-
ментальных кривых вверх от аппроксимационных
значений коррелирует с высказанным ранее пред-
положением о смене при понижении температуры
режима проводимости от двухмерного к одномерно-
му. Для образцов AG-14 и AG-20 такого отклонения
не видно на фоне сильного прыжкового вклада.

Таким образом прыжковый транспорт в исследо-
ванных графенизированных аэрогелях с величиной
α = 1/2 в формуле (1) в явном виде проявляет се-
бя только для образцов с минимальной толщиной
графеновой оболочки нановолокон аэрогеля.

4. ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Таким образом в настоящей работе в диапазоне
температур от 3 до 300 K и магнитных полях до
16 Тл исследованы магнитотранспортные свойства
нематических аэрогелей, состоящих из покрытых
графеновой оболочкой нановолокон Al2O3·SiO2. По-
казано, что измеренное магнитосопротивление до-
статочно хорошо аппроксимируется суммой двух
вкладов — отрицательного, описываемого в рамках
2D-модели слабой локализации, и линейного по по-
лю положительного, ненасыщающегося в сильных
магнитных полях.

Установлено, что для всех исследованных образ-
цов полученная в результате анализа отрицательно-
го магнитосопротивления величина L−2

φ выше 20 К
линейно зависит от температуры, что указывает на
электрон-электронное рассеяние как основной меха-
низм расфазировки. При более низких температу-
рах L−2

φ уменьшается быстрее чем линейно. Так как
в этой области температур длина сбоя фазы Lφ ста-
новится сравнимой с диаметром нановолокон, мож-
но полагать, что такое поведение связано с началом
перехода ниже 20 К от двумерного режима лока-
лизации к одномерному, при котором L−2

φ пропор-

циональна T 2/3. Аппроксимация магнитосопротив-
ления ниже 20 К с помощью формулы для слабой

1D-локализации дает величины Lφ всего вдвое пре-
вышающие соответствующие значения, полученные
в рамках 2D-модели.

Отметим большую величину отрицательного
магнитосопротивления (до 50% при гелиевых тем-
пературах и порядка 2% при комнатной темпе-
ратуре) в совокупности с линейной зависимостью
L−2
φ (T ), простирающейся до самых высоких тем-

ператур. В сильно дефектной графеновой системе,
по-видимому, это наблюдается впервые. Причиной
этого является, по-видимому, очень высокая сте-
пень дефектности графенового покрытия нановоло-
кон аэрогеля.

Линейный положительный вклад в магнитосо-
противление можно объяснить неоднородным рас-
пределением в системе локальной плотности носи-
телей заряда, которая приводит к примешиванию
холловской компоненты к продольной составляю-
щей объемного тензора сопротивления.

Температурную зависимость сопротивления
нематических аэрогелей в нулевом поле также мож-
но представить в виде суммы двух вкладов, один из
которых соответствует областям с диффузионным
характером транспорта и описывается выражени-
ем для случая слабой 2D-локализации. Для второ-
го вклада использована формула для прыжковой
проводимости с переменной длиной прыжка с по-
казателем степени в экспоненте, равным 1/2 (закон
Эфроса – Шкловского). Для образцов с большим со-
держанием углерода второй вклад пренебрежимо
мал и ниже 10 К наблюдается существенное от-
клонение от теоретической зависимости, что также
подтверждает предположение о переходе ниже этой
температуры к одномерному режиму слабой лока-
лизации.

Благодарности. Авторы выражают благодар-
ность Б. И. Шкловскому за полезные обсуждения
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Key Engin. Mater. 674, 77 (2016).

274



ЖЭТФ, том 165, вып. 2, 2024 Сильное отрицательное магнитосопротивление. . .

3. V. S. Solodovnichenko, M. M. Simunin, D. V. Lebe-

dev et al., Thermochim. Acta 675, 164 (2019).

4. В. И. Цебро, Е. Г. Николаев, Л. Б. Луганский и

др., ЖЭТФ 161, 266 (2022).

5. S. Hikami, A.I. Larkin and Y. Nagaoka, Prog. of

Theor. Phys. 63, 707 (1980).

6. P. A. Lee and T. V. Ramakrishnan, Rev. Mod. Phys.

57, 287 (1985).

7. N. Ramakrishnan, Y. T. Lai, S. Lara et al., Phys.

Rev. B 96, 224203 (2017).

8. J. Ping, I. Yudhistira, N. Ramakrishnan et al., Phys.

Rev. Lett. 113, 047206 (2014).

9. A. Narayanan, M. D. Watson, S. F. Blake et al., Phys.

Rev. Lett. 114, 117201 (2015).

10. W. L. Zhu, Y. Cao, P. J. Guo et al., Phys. Rev. B

105, 125116 (2022).

11. A. L. Friedman, J. L. Tedesco, P. M. Campbell et al.,

Nano Lett. 10, 3962, (2010).

12. F. Kisslinger, C. Ott, C. Heide et al., Nat. Phys. 11,

650 (2015).

13. S. Gu, K. Fan, Y. Yang et al., Phys. Rev. B 104,

115203 (2021).

14. Б. И. Шкловский, А. Л. Эфрос, Электронные

свойства легированных полупроводников, Наука,

Москва (1979).

15. B. I. Shklovskii and A. L. Efros, in Electronic

Properties of Doped Semiconductors, Vol. 45 of

Springer Series in Solid-State Sciences, Springer-

Verlag, Berlin, Heidelberg GmbH (1984).

16. J. Zhang and B. I. Shklovskii, Phys. Rev. B 70,

115317 (2004).

17. I. S. Beloborodov, A. V. Lopatin, V. M. Vinokur, and

K. B. Efetov, Rev. Mod. Phys. 79 469 (2007).

18. T. Hu and B. I. Shklovskii, Phys. Rev. B 74, 054205

(2006).

19. T. Hu and B. I. Shklovskii, Phys. Rev. B 74, 174201

(2006).

20. I. L. Aleiner, B. L. Altshuler, and M. E. Gershenson,

Waves in Random Media 9, 201 (1999).

21. L. Piraux, F. Abreu Araujo, T. N. Bui et al., Phys.

Rev. B 92, 085428 (2015).

22. B. L. Altshuler, A. G. Aronov, and D. E.

Khmelnitsky, J. Phys. C: Sol. St. Phys. 15, 7367

(1982).

23. S. Lara-Avila, A. Tzalenchuk, S. Kubatkin et al.,

Phys. Rev. Lett. 107, 166602 (2011).

24. A. M. R. Baker, J. A. Alexander-Webber,

T. Altebaeumer et al., Phys. Rev. B 86, 235441

(2012).

25. F. V. Tikhonenko, D. W. Horsell, R. V. Gorbachev,

and A. K. Savchenko, Phys. Rev. Lett. 100, 056802

(2008).

26. D.-K. Ki, D. Jeong, J.-H. Choi et al., Phys. Rev. B

78, 125409 (2008).

27. R. Tarkiainen, M. Ahlskog, A. Zyuzin et al., Phys.

Rev. B 69 033402 (2004).

28. F. V. Tikhonenko, A. A. Kozikov, A. K. Savchenko,

and R. V. Gorbachev, Phys. Rev. Lett. 103 226801

(2009).

29. R. Xu, A. Husmann, T. F. Rosenbaum et al., Nature

390 57 (1997).

30. A. Husmann, J. B. Betts, G. S. Boebinger et al.,

Nature 417, 421 (2002).

31. M. M. Parish and P. B. Littlewood, Nature 426, 162

(2003).

32. M. M. Parish and P. B. Littlewood, Phys. Rev. B 72,

094417 (2005).

33. V. Guttal and D. Stroud, Phys. Rev. B 71, 201304

2005.

275



ЖЭТФ, 2024, том 165, вып. 2, стр. 276–293 © 2024

ЭКРАНИРОВАННОЕ И ВАН-ДЕР-ВААЛЬСОВСКОЕ
ВЗАИМОДЕЙСТВИЕ В ПЫЛЕВОЙ ПЛАЗМЕ И ЭЛЕКТРОЛИТАХ

А. В. Филиппов a,b*

a ГНЦ РФ Троицкий институт инновационных и термоядерных исследований
108840, Троицк, Москва, Россия

b Объединенный институт высоких температур Российской акадении наук
125412, Москва, Россия

Поступила в редакцию 1 сентября 2023 г.,
после переработки 20 сентября 2023 г.

Принята к публикации 20 сентября 2023 г.

Рассмотрено экранированное электростатическое взаимодействие и взаимодействие Ван-дер-Ваальса

нано- и микроразмерных частиц в пылевой плазме. Электростатическое взаимодействие рассмотрено

на основе линеаризованного уравнения Пуассона –Больцмана для частиц как с фиксированными заря-

дами, равномерно распределенным по их поверхностям, так и с фиксированными электрическими по-

тенциалами поверхности. Найденное решение задачи позволяет исследовать взаимодействие как частиц

сравнимого радиуса, так и частиц сильно отличающихся размеров. В силе взаимодействия учтена осмо-

тическая составляющая, которая в случае постоянных зарядов приводит к восстановлению равенства сил,

действующих на первую и вторую частицы. Для взаимодействия Ван-дер-Ваальса учтено экранирование

статических флуктуаций и запаздывание электромагнитных полей для дисперсионной части взаимодей-

ствия. На основе анализа различных выражений для геометрического фактора с учетом запаздывания

электромагнитного поля предложена численно устойчивая методика расчета этого фактора. Рассчитана

полная энергия взаимодействия двух заряженных пылевых частиц при характерных для пылевой плазмы

параметрах плазмы: концентрации электронов и ионов от 108 до 1012 см−3, радиусе частиц от 10 нм до

1 мкм и зарядах частиц от 10 до 103 элементарных зарядов на микрон радиуса частиц.

DOI: 10.31857/S0044451024020135

1. ВВЕДЕНИЕ

Силы взаимодействия между заряженными по-
верхностями, коллоидными частицами, ионами и ор-
ганическими молекулами, растворенными в водном
электролите, играют важную роль в коллоидной
физике [1], биофизике [2], в процессах электро- и
фото-катализа [3], в геохимии окружающей среды
[4]. Эти силы определяют стабильность коллоидных
систем, динамические свойства и явления типа са-
мосборки в них [5–7], адсорбцию ионов на поверх-
ностях [8], адгезию частиц на границе жидкость-
твердое тело [9] и многие другие свойства.

* E-mail: fav@triniti.ru

Исследования сил взаимодействия на малых рас-
стояниях важны также в физике пылевой плаз-
мы [10–22]. Особенно важную роль эти силы игра-
ют в процессе коагуляции частиц [23, 24]. Ее изу-
чение имеет важное значение также для развития
ряда приложений, например, индустрии производ-
ства наночастиц [25–29] и формирования из них
тонких защитных пленок или пленок с уникальны-
ми физическими и химическими свойствами [30–33],
при точном выделении ван-дер-ваальсовского взаи-
модействия на малых расстояниях [34–38], при изу-
чении адгезии заряженных частиц [39], моделирова-
нии процесса удаления мелких пылевых частиц из
воздуха с использованием различных типов газово-
го разряда [40] и т. д.

Для описания взаимодействия микро- и нано-
частиц в настоящее время в основном используются
приближенные подходы (см., например, обзор
[41]), в которых силы электростатического и ван-
дер-ваальсовского взаимодействия вычисляются
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на основе приближения Дерягина [42]. Электро-
статическое экранированное взаимодействие при
этом описываются теорией Дерягина–Ландау–
Фервея–Овербика (ДЛФО) [43]. В ряде работ элек-
тростатическое взаимодействие рассматривалось
более точно на основе решения линеаризован-
ного уравнения Пуассона – Больцмана [44–53], в
других развиты весьма точные методы расчета
силы ван-дер-ваальсовского взаимодействия (см.,
например, [54]). Ниже представлено точное решение
задачи электростатического взаимодействия между
наночастицами на основе линеаризированного урав-
нения Пуассона – Больцмана, которое дополнено
описанием методики расчета силы взаимодействия
Ван дер Ваальса. На основе развитых подходов
рассчитана полная энергия взаимодействия нано- и
микрочастиц. В настоящей работе не рассматрива-
ются силы взаимодействия, связанные с конечным
размером молекул электролита, современное описа-
ние которых можно найти в работах [55–57].

Настоящая работа является продолжением работ
[58, 59], в которых особое внимание было уделено
случаю постоянных потенциалов поверхности час-
тиц и их взаимодействию в электролитах при до-
статочно высоких концентрациях ионов и, соответ-
ственно, высоких значениях постоянной экраниро-
вания. В настоящей работе будет проведено тестиро-
вание разработанных методов вычисления силы вза-
имодействия с учетом экранирования плазмой пу-
тем сравнения с решением задачи о взаимодействии
в вакууме [60–64]. Особое внимание будет уделено
взаимодействию частиц в пылевой плазме.

2. ЭКРАНИРОВАННОЕ
ЭЛЕКТРОСТАТИЧЕСКОЕ

ВЗАИМОДЕЙСТВИЕ

Геометрия задачи о взаимодействии частиц в
плазме с учетом эффектов экранирования приве-
дена на рис. 1. Как и в работах [46–49], электро-
статическое взаимодействие в электролите будем
рассматривать в рамках линеаризированной модели
Пуассона – Больцмана [65]:

∆φ = k2Dφ, (1)

где φ — самосогласованный потенциал электриче-
ского поля, kD — дебаевская постоянная экраниро-
вания:

k2D =
4πe2

ε

(
ne
Te

+
niz

2
i

Ti

)
, (2)

e — заряд протона, ε — статическая диэлектриче-
ская проницаемость среды, ne — концентрация элек-

тронов или отрицательных ионов, ni, zi — концен-
трация и зарядовое число положительных ионов,
соответственно, Te, Ti — температура электронов
или отрицательных ионов и положительных ионов
в энергетических единицах.

Рис. 1. Геометрия задачи о взаимодействии частиц в плаз-

ме с учетом эффектов экранирования. Здесь qi, φi0, ai,

εi — заряд, потенциал поверхности, радиус и диэлектриче-

ская проницаемость i-й частицы, соответственно, i = 1, 2,

ri — радиус-вектор точки наблюдения P , проведенный из

центра i-й частицы Oi, θi — зенитный угол в сфериче-

ской системе координат с полюсом в центре i-й частицы и

осью, направленной к центру другой частицы, R — межча-

стичное расстояние, ε — диэлектрическая проницаемость

электролита, kD — обратная длина экранирования (посто-

янная экранирования) плазмы (электролита)

Общее решение уравнения Гельмгольца (1) для
потенциала системы зарядов, связанных с k-й час-
тицей в сферической системе координат с полюсом
в центре этой частицы определяется выражением
(см., например, [66]):

φk =

∞∑

n=0

Ak,nkn (kDrk)Pn (cos θk) , (3)

где Ak,n — коэффициенты разложения, kn — моди-
фицированные сферические функции Бесселя 3-го
рода:

kn(x) =

√
π

2x
Kn+1/2(x), (4)

Kn+1/2 — модифицированные функции Бесселя 3-го
рода (функции Макдональда) [67]. Для нахождения
коэффициентов Ak,n из граничных условий нужно
найти коэффициенты переразложения потенциала
i-й частицы, записанного через полиномы Лежанд-
ра с полюсом в центре этой частицы, по полиномам
Лежандра с полюсом в центре другой k-й макроча-
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стицы, для чего воспользуемся формулой сложения
[44, 68]:

kn (r̃i)Pn (cos θi) =

=

∞∑

m=0

(2m+ 1)Lnm

(
R̃
)
im (r̃k)Pm (cos θk) , (5)

где r̃i = kDri, r̃k = kDrk, R̃ = kDR, R — расстояние
между центрами макрочастиц, i = 1, 2, k = 3 − i,
in(x) — модифицированные сферические функции
Бесселя 1-го рода:

in(x) =

√
π

2x
In+1/2(x), (6)

In+1/2 — модифицированные функции Бесселя 1-го
рода (функции Инфельда) [67], зависящие от R ко-
эффициенты Lmn определены суммой

Lnm

(
R̃
)
=

min{n,m}∑

ℓ=0

kn+m−2ℓ

(
R̃
)
Gℓnm, (7)

Gℓnm =
(n+m− ℓ)! (n+m− 2ℓ+ 1/2)

ℓ!(n− ℓ)!(m− ℓ)!
×

× 1

π

Γ (n− ℓ+ 1/2) Γ (m− ℓ+ 1/2) Γ (ℓ+ 1/2)

Γ (m+ n− ℓ+ 3/2)
, (8)

где Γ(x) — гамма-функция:

Γ (n+ 1/2) =
√
π
(2n− 1)!!

2n
, (9)

(2n− 1)!! = 1 · 3 · · · · · (2n − 1). В выражении (7)
и ниже с тильдой отмечены приведенные к дебаев-
скому радиусу величины: R̃ = kDR. Отметим, что
Gℓnm = Gℓmn и, следовательно, Lnm = Lmn. (По по-
воду вычисления коэффициентовGℓnm см. Приложе-
ние А.

Окончательно, для потенциала i-й частицы полу-
чим выражение через полиномы Лежандра с полю-
сом в центре k-й макрочастицы (i = 1, 2, k = 3− i):

φi (r̃k, θk) =

=

∞∑

n=0

∞∑

m=0

Ai,mbnm

(
r̃k, R̃

)
Pn (cos θk) , (10)

где коэффициенты bnm определяются выражением:

bnm

(
r̃k, R̃

)
= (2n+ 1) in (r̃k)Lmn

(
R̃
)
. (11)

В работах [46–49] коэффициенты bnm определя-
лись в виде двойных сумм от произведений моди-
фицированных функций Бесселя 1-го и 3-го родов,

а выражение (11) содержит только однократное сум-
мирование при вычислении Lmn. Численные расче-
ты показали, что коэффициенты bnm, вычисленные
по (11) и формулам, приведенным в [46–49], совпа-
дают в пределах ошибок вычислений с двойной точ-
ностью на компьютере.

В плазме или электролите в зависимости от па-
раметров плазмы и частиц конденсированной дис-
персной фазы может реализоваться либо режим по-
стоянства потенциалов поверхности макрочастиц,
либо режим постоянства их зарядов (подробное об-
суждение данного вопроса для электролитов см. в
работе [49]). Для макрочастиц радиусом 1 мкм и бо-
лее и при достаточно высокой концентрации плазмы
ni > 109 см−3 при изменении межчастичного рас-
стояния с тепловой скоростью макрочастиц оказы-
вается постоянным потенциал их поверхности φi,0,
который совпадает с плавающим потенциалом плаз-
мы. Для наночастиц радиусом около 100 нм и мень-
ше и при достаточно низкой концентрации плазмы
ni < 109 см−3 реализуется режим постоянных за-
рядов. Поэтому в настоящей работе рассмотрим оба
режима сближения нано или макрочастиц.

2.1. Режим постоянных зарядов

Граничные условия у поверхности частиц в этом
случае имеют вид [69, 70]

φI|r1=a1 = (φ1 + φ2)|r1=a1 ,
φII|r2=a2 = (φ1 + φ2)|r2=a2 ,

(12)

ε1
∂φI
∂r1

∣∣∣∣
r1=a1−0

−ε ∂ (φ1 + φ2)

∂r1

∣∣∣∣
r1=a1+0

= 4πσ1,

ε2
∂φII
∂r2

∣∣∣∣
r2=a2−0

−ε ∂ (φ1 + φ2)

∂r2

∣∣∣∣
r2=a2+0

= 4πσ2,

(13)

где φI, φII — потенциалы электрического поля внут-
ри 1-й и 2-й частиц, соответственно, ε1, ε2 — их ди-
электрические проницаемости, σ1 и σ2 — распреде-
ления плотности заряда по их поверхностям.

Общее решение уравнения Лапласа внутри одно-
родного диэлектрика с учетом требования конечно-
сти потенциала внутри наночастиц можно записать
в виде [69, 70]

φI (r1, θ1) =

∞∑

n=0

CnPn (cos θ1) r̃
n
1 ,

φII (r2, θ2) =

∞∑

n=0

DnPn (cos θ2) r̃
n
2 ,

(14)

где Cn, Dn — коэффициенты разложения.
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Используя выражения (10) и (14), из граничных
условий (12) и (13) для коэффициентов разложения
потенциалов φ1 и φ2 получим систему уравнений
(n = 0, 1, . . . )

α1,nA1,n +
∞∑

m=0

β1,nmA2,m =
4π

kD
σ1,n,

α2,nA2,n +

∞∑

m=0

β2,nmA1,m =
4π

kD
σ2,n,

(15)

где коэффициенты αi,n и βi,nm, i = 1, 2, определены
соотношениями

αi,n = εkn+1 (ãi) +
n (εi − ε)

ãi
kn (ãi) ,

βi,nm =
nεi
ãi
bnm

(
ãi, R̃

)
− ε

∂bnm

(
ãi, R̃

)

∂ãi
,

(16)

σi,n — коэффициенты разложения плотности по-
верхностного заряда по полиномам Лежандра:

σi,n =
2n+ 1

2

1∫

−1

Pn (µi)σi (µi) dµi. (17)

Здесь учтено, что в настоящей работе мы рас-
сматриваем распределение поверхностного заряда,
аксиально-симметричное относительно оси z. В слу-
чае равномерного распределения свободных зарядов
будет отличным от нуля только член с n = 0:

σi,0 =
qi

4πa2i
, i = 1, 2. (18)

Перепишем систему (15), исключив из первого
уравнения коэффициенты A2,m с помощью второго
уравнения. В итоге получим

A1,n −
∞∑

k=0

A1,k

∞∑

m=0

β1,nmβ2,mk
α1,nα2,m

=
σ1,n
α1,n

−

−
∞∑

m=0

β1,nm
α1,nα2,m

σ2,m, n = 0, 1, . . . (19)

Система уравнений (19) позволяет определить коэф-
фициенты разложения потенциала первой частицы
и, используя второе уравнение системы (15), опреде-
лить коэффициенты разложения потенциала второй
частицы.

Из (7), (11) и (16) видно, что величины βi,nm
являются суммой, каждый член которой содер-
жит сферическую функцию Макдональда, а имен-

но kn+m−2ℓ

(
R̃
)
, ℓ = 0, 1, . . . ,max{n,m}, поэтому

имеют общий сомножитель exp(−R̃). Следователь-
но, произведение β1,nmβ2,mk включает общий сомно-
житель exp(−2R̃). Теперь, пренебрегая членами, со-
держащими exp(−2R̃) и более высокие степени, из
(19) и аналогичного уравнения для 2-й частицы в
случае равномерной зарядки частиц можно найти

Ai,n ≈ 4π

kDαi,n
σi,nδn,0 −

4π

kD

βi,n0
αi,nα3−i,0

σ3−i,0. (20)

Из (11) при m = 0 имеем

bn0

(
r̃k, R̃

)
= (2n+ 1) in (r̃k) kn

(
R̃
)
. (21)

Теперь, используя определения (16), получаем (см.
[71])

Ai,n ≈ 4πσi,0
εkDk1(ãi)

δn,0−

− 4πσ3−i,0
εkDk1(ã3−i)

(2n+ 1) kn

(
R̃
)
Mn (ãi, ε, εi) , (22)

где Mn — функции, определенные соотношением
(см. [71])

Mn (ãi, ε, εi) =
n (εi − ε) in (ãi)− εãiin+1 (ãi)

εãikn+1 (ãi) + n (εi − ε) kn (ãi)
. (23)

При a2 = 0 это решение переходит в решение задачи
о взаимодействии точечного заряда с диэлектриче-
ским шаром в плазме (см. [71]). С ростом номера n
значение функций in растут, а kn – падают, а значе-
ние произведения in(x)kn(x) убывает очень медлен-
но. О скорости убывания можно судить по соотно-
шению [67]

kn (x) in+1 (x) + kn+1 (x) in (x) =
π

2x2
. (24)

Поэтому вычисление коэффициентов Ai,n с прием-
лемой точностью требует учета большого числа чле-
нов. Ниже приближенное решение (22) будет ис-
пользовано для определения числа учитываемых
членов разложения потенциалов.

2.2. Режим постоянных потенциалов

поверхности

В случае, когда характерное время зарядки час-
тиц значительно превышает характерное время из-
менения расстояния между ними, реализуется ре-
жим постоянных потенциалов поверхности, кото-
рые определяются плавающим потенциалом плаз-
мы. Отметим, что в случае проводящих частиц по-
тенциал поверхности также является постоянным в
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том смысле, что не зависит от угловых переменных,
но при постоянном заряде меняется при изменении
межчастичного расстояния. В режиме постоянных,
не зависящих от межчастичного расстояния потен-
циалов поверхности частиц φi,0, i = 1, 2, решение
рассматриваемой здесь задачи заметно упрощает-
ся и для нахождения коэффициентов разложения
из условия непрерывности потенциала на границе
раздела диэлектрических сред [69] получим систе-
му уравнений (n = 0, 1, . . . ,):

kn (ã1)A1,n +
∞∑

m=0

bnm

(
ã1, R̃

)
A2,m = φ1,0δn0,

kn (ã2)A2,n +

∞∑

m=0

bnm

(
ã2, R̃

)
A1,m = φ2,0δn0.

(25)

Исключив A2,n из первого уровня с помощью второ-
го, после перемены порядка суммирования получим

A1,n −
∞∑

k=0

A1,k

∞∑

m=0

bnm

(
ã1, R̃

)
bmk

(
ã2, R̃

)

kn (ã1) km (ã2)
=

= φ1,0
δn0

kn (ã1)
− φ20

(2n+ 1) in (ã1) kn

(
R̃
)

k0 (ã2) kn (ã1)
. (26)

Если пренебречь членами, содержащими
exp(−2R̃) и более высокие степени, то из (26)
находим

Ai,n ≈ φi,0
k0 (ãi)

δn0−

− (2n+ 1)
in (ãi) kn

(
R̃
)

kn (ãi) k0 (ã3−i)
φ3−i,0. (27)

Заряды частиц в режиме постоянных потенциа-
лов становятся функциями межчастичного рассто-
яния. Из граничного условия непрерывности элек-
трической индукции (13) для определения зарядов
получим выражения

qi = εaiãi

[
k1 (ãi)Ai,0−

− i1 (ãi)

∞∑

m=0

km

(
R̃
)
A3−i,m

]
, i = 1, 2. (28)

После простых преобразований с использованием
(25) и соотношения (24), из (28) следует

qi =
εai

sinh (ãi)

{
π

2
Ai,0−

−
[
ãi cosh (ãi)− sinh (ãi)

]
φi,0

}
. (29)

Из (28) можно получить и другое выражение для
определения заряда:

qi = qi,∞ − εaie
ãi

∞∑

m=0

km

(
R̃
)
A3−i,m, (30)

которое явно содержит связь заряда с потенциалом
уединенной частицы:

qi,∞ = εaiφi,0 (1 + ãi) , (31)

так как для частиц, удаленных друг от друга на
большое расстояние, R → ∞, их влияние друг на
друга пренебрежимо мало. В этом случае из (27)
следует

A∞
i,0 =

φi0
k0 (ãi)

=
2

π
φi0ãie

ãi , i = 1, 2. (32)

Соотношение (31) можно получить и из сравнения
выражений (27) и (32), которые при R→ ∞ должны
совпадать.

2.3. Определение силы взаимодействия

В работах [46, 47] для нахождения силы исполь-
зовался максвеллов тензор натяжений

Tn,i =
ε

4π

(
EnE− 1

2
nE2

)∣∣∣∣
r=ai

, (33)

где E = −∇φ, n — вектор внешней нормали к по-
верхности i-й частицы, En = E · n. В результате ин-
тегрирования по углам для z-составляющей силы,
действующей на i-ую частицу, было получено выра-
жение

Fi,z = ε

∞∑

n=1

n

(2n− 1) (2n+ 1)

[
Ξi,n−1−

− (n− 1)Ψi,n−1

][
Ξi,n + (n+ 1)Ψi,n

]
, (34)

где

Ξi,n = Ai,n [nkn (ãi)− ãikn+1 (ãi)] +

+
∞∑

m=0

A3−i,mãi
∂bnm

(
ãi, R̃

)

∂ãi
, (35)

Ψi,n = Ai,nkn (ãi) +
∞∑

m=0

A3−i,mbnm

(
ãi, R̃

)
. (36)

Отметим, что согласно рис. 1, ось z для второй час-
тицы направлена влево.

В работах [72, 73] было предложено выражение
для определения плотности поверхностных сил, свя-
занных с осмотическим давлением на поверхности
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частиц, которое в работе [74] было преобразовано в
обычный максвелловский тензор натяжения:

T oi,αβ = − ε

4π
k2D φ2

∣∣
r=ai

δαβ , (37)

где α, β = x, y, z. Для рассматриваемой в настоящей
работе задачи существенна только z-компонента
максвелловского тензора натяжения:

T oi,rz = − ε

4π
k2D φ2

∣∣
r=ai

cos θ. (38)

Таким образом, для осмотической составляющей си-
лы находим

F oi,z=

∫

S

Ti,rzdSi=−ε
2
a2i k

2
D

π∫

0

φ2
∣∣
r=ai

cos θ sin θdθ =

= −εã2i
∞∑

n=1

nΨi,n−1Ψi,n
(2n− 1) (2n+ 1)

, (39)

где величина Ψi,n определена выражением (36).

2.3.1. Постоянные заряды частиц

В случае постоянных зарядов частиц осмотиче-
ская составляющая силы отлична от нуля, поэтому
складывая Fi,z и F oi,z , для полной силы взаимодей-
ствия из (34) и (39) получим

F ti,z = ε
∞∑

n=1

n

(2n− 1) (2n+ 1)

{[
Ξi,n−1−

− (n− 1)Ψi,n−1

][
Ξi,n + (n+ 1)Ψi,n

]
−

− ã21Ψi,n−1Ψi,n

}
. (40)

Исключим производную ∂bnm/∂ãi в выражении
(35) для Ξi,n с помощью уравнений (15) и после
несложных преобразований находим

Ξi,n = −4πai
ε

σi,n +
nεi
ε

Ψi,n. (41)

В итоге из (40) получим

F t1,z = − q1
a1

ε1 + 2ε

3ε
Ψ1+

+

∞∑

n=1

(n− 1) (ε1 − ε) [nε1 + ε (n+ 1)]− ε2ã21
ε (2n− 1) (2n+ 1)

×

× nΨn−1Ψn. (42)

Далее получим выражение для силы взаимодей-
ствия при kDR≫ 1, пренебрегая членами, содержа-

щими exp(−2R̃) и более высокие степени. Используя
(20) или (22), из (34) находим

F1,z = −q1q2
εR2

1 + R̃

(1 + ã1) (1 + ã2)
e−kDL×

×
(
1 +

ε

ε1 + 2ε

ã21
1 + ã1

)−1

. (43)

Из этого выражения видно неравенство сил:
F1,z 6= F2,z, на что обращалось внимание в работах
[46, 47]. При этом для осмотической составляющей
силы (39) с той же точностью находим

F o1,z = −q1q2
R2

e−kDL

(
1 + R̃

)

(1 + ã1) (1 + ã2)
×

× ã21
(ε1 + 2ε) (1 + ã1) + εã21

. (44)

Суммируя (43) и (44), для полной силы находим
симметричное относительно перестановки частиц,
хорошо известное выражение в приближении Деря-
гина [43]:

FDz = −q1q2
εR2

1 + R̃

(1 + ã1) (1 + ã2)
e−kDL. (45)

Это выражение можно получить и напрямую из
(42).

2.3.2. Постоянные потенциалы поверхности
частиц

В случае постоянных потенциалов поверхности
частиц, используя выражение (25), из (36) находим

Ψi,0 = φi,0, Ψi,n = 0, n ≥ 1. (46)

В этом случае осмотическая составляющая силы ис-
чезает и для определения силы в случае постоянных
потенциалов поверхности частиц из выражения (34)
следует

Fi,z = ε

∞∑

n=1

nΞi,n−1Ξi,n
(2n− 1) (2n+ 1)

. (47)

Для величины Ξn, используя свойства модифи-
цированных сферических функций Бесселя [67] и
первое уравнение системы (25), можно получить

Ξn = ã1
in+1 (ã1)

in (ã1)
φ10δn0 −

π

2ã1in (ã1)
A1,n. (48)
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В итоге, выражение для силы (47) принимает вид

Fi,z = −επ
6

A1,1

i0 (ã1)
φ1,0 + ε

(
π

2ã1

)2

×

×
∞∑

n=1

n

(2n− 1) (2n+ 1)

A1,n−1A1,n

in−1 (ã1) in (ã1)
. (49)

На больших расстояниях при выполнении усло-
вия kDR ≫ 1, пренебрегая членами, содержащими
exp(−2R̃) и более высокие степени, используя (27),
из (49) находим хорошо известное выражение для
силы в приближении Дерягина [43]:

FDLVO = −εφ1,0φ2,0
π

2

k1

(
R̃
)

k0 (ã1) k0 (ã2)
≡

≡ −εφ1,0φ2,0
a1a2
R2

(1 + kDR) e
−kDL, (50)

где L = R− a1 − a2.
На рис. 2 проводится сравнение силы взаимодей-

ствия двух частиц одного (a) и разных радиусов (b)
при различных плотностях плазмы от ne = ni = 108

до 1012 см−3 с силой взаимодействия в вакууме
(ε = 1). Видно, что при малой плотности плазмы
на малых расстояниях эффекты экранирования пре-
небрежимо малы и сила электростатического взаи-
модействия в плазме практически не отличается от
силы электростатического взаимодействия в вакуу-
ме. По мере увеличения плотности плазмы эффект
экранирования возрастает и проявляется уже на ма-
лых расстояниях между поверхностями частиц.

2.4. Потенциал электростатического

взаимодействия частиц

После интегрирования (50) и (45) получим хоро-
шо известные выражения для электростатического
потенциала в приближении Дерягина [43]:

UD = εφ1,0φ2,0
a1a2
R

e−L̃ =

=
q1q2
εR

e−kDL

(1 + ã1) (1 + ã2)
. (51)

Переход от одной формулы к другой легко осу-
ществляется с помощью соотношения (31).

В работе [72] на основе термодинамических со-
ображений было предложено выражение для сво-
бодной энергии или потенциала взаимодействия час-
тиц:

U (R) + U∞ =

=

∫

S1+S2

[
Qs (φs, rs)−

1

2
φsσs (φs, rs)

]
dS, (52)

a

b

Рис. 2. Зависимости приведенной к кулоновской

FC = q1q2/R
2 силы взаимодействия Fz двух частиц

при Te = Ti = 300 K, a1 = a2 = 1 мкм, q1 = q2 = 100e

(a ) и a1 = 1 мкм, a2 = 100 нм, q1 = 100e, q2 = 10e (b )

при разных концентрациях электронов и ионов в плазме

(в скобках указан дебаевский радиус RD = 1/kD в мкм):

1 — ne = 108 (84.6), 2 — 109 (26.7), 3 — 1010 (8.46), 4 —

1011 (2.67), 5 — 4 · 1011 (1.34), 6 — 1012 см−3 (0.85), 7 —

в вакууме

где φs — потенциал поверхности частиц, в общем
случае зависящий от угловых переменных сфериче-
ской системы координат с полюсом в центре части-
цы: φs = φs (θ, ϕ), rs — радиальная координата по-
верхности частиц, σs — плотность поверхностного
заряда: σs = σs (θ, ϕ), U∞ — обеспечивает обнуление
потенциала взаимодействия при R∞, Qs — функци-
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ональный интеграл:

Qs (φs, rs) =

φs∫
dφ′sσs (φ

′
s, rs) . (53)

Интегрирование в (52) ведется по поверхности пер-
вой S1 и второй частиц S2.

2.4.1. Постоянные заряды частиц

В случае равномерной и фиксированной плотно-
сти свободного поверхностного заряда интегрирова-
ние (53) дает Qs = φsσs и из (52) следует

U (R) =
1

2



2πa21σ1
1∫

−1

(φ1 + φ2)|r=a1 dµ1 +

+ 2πa22σ2

1∫

−1

(φ1 + φ2)|r2=a2 dµ2


− U∞. (54)

Отсюда, используя выражения (3) и (10), выражен-
ные в соответствующей каждой из частиц системе
координат, получим:

Uσ (R) =
1

2
[q1 (φ1,s − φ1,∞) + q2 (φ2.s − φ2,∞)] , (55)

где φi,s — усредненный по угловым переменным по-
тенциал поверхности i-й частицы:

φi,s (R) = k0 (ãi)Ai,0 +

∞∑

m=0

b0m

(
ãi, R̃

)
A3−i,m, (56)

φi,∞ — потенциал поверхности частицы при беско-
нечном удалении друг от друга, который определя-
ется выражением, аналогичным соотношению (31):

φi,∞ =
qi
εai

1

(1 + ãi)
. (57)

Отметим, что вычисление потенциала взаимодей-
ствия из (55) заметно упрощается при использова-
нии соотношения

φi,s (R)− φi,∞ =
Ai,0 −A∞

i,0

i1 (ãi)

π

2ã2i
,

A∞
i,0 =

2

π

qi
kDε (1 + ãi)

eãi . (58)

На больших расстояниях разность (58) выходит на
асимптотику ДЛФО-потенциала

φD1,s (R)− φ1,∞ =
q2

ε (1 + ã1) (1 + ã2)R
e−R̃+ã1+ã2 .

2.4.2. Постоянные потенциалы поверхности
частиц

В случае постоянных потенциалов поверхности
из (53) следует, что Qs = 0 и в этом случае для
определения потенциала взаимодействия имеем вы-
ражение:

Uφ (R)− U∞

= −1

2




∫

S1

φ1,0σ1dS1 +

∫

S2

φ2,0σ2dS2



 . (59)

Интегрирование (59) приводит к следующему вы-
ражению для определения электростатического по-
тенциала взаимодействия в случае постоянных по-
тенциалов поверхности частиц:

Uφ (R) = −1

2

{
φ1,0 [q1 (R)− q1∞]

+ φ2,0 [q2 (R)− q2∞]
}
, (60)

где q1,∞, q2,∞ — заряды частиц при R = ∞ [см. вы-
ражение (31)].

Численные расчеты показали, что значения
потенциала электростатического взаимодействия,
определенные из выражений (58) или (60) и най-
денные путем интегрирования зависимости силы
взаимодействия от расстояния между частицами,
отличаются не более чем точность решения уравне-
ний (15) или (25) методом LU-разложения [75].

3. ВЗАИМОДЕЙСТВИЕ ВАН-ДЕР-ВААЛЬСА

Теория взаимодействия твердых тел за счет
флуктуаций электрического поля начала развивать-
ся с работы [76], в которой путем суммирования
ван-дер-ваальсовского парного взаимодействия всех
атомов, составляющих тела, было получено выра-
жение для потенциала взаимодействия твердых тел.
В работе [77] были найдены потенциалы взаимодей-
ствия атома с идеально проводящей стенкой и с дру-
гим атомом с учетом запаздывания электромагнит-
ного поля. В работе [78] была построена более точ-
ная теория взаимодействия двух бесконечных плос-
ких диэлектриков, разделенных вакуумом, а в ра-
боте [79] — разделенных жидкостью. Общая теория
ван-дер-ваальсовского взаимодействия изложена во
многих работах (см., например, работы [80–82]).

Сегодня, ввиду сложности теории в общем слу-
чае, для определения постоянной Гамакера для вза-
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имодействия 1-й диэлектрик–жидкость (вакуум)–2-
й диэлектрик используется выражение

A132 =
3~

4π

∞∫

0

(ε1 − ε3) (ε2 − ε3)

(ε1 + ε3) (ε2 + ε3)
dξ, (61)

полученное в работе [79] и справедливое при пре-
небрежимо малых расстояниях между диэлектрика-
ми. Здесь ε1, ε2, ε3 — диэлектрические проницаемо-
сти тел и жидкой (газовой) среды, частотные зави-
симости которых берутся при мнимой частоте iξ.

Потенциал ван-дер-ваальского взаимодействия в
диэлектрической жидкости двух диэлектрических
частиц сферической формы без учета эффектов за-
паздывания методом, близким к использованному в
работе [78], был получен в работе [83] для случая
L≪ a1, a2:

UvdW = − 2πa1a2L

(a1 + a2)

A131

12πL2
, (62)

где A131 — постоянная Гамакера, определенная со-
отношением (61). В работе [83] получен и следу-
ющий член приближения, который требует расче-
та аналога постоянной Гамакера по отличной от
(61) формуле.

В настоящей работе потенциал взаимодействия
Ван-дер-Ваальса определялся согласно работе [54]
по формуле

UvdW = − 1

12
(A0fshFH +A1Fg) , (63)

где A0 — вклад нулевых колебаний в постоянную
Гамакера, который экранируется, но не испыты-
вает эффектов запаздывания, A1 — дисперсион-
ный вклад в постоянную Гамакера, который за-
паздывает, но не экранируется, fsh — экранирую-
щий фактор, FH — геометрический фактор Гама-
кера, Fg — геометрический фактор с учетом запаз-
дывания флуктуирующего электромагнитного по-
ля. Вклад нулевых колебаний (константа A0) и дис-
персионный вклад (константа A1) в константу Гама-
кера вычислялись согласно работам [54,84]:

A0 =
3

4
kBT

[
ε1 (0)− ε2 (0)

ε1 (0) + ε2 (0)

]2
, (64)

A1 =
3~

64

√
ω1ω2

n
7/2
m

×

× X2n2
m + 2X∆ǫ0nm +∆ǫ20(3 + 2Y )

(√
Y −

√
Y 2 − 1 +

√
Y +

√
Y 2 − 1

)3 , (65)

где ~ — постоянная Планка, ε1(0) и ε2(0) — статиче-
ские диэлектрические проницаемости сред 1 и 2, n01

и n02 — коэффициенты преломления, ω1 и ω2 — час-
тоты поглощения, величины nm, ∆ǫ0, X и Y опре-
делены соотношениями

n2
m =

1

2

(
n2
01 + n2

02

)
, ∆ǫ0 = n2

01 − n2
02, (66)

X =
ω1

ω2
(n2

01 − 1)− ω2

ω1
(n2

02 − 1),

Y =
1

4
√
nm

[
ω1

ω2
(n2

01 + 1) +
ω2

ω1
(n2

02 + 1)

]
.

(67)

Экранирующий фактор в (63) определялся выраже-
нием [54]

fsc = (1 + 2kDL) exp (−2kDL) . (68)

Геометрический фактор Гамакера в выражении
(63) вычислялся согласно выражению [76]

FH =

[
4a1a2

(
1

D1
+

1

D2

)
+ 2 ln

D1

D2

]
. (69)

Вычислению геометрического фактора с учетом за-
паздывания посвящено ряд работ, среди которых
остановимся на следующих. Все они базируются на
тех или иных аппроксимациях вклада эффектов за-
паздывания в потенциал взаимодействия атомов,
построенные на основе работы [77]. В работе [85] бы-
ла предложена аппроксмация в виде

0 < p ≤ 3, f (p) = 1.01− 0.14p,

p ≥ 3, f (p) =
2.45

p
− 2.04

p2
,

(70)

где p = 2πr/λ0, r — расстояние между атомами. На
основе этой аппроксимации в работе [86] было пред-
ложены следующие формулы для расчета геометри-
ческого фактора с учетом запаздывания:

Fg,s = 2as

[
2a1a2

(
1

D1
+

1

D2

)
+ ln

D1

D2

]
+

+
2bs
R

[
8a1a2 + (D1 +D2) ln

D1

D2

]
, L ≤ Ls; (71)

Fg,L =
2aL
5R

[
4a1a2

(
z2+
D2

1

+
z2−
D2

2

)
− 2

(
z2+ − a1a2

)

D1
+

+
2
(
z2− + a1a2

)

D2
+ ln

D2

D1

]
+

2bL
15

[
1

D2
− 1

D1
+

+
2
(
z2+ − a1a2

)

D2
1

− 2
(
z2− + a1a2

)

D2
2

−

− 8a1a2

(
z2+
D3

1

+
z2−
D3

2

)]
, L > Ls; (72)
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где as = 1.01, bs = 0.28π/λ0, aL = 2.45λ0/2π ,
bL = 2.04(λ0/2π)

2, z± = a1 ± a2, величины D1 и D2

определены выражениями

D1 = R2 − z2+, D2 = R2 − z2−. (73)

Межчастичное расстояние перехода от формулы
(71) к (72) в работе [86] предлагалось определять
по формуле

Ls = 109− 107 lg (
√
a1a2)+

+ 37.5 [lg (
√
a1a2)]

2 − 4.5 [lg (
√
a1a2)]

3 (74)

где a1, a2 и Ls выражены в нанометрах. Отметим,
что из-за зависимости значения Ls от радиусов на-
ночастиц, при переходе от (71) к (72) может проис-
ходить небольшой скачок геометрического фактора
(см. ниже).

В работе [87] также использовалась аппроксима-
ция (70) и были получены пять различных формул
для геометрического фактора для пяти интервалов
расстояний в общем случае частиц разного радиу-
са. Анализ показал, что для крайних интервалов со
стороны малых и больших расстояний полученные
формулы совпадают с формулами из работы [86],
но формулы для внутренних интервалов содержат
ошибки, о чем уже отмечалось в работе [54].

В работе [88] использовалась аппроксимация в
виде

f (p) =
c

p+ c
, c =

3.1λ0
2π

, (75)

и было получено достаточно длинное выражение
для геометрического фактора с учетом эффектов
запаздывания.

В работе [89] использовалась аппроксимация в
виде

f (p) =
Lb√
r2 + L2

b

, Lb =
23

3π

λ0
2π
, (76)

и было получено выражение для геометрического
фактора с учетом эффектов запаздывания для час-
тиц равного размера. Полученное в [89] выражение
можно легко обобщить на более точную аппрокси-
мацию запаздывающего фактора, предложенное в
этой же работе:

f (p) =
ξ1Lb,1√
r2 + L2

b,1

+
ξ2Lb,2√
r2 + L2

b,2

,

ξ1 = 0.462, Lb,1 = 0.485Lb,

ξ2 = 0.538, Lb,2 = 1.443Lb. (77)

(О ряде других форм аппроксимации запаздываю-
щего фактора см. в [90]). Формула для расчета гео-
метрического фактора, полученная в настоящей ра-
боте в рамках модели, предложенной в работе [89],
приведена в Приложении B.

На рис. 3 проводится сравнение значений геомет-
рического фактора с учетом запаздывания из работ
[86, 88] и посчитанных из выражения (86) с факто-
ром запаздывания (77), предложенным в работе [89].
Из анализа представленных данных можно сделать
следующие выводы.

1. При малых значениях радиусов частиц (при-
мерно до 100 нм) все три набора данных приводят
к практически совпадающим значениям геометри-
ческого фактора до L < 103 − 104 нм, при этом от-
носительная ошибка не превышает 15%.

2. Для частиц с радиусом около 1 мкм видно
заметное отличие расчетов согласно работе [86] в
окрестности точки перехода Ls от одной формулы
(71) к другой (72). Из сравнения кривых 6 и 7 вид-
но, что невозможно обеспечить плавный переход с
одной формулы на другую. При этом данные соглас-
но работе [88] и полученные из (86) снова практи-
чески совпадают и относительная ошибка снова не
превышает 15%.

3. После области перехода все три работы при-
водят к отличающимся не больше чем на 15% зна-
чениям геометрического фактора.

4. При больших значениях L > 103 − 104 нм вы-
числения геометрического фактора согласно работе
[88] и из выражения (86) теряют свою точность и
неприемлемы для вычислений. Это же происходит
и при вычислениях по формулам из работы [86], но
при значениях межчастичного расстояния, больших
на порядок. Потеря точности вычислений вызвана
тем, что геометрический фактор вычисляется как
разность нескольких величин, превосходящих иско-
мое значение на много порядков величин. Это может
приводить (и приводит, как видно из рис. 3) к непра-
вильному знаку геометрического фактора даже при
вычислениях с числами с двойной точностью. На-
пример, выражение (72) содержит члены, убываю-
щие как R−3, а геометрический фактор на больших
расстояниях убывает как R−7 (см. ниже).

Отметим, что сам подход, использованный в ра-
ботах [86–89], в котором суммируется взаимодей-
ствие каждого атома одной частицы с каждым ато-
мом другой, не позволяет получить точные значения
геометрического фактора с учетом запаздывания и
ошибка может достигать 15%, о чем можно судить
из сравнения факторов запаздывания для взаимо-
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Рис. 3. Зависимости геометрического фактора fg от L со-

гласно работам [88] (сплошные линии), [86] (точечные ли-

нии) и рассчитанных из (86) (черные кружки) при раз-

ных размерах частиц: кривая 1 — a1 = a2 = 10 нм, 2 —

a1 = 10 нм, a2 = 100 нм, 3 — a1 = a2 = 100 нм, 4 —

a1 = 100 нм, a2 = 1 мкм, 5 — a1 = a2 = 1 мкм. Кривая

6 — выражение (71), 7 — (72)

действия атом-атом и атом-плоскость в работе [77]
(см. также [85]).

При вычислении геометрического факто-
ра по формуле (72) при выполнении условия
(a21 + a22)/R

2 ≪ 1 возникают отмеченные выше
трудности, поэтому представим эту формулу в виде
суммы ряда:

Fg,L =
64a31a

3
2

5R7
×

×
∑

n=0

(n+ 2) (n+ 3) (2n+ 5)

R2n

(
aL
n+ 3

− bL
3R

)
×

×
n∑

k=0

(k + 1) (n− k + 1) (2n+ 3)!

(2k + 3)! (2n− 2k + 3)!
a2k1 a

2n−2k
2 . (78)

Из (78) видно, что на больших расстояниях потен-
циал ван дер Ваальсовского взаимодействия убыва-
ет как R−7. Отметим, что при выполнении условия
(a21 + a22)/R

2 ≤ 10−3, первые два члена ряда (78) с
n = 0 и 1:

Fg,L ≈ 64a31a
3
2

3R7

[(
aL − bL

R

)
+

+
7

5

(
3aL − 4bL

R

)(
a21
R2

+
a22
R2

)]
, (79)

обеспечивают относительную точность вычислений
на уровне 10−6.

a)

b)

Рис. 4. Отношение слагаемого с номером n к слагаемому

с номером n = 0 в сумме (78) для a1 = a2 = 1 мкм (a) и

a1 = 100 нм, a2 = 1 мкм (b). Номера кривых соответству-

ют значению n

На рис. 4 показана зависимость отношения члена
ряда (78) с номером n к нулевому члену n = 0. Вид-
но, что с ростом межчастичного расстояния члены
ряда с высоким номером n быстро убывают.

В свете сказанного в настоящей работе принята
следующая процедура вычисления геометрического
фактора с учетом запаздывания.

1. При L ≤ L1 = 3λ0/2π геометрический фак-
тор с учетом запаздывания вычислялся согласно
работе [88].

2. При L > L1 (при этом для любой пары ато-
мов параметр p > 3 и справедлива вторая формула
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(70)) геометрический фактор с учетом запаздыва-
ния вычислялся из выражения (72) с новыми значе-
ниями параметров aL и bL, определенными из усло-
вия непрерывности геометрического фактора и его
производной в точке сшивания L = L1.

3. При L > L2, где

L2 =

√
a21 + a22
δ

− (a1 + a2),

геометрический фактор вычислялся по формуле
(79). При L > L2 отношение (a21 + a22)/R

2 ста-
нет меньше δ и отбрасываемый член в ряде (78)
будет порядка δ2. В настоящей работе задавалось
δ = 10−5, чтобы обеспечить хорошую точность и при
определении силы взаимодействия.

4. ЧИСЛЕННЫЕ РЕЗУЛЬТАТЫ И
ОБСУЖДЕНИЕ

В настоящей работе полагалось, что ω1 ≈ ωUV 1,
ω2 ≈ ωUV 2, где ωUV 1 и ωUV 2 — границы зон погло-
щения в ультрафиолетовой области материала на-
ночастиц и жидкости (плазмообразующего газа), в
которой наночастицы находятся. В качестве плаз-
мообразующего газа в настоящей работе рассматри-
вается аргон, который широко используется в ис-
следованиях пылевой плазмы [10–22]. Для аргона
ε2(0) ≈ 1, ωUV 2 = 1.767 · 1016 c−1, n2

02 = 1.000282,
λ0 = 106.66 нм [91]. В основном в настоящей ра-
боте будут рассматриваться сферические частицы
из полистирола, для которого необходимые дан-
ные хорошо известны: при 20◦C ε1(0) = 2.557,
ωUV 1 = 1.432 · 1016 c−1, n2

01 = 1.447 [54]. В экспери-
ментах по исследованию пылевой плазмы и электро-
литов также используются сферические частицы из
полиметилметакрилата (PMMA), для которого при
25◦C ε1(0) = 3.6, ωUV 1 = 6.3 · 1015 c−1, n2

01 = 1.492

и сферические частицы из кварца со свойствами:
ε1(0) = 3.81, n2

01 = 2.098, ωUV 1 = 2.033 · 1016 c−1.

Система уравнений (19) в случае постоянных за-
рядов или (26) в случае постоянных потенциалов по-
верхности частиц решалась численно методом LU-
декомпозиции [75]. Учитывалось nmax,1 членов раз-
ложения потенциала 1-й частицы и nmax,2 членов
для 2-й частицы, что обеспечивало достижение за-
данной точности. Необходимое число членов разло-
жения в случае постоянных зарядов определялись

из условия (см. выражения (22) и (23)):

(2n+ 1)
Kn(R̃)

k1(ã3−i)
Mn (ãi, ε, εi) ≤ δ

при n ≥ nmax,i, i = 1, 2, (80)

а в случае постоянных потенциалов из условий (см.
выражение (27))

(2n+ 1)
in (ãi) kn

(
R̃
)

kn (ãi) k0 (ã3−i)
≤ δ for n ≥ nmax,i,

i = 1, 2. (81)

В настоящей работе принято, что δ = 10−181. Проце-
дура вычисления функций Бесселя описана в При-
ложении С.

На рис. 5 проводится сравнение зависимостей
полной энергии взаимодействия Ut = U12 + UvdW
от расстояния между их поверхностями при разных
значениях концентрации электронов и ионов. Вид-
но, что потенциальный барьер является очень высо-
ким и его высота падает с ростом концентрации. На
малых расстояниях между частицами преоблада-
ет притяжение за счет взаимодействия ван дер Ва-
альса, при этом электростатическое взаимодействие
между одинаковыми частицами с равными заряда-
ми оказывается отталкивательным на всех рассто-
яниях между частицами. В пылевой плазме заряд
частиц оказывается примерно на уровне 103 зарядов
электрона на микрон радиуса частиц [10, 11, 92, 93],
поэтому потенциальный барьер в этих условиях бу-
дет подавлять коагуляцию частиц одного размера.

На рис. 6 приведены зависимости полной энер-
гии взаимодействия одинаковых частиц при различ-
ных значениях их заряда. Хорошо видно, что вы-
сота потенциального барьера практически исчезает
по мере уменьшения заряда частиц. Как видно из
рис. 7, уменьшение радиуса одной из частиц (при
пропорциональности заряда радиусу) также приво-
дит к заметному снижению высоты потенциального
барьера.

На рис. 8 исследуется вопрос о влиянии отклоне-
ния заряда частиц от линейной зависимости от их
радиуса. Видно, что при одном и том же значении
произведения q1q2 нарушение линейной зависимости
приводит к появлению электростатического притя-
жения между частицами, а полное взаимодействие
оказывается слабо чувствительным к этому.

На рис. 5–8 зависимости U12 от L обзначены
штрих-пунктирными линиями.

10 ЖЭТФ, вып. 2
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Рис. 5. Полная энергия взаимодействия частиц из по-

листирола радиусом a1 = a2 = 100 нм, зарядами

q1 = q2 = 100e в плазме аргона с разной плотностью

заряженных частиц: кривая 1 — ne = ni = 108 см−3,

2 — 1010 см−3, 3 — 1011 см−3,4 — 1012 см−3

Рис. 6. Полная энергия взаимодействия частиц из по-

листирола в плазме аргона при ne = ni = 1010 см−3,

a1 = a2 = 100 нм при различных значениях заряда: кривая

1 — q1 = q2 = 10e, 2 — q1 = q2 = 20e, 3 — q1 = q2 = 30e,

4 — q1 = q2 = 40e

5. ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Проведенное исследование экранированного
электростатическое взаимодействия и взаимодей-
ствия Ван-дер-Ваальса диэлектрических частиц
показало, что при характерных для пылевой плаз-
мы зарядах частиц порядка 103 зарядов электрона
на микрон радиуса частиц суммарный потенциал

Рис. 7. Полная энергия взаимодействия частиц из по-

листирола в плазме аргона при ne = ni = 1010 см−3,

a2 = 100 нм, q2 = 10e при различных значениях радиуса

и заряда 1-й частицы: кривая 1 — a1 = 100 нм, q1 = 10e,

2 — a1 = 50 нм, q1 = 5e, 3 — a1 = 20 нм, q1 = 2e,

4 — a1 = 10 нм, q1 = 1e

Рис. 8. Полная энергия взаимодействия частиц из по-

листирола в плазме аргона при ne = ni = 1010 см−3,

a1 = 10 нм, a2 = 100 нм, при отклонении от линейной

зависимости заряда частиц от их радиуса: кривая 1 —

q1 = 1e нм, q2 = 10e, 2 — q1 = 2e нм, q2 = 5e, 3 —

q1 = 1e нм, q2 = 20e, 4 — q1 = 2e нм, q2 = 10e

взаимодействия имеет достаточно высокий барьер,
который сильно препятствует сближению и коа-
гуляции частиц сравнимых размеров в пылевой
плазме. Уменьшение радиуса одной из частиц в
паре приводит к заметному снижению высоты по-
тенциального барьера. Также, нарушение линейной
зависимости заряда от радиуса частиц приводит

288



ЖЭТФ, том 165, вып. 2, 2024 Экранированное и ван-дер-Ваальсовское взаимодействие. . .

к некоторому снижению высоты потенциального
барьера, что необходимо учитывать при модели-
ровании процессов коагуляции частиц в пылевой
плазме. Эти процессы могут оказаться важными
при слабых скоростях ионизации газа внешним
источником ионизации (например, продуктами
процесса радиоактивного распада) и в земной
атмосфере, в которой прилипание электронов к
молекулам кислорода приводит к заметному сниже-
нию их концентрации и к значительному снижению
заряда частиц.

Финансирование.

Настоящая работа выполнена при финансовой
поддержке РНФ (проект № 22-22-01000).

ПРИЛОЖЕНИЕ А. ВЫЧИСЛЕНИЕ
КОЭФФИЦИЕНТОВ Gℓ

nm

Коэффициенты Gℓnm можно легко вычислить,
используя рекуррентные соотношения:

G0
00 = G0

n0 = G0
0m = 1, n = 1,∞, m = 1,∞; (82)

G0
(n+1)m = G0

nm

(n+ 1/2) (n+m+ 1)

(n+ 1) (n+m+ 1/2)
,

n = 0, ...,∞, m = n+ 1,∞; (83)

Gℓ+1
nm =

(n− ℓ)

(n− ℓ− 1/2)

(m− ℓ)

(m− ℓ− 1/2)

(ℓ+ 1/2)

(ℓ+ 1)
×

× (n+m− ℓ+ 1/2)

(n+m− ℓ)

(n+m− 2ℓ− 3/2)

(n+m− 2ℓ+ 1/2)
Gℓnm,

ℓ = 1, . . . ,∞, n,m > ℓ. (84)

Вычисление величин G0
(n+1)m из соотношения (83)

сначала проводится для n = 0 и m = 1, 2, . . . после-
довательно, затем для n = 1 и m = 2, 3, . . . и т. д.,
а вычисление Gℓ+1

ℓ из соотношения (84) ведется по-
следовательно для ℓ = 0, 1, . . . для всех необходи-
мых значений n и m.

ПРИЛОЖЕНИЕ В. ГЕОМЕТРИЧЕСКИЙ
ФАКТОР С ФАКТОРОМ ЗАПАЗДЫВАНИЯ

Lb/
√

L2

b
+ r2

Введем следующие обозначения и функции (ар-
гументы функций a1 и a2 не указываем):

x1 = R− a1 − a2, x2 = R+ a1 − a2,

x3 = R− a1 + a2, x4 = R+ a1 + a2;

γi =
√
L2
b + x2i , ζi = Lb + γi, τi = xi + γi,

i = 1, ..., 4;

fa,1 (R) = 2a21 (a1 −R)+

+ 2a22 (a2 −R) +R
(
R2 − a21 − a22

)
,

fa,2 (R) = 4a21 + 4a22 − 3R (a1 + a2)−R2 − 12a1a2,

fb,1 (R) = 6a1 (3a1 − 5a2) + 5x2 (3a1 − 3a2 +R) ,

fb,2 (R) = 9
(
a21 − 5a22 + 5R2

)
− 160x2R,

fc,1 (R) = 48x1x4 + 29x1R+ 60a1a2,

fc,2 (R) = 133x1R− 204x2x3 + 36a1a2,

f1 (R) = 12a21 (23a1 − 66a2)+

+ 12a22 (54a1 − 17a2) +R
(
17a21 + 337a22 − 426a1a2

)
−

−R2 (62a2 + 71R+ 222a1) ,

f2 (R) = a41 (312a1 − 660a2 + 275R)−
−30a21(a2 −R)2(10a2+9R)+20a1(a2 −R)3(9a2+13R)−
−(a2 −R)4(48a2+77R)+20a31

(
21a22 − 22a2R +R2

)
.

После суммирования (интегрирования) взаимодей-
ствия каждого атома одной частицы с каждым ато-
мом другой для геометрического фактора с факто-
ром запаздывания в форме (76) получим

fg (R,Lb) =
2Lb
5R

ln
τ2τ3
τ1τ4

+ 2 ln
x1ζ2
x2ζ1

+ 2 ln
x4ζ3
x3ζ4

+

+
2a31

15LbR

{
γ2
x42

[
−2fb,1 (R) +

x22
L2
b

fb,2 (R)

]
+

+
γ3
x43

[
2fb,1 (−R)−

x23
L2
b

fb,2 (−R)
]}

−

− 8a31
L2
bR

(
1− 3a21

20L2
b

− 3R2 − 3a22
4L2

b

)
ln
x2ζ3
x3ζ2

−

− 2

L2
bR

[
fa,1 (R) +

3x31
40L2

b

fa,2 (R)

]
ln
x1ζ2
x2ζ1

+

+
2

L2
bR

[
fa,1 (−R)−

3x34
40L2

b

fa,2 (−R)
]
ln
x4ζ3
x3ζ4

+

+
1

30LbR

{
γ1
x1

[
fc,1 (R) +

x21
2L2

b

fc,2 (R)

]
+

+
γ4
x4

[
fc,1 (−R) +

x24
2L2

b

fc,2 (−R)
]}

−

− 1

60L3
bR

[
x21
x22
γ2f1 (R)−

x24
x23
γ3f1 (−R)

]
+

+
1

30LbR

[
γ2
x42
f2 (R)−

γ3
x43
f2 (−R)

]
. (85)

Как отмечалось выше, в работе [89] приведе-
но выражение для геометрического фактора
с учетом эффектов запаздывания для частиц
равного размера (отметим, что в выражении
(22) для gaux в этой работе потерян знак ми-
нус перед четвертым членом в первом ряду).
Расчеты показали, что при равных радиусах
выражение (85) дает значения геометрического
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фактора, совпадающие с данными расчетов по фор-
мулам из работы [89].

С фактором запаздывания в виде (77) геометри-
ческий фактор будет определяться выражением

fg (R,Lb) = ξ1fg (R,Lb,1) + ξ2fg (R,Lb,2) . (86)

ПРИЛОЖЕНИЕ С. ВЫЧИСЛЕНИЕ
МОДИФИЦИРОВАННЫХ СФЕРИЧЕСКИХ

ФУНКЦИЙ БЕССЕЛЯ

Модифицированные сферические функций Бес-
селя при x = kDai, i = 1, 2, вычислялись с исполь-
зованием рекуррентных соотношений [67]

kn+1 (x) = kn−1 (x) +
2n+ 1

x
kn (x) ,

in−1 (x) = in+1 (x) +
2n+ 1

x
in (x) .

(87)

На первом шаге по первой формуле (87) вычисля-
лись убывающие с ростом n значения kn(x) для
n = 1, 2, . . . , nmax+1 (nmax = 1000), начиная от k0(x)
и k1(x):

k0(x) =
π

2x
e−x,

k1(x) = k0(x)

(
1 +

1

x

)
.

(88)

На втором шаге вычислялось отношение in+1/in для
n = nmax на основе непрерывной дроби Гаусса [94]:

in (x)

in−1 (x)
=

x

2n+ 1

1

1 +
a1 (x)

1 +
a2 (x)

1 + . . .

, (89)

где коэффициенты ak определены соотношениями:

ak (x) =
x2

(2n+ 2k − 1) (2n+ 2k + 1)
,

k = 1, 2, . . . (90)

Вычисления начинались с k = 20, что обеспечива-
ло высокую точность вычисления этого отношения.
Затем, используя соотношение (24) и уже вычислен-
ные значения kn(x) для n = nmax и nmax +1, вычис-
ляем in(x) для n = nmax и nmax + 1. Окончательно,
значения функций in(x), убывающих по мере умень-
шения n, вычислялись для n = nmax − 1, . . . , 1 из
второго рекуррентного соотношения (87). Для кон-
троля точности вычислений на последнем шаге вы-

численные значения in для n = 0, 1 сравнивались с
вычисленными из известных соотношений:

i0(x) =
sinhx

x
,

i1(x) = − sinh2x

x2
+

coshx

x
.

(91)

Модифицированные сферические функций Бес-
селя при x = kDR вычислялись на осно-
ве первого рекуррентного соотношения (87) для
n = 0, 1, . . . , nmax,2.

Здесь также приведем выражения для произ-
водных модифицированных сферических функций
Бесселя:

∂in (z)

∂z
= in+1 (z) +

n

z
in (z) ,

∂kn (x)

∂x
= −kn+1 (x) +

n

x
kn (x) .

(92)
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Рассмотрено параксиальное распространение квазимонохроматической световой волны с двумя круго-

выми поляризациями в дефокусирующей Керровской среде с аномальной дисперсией внутри волновода

кольцевого сечения. В режиме разделения фаз динамика подобна течению несмешивающихся жидко-

стей. При некоторых начальных условиях с относительным скольжением жидкостей вдоль границы их

соприкосновения в системе развивается неустойчивость Кельвина – Гельмгольца в ее «квантовом» вари-

анте. Численное моделирование соответствующих связанных нелинейных уравнений Шредингера пока-

зало формирование характерных структур на нелинейной стадии неустойчивости. Подобные структуры

известны в теории бинарных бозе-конденсатов, но для оптики они предъявлены впервые.

DOI: 10.31857/S0044451024020147

1. ВВЕДЕНИЕ

Исследование нелинейных волн различной фи-
зической природы — это в первую очередь поиск
возможных в данной системе когерентных струк-
тур. Пожалуй, наиболее известны такие долгоживу-
щие объекты, как солитоны и вихри (см., например,
[1–7]). Большой интерес представляют также струк-
туры, образующиеся в результате развития разно-
го рода неустойчивостей. Ярким примером являет-
ся неустойчивость Кельвина – Гельмгольца (НКГ),
имеющая место в жидких системах при наличии
тангенциального разрыва в поле скорости. Отно-
сительно недавно был обнаружен квантовый ана-
лог этой неустойчивости в сверхтекучем 3He [8–11].
НКГ также известна для двухкомпонентных ультра-
холодных газов (бозе-конденсатов) в режиме про-
странственного разделения фаз [12–14], где она тео-
ретически изучалась наряду с другими аналогами
классических гидродинамических неустойчивостей
[15–20]. Пример бозе-конденсатов особенно интере-
сен, поскольку в пределе нулевой температуры та-

* E-mail: ruban@itp.ac.ru

кие разреженные системы хорошо описываются до-
вольно простой и универсальной математической
моделью — связанными нелинейными уравнениями
Шредингера [21–27] (в физике холодных бозе-газов
они называются уравнениями Гросса-Питаевского).
В бинарном бозе-конденсате, помимо темных соли-
тонов и квантованных вихрей в каждой из двух ком-
понент, возможны еще доменные стенки, обуслов-
ленные доминированием перекрестного нелинейно-
го взаимодействия. Доменная стенка обладает эф-
фективным поверхностным натяжением [24, 28, 29],
которое существенно участвует в динамике границы
раздела на всех стадиях развития неустойчивости.

Как известно, связанные нелинейные уравнения
Шредингера (НУШ) возникают при исследовании
многих физических систем. В частности, они при-
ближенно описывают распространение квазимоно-
хроматической световой волны с двумя круговы-
ми поляризациями в оптической среде с Керров-
ской нелинейностью [30]. Возможная разница с бозе-
конденсатами заключается в гиперболическом ти-
пе трехмерного дисперсионного оператора в слу-
чае нормальной оптической дисперсии. Но для ано-
мальной дисперсии и дефокусирующей нелиней-
ности уравнения параксиальной оптики математи-
чески эквивалентны двум связанным уравнениям
Гросса – Питаевского, в которых развивается НКГ.
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Более того, при рассмотрении пространственно дву-
мерных решений, как в работах [12–14], тип диспер-
сии формально не важен, поскольку отсутствует за-
висимость от соответствующей третьей координаты
(если только не интересоваться динамикой малых
трехмерных возмущений).

Надо сказать, что в нелинейной оптике также
известны доменные стенки, разделяющие области
с правой и левой круговыми поляризациями све-
та [31–40], однако НКГ таких поверхностей разде-
ла при наличии относительного сдвигового течения
«световых жидкостей» до сих пор не рассматрива-
лась. Подчеркнем, что речь здесь идет не о той пер-
вичной модуляционной неустойчивости простран-
ственно однородных двухкомпонентных систем с до-
минирующим перекрестным отталкиванием [41–43],
которая, собственно, и приводит к разделению фаз
через формирование доменных стенок, а речь идет
о возможной неустойчивости стационарной геомет-
рической конфигурации уже имеющейся доменной
стенки (аналог — неустойчивость темных солитонов
в однокомпонентном НУШ [44, 45]). В этом смыс-
ле НКГ в системе связанных НУШ можно назвать
вторичной. Целью настоящей работы является чис-
ленная демонстрация развития такой неустойчиво-
сти в рамках модели, приближенно соответствую-
щей параксиальному распространению нелинейной
оптической волны в достаточно широком волноводе
кольцевого сечения.

2. ОПИСАНИЕ МОДЕЛИ

Заметим сразу же, что эволюционной перемен-
ной вместо времени t в оптике служит дистан-
ция ζ вдоль оси волновода, а роль третьей «про-
странственной» координаты играет «запаздываю-
щее» время

τ = t− ζ/vgr,

где vgr — групповая скорость света в среде на за-
данной несущей частоте ω0. При сравнении с бозе-
конденсатами следует вместо ζ иметь в виду t, а вме-
сто τ подразумевать z. В безразмерных переменных
нелинейные уравнения Шредингера для медленных
комплексных огибающих A1,2(x, y, τ, ζ) левой и пра-
вой круговых поляризаций световой волны имеют
вид (см. [30–38])

i
∂A1,2

∂ζ
=
[
− 1

2
∆+ U(x, y) + |A1,2|2 + g12|A2,1|2

]
A1,2,

(1)
где

∆ = ∂2x + ∂2y + ∂2τ

— трехмерный оператор Лапласа в «координатном»
пространстве (x, y, τ). В случае нормальной дис-
персии знак перед ∂2τ меняется на противополож-
ный. Потенциал U(x, y) определяется профилем ди-
электрической проницаемости в поперечном сече-
нии волновода. Параметр перекрестной фазовой мо-
дуляции g12 в типичном случае примерно равен 2,
что соответствует режиму разделения фаз.

Напомним, на каких предположениях основана
модель (1). Эта система выводится для слабонеодно-
родной среды, в которой фоновая диэлектрическая
проницаемость является функцией частоты ε(ω),
так что соответствующий закон дисперсии имеет
вид

k(ω) =
√
ε(ω)ω/c.

Интересующий нас диапазон аномальной дисперсии
групповой скорости (где k′′(ω) < 0) находится обыч-
но вблизи низкочастотного края окна прозрачности
(в реальных веществах это часто инфракрасная об-
ласть спектра; см., например, [46–48]). Из уравнений
Максвелла следует, что в оптической волне электри-
ческое поле E и поле электрической индукции D

связаны уравнением

rot rotE = − 1

c2
∂2D

∂t2
. (2)

Медленные комплексные огибающие E и D вводят-
ся заменами

E ≈ Re[E exp(ik0ζ − iω0t)],

D ≈ Re[D exp(ik0ζ − iω0t)],

где k0 = k(ω0) — несущее волновое число. Предпола-
гается слабонелинейная материальная зависимость
Керровского типа

D ≈ ε(ω0 + i∂t)E+ ε̃(x, y)E

+ α(ω0)|E|2E+ β(ω0)(E · E)E∗, (3)

с оператором ε(ω0 + i∂t), с пространственной неод-
нородностью ε̃(x, y) и с отрицательными функци-
ями α и β в дефокусирующем случае. Далее про-
изводится подстановка в (2), причем малая дивер-
генция электрического поля не учитывается. Возни-
кающий в ходе преобразований линейный оператор
[k0− i∂ζ ]2− [k(ω0+ i∂t)]

2 представляется в виде про-
изведения суммы и разности, после чего разложение
по степеням оператора ∂t приводит к уравнению ви-
да

2k0[−i∂ζ − ik′0∂t + k′′0∂
2
t /2]E = s{E}, (4)

с правой частью, которая включает в себя попереч-
ный лапласиан, нелинейность и пространственную
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неоднородность. В конце вывода для перехода к ска-
лярным функциям A1,2 делается замена

E ≈
[
(ex + iey)A1 + (ex − iey)A2

]
/
√
2. (5)

Масштабом для поперечных координат выбира-
ется некоторый большой параметр R0. Пусть он бу-
дет порядка нескольких десятков длин волн, т.е. до
одной сотни микрометров. Тогда на ширину домен-
ной стенки с нормалью поперек пучка при интере-
сующих нас интенсивностях волны I1,2 . 10 будет
приходиться не менее десятка длин волн. Естествен-
ным масштабом для переменной τ является комби-
нация k0R0δ/ω0, где безразмерный параметр

δ = ω0

√
|k′′0 |/k0

характеризует относительную величину дисперсии
групповой скорости. С этой комбинацией связано
условие k0R0δ ≫ 2π, обеспечивающее квазимоно-
хроматичность волны по переменной τ . Данное тре-
бование оказывается достаточно обременительным
при малых δ, но мы будем предполагать, что, по
крайней мере, δ & 0.3, и тогда на ширину доменной
стенки с нормалью вдоль пучка придется не менее
трех периодов волн. Продольная координата ζ изме-
ряется в единицах k0R2

0 (несколько сантиметров), а
электрическое поле — в единицах

√
2ε(ω0)/|α(ω0)|

k0R0
.

Внешний потенциал тогда есть

U = − k20R
2
0ε̃

2ε(ω0)
.

В результате получаются обезразмеренные уравне-
ния (1), причем

g12 = 1 + 2
β(ω0)

α(ω0)
.

Для численного моделирования здесь использо-
вался хорошо себя зарекомендовавший метод Фурье
с расщепленным шагом по переменной ζ (split-step
Fourier method) второго порядка аппроксимации.
На предварительном этапе нежелательные жесткие
степени свободы были «погашены» диссипативной
процедурой «распространения в мнимом времени»
(imaginary time propagation). Подробности такого
подхода описаны в работах [38–40]. Вычислительная
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Рис. 1. Удобный для численного моделирования глад-

кий потенциал U(r), примерно соответствующий волново-

ду кольцевого сечения с плоским дном и резкими стенка-

ми. Также показаны равновесные профили интенсивности

волны для значений «химического потенциала» µ = 2, 4, 8

область имела размеры (6π)× (6π)× Tτ , с периоди-
ческими граничными условиями, причем период Tτ
по переменной τ брался равным 24π либо 48π для
разных численных экспериментов.

3. ГЕОМЕТРИЯ ЗАДАЧИ

Обратимся теперь к геометрическим характери-
стикам модели. В отличие от недавней работы [38],
где рассматривались параболические потенциалы

U = (x2 + κ2y2)/2,

здесь мы сосредоточимся на волноводах кольцево-
го сечения с «плоским» дном и резкими стенками.
Такие волноводы легче изготовить на практике, по-
скольку среда в них однородна. Но для численно-
го моделирования выбранным методом (при разум-
ном пространственном шаге решетки) годятся толь-
ко достаточно гладкие потенциалы; поэтому мы бу-
дем аппроксимировать соответствующую глубокую
прямоугольную яму лишь в качественном смысле,
используя следующее выражение (см. соответству-
ющий график на рис. 1):

U(r) = 27[2 + th(1.5(r2/9− 5.0))−
− th(2.4(r2/9− 1.2))]. (6)

Большой общий множитель здесь взят достаточ-
но произвольно, лишь бы только он не требовал
слишком мелкого шага по переменной ζ. В резуль-
тате указанного выбора средний радиус волновода
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Рис. 2. Пример развития неустойчивости Кельвина – Гельмгольца при Q = 2 и небольшом уровне нелинейности µ = 2.

Показана интенсивность первой компоненты I1 на цилиндре радиуса r = 5 для нескольких значений переменной ζ

примерно соответствует r = 5.0. Это значение бу-
дет в дальнейшем использоваться для визуализации
волновой картины на «серединной» цилиндрической
поверхности в пространстве (x, y, τ) при различных
значениях дистанции распространения ζ.

Начальные условия в наших численных экспе-
риментах задавали расположение доменной стенки
примерно поперек оси волновода (ее нормаль — при-
мерно вдоль оси). При этом «течения» обеих поля-
ризаций имели азимутальный характер (с коорди-
натными множителями exp(iQ1,2φ), где φ — азиму-
тальный угол, Q1 и Q2 6= Q1 — целые «квантовые»
числа). Таким образом, система трехмерна, и пото-
му аномальность дисперсии принципиально важна.
Но разница внешнего r + a/2 и внутреннего r − a/2

радиусов волновода относительно мала (эффектив-
но a/r ≈ 0.2–0.4 в зависимости от «химического по-
тенциала» волны, как это видно из профилей ин-
тенсивности на рис. 1). В такой геометрии систе-
ма ведет себя примерно как пространственно дву-
мерная (на цилиндре). Это способствует проявле-
нию неустойчивости рассматриваемого типа, а так-

же немаловажно для визуализации численных ре-
зультатов (см. рис. 2–6).

Надо сказать, что у системы (1) существуют так-
же решения, не зависящие от τ , и там течение проис-
ходит в плоскости (x, y). Нормаль к доменной стенке
также лежит в указанной плоскости. С одной сторо-
ны, эти решения привлекательны тем, что для таких
стационарных в физическом пространстве конфигу-
раций снимается требование аномальности диспер-
сии. И вполне возможно, что трехмерные возмуще-
ния не проявили бы себя на достаточно длинной
дистанции распространения. Но, с другой стороны,
при конечных поперечных размерах образца возни-
кает необходимость как-то зациклить оба стацинар-
ных течения, и тогда может встать проблема по-
явления дополнительных поперечных неустойчиво-
стей, обусловленных взаимодействием с поперечны-
ми границами. Существует и третий вариант стаци-
онарных течений со сдвигом вдоль границы сопри-
косновения световых «жидкостей» — когда движе-
ние с различными скоростями происходит вдоль оси
волновода. Этот вариант описывается множителями
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Рис. 3. Фаза Θ1 первой компоненты на цилиндре радиуса r = 5, соответствующая рисунку 2. На каждой панели показана

только та часть развертки цилиндра, где I1 > 0.4

exp(iv1,2τ) и, таким образом, соответствует некото-
рой разнице в средней частоте левой и правой поля-
ризаций. Для этой конфигурации сечение волново-
да не обязательно должно быть кольцевым. Первый
и третий варианты представляются равно перспек-
тивными. В данной работе мы сосредоточимся на
азимутальных течениях.

Классическая формула гласит, что инкремент
неустойчивости Кельвина – Гельмгольца равен

Γ(k) = k

√
v2

4
− k

σ

2ρ
,

где k — волновое число, σ — коэффициент по-
верхностного натяжения, ρ — плотность жидко-
сти, одинаковая по обе стороны от границы раз-
дела, v — разница скоростей для невозмущенно-
го течения. Из этой формулы можно извлечь по-
лезную информацию и для нашего случая. Дей-
ствительно, при достаточно больших значениях «хи-
мического потенциала» µ плотность «жидкостей»
ρ = I ≈ µ, эффективный коэффициент поверх-
ностного натяжения доменной стенки можно оце-
нить как σ ∝ µ3/2 [28], скорость относительного дви-

жения v ≈ (Q1 − Q2)/r, а основное волновое число
k = 1/r. В результате имеем оценочную формулу

Γ ≈ 1

r

√
(Q1 −Q2)2

4r2
− C

√
µ

r
, (7)

где C— коэффициент порядка единицы. Примени-
мость этой формулы требует также малости отно-
сительной скорости v по сравнению со «скоростью
звука» s ∼ √

µ. При соблюдении данного усло-
вия развитие неустойчивости должно происходить
по сценарию, определяемому отношением двух сла-
гаемых под знаком корня (подразумевается доста-
точно большой продольный интервал Tτ/2 между
соседними доменными стенками). Из формулы(7),
в частности, следует, что при фиксированных r и
(Q1 − Q2) существенное увеличение интенсивности
волны должно приводить к полному подавлению
неустойчивости. Такой эффект действительно на-
блюдался в численных экспериментах. Например, с
Q1 = −Q2 = 2 при µ = 8 и µ = 10 неустойчивость
развивалась, тогда как при µ = 12 она уже отсут-
ствовала.
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Рис. 4. Формирование длинных «пальцев» на промежу-

точной стадии неустойчивости при Q = 3, µ = 4.

4. ЧИСЛЕННЫЕ ПРИМЕРЫ

Надо сказать, что каждая стационарная по пере-
менной ζ конфигурация характеризуется двумя «хи-
мическими потенциалами», µ1 и µ2. При этом

A1,2 =
√
I1,2(x, y, τ) exp(iΘ1,2(x, y, τ) − iµ1,2ζ).
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Рис. 5. Больший наклон «пальцев» при меньшей, чем на

рисунке 4, скорости относительного движения (Q = 2,

µ = 4)

В нашем случае фазы Θ1,2 = Q1,2φ. Несколь-
ко примеров равновесных профилей интенсивности
Istat(r, µ) при наличии только одной неподвижной
компоненты представлены на рис. 1.

Все численные эксперименты для простоты про-
водились с симметричными начальными условиями,
так что Q1 = −Q2 = Q, а µ1 = µ2 = µ. Поэтому на
каждой панели из рис. 2-6 представлена только по-
ловина развертки цилиндра. В частности, на рис. 2
показано, как при Q = 2, µ = 2 небольшое сину-
соидальное возмущение границы раздела в резуль-
тате неустойчивости трансформируется в структу-
ру, по форме напоминающую силуэт человеческо-
го пальца. Затем от кончика «пальца» отделяется
капля, внутри которой «сидит» вихрь противопо-
ложной компоненты, как это следует из рис. 3, на
котором показаны соответствующие распределения
фазы. Еще далее в каждой компоненте отделяется
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Рис. 6. Пример развития неустойчивости Кельвина – Гельмгольца с образованием спиральной структуры на промежуточ-

ной стадии при Q = 5, µ = 8

и вторая подобная капля. Рисунок 4 демонстриру-
ет, что «палец» может вытягиваться довольно силь-
но, прежде чем произойдет его разрыв и отделение
капли. Угол наклона таких «пальцев» на цилиндре
по отношению к азимутальному направлению тем
больше, чем меньше относительная скорость (пара-
метр Q), как это видно из сравнения рис. 5 с рис. 4.
Наконец, рис. 6 показывает, что при большой отно-
сительной скорости (Q = 5) и интенсивности волны
(µ = 8) в начале нелинейной стадии неустойчивости
граница как бы стремится закрутиться в спираль-
ную структуру, то есть неустойчивость развивается
по почти классическому сценарию. Но при достиже-
нии пространственного масштаба порядка толщины
доменной стенки w ∼ 1/

√
µ динамика переходит в

«квантовый» режим с отделением капель и кванто-
ванных вихрей.

5. ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Таким образом, в данной работе теоретически
обоснована принципиальная возможность наблюде-
ния неустойчивости Кельвина – Гельмгольца в де-
фокусирующей Керровской оптической среде с ано-

мальной дисперсией групповой скорости. Прове-
денное трехмерное численное моделирование дало
конфигурации, качественно похожие на двумерные
структуры, полученные в работах [12–14] для иде-
ализированной модели бинарного бозе-конденсата
в безграничном пространстве. Очевидно, что наши
трехмерные результаты в равной мере относятся
и к бозе-конденсатам, помещенным в цилиндриче-
ский удерживающий потенциал с глубоким миниму-
мом на конечном значении радиальной координаты.
Но для холодных газов подобные потенциалы по-
ка что остаются малореалистичными, тогда как с
точки зрения оптики нет ничего необычного в про-
тяженном по времени пучке света, распространяю-
щемся по волноводу заданного сечения. С практиче-
ской точки зрения преимуществом рассмотренных
здесь оптических структур являются также их не
столь малые пространственные размеры в сравне-
нии с бозе-конденсатами, не говоря уже об отсут-
ствии экстремальных температурных ограничений.

Нами была использована простейшая модель, в
которой не учитываются дисперсионные поправки
более высоких порядков. В реальности параметр δ
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может быть настолько малым, что (при не слиш-
ком больших значениях произведения k0R0) откло-
нения от квадратичной дисперсии окажут замет-
ное влияние. Однако, как показали дополнитель-
ные численные эксперименты (их результаты здесь
не представлены), учет относительно малой диспер-
сии третьего порядка хоть и несколько искажает
картину развития неустойчивости, но в качествен-
ном отношении не портит ее на достаточно большой
дистанции.

Финансирование. Работа выполнена в рамках
госзадания 0029-2021-0003.
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