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ВВЕДЕНИЕ
Построенная ранее [1–5] термодинамическая

теория однокомпонентной адсорбции из жидкого
раствора на твердой поверхности позволила вы-
вести уравнение такой изотермы, использующее
аналитически ее частный случай при незаряжен-
ной и недеформированной поверхности. В даль-
нейшем на этой основе была получена функция
термодинамической оценки эффекта Ребиндера
[6, 7] для описания экспериментов по сверлению
образцов горной породы в водной среде с добав-
ками в ней ДТАБ [8] (додецилтриметил аммония
бромид) с объемной концентрацией . Сравнение
точек на оси  максимума экспериментальных
значений скорости сверления V и полученных по
теории, показало их близость в случае кварца и
гранита. А отсутствие точки куполообразного
максимума функции V( ) для микроклина в [8]
было позднее в [9] объяснено на основе постро-
енной теории влиянием поверхностного электри-
ческого заряда накопленного предварительно.

Как показано в [10] совместная адсорбция мо-
жет также затрагивать проблематику многофаз-
ности адсорбционного слоя, которая соответ-
ствует неединственности решений нелинейных
уравнений изотерм относительно поверхностных
концентраций адсорбатов при заданных их объ-
емных значениях. И наличие электрического за-

ряда на твердой поверхности является дополни-
тельным фактором, влияющим на решения таких
уравнений. Далее этот фактор вводится в термо-
динамическое описание двухкомпонентной ад-
сорбции из жидкости на плоской твердой поверх-
ности [11].

ИСХОДНЫЕ УРАВНЕНИЯ
Используя традиционное термодинамическое

описание тонкого адсорбционного слоя конечно-
го размера (толщины его и площади) на границе
плоская твердая поверхность/жидкость [3], но
дополненное наличием поверхностного электри-
ческого заряда, получим выражение бесконечно
малого приращения полной внутренней энергии
U, равное, согласно второму закону термодина-
мики, полному дифференциалу функции U в пе-
ременных , определяющих тер-
модинамическое состояние системы:

(1)

где S – энтропия системы, P, T – давление и тем-
пература в ней,  – поверхностное натяжение
системы,  – химический потенциал частиц “a”,

 химический потенциал частиц “b”.  – сум-
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марный поверхностный заряд, а величина 
определяется равенством

(1a)

Из равенств (1), (1а) следует физический
смысл величины  как коэффициент прироста
внутренней энергии системы с приростом .

Термодинамический анализ далее будем вести
для обратимых процессов, т.е. при . Пере-
ходя к термодинамическому потенциалу Гиббса Ф:

(1b)
из (1) с учетом (1b) найдем полный дифференци-
ал функции Ф при условиях S = const, T = const,
P = const:

(2)
Условием существования полного дифферен-

циала функции Ф (2). в переменных  яв-
ляются равенства [12]:

(3)

Введем меру деформации  твердой поверхности:

(4)

где  – значение  до деформации, и традици-
онное определение плотности поверхностных ча-
стиц “a” и “b”, совпадающие для разбавленных
растворов с поверхностными их концентрация-
ми, соответственно – , а также плотность
поверхностного электрического заряда :

(5)

Выпишем также условие термодинамичского
равновесия частиц “а” и “в” в адсорбционном
слое и соответственно в глубине раствора:

(6)

где R – универсальная газовая постоянная.
 – стандартные химические

потенциалы, соответственно, частиц “a” и “b”,
 – их объемные концентрации.

Равенства (6) выражают аналитически модель
термодинамического равновесия частиц “а” и “в”
в двух фазах – “поверхностной” и в жидкой и поз-
воляет в дальнейшем при наличии уравнений
изотерм адсорбции рассчитывать по равенствам (6)
величины электрохимических потенциалов
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 в функции от  и других параметров со-
стояния.

Чтобы перейти в уравнениях (3) к переменным
 воспользуемся с учетом (4), (5) ра-

венствами:

(7)

(8)

(9)

Подставляя в (3) равенства (7)–(9) получим
систему исходных уравнений – уравнений сов-
местности – для двухкомпонентного адсорбци-
онного слоя на твердой поверхности:

(10)

При выводе уравнений (10) условие малых
значений  не используется как и в их аналоге для
однокомпонентной адсорбции [13].

Из (10) сразу получим выражение полного
дифференциала функции  в переменных

:
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где масштабные параметры  выбираются
из удобства описания в конкретном случае.

С учетом обозначений (12) равенство (11) в
безразмерных величинах примет вид:

(13)

где:

(13a)

(13b)

Полный дифференциал функции  в (13) вы-
ражен в переменных .

ВЫВОД УРАВНЕНИЙ ИЗОТЕРМ 
СОВМЕСТНОЙ ДВУХКОМПОНЕНТНОЙ 

АДСОРБЦИИ С УЧЕТОМ 
ПОВЕРХНОСТНОГО ЭЛЕКТРИЧЕСКОГО 

ЗАРЯДА И ДЕФОРМАЦИИ ПОВЕРХНОСТИ
Уравнения изотерм такой адсорбции как и в

случае однокомпонентной адсорбции будем
строить в виде

(14)

(15)

где функции  зависят в общем случае от всех
переменных термодинамического состояния

 и вторые производные этих функций по
указанным переменным предполагаются непре-
рывными. Тогда согласно [14] существуют пол-
ные дифференциалы функций  в этих же пе-
ременных
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(24)

(25)

(26)

В Приложении 1 выводится равенство:

(27)

при условии:

(27a)

и получены представления производных
функций  через производные функций 
и через функцию f, которая может зависеть от
всех переменных  Г1, Г2, , и является аналогом
констант интегрирования при решении обыкно-
венных дифференциальных уравнений:
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(26) удовлетворяется тождественно при подста-

новке в него выражений  и  из (32) и (33).

Чтобы обеспечить существование полных
дифференциалов функций  для вывода за-
тем уравнений изотерм адсорбции, примем усло-
вие непрерывности всех их вторых производных по
переменным  Г1, Г2, , из которых последует и ра-
венство их смешанных вторых производных [14]

(39)

Исключая дублирующие равенства, из (39) по-
лучим:

(40)

Подставляя в (40) выражения первых произ-
водных из (28)–(33) с учетом равенства (27), по-
лучим уравнения совместности для двухкомпо-
нентного адсорбционного слоя, обобщающие
аналогичные уравнения для однокомпонентного
адсорбционного слоя [3]:
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(41b)

(42b)

(43b)

(44b)

(45b)

(46b)

Уравнения совместности (41)–(46), обеспечи-
вающие существование полных дифференциалов
функций , позволяют выразить аналитиче-
ски функции  через выражения первых
производных этих функций [15], например, в пе-
ременных  Г1, Г2,  (28)–(33):

(47a)

(47b)

где  – произвольные постоянные пере-
менных  Г1, Г2 соответствующие терминам кон-
стант интегрирования дифференциальных урав-
нений, а  определяются уже через эти кон-
станты по равенствам (14), (15):

(48)

Константой интегрирования по переменной
 в (43) и(44) выбрано значение  = 0.
Подставляя в (47a) и (47b) выражения произ-

водных от функций  (28)–(33) с учетом
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функции f в (27) найдем аналитические выраже-
ния функций  через физические величины

 и функцию f в виде интегралов:

(49a)

(49b)

Переход в формуле (49a) к случаю однокомпо-
нентной адсорбции [2, 3] осуществляется, пола-
гая  и тогда , согласно определению (13b),

, а выражения всех первых производных
функции (28), (30), (32) совпадут с аналогич-
ными для однокомпонентной адсорбции [3].

Построение уравнений изотерм адсорбции да-
лее будем конструировать аналогично случаю ин-
дивидуальной адсорбции [2, 3], вводя в краевое
условие к уравнениям (40) два постоянных без-
размерных параметра B1, B2 и две функции 

(50a)

(50b)

где B1, B2 – положительные константы, а функ-
ции А1(Г1, Г2), А2(Г1,Г2) определяют изотермы сов-
местной адсорбции на недеформированной по-
верхности, удовлетворяя условиям:

(51a)

(51b)

и положительно определены в области 

(52)

 а  – максимально возможное сум-

марное число частиц “a” и “b”, адсорбируемых
единичной площадью твердой поверхности.

Чтобы упростить теперь представление функ-
ций  в (49a), (49b), выразим величину

 из (50a) и (14) с учетом (49a):
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(53)

(54)

Приравнивая правые части равенств (54) и
(53), найдем lnB1

(55)

Логарифмируя равенство (14) с учетом (49а)
имеем:

(56)

Из (55) выразим константу :

(57)

Подставляя  из (57) в (56) найдем:

(58)

Экспонируя обе части равенства (58), получим
уравнение изотермы адсорбции частиц “а”:

(59a)

Уравнение изотермы адсорбции частиц “b”
выводится совершенно аналогично из равенств
(50b) и (49b) и имеет вид:

(59b)

В Приложении II из равенств (49а), (49b) и
(50а), (50b) с учетом (14), (15) выведено представ-
ление функции :

(60)
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где:

(60a)

Равенства (60) означают, что явно функция f0
может зависеть только от Г1, Г2 . Однако влияние
параметра  на f0, очевидное из равенства (60а),
может реализоваться и через функции А1 и А2.

Введем теперь уравнение поверхностного
слоя, то есть зависимость поверхностной плотно-
сти электрического заряда q от определяющих па-
раметров, удовлетворяющее модели двух парал-
лельных конденсаторов Фрумкина [16, 17]:

(61)
где g1, g2 – дифференцируемые функции одного
аргумента ϕ:

(62)

Зависимость поверхностной плотности q от 
при   можно интерпретиро-
вать независимым влиянием деформации  на
удельное количество центров адсорбции на по-
верхности твердого тела, что связано с возмож-
ным физическим механизмом при изменении
числа точечных дефектов [18]. Случай 

 наоборот можно трактовать отсутстви-
ем имманентной интенсивности образования но-
вых центров адсорбции либо ее незначительной
величиной.

В случае q (61) выполняются равенства:

(63)
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В случае (63), а также, если твердая поверх-
ность не заряжена (q ), из (42а) следует:

(65a)

Вследствие определения  в (60а) из (65а)
следует:

(65b)

А условия (64) с учетом (41а) и (41b) приводят
к равенствам:
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(66b)

УРАВНЕНИЯ ИЗОТЕРМ 
ДВУХКОМПОНЕНТНОЙ АДСОРБЦИИ 

ПРИ МАЛЫХ 
Ограничимся далее в общих уравнениях сов-

местной адсорбции (59а) и (59b) условием:
(67)

используя его для линеаризации показателя в
уравнениях (59а) и (59b) по параметру . Чтобы
получить эти линеаризованные приближения,
необходимо найти значения подинтегральных
функций  и  при  и . В Приложе-
нии 3 выведены равенства:

(68a)

(68b)

где ,  функции только пере-
менных  т.е. не зависящие от и являю-
щиеся характеристикой индивидуальной адсорб-
ции соответственно частиц “a” и “ b”.

С учетом (67), (68а) и (68b) линеаризованные
по  интегралы в (59а) и (59b) примут вид:
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Тогда показатели экспонент в (59а) и (59b) –
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c учетом определения функции q (61) и равенств
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где .
Уравнения изотерм двухкомпонентной ад-

сорбции при условии малых  (67) и с учетом
асимптотик (71а), (71b) получим из (69а) и (69b)
соответственно:

(72a)

(72b)

Как следует из (72а) и (72b) формулировка
уравнений двухкомпонентной адсорбции в усло-
вии (67) определяется прежде всего заданными
функциями А1(Г1, Г2), А2(Г1, Г2) а также двумя не-
известными функциями , . Рекон-
струкция двух последних является специальной
отдельной задачей.

Учет зависимости изотермы (72а), (72b) от
электрического заряда поверхности , т.е. от элек-
трического потенциала твердой фазы  требует
задания функций .

Запишем равенства (72а), (72b), вводя в них
функции :
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При этом зависимость от Г1, Г2 в правых частях

равенств (73) имеется только у функций .
Преобразования переменных  к перемен-

ным Г1, Г2, задаваемые уравнениями (72а), (72b)
или (73), приводят к востребованности условий
единственности обратных зависимостей функ-
ций Г1, Г2 от , то есть к вопросу об одно-
фазности адсорбционного слоя [20]. Критерием
единственности решений Г1, Г2 этих уравнений
при заданных значениях  и других пара-
метров функций А1, А2 является постоянство зна-
ка якобиана J преобразований (73) [21] в области

 (52):

(75)

С учетом определений функций  в
(74) найдем выражение всех производных функ-
ций в (75):

(76)

Подставляя производные функции (76) в (75),
получим выражение якобиана J:

(77)

Из (77) с учетом (73) и (74) найдем выражение
J при малых :

(78)

где:

т.е. J0 является якобианом преобразования пере-
менных   по изотермам двух-
компонентной адсорбции (72а), (72b), но на неде-
формированной и незаряженной твердой поверх-
ности.

Из (78) следует, что при малых :

(79)
При этом равенство (79) сохраняется при ва-

риации ϕ, т.к. эта переменная в аргументы функ-
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ций не входит. То есть знак якобиана J в
случае (67) совпадает со знаком якобиана для не-
деформированной и незаряженной поверхности,
что позволяет проблему однофазности в адсорбци-
онном слое свести к случаю недеформированной
поверхности и воспользоваться предварительными
более простыми (в отсутствие деформации) изме-
рениями или имеющимися аналитическими ре-
зультатами исследования таких изотерм. Напри-
мер, когда функции  являются
двухкомпонентной изотермой Фрумкина–Да-
маскина, неравенство J0 > 0 обеспечивается зна-
чениями параметров этой изотермы, выведенны-
ми в [10].

ЗАКЛЮЧЕНИЕ
1. Рассматривается равновесное термодинами-

ческое описание двухкомпонентной адсорбции
из жидкости на твердой плоской поверхности с
учетом ее деформации и наличия на ней электри-
ческого заряда.

2. Выведены два соответствующие трансцен-
дентные уравнения при малых значениях дефор-
мации твердой поверхности.

3. Показано, что в этих условиях знак якобиа-
на преобразований по полученным уравнениям
двухкомпонентной адсорбции, совпадает с соот-
ветствующим якобианом в случае недеформиро-
ванной и незаряженной поверхности, что позво-
ляет задачу об условиях однофазности адсорбци-
онного слоя свести к указанной поверхности.

4. Полученный результат не зависит от элек-
трического потенциала твердой поверхности или
от ее заряда.

ПРИЛОЖЕНИЕ 1

Введем обозначения производных функций
 по переменным :

(80)

и производных по ϕ:

(81)

(82)

Дифференцируя равенства (14), (15) по каждой
из переменных  с учетом обозначений
(80)–(82), получим четыре пары уравнений:
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(83)

(84)

(85)

(86)

Система двух уравнений (83), линейных отно-
сительно , при условии (27а) позволяет най-
ти их единственное решение [15]:

(87)

Систему двух линейных относительно z1, z2
уравнений (84) с учетом обозначений (80) можно
записать в виде:

(88)

где:

(88a)

Единственным решением системы (88) ввиду
условия (27а) является [15]:

(89)

Запишем теперь пару уравнений (85) с учетом
обозначений (80) в виде:
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Так как дискриминантом системы линейных
относительно  уравнений (90) является вели-
чина d, удовлетворяющая условию (27а), то един-
ственным решением системы (90) является:

(91)

Чтобы использовать равенства (91), выпишем
4-е уравнение системы (10) в безразмерных пере-
менных, учитывая обозначения (12):

(92)

Подставляя выражения  из (91) в (92) с

учетом (27а), придем к равенству (27):

где неизвестная функция f может зависеть от че-
тырех переменных  и является анало-
гом констант интегрирования дифференциаль-
ных уравнений.

Выпишем теперь 5-е и 6-е уравнения системы (10)
в безразмерных переменных (12):

(93)

где функции  могут зависеть от 4-х пере-
менных .

Переходя в (93) к переменным , при-
дем к равенствам:
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где функция q зависит от , а функции

 согласно их представлениям в (87) также

зависят от  вследствие зависимости w1,
w2 от этих же переменных.

Подставляя в (94) выражения производных
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тельно x1, x2 уравнения:
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(95)

Дискриминантом системы линейных уравне-
ний (95) является величина d (27a). Поэтому
единственное решение системы (95) относитель-
но x1 и x2:

(96)

где:

(96a)

Используя равенства (27) в (96а), из (96) и (81)
получим:

(97a)

(97b)

Из равенств (24), (25) и (32), (33) с учетом (27)
найдем:

(98a)

(98b)

(99a)

(99b)

где Ha, Hb, Hab, Ra, Rb определены в (34)–(38).
Таким образом, выражения производных

 в (97a), (97b), (98a),

(98b), (99a), (99b) с условием (27a) являются ре-
шениями системы уравнений (83)–(86).

∂ ∂− = −
∂Γ ∂Γ
∂ ∂− = −
∂Γ ∂Γ

22 1 12 2 22 21
1 2

21 1 11 2 12 11
1 2

,

.

q qa x a x a a

q qa x a x a a

∂ Δ ∂ Δ≡ = − ≡ = −
∂ϕ ∂ϕ

1 1 2 2
1 2, ,w wx x

d d

∂ ∂ Δ = − − + ∂Γ ∂Γ 
∂ ∂ + − ∂Γ ∂Γ 

∂ ∂ Δ = − − + ∂Γ ∂Γ 
∂ ∂ + − ∂Γ ∂Γ 

1 11 22 21
1 2

12 12 11
1 2

2 22 22 21
1 2

12 12 11
1 2

,

.

q qa a a

q qa a a

q qa a a

q qa a a

∂ −
∂ ∂Γ ∂= − =
∂ϕ ∂Γ

2
12 11 22

1 1

1

( )
,

q a a a
w q

d

∂ −
∂ ∂Γ ∂= − =
∂ϕ ∂Γ

2
12 11 22

2 2

2

( )
.

q a a a
w q

d

∂ = − ≡
∂Γ

1

1

,a a
ab

w H H f R

−∂ = − ≡
∂Γ

12

2

,b b
ab

w H H f R

−∂ ∂σ = −γ − − γ = ∂ϑ ∂Γ 
= − γ + γ ≡ −

11
1 2

1

( ) ,

a br

a a b a

w D D f f

R f Y

−∂ ∂σ = −γ − − γ = ∂ϑ ∂Γ 
= − γ + γ ≡ −

12
2 1

2

( ) ,

b ar

b b a b

w D D f f

R f Y

∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂
∂ϕ ∂ϕ ∂Γ ∂Γ ∂ϑ ∂ϑ

1 2 1 2 1 2

1 2

, , , , ,w w w w w w

ПРИЛОЖЕНИЕ 2
Запишем равенства (50а) и (50b), используя

связи концентрации с и функции w – соответ-
ственно в (14) и (15) – с учетом (53) и (54):

(100)

(101)

Логарифмируя равенства (100), (101) и диффе-
ренцируя затем первое по  и второе по  най-
дем с учетом определения f в (27):

(102)

(103)

Из (102) и (103) в итоге следует равенство (60):

ПРИЛОЖЕНИЕ 3

Выпишем значение функции , выражен-

ное из равенств (49а) и (50а)
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где .

Приравнивая выражения (104) и (105) и диф-
ференцируя затем полученное равенство по Г1
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Используя равенство (106) и условие непре-
рывности вторых производных функций А1 и А2
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Подставляя (107) в (106), получим:
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Проинтегрируем теперь равенство (44а) по Г2

при 

(109)

Используя равенства (108) и (107) в (109) най-
дем 

(110a)

Совершенно аналогичными действиями с ра-
венствами (49b) и (51b) придем к формуле для 

(110b)

Учитывая независимость функций 
от ϕ согласно (66а), (66b) и (65b) получим выраже-
ния функций из определения

в (36), (37) с учетом (68а), (68b):
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