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В настоящей работе получены уравнения квантовой релятивистской гидродинамики из эффективного урав-
нения Клейна–Фока–Гордона с учетом диссипации. Учет диссипации в уравнении Клейна–Гордона приво-
дит к необходимости введения дополнительного теплового члена и уравнения для него. В результате получена
замкнутая система уравнений с учетом неравновесных процессов, позволяющая описывать динамику про-
цесса столкновений атомных ядер и вычислять выходы вторичных частиц. Решение полученных уравнений
позволяет выделить квантовые ударные волны и временную эволюцию образующегося hot spot. Вычисленные
спектры испускаемых протонов в столкновениях тяжелых ионов сопоставлены с имеющимися эксперимен-
тальными данными.
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1. ВВЕДЕНИЕ

Уравнения квантовой релятивистской гидродина-
мики можно получить из уравнения Клейна–Фока–
Гордона [1–3] по аналогии с представлением Ма-
делунга [4] для временного уравнения Шредингера.
В работах [5, 6] были получены уравнения квантовой
гидродинамики путем использования записи уравне-
ния Клейна–Гордона с помощью уравнения Шредин-
гера. В [5] это получено путем расщепления уравне-
ния Клейна–Гордона для пар частиц-античастиц, а в
[6] за счет формальной записи уравнения Клейна–
Гордона как уравнения Шредингера. Получение урав-
нений гидродинамики было проведено нами в ра-
боте [7] в релятивистки инвариантной форме прямо
из уравнения Клейна–Гордона. В квазиклассическом
приближении получаются традиционные уравнение
непрерывности и уравнение Эйлера.

Не останавливаясь подробно на работах [5, 6], о ко-
торых нам стало известно уже после выхода работы
[7], укажем только, что в работе [5], на наш взгляд,
в нерелятивистском пределе не получается уравнение
Маделунга (уравнение (33) в работе [5]) из-за введе-
ния скалярного потенциала 𝑆 в уравнение Клейна–
Гордона. Он должен вводиться иначе. А в работе [6]
получены уравнения нерелятивистской гидродина-
мики, где релятивистские и квантовые члены выде-
лены отдельно. Это может быть удобно для выработ-
ки алгоритма решения уравнений, но трудно ожидать

1) НИЦ “Курчатовский институт” — ПИЯФ, Гатчина, Россия.
2) Петербургский государственный университет путей сообщения
Императора Александра I, Санкт-Петербург, Россия.
* E-mail: dyachenko_a@mail.ru

простых уравнений, в частности, для релятивистских
ударных волн (адиабата Тауба) [8–12].

Однако в уравнениях работ [5–7] отсутствует дис-
сипация. Введение дополнительного теплового чле-
на к потенциалу в уравнении Клейна–Гордона, необ-
ходимого для вычисления температуры, требует до-
бавления дополнительных уравнений для определе-
ния теплового члена. В равновесном случае это за-
кон сохранения энтропии, как в уравнениях гидроди-
намики [12, 13]. В неравновесном случае можно вос-
пользоваться нашим подходом учета отклонения от
состояния локального термодинамического равнове-
сия путем введения анизотропного уравнения состо-
яния с деформированной ферми-поверхностью [14] и
последующим рассмотрением решения кинетическо-
го уравнения для функции распределения совместно
с уравнениями гидродинамики [15–21]. Отметим, что
диссипация для временного уравнения Шредингера
вводилась ранее эмпирически в равновесном случае в
работе [22].

В настоящей работе получена замкнутая систе-
ма квантовых уравнений с учетом диссипации и
неравновесных процессов. В работе проанализирова-
но решение полученного таким образом эффектив-
ного уравнения Клейна–Гордона с учетом диссипа-
ции в одномерном и двумерном случаях путем выде-
ления квантовых ударных волн и временной эволю-
ции hot spot. В таком приближении вычислены двой-
ные дифференциальные сечения испускания прото-
нов в столкновениях ядер одинакового размера при
энергиях 400 и 800 МэВ на нуклон. Проведенные рас-
четы находятся в согласии с имеющимися экспери-
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ментальными данными [23] и расчетами по двухжид-
костной гидродинамической модели [24].

Заметим, что концепция образования ударных волн
в столкновениях тяжелых ионов имеет долгую исто-
рию. Еще в первых работах по множественному рож-
дению вторичных частиц в столкновениях протонов
и ядер Л.Д. Ландау [9–11] обратил внимание на обра-
зование ударной волны как на единственную возмож-
ность реализации первой стадии процесса централь-
ного столкновения частиц при высоких энергиях. В
работах [10, 11] прямо указано, что было бы непра-
вильно рассматривать столкновение нуклонов с ядра-
ми и ядер с ядрами как ряд соударений ядерных про-
тонов и нейтронов. Нуклон будет взаимодействовать
не со всем ядром, а лишь с частью ядра, т.е. им бу-
дет вырезаться из ядра “трубка”. А затем идет стадия
изоэнтропического гидродинамического расширения
ядерной среды, которую тогда удалось рассмотреть
аналитически в одномерном [9–11] и трехмерном слу-
чаях [25, 26]. В работе [27] этот подход в одномерном
случае был рассмотрен для столкновения ядер проме-
жуточных энергий введением классического ядерно-
го уравнения состояния. В работе [28] были обнару-
жены ударные волны в численных одномерных рас-
четах по времени-зависящему методу Хартри–Фока
(TDHF) с взаимодействием Скирма. В нашей рабо-
те [29] в гидродинамическом подходе получено близ-
кое согласие с расчетами по методу TDHF, а в работах
[30, 31] получено приближенное аналитическое ре-
шение гидродинамической эволюции образующегося
hot spot при переходе от одномерной стадии ударно-
волнового сжатия к сферически-симметричной ста-
дии расширения. В 1970-х гг. была предложена модель
ударной волны с изменяющимся фронтом для опи-
сания симметричных столкновений тяжелых ионов
промежуточных энергий [32]. Она теоретически была
доработана и для ассиметричных столкновений ядер
с предсказанием образования “конуса Маха” и полу-
чила экспериментальное подтверждение еще в те [33,
34] и в последующие [35, 36] годы.

В последующие годы с развитием вычислительной
и ускорительной техники интерес к ударным вол-
нам вновь возродился. Образование ударных волн
для асимметричных систем было обнаружено в тео-
ретических работах [37, 38] в столкновениях тяжелых
ионов промежуточных и высоких энергий и экспери-
ментально было подтверждено на коллайдере RHIC
(США) (см., например, [39–42]). В работах [37, 38]
отмечается, что ударные волны являются решением
уравнений для среды, рассматриваемой как жидкость.
В [37] замечено, что этот эффект ослабевает в случае
использования кода UrQMD, в котором преоблада-
ют каскадные бинарные соударения нуклонов. В ра-
боте [43] были исследованы ударные волны для уль-
трарелятивистской гидродинамики партонов в случае
асимметричных систем, а в работе [44] для анизотроп-
ной гидродинамики в случае симметричных систем.

К настоящему времени техника расчетов достигла
весьма высокого уровня и имеется очень большое чис-
ло релятивистских гидродинамических моделей (см.,
например, [24, 45, 46]), посвященных одножидкост-
ной [45], двухжидкостной [24] и трехжидкостной [46]
гидродинамике, а также разработаны гибридные мо-
дели, монте-карловские коды [47, 48], включающие
гидродинамику как промежуточную стадию. Выде-
ление ударной волны в расчете представляет инте-
рес, например, для более непосредственного анали-
за уравнения состояния, реализующегося в процессе
столкновений тяжелых ионов.

В настоящей работе мы рассматриваем ударные
волны только в ограниченном смысле для прибли-
женного описания временной эволюции образующе-
гося “файербола” – hot spot. У нас нет “конуса Ма-
ха” и эффекта “бокового выдавливания”. В наших ра-
ботах [14–20] для описания столкновений тяжелых
ионов при образовании hot spot предложено выделять
стадию сжатия, стадию расширения и стадию разле-
та с использованием неравновесного уравнения со-
стояния. При этом стадия сжатия областей перекры-
тия рассматривается с помощью ударной волны с из-
меняющимся фронтом [14]. Неравновесный характер
процесса столкновения учитывается в релаксацион-
ном приближении для нахождения решения кинети-
ческого уравнения [18]. В таком подходе [15–17], на-
пример, удалось в широком диапазоне энергий пре-
взойти результаты расчетов по стандартным монте-
карловским транспортным кодам [49–52], встроен-
ным в пакет GEANT4, при описании эмиссии вы-
сокоэнергичных частиц, включая кумулятивную об-
ласть спектра вторичных частиц [53, 54].

Далее в разд. 2 устанавливается связь эффективно-
го уравнения Клейна–Гордона с учетом диссипации
с уравнениями квантовой релятивистской гидродина-
мики, затем в разд. 3 анализируются решения полу-
ченных уравнений в одномерном и двумерном случа-
ях с образованием ударных волн, в разд. 4 проведе-
но сравнение с экспериментальными данными и в За-
ключении (разд. 5) приведены основные выводы ра-
боты.

2. СВЯЗЬ УРАВНЕНИЙ ГИДРОДИНАМИКИ
С ЭФФЕКТИВНЫМ УРАВНЕНИЕМ

КЛЕЙНА–ФОКА–ГОРДОНА

Уравнения квантовой релятивистской гидродина-
мики могут быть связаны с уравнением Клейна–
Фока–Гордона. Для представления энергии 𝐸 через
импульс 𝑝 и потенциальную энергию 𝑈 частицы мас-
сы 𝑚 имеем(︀

𝐸 − (𝑈/𝑚𝑐2)𝐸
)︀2

=
(︀
𝑝− (𝑈/𝑚𝑐2)𝑝

)︀2
𝑐2 + 𝑚2𝑐4, (1)

поскольку согласно известной формуле p = 𝐸𝑣
𝑐2 , где

𝑣 — скорость частицы, p — ее импульс, 𝐸 — энергия.
Здесь в (1) для формулы 𝐸2

0 = 𝑝20𝑐
2 + 𝑚2𝑐4 из энер-
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гии 𝐸 = 𝑚𝑐2√
1−(𝑣/𝑐)2

свободной частицы мы вычитаем

потенциальную энергию 𝑈 :

𝐸0 =
𝑚𝑐2 − 𝑈√︀
1 − (𝑣/𝑐)2

= 𝐸 − 𝑈/(𝑚𝑐2)𝐸

с учетом движения со скоростью 𝑣 и аналогично от-
считываем импульсp от импульса поля𝑈 . Выражение
(1) для небольших 𝑈 по сравнению с 𝑚𝑐2 переходит в
выражение 𝐸2 = 𝑝2𝑐2 + 2𝑚𝑈𝑐2 + 𝑚2𝑐4, использован-
ное нами в предыдущей работе [7].

Соответствующее (1) уравнение Клейна–Гордона
при переходе к операторам имеет вид

− 𝜕2Ψ

𝜕𝑥0𝜕𝑥0
− 𝜕2Ψ

𝜕𝑥𝑙𝜕𝑥𝑙
=

𝑚2𝑐2

~2
1

(1 − 𝑈/𝑚𝑐2)2
Ψ, (2)

где Ψ = Φ exp
(︀
𝑖𝒬
~
)︀

— волновая функция с амплиту-
дой Φ и фазой 𝒬, одинаковой для всех частиц как в
приближении Томаса–Ферми, ~ — постоянная План-
ка, 𝑐 — скорость света. Здесь фаза 𝒬 = (𝐸𝑡 − pr),
𝑥0 и 𝑥𝑙 — временная и пространственная координаты
с предполагаемым суммированием по повторяющим-
ся значкам. Уравнение (2) — это эффективное одно-
частичное уравнение Клейна–Гордона для приближе-
ния Томаса–Ферми с эффективным потенциалом 𝑈 .
Эффективный потенциал 𝑈 , который для простоты
можно выбрать в виде 𝑈 = 2𝐾(ρ − ρ0), 𝐾 — мо-
дуль сжатия, включает в себя среднее поле и томас-
фермиевскую кинетическую энергию. Потенциал 𝑈
выбран, как в работе [13] для жидкой капли и как бы-
ло использовано в нашей работе [7]. Можно использо-
вать для среднего поля традиционные потенциалы ти-
па взаимодействия Скирма [15–21, 24]. Это не oчень
принципиально и будет использовано ниже.

Для описания процессов взаимодействия частиц в
уравнение (2) будет необходимо ввести дополнитель-
но диссипативный тепловой член 𝐽 , который про-
явится в уравнениях диссипативной гидродинамики.
Это означает переход от рассмотрения “чистых со-
стояний” к рассмотрению “смешанных состояний”.
Соответствующее уравнение Клейна–Гордона имеет
в этом случае вид

− 𝜕2Ψ

𝜕𝑥0𝜕𝑥0
− 𝜕2Ψ

𝜕𝑥𝑙𝜕𝑥𝑙
=

(︂
𝑚2𝑐2

~2
1

(1 − 𝑈/𝑚𝑐2)2
+

2𝑚

~2
𝐽

)︂
Ψ.

(3)
Для теплового члена 𝐽 должно быть получено до-

полнительное уравнение. Далее, следуя работе [7], ис-
пользуем

𝜕2Ψ

𝜕𝑥𝑘𝜕𝑥𝑘
= Ψ

[︂
𝜕2 ln Ψ

𝜕𝑥𝑘𝜕𝑥𝑘
+

𝜕 ln Ψ

𝜕𝑥𝑘

𝜕 ln Ψ

𝜕𝑥𝑘

]︂
. (4)

где 𝑘 = 0, 1, 2, 3, и после подстановки (4) в (3) и
последующего дифференцирования (3) c оператором

∇𝑘 = 𝜕
𝜕𝑥𝑘

имеем аналогично [7]

− 𝑖~
2𝑚

(︂
𝜕2𝑤𝑘

𝜕𝑥0𝜕𝑥0
+

𝜕2𝑤𝑘

𝜕𝑥𝑙𝜕𝑥𝑙

)︂
+𝑐

(︂
𝑤0 𝜕𝑤𝑘

𝜕𝑥0
+ 𝑤𝑙 𝜕𝑤𝑘

𝜕𝑥𝑙

)︂
=

=
𝜕(𝑈𝑓 + 𝐽)

𝑚𝑐𝜕𝑥𝑘
. (5)

Здесь 𝑈𝑓 = 𝑚𝑐2/(1 − 𝑈/𝑚𝑐2)2/2 −𝑚𝑐2/2, где 𝑈𝑓 → 𝑈
при 𝑈 ≪ 𝑚𝑐2, и обозначено дифференцирование Ψ в
терминах локальной плотности ρ = Φ2 и фазы 𝒬:

𝑤𝑘𝑐 = − 𝑖~
𝑚

∇𝑘 ln Ψ = − 𝑖~
𝑚

(︂
𝜕 ln ρ1/2

𝜕𝑥𝑘
+

𝑖

~
𝜕𝒬
𝜕𝑥𝑘

)︂
. (6)

Заметим, что потенциал 𝑈𝑓 , входящий в правую
часть уравнения (5), в наше уравнение Клейна–
Гордона (3) и в выражение для связи энергии-
импульса частицы массы 𝑚 (1), свободен от проти-
воречия со скалярным потенциалом 𝑆, введенным в
работе [5]. Там для малых масс при 𝑚 → 0 левая
часть уравнения стремится к нулю, а правая часть ну-
лю не равна. В нашем уравнении (1) для энергии-
импульса такого противоречия не возникает. Потен-
циал 𝑈𝑓 , энергия и импульс стремятся к нулю при
𝑚 → 0. В работе [6] потенциал в уравнении Клейна–
Гордона не конкретизируется в начале работы, а по-
том указывается на необходимость условия 𝑑𝑈𝑓

𝑑ρ > 0

для гиперболичности уравнений и предлагается по-
литропное уравнение состояния с 𝑈𝑓 = 𝑘ρ𝑛. Для на-
шего потенциала 𝑈𝑓 с 𝑈 , выбранным в форме капель-
ного потенциала [13], это условие выполняется при
модуле сжатия 𝐾 > 0 всегда.

Обозначим далее

𝑢𝑘𝑐 = ∇𝑘𝒬/𝑚. (7)

Здесь 𝑢𝑘 — четырехмерная скорость, которая для 𝑙 =
= 1, 2, 3 равна 𝑢𝑙 = 𝑣𝑙/𝑐/

√︀
1 − (𝑣/𝑐)2, 𝑢𝑙 = −𝑢𝑙,

а 𝑢0 = 1/
√︀

1 − (𝑣/𝑐)2, где 𝑣 — обычная трехмерная
скорость. Разделяя действительную и мнимую части
уравнения (5), получаем для действительной части

~2

2𝑚
ρ∇𝑘

(︂
𝜕2ρ1/2

ρ1/2𝜕𝑥0𝜕𝑥0
+

𝜕2ρ1/2

ρ1/2𝜕𝑥𝑙𝜕𝑥𝑙

)︂
−

− 𝑐2
(︂
𝜕(𝑚ρ𝑢0𝑢𝑘)

𝜕𝑥0
+

𝜕(𝑚ρ𝑢𝑙𝑢𝑘)

𝜕𝑥𝑙

)︂
= −ρ𝜕(𝑈𝑓 + 𝐽)

𝜕𝑥𝑘
.

(8)

Здесь мы использовали уравнение непрерывности

𝜕ρ𝑢0

𝜕𝑥0
+

𝜕ρ𝑢𝑙

𝜕𝑥𝑙
= 0 (9)

следующее из мнимой части для уравнения Клейна–
Гордона (3) с учетом (4) и (7).

Члены, содержащие производные от ln ρ1/2 в
(5), (6), собираются в (8) в потенциал Маделун-
га после взаимных сокращений произведений
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производных от ρ1/2. Таким образом, мы получи-
ли для пространственных компонент 𝑘 = 1, 2, 3
(𝑢𝑘 = −𝑣𝑘/𝑐/

√︀
1 − (𝑣/𝑐)2) релятивистский аналог

уравнения Эйлера, которое содержит квантовый
потенциал Маделунга

𝜕
(︀
𝑚ρ𝑣𝑘(1 − (𝑣/𝑐)2)

)︀
𝜕𝑡

+
𝜕
(︀
𝑚ρ𝑣𝑘𝑣𝑙/(1 − (𝑣/𝑐)2)

)︀
𝜕𝑥𝑙

=

= −ρ𝜕(𝑈𝑓 + 𝐽)

𝜕𝑥𝑘
− ρ 𝜕

𝜕𝑥𝑘

~2

2𝑚

(︂
𝜕2ρ1/2

ρ1/2𝑐2𝜕𝑡2
− ∆ρ1/2

ρ1/2

)︂
.

(10)

Уравнение для временной компоненты четырех-
мерной скорости является следствием этих уравне-
ний. При малых скоростях 𝑣 ≪ 𝑐, а также при 𝑈 ≪
≪ 𝑚𝑐2 и 𝐽 = 0 уравнение (10) переходит в нере-
лятивистское уравнение Маделунга [4] c квантовым
потенциалом ~2

2𝑚
√
ρ
∆
√
ρ, где ∆ — оператор Лапла-

са. В работе [5] при предельном переходе к уравне-
нию Маделунга не получится потенциал Маделунга
из-за неправильно введенного скалярного потенциа-
ла 𝑆 (уравнение (33) работы [5]).

Здесь, в отличие от работы [7], мы ввели дополни-
тельно тепловой член 𝐽 = κ 𝐼

ρ
, где 𝐼 — плотность теп-

ловой энергии, κ — показатель адиабаты. Для него
нужно выписать дополнительное уравнение, чтобы
получить замкнутую систему уравнений. Для адиаба-
тического движения можно написать уравнение по-
стоянства энтропии [12]

𝑢𝑘 𝜕(σ/ρ)

𝜕𝑥𝑘
= 0, (11)

где σ — удельная энтропия. Отсюда приходим [12] с
использованием известного из термодинамики соот-

ношения 𝑑

(︂
𝑒 + 𝑃

ρ

)︂
= 𝑇𝑑 σ

ρ
+ 1
ρ
𝑑𝑃 и уравнения непре-

рывности к

𝜕(𝑒 + 𝑃 )𝑢𝑘

𝜕𝑥𝑘
− 𝑢𝑘 𝜕𝑃

𝜕𝑥𝑘
= 0, (12)

где 𝑒 = 𝐼 — плотность тепловой энергии, 𝑃 = 2𝐼 —
продольная компонента давления в неравновесном
случае и 𝑃 = 2

3𝐼 — давление в случае локального
равновесия [13, 14], 𝑇 — температура. Уравнение (12)
можно переписать как

𝜕𝐼

𝜕𝑡
+ 𝑣𝑙

𝜕𝐼

𝜕𝑥𝑙
+ κ𝐼

√︂
1 −

(︁𝑣
𝑐

)︁2 𝜕𝑢𝑘

𝜕𝑥𝑘
= 0, (13)

которое с учетом уравнения непрерывности (𝑘 =
= 0, 1, 2, 3)

𝜕ρ

𝜕𝑡
+ 𝑣𝑙

𝜕ρ

𝜕𝑥𝑙
+ ρ

√︂
1 −

(︁𝑣
𝑐

)︁2 𝜕𝑢𝑘

𝜕𝑥𝑘
= 0, (14)

приводит к соотношению 𝐼 = 𝐼1

(︂
ρ

ρ1

)︂κ
, где κ — по-

казатель адиабаты, равный 3 в неравновесном случае

и 5
3 в равновесном случае, 𝐼1 — не зависящий от ρ

коэффициент, находящийся из совместного решения
трех уравнений гидродинамики и позволяющий нахо-
дить температуру ударной волны, ρ1 — максимальная
плотность нуклонов на ударной волне.

Таким образом, дополнительно к уравнению
Клейна–Гордона (3) с диссипативным членом, или
уравнениям гидродинамики (уравнению непрерыв-
ности (9) и уравнению Эйлера (10)) должно быть
добавлено уравнение (13) для теплового члена, чтобы
система уравнений была замкнутой. Неоднознач-
ность в выборе показателя адиабаты в нашем подходе
[15–20] снимается тем, что мы предложили совместно
с уравнениями гидродинамики решать кинетическое
уравнение для релаксационного фактора 𝑞. При
этом в процессе релаксации сохраняется плотность
ρ и плотность полной энергии. Это уравнение для
функции распределения 𝑓 и, тем самым, для фактора
𝑞 имеет вид

𝑑𝑓

𝑑𝑡
=

𝑓0 − 𝑓

τ
, (15)

где 𝑓0 — локально равновесная функция распределе-
ния, τ — время релаксации. Решение уравнения (15)
ищется для функции распределения в виде 𝑓 = 𝑓1𝑞 +
+ 𝑓0(1 − 𝑞), где 𝑓1 — неравновесная функция распре-
деления, отвечающая равновесию только в продоль-
ном направлении для процесса столкновения [14, 29].
В крайних пределах: при 𝑞 = 0 мы имеем полно-
стью равновесный случай, при 𝑞 = 1 имеем предель-
ный полностью неравновесный случай. Для показате-
ля адиабаты κ в уравнениях (3) и (13) надо подставить
κ = 3𝑞 + 5

3 (1 − 𝑞). Он может быть найден для ударной
волны при фиксированной плотности ρ1 и сохранять-
ся на стадии расширения. В общем случае можно не
фиксировать 𝑞, а решать систему уравнений (3), (13),
(15) для нахождения полей ρ, 𝑣, 𝐼 и 𝑞. Это уже исполь-
зовалось нами в нерелятивистской анизотропной гид-
родинамике [18].

Заметим, что введение диссипативных членов не
для уравнения Клейна–Гордона, а для уравнения
Шредингера рассматривалось ранее в работе [22] по-
другому (эмпирически), не вводя плотность тепловой
энергии. Добавление еще одного уравнения возника-
ет естественно для уравнений гидродинамики [12], за
счет закона сохранения энергии

𝜕𝐸

𝜕𝑡
+

𝜕𝐸𝑣𝑙
𝜕𝑥𝑙

= −∇𝑙(𝑣𝑙𝑃 ), (16)

где 𝐸 = ρ𝑚𝑐2+𝑒+𝑃
1−(𝑣/𝑐)2 − 𝑃 . Это уравнение (16) мож-

но получить из уравнений (9) и (10) после простых
преобразований, умножив уравнение Эйлера на 4-
скорость с учетом уравнения (13) для теплового чле-
на, входящего в плотность энергии и давление. Здесь
уже плотность внутренней энергии 𝑒 = 𝑒kin + 𝑒int,
где 𝑒kin включает квантовые члены и плотность теп-
ловой энергии 𝐼, плотность энергии взаимодействия
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𝑒int =
∫︀ ρ
0
𝑈𝑓𝑑ρ. При этом давление 𝑃 = − 𝑑(𝑒/ρ)

𝑑(1/ρ) . Урав-
нение (16) имеет дивергентный вид, обеспечивающий
сохранение полной энергии, включая диссипацию.
Это позволяет из трех уравнений гидродинамики по-
лучить, например, уравнение ударной адиабаты (од-
номерная адиабата Тауба) [8]. Этого не получить из
уравнений в работах [5, 6] и из нашей предыдущей ра-
боты [7], поскольку в них отсутствует тепловой член,
входящий в давление и в плотность тепловой энергии.

3. РЕШЕНИЕ УРАВНЕНИЯ КЛЕЙНА–ГОРДОНА
ДЛЯ УДАРНЫХ ВОЛН

Таким образом, можно вместо уравнений кванто-
вой релятивистской гидродинамики решать уравне-
ние Клейна–Гордона с диссипацией согласно урав-
нениям (3), (13), (15). Рассмотрим вначале одномер-
ный случай, когда действительную часть уравнения
(3) можно привести к виду волнового уравнения с
нелинейностью в правой части

𝜕2ρ1/2

𝑐2𝜕𝑡2
− 𝜕2ρ1/2

𝜕𝑥2
=

= −
(︂

1 + 2𝐽/𝑚𝑐2 +
1

(1 − 𝑈/𝑚𝑐2)2

)︂
(𝑚𝑐)2

~2
ρ
1/2. (17)

Рассматривая решение в виде ударной волны, рас-
пространяющейся со скоростью𝐷, после замены 𝜕

𝜕𝑡 =

= −𝐷 𝜕
𝜕𝑥 уравнение становится обыкновенным, и мы

получаем для 𝑈 = 2𝐾(ρ− ρ0) первый интеграл

(︂
𝑑ρ1/2

𝑑𝑥

)︂2

=
1

1 − (𝐷/𝑐)2

(︃
ρ−ρ1+𝐼1/𝑚𝑐2

(︃(︂
ρ

ρ1

)︂𝑘

−1

)︃
+

+

(︂
1

1 − 𝑈/𝑚𝑐2
− 1

1 − 𝑈1/𝑚𝑐2

)︂
𝑚𝑐2

2𝐾

)︃
(𝑚𝑐)2

~2
, (18)

где ρ1 — плотность, соответствующая максимуму на
ударной волне, 𝑈1 = 2𝐾(ρ1 − ρ0), 𝐾 × 18ρ0 —
модуль сжатия полагаем равным 200 МэВ, нормаль-
ная плотность ρ0 = 0.15 Фм–3, 𝐼1 — плотность теп-
ловой энергии ударной волны. Максимальную плот-
ность сжатия ρ1 и тепловой член 𝐼1 находим, зная ско-
рость ударной волны 𝐷 = − ρ0𝑣0

ρ1

√
1−(𝑣0/𝑐)2−ρ0

, из ра-

венства потоков плотности импульса и потоков плот-
ности энергии до и после разрыва (адиабата Тауба).
Показатель адиабаты κ, связанный с релаксационным
фактором 𝑞, находится в результате совместного ре-
шения уравнений непрерывности потоков плотности
энергии-импульса и уравнения (15), спроектирован-
ного на направление 𝑝2‖ − 𝑝2⊥, где 𝑝‖ и 𝑝⊥ — продоль-
ная и поперечная компоненты импульса нуклонов со-
ответственно. Это сделано здесь для релятивистских
уравнений также, как для нерелятивистского случая
анизотропного уравнения состояния с неравновесной
ударной волной в работе [18]. Соответствующие урав-
нения для нахождения ρ1, 𝐼1 и 𝑞 после преобразования

Рис. 1. Зависимости от энергии столкновения в системе
центра масс 𝐸0 максимальной степени сжатия ρ1/ρ0 для
полностью неравновесного случая с 𝑞 = 1 (кривая 1), рав-
новесного случая с 𝑞 = 0 (кривая 2) и случая с найденным
из расчета промежуточным значением 𝑞 (кривая 3), кривая 4
соответствует изменению с энергией столкновения найден-
ного нами релаксационного фактора 𝑞.

и замены 𝑈𝑓 на 𝑈 (𝑈 ≪ 𝑚𝑐2) имеют вид

𝐾(ρ21 − ρ20) + (κ− 1)𝐼1 =

=
𝑚ρ1ρ0𝑣

2
0√︀

1 − (𝑣0/𝑐)2
(︁
ρ1
√︀

1 − (𝑣0/𝑐)2 − ρ0
)︁ , (19)

𝑚ρ1𝑐
2 + 𝐾(ρ1 − ρ0)2 + 𝐼1 =

𝑚ρ1𝑐
2√︀

1 − (𝑣0/𝑐)2
, (20)

𝐼1𝑞 =
2

3
𝐸F

(︁
ρ1
√︀

1 − (𝑣0/𝑐)2 − ρ0
)︁

1 − (𝑣0/𝑐)2
, (21)

где κ = 3𝑞 + 5
3 (1− 𝑞), 𝐸F — энергия Ферми для нукло-

нов.
На рис. 1 представлены зависимости от энергии

столкновения в системе центра масс 𝐸0 максималь-
ной степени сжатия ρ1/ρ0 для трех случаев: полностью
неравновесный случай с 𝑞 = 1 (кривая 1), равновес-
ный случай с 𝑞 = 0 (кривая 2) и случай с найденным из
расчета промежуточным значением 𝑞 (кривая 3). Кри-
вая 4 соответствует изменению с энергией столкнове-
ния найденного нами релаксационного фактора 𝑞.

Выделяя далее главные члены в правой части
уравнения (18), избегая громоздких выкладок, нахо-
дим изменение плотности на фронте ударной волны
(кинк)

ρ = ρ0 +
ρ1 − ρ0

2

(︃
1 + cos

(︂
𝑚𝑐

~
√︀

1 − (𝐷/𝑐)2
(𝑥− 𝑥0)

)︂)︃
,

(22)
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соответствующее ширине фронта ~
𝑚𝑐

√︀
1 − (𝐷/𝑐)2 ∼

∼ Фм. Решение (22) можно аппроксимировать соли-
тонным выражением

ρ
′ = ρ0 + 4

ρ1 − ρ0(︀
exp(α𝑥) + exp(−α𝑥)

)︀2 , (23)

где α = 𝑚𝑐

~
√

1−(𝐷/𝑐)2
, и найти интеграл ρ = 1

𝐿

∫︀ 𝑙2
𝑙1
ρ′𝑑𝑥1

(𝐿 — длина слоя, 𝐿 = 𝑙2 − 𝑙1, 𝑥 → 𝑥− 𝑥1 ±𝐷𝑡) от вы-
ражения (23) для распространяющейся ударной вол-
ны вправо и влево. Здесь нам нужно иметь сохраняю-
щееся солитоноподобное решение, допускающее для
максимума плотности в волновом уравнении решение
Даламбера, как мы делали ранее в предыдущих рабо-
тах [7, 21].

Нами проведен учет возможного отклонения тако-
го решения от решения уравнения (17). С этой це-
лью рассмотрено решение линеаризованного урав-
нения (17), которое получается, если в правой ча-
сти уравнения в качестве коэффициента перед ρ1/2

подставлять для ρ наше решение для ударной вол-
ны. Используя формулу Пуассона для такого обоб-
щенного волнового уравнения, можно, проведя ите-
рации, найти решение и сравнить его с исходным “за-
травочным” ударно-волновым решением. При этом
для перемещения координат частиц — движения сет-
ки — использовалось уравнение для фазы уравнения
Клейна–Гордона для мнимой части уравнения (3).
Фаза 𝒬 определяет положение координаты частиц и
движение границ. Однако полученное таким образом
численное решение полностью совпало с нашим ана-
литическим решением.

На рис. 2 приведены мгновенные профили плотно-
сти столкновения одинаковых ядерных слоев-слэбов
при энергии 100 МэВ/нуклон в системе центра масс
в различные моменты времени. Можно видеть перво-
начальное сжатие с образованием hot spot и последую-
щее разрежение в центре. Различия между аналитиче-
ским решением и численным решением невозможно
заметить. Они практически совпадают.

В двумерном случае можно воспользоваться при-
ближениями работ [7, 14], проинтегрировав дивер-
гентные уравнения по поперечной координате 𝑦 для
центрального столкновения ядер. В таком приближе-
нии в уравнениях (9), (10) заменяем 𝜕

𝜕𝑥𝑚 → 𝜕
𝜕𝑥𝑚𝑆, где

𝑚 = 0, 1 с площадью поперечного сечения 𝑆, зави-
сящего только от координаты 𝑥, и задача становится
одномерной при задании 𝑆(𝑥, 𝑡). В случае свободного
движения 𝑆 — просто площадь поперечного сечения
данной невозмущенной области ядра. В случае возму-
щенной области из уравнения непрерывности (9) для
ударной волны со скоростью 𝐷 получаем после заме-
ны 𝜕

𝜕𝑡 = −𝐷 𝜕
𝜕𝑥 и интегрирования по скачку плотно-

сти

−𝐷
(︀
ρ
√︀

1 − (𝑣0/𝑐)2𝑆−ρ0𝑆0

)︀
+ (0−ρ0𝑣0𝑆0) = 0, (24)

Рис. 2. Профили столкновения ядерных слоев-слэбов при
энергии 𝐸0 = 100 МэВ на нуклон в различные моменты
времени при 𝑡 = 0; 0.5; 1.0; 1.5; 2.0; 2.5 в единицах времени
10–23 с.

где 𝑆0 = Ω0𝑅
2
0, 𝑆 = Ω𝑅2 , телесные углы Ω = 2π,

Ω0 = π. Здесь для сферической ударной волны, исхо-
дящей в полусферу, Ω = 2π, а для набегающего с од-
ной стороны со скоростью 𝑣0 потока вещества Ω0 =

= 2π
∫︀ π/2
0

sin θ cos θ𝑑θ = π. Кроме того, из сохранения
количества вещества радиусы полусфер относятся как
𝑅/𝑅0 = (ρ0/ρλ)

1/3 с λ = 2
√︀

1 − (𝑣0/𝑐)2. Отсюда для
скорости сферической ударной волны получаем

𝐷 = − 𝑣0

2(ρ/ρ0/λ2)1/3
√︀

1 − (𝑣0/𝑐)2 − 1
. (25)

Исходя из этого, также как в одномерном случае,
записывая равенство потоков плотности энергии-
импульса и уравнения для релаксационного фактора 𝑞
аналогично нерелятивистскому случаю в работе [18],
находим максимальную степень сжатия ρ1, плотность
тепловой энергии 𝐼1 и фактор 𝑞. В результате получа-
ются аналогичные рис. 1 соответствующие зависимо-
сти этих параметров от энергии.

Так, с помощью ударных волн можно проследить
динамику столкновения ядер и в двумерном случае.
Такое рассмотрение улучшает подход, проведенный в
работе [7] и в работе [14], для ударной волны с изме-
няющимся фронтом. Поле скоростей можно опреде-
лить из уравнения непрерывности, зная распределе-
ние плотности. Для нахождения поля температур 𝑇 и
химического потенциала µ используем выражения

ρ =
4

(2π~)3

∞∫︁
0

4π𝑝2𝑑𝑝

exp
[︁(︁√︀

𝑝2𝑐2 + 𝑚2𝑐4 − µ
)︁
/ 𝑇
]︁

+ 1
,

(26)
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Рис. 3. Профили столкновения одинаковых ядер (сплошные
кривые) при энергии 𝐸0 = 100 МэВ на нуклон в различные
моменты времени при 𝑡 = 0; 1; 2; 3; 4 в единицах времени
10–23 с для двумерного случая.

𝑚ρ𝑐2 + 𝑒kin =

=
4

(2π~)3

∞∫︁
0

4π
√︀
𝑝2𝑐2 + 𝑚2𝑐4𝑝2𝑑𝑝

exp
[︁(︁√︀

𝑝2𝑐2 + 𝑚2𝑐4 − µ
)︁
/ 𝑇
]︁

+ 1
, (27)

где плотность 𝑒kin включает томас-фермиевские чле-
ны кинетической энергии и тепловой член 𝐼. Для
неравновесной компоненты со своими температурой
𝑇1 и химическим потенциалом µ1 можно получить
аналогичные выражения с измененной плотностью
кинетической энергии 𝑒1kin при “замороженных” по-
перечных степенях свободы [18].

В качестве иллюстрации полученного решения в
двумерном случае на рис. 3 приведены профили плот-
ности по оси 𝑥 в различные моменты времени для
центрального столкновения одинаковых ядер средне-
го размера при энергии 100 МэВ на нуклон в системе
центра масс. Можно видеть различие динамики в дву-
мерном случае на этом рисунке и в одномерном случае
на рис. 2. На рис. 4 приведены в различные моменты
времени по оси 𝑦 границы сталкивающихся ядер для
того же случая, что и на рис. 3. Изменение плотности
по поперечной координате 𝑦 также может быть учте-
но [7]. В результате такого рассмотрения можно ви-
деть первоначальное сжатие и последующее разреже-
ние в центре, т.е. образование источника вторичных
частиц-нуклонов. Мы сопоставили эти результаты с
экспериментальными данными.

4. СРАВНЕНИЕ С ЭКСПЕРИМЕНТАЛЬНЫМИ
ДАННЫМИ

При сравнении с экспериментальными данными
для столкновения реальных ядер ограничимся здесь
столкновением одинаковых ядер, когда взаимодей-

Рис. 4. Профили максимального поперечного размера ядер
при энергии𝐸0 = 100 МэВ на нуклон в различные моменты
времени при 𝑡 = 0; 1; 2; 3; 4 в единицах времени 10–23 с.

ствие областей перекрытия при отличном от нуля па-
раметре удара можно аппроксимировать столкнове-
нием двух одинаковых ядер, рассмотренного в преды-
дущем разделе. Взаимодействующие области пере-
крытия и представляют наш hot spot таким, как мы де-
лали раньше в работах [15–20]. В результате рассмот-
рения такого аналитического решения задачи цен-
трального столкновения двух одинаковых ядер можно
выделить первоначальное сжатие и затем последую-
щее разрежение в центре взаимодействующей систе-
мы по достижении плотности замораживания. Эту об-
ласть на стадии разрежения можно аппроксимировать
шаром радиуса 𝑅ℎ, вдвое меньшего размера системы
областей перекрытия. Это можно сделать из анализа
полученного решения для упрощения задачи. Из этой
области происходит испускание нуклонов, посколь-
ку среднее поле их уже не держит. Начинается про-
цесс замораживания распределений нуклонов со сво-
ими температурой и полем скоростей, и, следователь-
но, можно вычислить дифференциальное сечение ис-
пускания протонов, как в работах [15–20], алгоритм
которых был нами здесь использован. При этом взаи-
модействие hot spot со “спектаторами” мы опускаем.

Такой подход упрощает рассмотрение полной зада-
чи взаимодействия ядер целиком, но он превосходит
по смыслу подгонку параметров распределения вто-
ричных частиц с помощью известного приближения
blast wave (взрывные волны) [55], широко использу-
емого при фитировании различных эксперименталь-
ных данных. В работе [56], например, анализируют-
ся ударные волны с помощью приближения blast wave.
В нашем подходе все параметры распределений вто-
ричных частиц находятся из расчета. При сопоставле-
нии с экспериментальными данными заменим во всех
расчетах потенциал𝑈𝑓 взаимодействием типа Скирма
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𝑊 = αρ + βρχ с учетом кинетических членов, как мы
делали в наших работах [15–20], где параметры α, β, χ
определяются заданием значений нормальной плот-
ности, энергии связи и модуля сжатия и не являются
подгоночными параметрами. Плотность заморажива-
ния определяется из условия 𝜕𝑊

𝜕ρ = 0, как в предыду-
щих работах.

Двойное дифференциальное сечение испускания
протонов имеет вид [15–17]:

𝐸
𝑑2σ

𝑝2𝑑𝑝𝑑Ω
=

2π

(2π~)3

∫︁
𝐺(𝑏)𝑏𝑑𝑏𝑑rγ(𝐸 − p𝑣)𝑓(r,p, 𝑡)

(28)
для функции распределения протонов в пренебреже-
нии неравновесной компонентой

𝑓(r,p, 𝑡) = 𝑔

[︂
exp

(︂
γ(𝐸 − p𝑣 − µ) + 𝑇δ

𝑇

)︂
+ 1

]︂−1

,

(29)
где 𝑔 = 2, 𝐸 =

√︀
p2 + 𝑚2 — энергия испускаемых

протонов,p— импульс, γ— Лоренц-фактор, 𝑇 — тем-
пература и µ→ (𝑚+µ) — химический потенциал, най-
денные на стадии замораживания, 𝑏 — параметр уда-
ра, 𝐺(𝑏) = σ𝑡/σ𝑔 — фактор, учитывающий, что полное
сечение областей перекрытия σ𝑡 больше геометриче-
ского σ𝑔, δ — поправка на микроканоническое рас-
пределение.

В качестве иллюстрации на рис. 5 приведены двой-
ные дифференциальные сечения испускания прото-
нов под углами 30°, 60° и 140° для реакции Ne + NaF→
→ 𝑝 + 𝑋 при энергии 400 МэВ на нуклон для нале-
тающих ядер Ne. Можно видеть согласие с экспери-
ментальными данными [23] и расчетами [24], прове-
денными по двухжидкостной гидродинамической мо-
дели. Средняя температура в наших расчетах ⟨𝑇 ⟩ ≈
≈ 50 МэВ, средний химический потенциал ⟨µ⟩ ≈
≈ −36 МэВ, средний радиус области излучения внут-
ри hot spot ⟨𝑅ℎ⟩ ≈ 2.5 Фм.

На рис. 6 приведены двойные дифференциальные
сечения испускания протонов под углами 10°, 40°, 80°
и 145° для реакции Ar + KCl → 𝑝 + 𝑋 при энергии
800 МэВ на нуклон для налетающих ядер Ar. Также как
и для предыдущей реакции имеется согласие с экспе-
риментальными данными [23] и расчетами [24]. Сред-
няя температура в наших расчетах ⟨𝑇 ⟩ ≈ 67 МэВ,
средний химический потенциал ⟨µ⟩ ≈ −85 МэВ,
средний радиус области излучения внутри hot spot
⟨𝑅ℎ⟩ ≈ 3 Фм.

Здесь температура и химический потенциал нахо-
дились, как обычно, по найденному значению плот-
ности тепловой энергии и плотности на стадии “за-
мораживания”. Поле скоростей также определялось в
этот момент времени. В работах [15–17] нами вводи-
лась вязкость в релаксационном τ-приближении со-
гласно кинетическому уравнению (15). Это важно для
успешного описания выходов кумулятивных частиц
[53, 54] и, вообще, высокоэнергетических вторичных

частиц [13, 20]. Но при сравнении с этими экспери-
ментальными данными рассматриваемый энергети-
ческий спектр протонов оказался коротким, и влия-
ние вязкости мало и не проявляется здесь. Поправка
на микроканоническое распределение здесь также не
существенна. Поскольку область испускания прото-
нов имеет форму шара c радиусом 𝑅ℎ, то здесь у нас
не возникнет особенностей в угловых распределениях
(эффекта “выдавливания”, эффекта “отскока спекта-
торов”).

5. ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Таким образом, в настоящей работе были полу-
чены уравнения квантовой релятивистской гидро-
динамики из уравнения Клейна–Фока–Гордона с
учетом диссипации и неравновесных процессов для
описания столкновения атомных ядер. Неравновес-
ный подход к гидродинамическим уравнениям поз-
воляет описывать экспериментальные данные лучше,
чем уравнение состояния, соответствующее тради-
ционной гидродинамике, предполагающей установ-
ление локального термодинамического равновесия.
При этом описании существенным было выделение
горячего пятна hot spot. В настоящей работе показа-
но, что введение квантовых членов не нарушает это
представление и приводит к образованию квантовых
ударных волн. Показана возможность распростране-
ния ударной волны с изменяющимся фронтом. Это
рассмотрение позволило описать имеющиеся экспе-
риментальные данные по спектрам протонов, испус-
каемым в столкновениях тяжелых ионов промежуточ-
ных энергий. Это может быть важно для дальнейшего
развития нашего подхода [15–17, 57] и метода расче-
та кумулятивных процессов в столкновениях тяжелых
ионов, рассмотренных в работах [53, 54, 58]. В рабо-
те [59] для описания кумулятивного эффекта произ-
водилось введение резонансного источника в допол-
нение к расчету по коду UrQMD, а здесь hot spot яв-
ляется следствием взаимодействия областей перекры-
тия ядер. Но здесь пока мы “не обнаружили” “конуса
Маха” и эффекта “бокового выдавливания”. Реальная
геометрия сложнее.

Поскольку при малых скоростях уравнение
Клейна–Фока–Гордона переходит в нереляти-
вистское временное уравнение Шредингера, то
учет диссипации для уравнения Шредингера можно
провести аналогичным образом. В работах [60, 61]
для ферми-газов были исследованы образующиеся
нерелятивистские квантовые ударные волны для двух
уравнений: уравнения непрерывности и уравнения
Эйлера, но без учета диссипации и без введения
температуры. Как уже отмечалось во Введении,
одномерные бесстолкновительные ударные волны
получались в численных расчетах по методу ТDHF
[28].
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Рис. 5. Двойные дифференциальные сечения испускания протонов под углами 30°, 60° и 140° в реакции Ne + NaF → 𝑝+𝑋
при энергии 400 МэВ на нуклон для налетающих ядер Ne. Сплошные кривые — результаты нашего расчета по формулам
(28), (29), штриховые кривые — результаты расчетов из работы [24], точки (кружки — 30°, квадраты — 60°, треугольники —
140°) — экспериментальные данные [23].

Рис. 6. Двойные дифференциальные сечения испускания протонов под углами 10°, 40°, 80° и 140° в реакции Аr + KCl→ 𝑝+𝑋
при энергии 800 МэВ на нуклон для налетающих ядер Ar. Сплошные кривые — результаты нашего расчета по формулам (28),
(29), штриховые кривые — результаты расчетов из работы [24], точки (кружки — 30°, квадраты — 40°, треугольники — 80°,
ромбы — 140°) — экспериментальные данные [23].
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In this work, the equations of quantum relativistic hydrodynamics are obtained from the effective Klein–
Fock–Gordon equation taking into account dissipation. Taking into account dissipation in the Klein–
Gordon equation leads to the need to introduce an additional thermal term and an equation for it. As a
result, a closed system of equations was obtained taking into account non-equilibrium processes, which
makes it possible to describe the dynamics of the process of collisions of atomic nuclei and calculate the
yield of secondary particles. Solving the resulting equations makes it possible to identify quantum shock
waves and the time evolution of the resulting hot spot. The calculated spectra of emitted protons in heavy
ion collisions are compared with available experimental data.

ЯДЕРНАЯ ФИЗИКА том 87 № 5 2024


