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Решена задача о кризисе тепловыделения в потоке жидкости в цилиндре, и обнаружен сглажен-
ный эффект типа запирания тепловой конвекции в пористой среде. Рассмотрен ламинарный по-
ток жидкости в цилиндре круглого сечения с учетом нагрева жидкости через стенки. На основе 
уравнений Эйлера для некоторых режимов теплообмена получена осредненная по сечению од-
номерная математическая модель, включающая плотность, давление, температуру и продольную 
скорость. Для жидкости сверхкритического давления модель замкнута при помощи уравнения 
состояния Ван-дер-Ваальса. Если задать все граничные условия в начале цилиндра (для давления, 
температуры и скорости), то уравнения модели имеют решение при любых значениях тепловы-
деления, но при достаточно интенсивном тепловыделении температура начинает быстро возрас-
тать, что сглаженным образом отражает эффект «запирания потока». Исследованная в работе ма-
тематическая модель приближенно описывает поведение потока сжимаемой жидкости в цилин-
дре при нагреве в сверхкритическом режиме и может быть использована для моделирования про-
цессов теплообмена в различных трубопроводах.

DOI: 10.31857/S0040364424060091

ВВЕДЕНИЕ

Исследование процессов теплообмена в те-
чении воды при сверхкритических параметрах 
имеет большое значение для разработки совре-
менных реакторных установок [1, 2]. В основном 
эффекты и зависимости для подобных течений 
исследуются экспериментально (см., например, 
[3–8]) и в меньшей степени при помощи чис-
ленного счета (см. [9, 10]). По итогам экспери-
ментов предлагаются эмпирические модели (см. 
обзор [11], а также сравнение результатов для 
разных моделей с экспериментом на рис. 4 в [4]). 
Подробный обзор исследований свойств тепло-
проводности и тепловой конвекции для сверх-
критических жидкостей можно найти в [12].

Несмотря на большое количество работ, по-
священных данной тематике, следует заметить, 
что аналитических результатов, описывающих 
течение нагреваемой сверхкритической жидко-

сти, недостаточно из-за сложности этой задачи. 
В настоящей работе рассматривается упрощен-
ная одномерная модель течения, которая была 
использована для описания тепловой конвек-
ции через завал [13], но которую можно также 
применять для расчета осредненных по сечению 
трубы величин. Такой подход позволяет иссле-
довать некоторые закономерности теплообмена 
в течениях сверхкритических жидкостей с помо-
щью аналитических (асимптотических) формул.

Целью данной работы является аналитиче-
ское исследование движения жидкости в нагре-
ваемом цилиндре (трубе) при сверхкритическом 
давлении.

ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ

Математической моделью для этого исследо-
вания выбрано осредненное уравнение движе-
ния. Предположим, что в трубе ламинарный по-
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ток и сформировано течение Пуазейля (см., на-
пример, [14]), тогда известно, что средняя ско-
рость по сечению (расход) удовлетворяет закону 
движения типа закона Дарси, т.е. расход жидко-
сти в трубе подчиняется тем же уравнениям, что 
и скорость фильтрации жидкости (газа) в пори-
стой среде. Фильтрация нагреваемого газа (те-
пловая конвекция в пористой среде) была иссле-
дована в [13]. Было показано, что, когда интен-
сивность тепловыделения превышает критиче-
ское значение, происходит «запирание» потока: 
газ через среду не течет и температура его беско-
нечно возрастает. Этот эффект описан в [13] для 
идеального газа и в данной работе обобщен на 
случай уравнения состояния Ван-дер-Ваальса. 
Если заданы граничные условия для давления 
в начале и в конце цилиндра, а также значение 
температуры в начале, то уравнения модели раз-
решимы лишь при значениях тепловыделения 
ниже критического. При приближении к крити-
ческому значению тепловыделения температура 
в конце цилиндра стремится к бесконечности, а 
скорость в начале – к нулю, в таком случае го-
ворится о «кризисе тепловыделения» или о «за-
пирании потока». В [13] пренебрегалось тепло-
проводностью газа и рассматривалось течение в 
вертикальном цилиндре, верхнее основание ко-
торого открыто в атмосферу. Главное отличие 
рассматриваемой в данной работе задачи состо-
ит в исследовании другого уравнения состояния 
среды (в [13] исследовалось уравнение состоя-
ния идеального газа). Отметим также, что задача 
с давлением, заданным на входе и на выходе из 
трубы, может моделировать истечение жидкости 
в большой объем (резервуар и т.д.). В то же время 
задача с условиями, заданными на входе в тру-
бу, моделирует собственное течение в трубе, рас-
сматриваемой как часть трубопровода.

Обозначим координату x ∈ [0, L], направлен-
ную вдоль оси цилиндра (трубы), и рассмотрим 
стационарную одномерную систему уравнений 
неразрывности, движения (записанного в форме 
закона Дарси) и энергии для определения давле-
ния P, плотности r, температуры T и скорости 
вдоль трубы U, осредненных по сечению трубы и 
обезразмеренных, так что можно считать L = 1: 

∂
∂

=
x

U( )ρ 0, 	 (1)

∂
∂

= −
x

P Uε , 	 (2)

∂
∂

+ =
x

E P U M q x(( ) ) ( )2 .	 (3)

Здесь 0 < e <<1  – малый параметр, возника-
ющий в результате обезразмеривания (как будет 
показано ниже, в представляющих интерес слу-

чаях e ∼ 10–6) и отвечающий за падение давления 
вдоль трубы; параметр M 2 – линейная плотность 
мощности тепловыделения (M ≥ 0); профиль те-
пловыделения q = q(x) нормирован как 

q x dx
L

( ) =∫ 1
0

,

и, вообще говоря, переменный. В случае нагрева 
уравнение энергии в таком виде рассматривает-
ся, например, в [15].

Для замыкания системы нужно добавить 
уравнение состояния вещества для сжимаемой 
жидкости (жидкости при сверхкритическом дав-
лении) – уравнение Ван-дер-Ваальса 

R T P a bρ ρ ρ= + −( )( )2 1 .	 (4)

В безразмерном уравнении (4), где P, ρ, T 
нормированы на критические значения, коэф-

фициенты a, b, R равны a = 0, b = 0, R =
8

3
 – для 

идеального газа и a = 3, b =
1

3
, R =

8

3
 – для газа 

Ван-дер-Ваальса.
Следуя [16], плотность энергии запишем 

в виде суммы E = Eint +Eext. Кинетическая 
часть  Eext = krU 2/2 (где k  – параметр обезраз-
меривания) и безразмерная плотность вну-
тренней энергии для газа Ван-дер-Ваальса  
Eint = bRrТ – аr2. Здесь b = n/2, n = 3, 5 или 6 – 
число степеней свободы для одно-, двух- или 
многоатомного вещества, для воды b = 3. В ре-
зультате уравнение (3) принимает вид 

∂
∂

− + + =
x

R T a U P U M q x(( ) ) ( ).β ρ ρ κρ2 2 21

2
  (5)

В дальнейшем рассматривается система урав-
нений (1), (2), (4), (5).

ОБОБЩЕНИЕ РЕЗУЛЬТАТОВ  
ДЛЯ ТЕПЛОВОЙ КОНВЕКЦИИ ГАЗА  

В ПОРИСТОЙ СРЕДЕ

В [13] для конвекции нагреваемого газа при 
его прохождении через завал рассматривалась 
система (1), (2), (5) для идеального газа, ког-
да P = RrТ. При этом ставилась краевая задача 
с условиями (давление на выходе при x = L = 1 
равно атмосферному)

P P T T P Px x x| , | , | ,= = == = =0 0 0 0 1 1 	 (6)

где T0, P0 – температура и давление набегающе-
го потока, давление в конце трубы P1 предпола-
гается известным, причем без ограничения общ-
ности можно положить P P1 0= −ε. (В [13] урав-
нение энергии выписывалось в терминах энтро-
пии, а не температуры, но это ни на что не вли-
яет.) Решение данной краевой задачи в случае 
идеального газа [13] существует лишь при огра-



879

ТЕПЛОФИЗИКА ВЫСОКИХ ТЕМПЕРАТУР	 том 62  	  № 6	 2024

О КРИЗИСАХ ТЕПЛОВЫДЕЛЕНИЯ В ПОТОКЕ ЖИДКОСТИ

ниченном значении тепловыделения M M2 2< cr ,
причем в пределе M M2 2→ cr  поток останавли-
вается (U x| = →0 0 ), плотность убывает скачко-
образно (ρx x| = → −∞0 , r = 0, х > 0) и наступа-
ет перегрев в конце трубы: T x x| , |= =→∞ →1 1 0 ρ . 
Плотность падает в точке, где начинается нагрев.

Если рассмотреть эту же задачу для жидко-
сти при сверхкритическом давлении (для сжи-
маемой жидкости) и использовать модель Ван-
дер-Ваальса, то получится тот же эффект. Рас-
смотрим для наглядности ситуацию с постоян-
ным тепловыделением q(x) = 1 при M M2 2< cr , 
тогда главный член асимптотического решения 
системы (1), (2), (4), (5) c граничными услови-
ями (6) выписывается в параметрическом виде. 
(Под асимптотическим решением здесь понима-
ются функции, которые при подстановке в си-
стему дают малую невязку порядка e <<1; в усло-
виях [3, 4] после обезразмеривания с помощью 
критических параметров и с учетом геометрии 
трубы и динамического потока e  ≈ 10–6.)

Приведем формулы решения, выбрав в ка-
честве параметра удельный объем V ∈ [V0,V1], 
V0 = 1/ r0 > 0, V1 > V0, r0  – единственное при 
P > Pcr = 1 действительное решение уравнения 
R r0T0 = (P0 +ar2

0)(1 – br0). Введем также новые 
обозначения для констант: B = b +1, h = ab – a, 
f = 2abb, g =bb. При M 2 > 0 решение записывает-
ся в параметрическом виде 

P V P
c
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V V
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h V
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2

2
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2
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0
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2
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ln



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


 +

BP
V V O0 2

0
2 2

2
( ) ( ),ε

(7)

r(V )= 1/V,	 (8)

T V
P V a V b V

R V
( )

( ( ) ( ) )( ( ))

( )
,=

+ −ρ ρ
ρ

2 1
	 (9)

U(V )= cV. 	 (10)

Окончательные формулы получаются в ре-
зультате подстановки V = V(x), где функция V(x) 
определяется неявно из уравнения

F c V M c
c

V V
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  (11)

причем константа интегрирования c рассчиты-
вается вместе с V1 из системы уравнения (11) при 
x = 1 и граничного условия на давление при x = 1: 

c V V c
h V

V
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f
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4
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3 2 0
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V
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O

δ
ε
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(12)

При отсутствии тепловыделения (M = 0) 
плотность, температура и скорость не меняются: 
r(x) = r0 = const, T(x) = T0 = const, U(x) = d / e =
= const, а давление меняется линейно (аналогич-
но закону Дарси) P(x) = P0 – dx. 

На рис. 1–5 проиллюстрировано решение 
задачи с граничными условиями (6) при сле-
дующих значениях параметров: e = 4.26 × 10–6, 
d =1.42 × 10–6, k =2 × 10–5, P0 = 1.11, T0 = 0.88. 

Для системы (1), (2), (4)–(6) алгебраиче-
ские уравнения (11), (12) для определения c и 
V1 можно решить численно следующим обра-
зом. Уравнение (12) является биквадратным по 
c и имеет единственный положительный корень 
c = c(V1, M 2) > 0. После подстановки этого кор-
ня в (11) при x = 1 находим V1 из уравнения (11), 
что завершает определение решения. При этом 
F монотонно возрастает по V1 к горизонтальной 
асимптоте и убывает по M2, поэтому решение су-
ществует лишь при M M2 2< cr . Это критическое 
значение легко рассчитать, устремив в (11) или 
(12) V1 → ∞ и c → 0 (так, что cV1 = O(1)): 

M
P B

Ocr
2 02
= +

δ
ε

ε( ). 	 (13)

Из формулы (13) видно, что критическое зна-
чение тепловыделения в главном члене (с точно-
стью до O(e)) не зависит от параметров a, b в урав-
нении Ван-дер-Ваальса. При неравномерном 
энерговыделении q(x) ≠ const краевая задача легко 
решается численно (графики решений представ-
лены на рис. 2, 3): уравнения интегрируются по x 
при заданной константе, отвечающей начальной 
скорости c, а c определяется методом стрельбы. 
Графики зависимости константы c от параметра 
тепловыделения для разных профилей представ-
лены на рис. 5. Значение критического тепловы-
деления при кусочно-постоянном профиле на-
грева (здесь и далее r – координата начала участ-
ка нагрева, lq = (L – r)/L – относительная длина 
участка нагрева)

q x
l r x L

x r

q( )
, ,

,
=

≤ ≤

≤ <







−1

0 0

  

    
определяется аналитически

M
P

lq
cr
2 0

2

2 1
≈

+( )
.

β δ
ε

	 (14)

На рис. 1–3 изображены зависимости давле-
ния P, плотности r, скорости U и температуры T 
от координаты x для разных значений тепловы-
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Рис. 1. Зависимости разницы давлений (a), плотности (б), скорости (в), температуры (г) от координаты для зада-
чи с граничными условиями (6) и постоянным профилем тепловыделения q = 1 для модели с уравнением Ван-дер-
Ваальса при ε = 4.26 × 10–6, δ = 1.42 × 10-6, κ = 2 × 10−5, P0 = 1.11, T0 = 0.88 и различных значениях величины тепловы-
деления: 1 – M = 0, 2 – 1.32, 3 – 1.72.
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Рис. 2. Зависимости градиента плотности ∂ρ/∂x на левом конце трубы x = 0 (a) и температуры T на правом конце 
трубы x = 1 (б) от M для задачи с граничными условиями (6) для модели с уравнением Ван-дер-Ваальса при q = 1 и 
ε = 4.26 × 10–6, δ = 1.42 × 10–6, κ = 2 × 10–5, P0 = 1.11, T0 = 0.88.

деления M и разных профилей тепловыделения. 
На рисунках хорошо видны полученные законо-
мерности: при приближении значения тепловы-
деления к критическому характер убывания дав-
ления переходит от линейного к параболическо-
му, плотность в начале области нагрева стреми-
тельно убывает, а скорость стремится к нулю, 
температура на конце трубы бесконечно возрас-
тает. При M 2 → M 2cr ≈ 2P0Bδ/ε, B = (1+b)  на пра-
вом конце трубы (x = 1) наблюдается эффект пе-
регрева и «запирания потока» (рис. 4): 

T U Ux x x x| , | , | / , | .= = = =→∞ → → →1 1 1 00 2 0     ρ δ ε

Таким образом, система (1), (2), (4), (5), в ко-
торой в качестве уравнения состояния для жид-
кости при сверхкритическом давлении (4) ис-
пользуется уравнение Ван-дер-Ваальса, так-
же обладает свойством «запирания потока» при 
превышении критического тепловыделения, 
как и в случае идеального газа.

В случае, если нагрев производится не на всем 
участке, а начиная с x = r = 0.25 или x = r = 0.5 
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Рис. 3. Зависимости разницы давлений (a), плотности (б), скорости (в), температуры (г) от координаты для зада-
чи с граничными условиями (6) и кусочно-постоянным профилем тепловыделения (q = 0 при 0 < x < 0.25, q = 4/3 
при 0.25 < x < 1) для модели с уравнением Ван-дер-Ваальса при ε = 4.26 × 10–6, δ = 1.42 × 10–6, κ = 2 × 10–5, P0 = 1.11, 
T0 = 0.88 и различных значениях М: 1 – 0, 2 – 1.52, 3 – 1.98; сплошной фон – область тепловыделения.

Рис. 4. Зависимости разницы давлений (a), плотности (б), скорости (в), температуры (г) от координаты для за-
дачи с граничными условиями (6) и кусочно-постоянным профилем тепловыделения (q = 0 при 0 < x < 0.5, q = 2 
при 0.5 < x < 1) для модели с уравнением Ван-дер-Ваальса при ε = 4.26 × 10–6, δ = 1.42 × 10–6, κ = 2 × 10−5, P0 = 1.11, 
T0 = 0.88 и различных значениях М: 1 – 0, 2 – 1.87, 3 – 2.43; сплошной фон – область тепловыделения.
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(рис. 2, 3), выявленные закономерности имеют 
место в области нагрева.

Графики на рис. 4 иллюстрируют поведение 
решений при стремлении параметра тепловы-
деления к критическому. Абсолютная величи-
на градиента плотности на левом конце трубы и 
температура на правом конце трубы неограни-
ченно возрастают.

ТЕПЛОВЫДЕЛЕНИЕ  
В ПОТОКЕ ЖИДКОСТИ В ЦИЛИНДРЕ

Для жидкости в трубе, являющейся частью 
трубопровода, вместо условий (6) естественно 
ставить условия в начале трубы: 

P P T T U Ux x x| , | , | ,= = == = =0 0 0 0 0 0  	 (15)

Система (1), (2), (4), (5) с заданными значени-
ями в начале трубы (15) имеет решение при лю-
бых значениях тепловыделения. При постоян-
ном тепловыделении q(x) = 1 решение записыва-
ется в параметрическом виде (с удельным объе-
мом V в качестве параметра) с помощью формул 
(7)–(10), где константа c = r0U0 и V = V(x) опре-
деляется из (11) – уравнения четвертой степени 
по V, имеющего единственный положительный 
корень. 

Графики на рис. 6 иллюстрируют эффект, 
заключающийся в существовании некоторо-
го критического диапазона значений тепловы-
деления M ≈ 4, при котором давление и плот-
ность на конце трубы начинают быстро умень-
шаться, а температура – возрастать. Таким об-
разом, эффект запирания тепловой конвекции 
в пористой среде [13] воспроизводится в задаче 
о нагреве потока жидкости в сглаженном виде. 
Здесь проблемы неразрешимости нет (решение 
существует при любых значениях тепловыделе-
ния), но величины меняются сильно: темпера-
тура возрастает, а плотность убывает (рис. 7). 

Графики на рис. 7 приведены для сравнения по-
ведения решений в случае трубы, являющейся 
частью трубопровода, и для открытой в резер-
вуар трубы (рис. 4).

На рис. 8 приведена зависимость решения от 
начальной температуры и скорости для задачи с 
условием (15). При уменьшении начальной тем-
пературы (а также при увеличении начальной 
скорости) участок постоянной температуры, ко-
торый, по всей видимости, связан с кризисом 
тепловыделения, сдвигается дальше по трубе, 
т.е.  кризис наступает при большей мощности. 
При докритическом нагреве температура растет 
как монотонная функция без точек перегиба.

Если учитывать силу тяжести (обозначим 
проекцию ускорения свободного падения на  
ось трубы через gx), то уравнение (2) нужно за-
менить на 

∂
∂

= − +
P

x
U gxε λρ .

Система (1), (2), (4), (5) при этом также ин-
тегрируется в параметрическом виде при посто-
янной плотности тепловыделения, хотя форму-
лы становятся более громоздкими. Качествен-
ное поведение решения при этом не меняется, 
так как поправки, отвечающие силе тяжести, 
малы по сравнению с уже приведенными чле-
нами. В  частности, величина критического те-
плового потока для задачи с краевыми условия-
ми (6) не меняется. 

СРАВНЕНИЕ  
ТЕОРЕТИЧЕСКИХ ЗНАЧЕНИЙ  

КРИТИЧЕСКОГО ТЕПЛОВЫДЕЛЕНИЯ  
С ЭКСПЕРИМЕНТАЛЬНЫМИ ДАННЫМИ

Рассмотрим результаты экспериментального 
исследования температурных режимов стенки 
трубы при теплосъеме водой сверхкритическо-

(а) (б)
c c

M M
0.0	 0.5	 1.0	 1.5	 2.0	 2.50.0	 0.5	 1.0	 1.5	 2.0	 2.5

3 34 42 21 1
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Рис. 5. Зависимости среднего расхода (константы интегрирования) c = ρU = const от M при ε = 4.26 × 10–6, 
δ = 1.42 × 10–6, κ = 2 × 10−5, P0 = 1.11, T0 = 0.88 и различных профилях тепловыделения q(x) для задачи с граничны-
ми условиями (6): (a) – для случая идеального газа, (б) – для модели с уравнением Ван-дер-Ваальса; 1 – q(x) = 1; 
2 – q(x) = 2x; 3 – q = 0 при 0 < x < 0.25, q = 4/3 при 0.25 < x < 1; 4 – q = 0 при 0 < x < 0.5, q = 2 при 0.5 < x < 1.
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Рис. 6. Зависимости разницы давлений (a), плотности (б), скорости (в), температуры (г) от координаты для задачи с 
условиями в начале трубы (15) при ε = 4.26 × 10-6, δ = 1.42 × 10-6, κ = 2 × 10−5, P0 = 1.11, T0 = 0.88, U0 = 1.17 и постоян-
ном профиле тепловыделения q = 1 для модели с уравнением Ван-дер-Ваальса при различных значениях М: 1 – 0, 
2 – 1.72, 3 – 2.22, 4 – 3.22, 5 – 4.22.
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Рис. 7. Зависимости градиента начальной плотности ∂ρ/∂x при x = 0 (a) и конечной температуры T при x = 1 (б) от 
M для задачи с различными условиями для модели с уравнением Ван-дер-Ваальса при ε = 4.26 × 10–6, δ = 1.42 × 10–6, 
κ = 2 × 10−5, P0 = 1.11, T0 = 0.88, q = 1 и следующих условиях: 1 – краевые (6), 2 – в начале трубы (15).

го давления (рис. 2 в [3], а также рис. 1, 3 в [4]). 
Здесь давление в начале потока P0 = 245  бар, 
что больше критического Pcrit = 221  бар (свой-
ства воды можно найти в справочниках, на-
пример в [17]), диаметр трубы d = 0.01 м, дли-
на трубы L = 1 м, массовая скорость принима-
ет значение ρw = 380 кг/(м2 с) [3], а температу-
ра жидкости T равна 100 и 375 °C . При сравне-
нии предполагается, что тепловыделение про-

исходит на участке 0.5 м и кризис тепловыделе-
ния наступает при плотности теплового потока 
qexp= 0.35 ± 0.05 МВт/м2 ([3], рис. 2а, T = 100 °C и 
рис. 2б, T = 300 °C).

Для обезразмеривания используются следу-
ющие характерные масштабы: L  – длина тру-
бы; Pcrit = 221 бар, rcrit = 324 кг/м3  – критиче-
ские давление и плотность жидкости (воды) со-
ответственно; U wtyp crit= ρ ρ/   – характерная ско-
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рость, где ρw = 380 кг/(м2 с). Безразмерные вели-
чины выражаются как

  

 x
x

L
y

y

L
z

z

L
U

U

U
P

P

P
= = = = =, , , ,        

typ crit

.

Для безразмерных (и осредненных по сечению 
трубы) величин ,  уравнение (2) имеет вид 

∂
∂

= − =






P

x
U

d

U L

P
ε ε

η
, ,  typ

crit

32
2

где h  – динамическая вязкость (подробнее см. 
Приложение).

Подстановка численных значений для го-
рячей воды при сверхкритическом давлении 
(T = 100 °C, p = 245 бар, h = 0.27 × 10–3 Па с) дает 
значение параметра e ≈ 4.26 × 10–6, т.е. этот пара-
метр достаточно мал, что позволяет строить раз-
ложения по методу регулярной теории возмуще-
ний.

Расчетная плотность теплового потока, при 
которой происходит кризис тепловыделения в 
задаче с условием (6), вычисляется по формуле 

q M M dtheor typ cr= 2 2 4/ , где M P w Ltyp crit crit
2 = ρ ρ/ ( ) , 

а критическая безразмерная величина M cr
2  опре-

деляется по формуле (14). Тогда 

q
d

L l

P w

q
theor

crit

=
+

4

2 1
2

0( )
.

β ρ
ρ

δ
ε

Потери давления d вдоль трубы заданы такие 
же, как были бы в невозмущенном потоке без те-
пловыделения: 

∆
∆

P LU d
P

P

U

U
= = =32 2η δ ε/ ,   

crit typ

,

так что окончательно для размерной формулы 
критической плотности тепловыделения полу-
чаем (для давления P0 и скорости U0 на входе, ди-

аметра сечения d и длины трубы L, а также от-
носительной длины участка тепловыделения lq): 

q
d

l L
U P

q
theor =

+( )
,

β 1

2 2 0 0 	 (16)

Значения критической плотности тепловыде-
ления, предсказанные моделью, приведены в та-
блице, сравнение с экспериментальными значе-
ниями представлено на рис. 9: расчетные крити-
ческие значения параметра тепловыделения по 
порядку близки к экспериментальным. 

Здесь рассчитаны критические значения те-
пловыделения для краевой задачи. Для задачи 
Коши критерий кризиса тепловыделения не та-
кой однозначный, но, по всей видимости, крити-
ческое значение M cr

2  можно соотнести с обраще-
нием в ноль второй производной температуры в 
конце участка тепловыделения: ∂ ∂ ==

2 2
1 0T x x/ | .
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Рис. 8. Зависимости температуры T от координаты для задачи с условиями в начале трубы (15) и q = 1 для модели с 
уравнением Ван-дер-Ваальса при M = 3.22, ε = 4.26 × 10−6, κ = 2 × 10−5, P0 = 1.11, U0 = 1.17 и различных значениях на-
чальной температуры (a): 1 – T0 = 0.98, 2 – 0.93, 3 – 0.88, 4 – 0.83, 5 – 0.78; и различных значениях начальной ско-
рости при T0 = 0.88 (б): 1 – U0 = 0.97, 2 – 0.97, 3 – 1.17, 4 – 1.37, 5 – 1.57. 

Рис. 9. Зависимость критической плотности тепло-
выделения от длины участка нагрева: 1  – в экспе-
рименте (рис. 2 в [3]), 2 – рассчитанное по форму-
ле (16) при T = 100оC, 3 – рассчитанное по (16) при 
T =300оC.
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Вырождение второй производной температуры 
соответствует середине участка, на котором тем-
пература T(x) почти постоянна (см. рис. 8). 

ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Для ламинарного течения жидкости в цилин-
дре получен сглаженный эффект типа запира-
ния потока при сильном энерговыделении. Ис-
следованы величина критического тепловыде-
ления и его зависимость от параметров потока. 
Сравнение полученных теоретических значений 
с экспериментальными показывает хорошее со-
гласие.

Авторы благодарны С.Ю. Доброхотову за 
ценные дискуссии. 
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ПРИЛОЖЕНИЕ 

ВЫВОД АНАЛОГА ЗАКОНА ДАРСИ  
ДЛЯ ЛАМИНАРНОГО ТЕЧЕНИЯ В ТРУБЕ

Рассмотрим уравнение Навье–Стокса, опи-
сывающее поведение жидкости в цилиндре дли-
ны L с круглым сечением диаметра d, где x – ко-
ордината вдоль оси, а плоскость Oyz параллель-
на сечению трубы [14]: 

∂
∂

+ ∇ +

+ − − +















 =

t

p

v v v

v v

,

.
1

3
0

ρ
η ζ

η
grad grad div ∆

	 (17)

Здесь неизвестные величины давление p, век-
тор скорости v = (vx, vy, vz)  и плотность r явля-
ются функциями координат (x, y, z); динамиче-
ская и кинематическая вязкости h и z заданы и 
постоянны; на границе ставится условие прили-
пания v |

/y z d2 2 2 4
0

+ =
= .

Рассмотрим стационарный поток ( ∂
∂

=
v

t
0 ) 

в режиме ламинарного течения, так что фор-
мируется течение Пуазейля [14]. Учтено так-
же, что длина цилиндра много больше диаме-
тра (x ∈ [0, L],  = d/L << 1). В этом случае попе-

речные компоненты скорости вместе с их про-
изводными малы, так что вектор скоростей при-
ближенно (с точностью до малых поправок по-
рядка O( ) в уравнении) можно считать равным 
v = (u,0,0). Более того, в силу условий прилипа-
ния на стенках ( u

y z d
|

/2 2 2 4
0

+ =
= ) продольная про-

изводная скорости много меньше поперечных: 
∂ ∂ ∂ ∂ = ∂ ∂u x u y u z/ / / . В результате (17) при-
нимает вид
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−
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+
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p
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2

2

2
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∂
∂

=
p

y
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∂
∂

=
p

z
O( ).	

(18)

Из (18) получаем, что p в основном не зависит 
от y, z, так что уравнение движения можно про-
интегрировать по сечению:

p = p0(x) + O( ),   u = u0(x,y,z) + O( ),

u x y z
k x d

y z
p

x
k x0

2
2 2 0

4 4
( , , )

( )
, ( ).= − −











∂
∂

= −
η

   

Перейдем к величинам, осредненным по се-
чению трубы S = {y2 + z2 ≤ d2/4}, и получим с точ-
ностью до O(e)

U x
d

u x y z dS

d

k x d
r rdr

S

d

( ) ( , , )

( )
/

= =

= −




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
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∫

4

2
4

4 4

2 0

2

2
2

0

2

π

π
π η

kk x d( )
,

2

32η

P x
d

p x dS p x
S

( ) ( ) ( )= =∫∫
4

2 0 0π
.

Окончательно для осредненных величин по-
лучаем 

∂
∂

= −
P

x d
U

32
2

η
+O( ).	 (19)

Наконец, заметим, что параметр , использу-
емый при выводе уравнения (19), отличается от 
e, по которому построено асимптотическое ре-
шение системы (1), (2), (4), (5). Поправки O( ) 
можно также учесть по регулярной теории воз-
мущения.

РЕШЕНИЕ СИСТЕМЫ (1), (2), (4), (5)

Интегрируя второе уравнение (1) в системе, 
получаем (10), где константа интегрирования c 
определяется из граничных условий: для усло-
вий в начале трубы (15) c = U0/V0, а при поста-
новке краевых условий (6) для ее определения 
нужно сначала проинтегрировать все уравнения 
системы.

Критическая плотность тепловыделения qtheor 
(в МВт/ м2), рассчитанная по (16)

T, °C lq = 0.5 м lq = 0.75 м lq = 1.0 м

100 0.8 0.36 0.2
300 1.04 0.46 0.26
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ВОТЯКОВА и др.

Теперь подставим U = cV в уравнение (2), что 
дает 

∂
∂

= −
P

x
cVε , 		 (20)

и перепишем уравнение (5) следующим образом 
(с учетом переобозначений B = b + 1, h = ab – a, 
f = 2abb, g =bb):

c
V

x
BP

h

V

f

V
c V

c V BV g M

∂
∂

− + +





 −

− − =

2 3
2

2 2

κ

ε ( ) .

	 (21)

Рассмотрим случай M2 > 0. Тогда решение си-
стемы выписывается в параметрическом виде, 
например, с параметром V . Для этого из (20) и 
(21) получим 

∂
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= −
+ − +

+ −
P

V
c

BPV c V
h

V

f

V
M c V BV g

ε
κ

ε
2

2 2
2

2 2 ( )
. 	 (22)

После интегрирования этого уравнения из (21) 
получаем V(x), что завершит решение системы.

Теперь выпишем асимптотические формулы 
решения. Будем искать асимптотики методом 
регулярной теории возмущений – в виде рядов 
по малому параметру 0 < e <<1:

P(x,e) = P0 – e П(x) + e2П1(х) + …,

V(x,e) = V(x) + ev1(х) + …,

U(x,e) = U(x) + eu1(х) + …,

T(x,e) = T(x) + et1(х) + …

(поскольку давление вдоль потока падает, то пе-
ред слагаемым П(х) > 0 ставится знак «минус»). 
Подставляя эти ряды в уравнения (20), (21) и 
приравнивая нулю слагаемые при одинаковых 
степенях e, получаем цепочку уравнений для по-
следовательного определения функций П(x), 
V(x), …, p1(x), ... . Как будет видно из дальнейше-
го, скорость ограничена U(x,e) = O(1) при e → 0 
даже при критических значениях энерговыделе-
ния, поэтому P = P0 + O(e), Px = O(e).

Старшие члены (по параметру e) в системе 
(21), (22) имеют вид 
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 =M 2,

что с учетом начальных условий

P P V V RT Px x x| , | , | /= = == = = =0 0 0 0 0 0 00  Π  

интегрируется следующим образом (верхний 
и нижний индексы за квадратными скобками 
означают подстановку для V):
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После этого можно определить константу ин-
тегрирования c из условия 
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Π
т.е. из системы для c и V1: 
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