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В рамках одномерной гидродинамической модели теоретически исследованы электрические 
токи, индуцированные ионно-звуковыми солитонами разрежения в трехкомпонентной плазме. 
С использованием метода псевдопотенциала Сагдеева рассчитаны профили солитонных токов. 
Проведено сравнение параметров солитонов сжатия и солитонов разрежения. Показано, что со-
литоны разрежения, в отличие от солитонов сжатия, имеют профили ионных токов отрицатель-
ной полярности. Следовательно, они осуществляют перенос заряженных частиц в направлении, 
противоположном направлению своего движения. Показано, что переносом ионов нельзя прене-
брегать для солитонов разрежения любой амплитуды, в том числе неограниченно малой. Таким 
образом, перенос заряженных частиц является неотъемлемым (фундаментальным) свойством со-
литонов разрежения.
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ВВЕДЕНИЕ 

Солитоном принято называть нелинейную 
уединенную волну, существующую в среде с дис-
персией [1–5]. Недавние исследования на при-
мере плазменных солитонов показали, что уеди-
ненные волны в отличие от линейных могут пе-
реносить вещество наряду с импульсом и энерги-
ей [6–12]. В работе [11] показано, что перенос ве-
щества является неотъемлемым (фундаменталь-
ным) свойством солитонов акустического типа. 
В частности, показано, что ионно-звуковые со-
литоны сжатия могут передвигать ионы в направ-
лении своего движения на расстояние до пяти 
радиусов Дебая. Полный перенос ионов может 
иметь существенную величину при распростра-
нении группы солитонов (такая ситуация часто 
наблюдается в магнитосфере Земли [13–16]). 
Перенос заряженных частиц может проявлять-
ся в наличии ненулевого электрического тока и 
в отклонении формы функций распределения 
от равновесной [17–21]. Во всех указанных ра-
ботах исследовались только солитоны сжатия. 
Стоит напомнить, что профили концентраций 
основных плазменных компонентов имеют по-

ложительную полярность для солитонов сжатия. 
Например, для ионно-звуковых солитонов сжа-
тия профиль ионной концентрации имеет поло-
жительную полярность, что соответствует сжа-
тию ионной популяции в окрестности солитона 
[22, 23]. Как показано в работах [24–32], ионно-
звуковые солитоны разрежения могут суще-
ствовать в плазме при наличии в ней двух элек-
тронных популяций с различной температурой.  
Например, двухэлектронные плазменные кон-
фигурации могут существовать в космической 
плазме, где кроме фоновых электронов наблю-
даются электронные пучки. В  случаях, когда 
дрейфовая скорость пучка значительно мень-
ше его тепловой скорости, обе популяции мож-
но описать в рамках моделей, рассмотренных в 
[24–26]. Отметим, что, согласно [33], длитель-
ное существование плазмы с двумя неподвиж-
ными фракциями маловероятно. Кроме обрат-
ной полярности, солитоны разрежения демон-
стрируют ряд уникальных свойств. В частности, 
в отдельных случаях их ширина может расти с 
ростом амплитуды [31]. Согласно современным 
представлениям, солитоны разряжения играют 
важную роль в динамике плазмы, в том числе в 
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космическом пространстве [31]. Таким образом, 
исследование их свойств является актуальной 
физической задачей. 

В данной работе исследовались ионные токи, 
возбуждаемые ионно-звуковыми солитонами 
разрежения в плазме. Показано, что эти токи 
имеют направление, противоположное направ-
лению движения волны (в отличие от солито-
нов сжатия). Получены аналитические выраже-
ния для профилей ионного тока в приближении 
малых амплитуд. Показано, что односторонний 
перенос является неотъемлемым (фундамен-
тальным) свойством солитонов разрежения. 

ТЕОРЕТИЧЕСКАЯ МОДЕЛЬ

Для описания свойств ионно-звуковых соли-
тонов разрежения воспользуемся одномерной 
гидродинамической моделью, предложенной в 
работе [30]. Будем считать, что плазма содержит 
популяцию холодных положительно заряжен-
ных ионов и две электронные популяции с раз-
ной температурой. Также будем полагать плазму 
бесконечной и бесстолкновительной, магнитное 
поле – равным нулю. Соответствующая система 
нормированных гидродинамических уравнений 
имеет вид [30]
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Здесь υi  – ионная скорость, нормированная 
на скорость ионного звука C T ms i= eff /  (соот-
ветствующий вывод приведен в Приложении); 
T T T aT bTec eh eh eceff = +( )/ – эффективная элек-
тронная температура; Tec, Teh – температура хо-
лодных и горячих электронов; a, b  – доли хо-
лодных и горячих электронов соответствен-
но, причем a + b = 1 из условия квазинейтраль-
ности; mi – масса иона; Φ = eϕ/Teff  – нормиро-
ванный потенциал, e  – элементарный заряд; 
Ni, Ne  – концентрации ионов и электронов со-
ответственно с нормировкой на невозмущен-
ную ионную концентрацию n0 = n0i; электрон-
ная концентрация Ne является суммой концен-
траций холодных и горячих электронов Neс + Neh; 
β = Tec/Teh. Время t нормировано на величину 

ωi
–1, где ω πi in e m= 4 0

2 /   – ионная плазменная 

частота, пространственная координата x норми-

рована на радиус Дебая λ πD eff= T e n/ 4 2
0 . Рас-

сматриваемая модель является частным случаем 
модели [30] при Ti = 0. Это значит, что в отли-
чие от [30] мы будем считать ионы холодными, 
чтобы уменьшить число параметров при расче-
тах. Отметим, что полученные результаты могут 
быть обобщены на случай теплых ионов Ti ≠ 0.

По аналогии с [30] воспользуемся методом 
псевдопотенциала Сагдеева для анализа систе-
мы (1)–(4). Для поиска стационарных солитон-
ных решений сделаем переход в движущуюся 
вместе с волной систему координат, введя новую 
переменную x = x  – Мt, где M = /Cs – число 
Маха, V – скорость солитона. Тогда можно вы-
разить нормированную ионную концентрацию в 
простом виде [19]
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Далее систему уравнений (1)–(4) можно све-
сти к единственному уравнению Пуассона
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Уравнение (6) описывает профиль потенциа-
ла ионно-звукового солитона и является обыч-
ным дифференциальным уравнением, что упро-
щает его анализ. Оно также является автоном-
ным и допускает понижение степени путем од-
нократного интегрирования по Φ:
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где U(Φ)  – функция псевдопотенциала Сагдее-
ва. При учете граничного условия dΦ/dξ = 0 при 
ξ = 0 получим [30]
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Решение (8) совместно с (7) выражает про-
филь потенциала линейных и нелинейных 
ионно-звуковых волн Φ(ξ), в том числе пред-
ставляющих интерес солитонов. Ненулевые ал-
гебраические корни (8) дают амплитуду соли-
тонов. В случае произвольной амплитуды урав-
нение (8) требует численного решения. Для по-
иска профиля солитонов можно также числен-
но решать исходное уравнение (6). Свойства со-
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литонных решений подробно описаны в [30]. 
В  частности, ионно-звуковые солитоны явля-
ются сверхзвуковыми (M > 1), с ростом M также 
растет амплитуда солитонов.

На рис. 1 представлены графики U(Φ) и соот-
ветствующие профили ионно-звукового солито-
на для разных значений плазменных параметров 
a, b, β и при разной скорости солитонов ������M�����. Ре-
зультаты получены численным решением урав-
нения (6).

Как видно из рис. 1, в рассматриваемой мо-
дели различным параметрам соответствуют как 
солитоны сжатия (Φ > 0), так и солитоны раз-
режения (Φ < 0). Кроме того, могут реализовы-
ваться структуры типа двойного слоя [30], кото-
рым соответствует зависимость U(Φ) с дополни-
тельным локальным максимумом в отрицатель-
ной области (ΦDL < 0) и выполняются следующие 
условия: U(Φ) = 0, dU(Φ)/dΦ = 0 при Φ =  ΦDL. 
Такая структура реализуется, например, при 
β = 0.025, a = 0.15, b = 0.85, M = 1.557. Далее бу-
дем рассматривать только свойства солитонов, 
анализ двойных слоев является темой отдельной 
работы. Амплитуда всех типов солитонов рас-

тет с ростом скорости. Интерес также представ-
ляют профили концентраций Ni, Ne, ионной ги-
дродинамической скорости υi и плотности ион-
ного тока Ji. Для концентраций можно исполь-
зовать выражения (3) и (5). Для выражения ион-
ной скорости и плотности ионного тока в фик-
сированной системе координат будем использо-
вать выражения, полученные в работе [8]: 
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На рис. 2 приведены профили указанных вели-
чин. Профили Ni – 1, Ne – 1, υi, Ji солитонов раз-
режения имеют отрицательную полярность в от-
личие от солитонов сжатия. Отрицательный про-
филь ионной скорости указывает на то, что ионы 
в окрестности солитона разрежения движут-
ся в направлении, противоположном направле-
нию движения волны. Стоит напомнить, ионно-
звуковые солитоны сжатия переносят ионы в на-
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Рис. 1. Параметры ионно-звуковых солитонов при значениях числа Маха: 1  – М = 1.1, 2  – 1.2, 3  – 1.3; 
(a), (б) – псевдопотенциал Сагдеева; (в), (г) – профили потенциала для β = 0.025;солитоны разрежения при ξ < 0, 
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правлении своего движения [8]. Импульс ионно-
го тока, индуцированного солитоном разреже-
ния, также имеет отрицательную полярность в 
отличие от солитона сжатия [8]. 

Как известно, в пределе малых амплитуд все 
рассмотренные профили ионно-звукового соли-
тона сжатия совпадают. Это следует из свойств 
уравнения Кортевега–де Вриза (КдВ) [34, 35]. 
Для солитонов разрежения действует та же за-
кономерность в отношении профилей – они со-
впадают при Φ → 0. Действительно, разложение 
выражений (3), (5), (9) и (10) по Φ в ряд Тейлора 
до линейных членов дает соответственно

N N Je i i i≈ + ≈ + ≈ ≈Φ
Φ Φ

1 1
2

, , 
M

 
M

υ   при   Φ → 0.

Учитывая также, что M → 1 при Φ → 0,можно 
окончательно получить

N N Je i i i−( ) ≈ −( ) ≈ ≈ ≈1 1 υ Φ  при Φ → 0.   (11)

Найдем выражение для указанных профилей в 
приближении малых амплитуд. Для этого доста-
точно найти любой из профилей, например про-
филь Φ(ξ). Воспользуемся рассуждениями, из-
ложенными в [8]. Разложение псевдопотенциала 
Сагдеева (8) в ряд по Φ  до третьей степени дает
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A0 = A1 = 0. Подставляя (12) в (7) и интегрируя с 
учетом Φ(ξ) → 0 при x → 0, можно выразить про-
филь потенциала в аналитическом виде [22]
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где Ф0 = -А2/А3– амплитуда солитона. В соот-
ветствии с (11) все профили, представленные на 
рис. 2, в пределе малых амплитуд описываются 
формулой (13). 

Влияние ионно-звуковых солитонов сжа-
тия на ионные токи рассмотрено в работах [6, 8,  
10, 11]. 

ОСНОВНЫЕ РЕЗУЛЬТАТЫ

Как отмечено выше, солитоны разрежения 
должны перемещать ионную популяцию назад 
(против своего движения) на конечное рассто-
яние. Это следует из отрицательности ионной 
скорости в окрестности солитона (рис. 2). Най-
дем зависимость смещения ионов от амплиту-
ды солитона. Различные методы ее поиска пред-
ставлены в работе [11], здесь ограничимся фор-
мулой 

∆X Q J t dti i= = ( )
−∞

∞

∫ 0, ,		  (14)

где DX – дистанция переноса ионов; Qi – норми-
рованный электрический заряд, переносимый 
солитоном через единичную поверхность, пер-
пендикулярную движению волны. Выражение 
для Ji(x,t) можно получить, если подставить фор-
мулу (13) в формулу (10). Оно будет справедли-
вым для малых амплитуд. Для произвольных ам-
плитуд необходимо пользоваться численными 
расчетами. Формула (14) выражает простую про-
порциональность между переносимым солито-
ном электрическим зарядом (учитываются толь-
ко ионы) и дистанцией смещения фоновых ио-
нов плазмы под действием солитона. В  безраз-
мерном виде эти величины совпадают (деталь-
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Рис. 2. Профили ионно-звуковых солитонов при β = 0.025,M = 1.3: (a) –солитон разрежения при a = 0.15, b = 0.85; 
(б) – солитон сжатия при a = 0.85, b = 0.15; 1 – Ni– 1, 2 – Ne – 1, 3 – υi, 4 – Ji.
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ный вывод см. в [11]). Учитывая (11), для малых 
амплитуд выражение (14) можно переписать в 
следующем виде:

∆ ΦX Q t dti= = ( )
−∞

∞

∫ 0, .		  (15)

Подставляя (13) в (15) и интегрируя, в случае 
малых амплитуд получим 

∆X
A

A
=

−2 2 2

3

.		  (16)

Как видно, DX зависит от параметров A2, A3, 
а следовательно, от параметра ���������������M�������������� и от амплиту-
ды солитона. На рис. 3 представлены зависи-
мости DX(Ф0), выражающие зависимость дис-
танции переноса ионов ионно-звуковым соли-
тоном разрежения от его амплитуды. Из рис. 3 
видно, что солитоны разрежения сдвигают всю 
ионную популяцию на расстояние более 10λD, 
что ощутимо больше, чем в случае с солитона-
ми сжатия [11]. По-видимому, это связано с ано-
мальным ростом ширины ионно-звуковых со-
литонов разрежения при росте амплитуды. Так-
же видно, что в области малых амплитуд анали-
тические результаты хорошо согласуются с чис-
ленными (см. вставку на рис. 3). При этом зави-
симости DX(Ф) для ионно-звуковых солитонов 
разрежения и солитонов сжатия (см. [11]) имеют 
сходный характер.

В заключение найдем асимптотику DX(Ф0) 
при Ф → 0. В работе [11] с использованием урав-
нения КдВ было показано, что ∆ Φ ΦX ( ) ~0 0  
при Ф → 0. Такая асимптотика указывает на то, 
что величина одностороннего переноса ионов 

(и, следовательно, электрического заряда) очень 
медленно уменьшается с уменьшением ампли-
туды солитона. Как следствие, солитонным пе-
реносом вещества нельзя пренебрегать даже при 
малых амплитудах солитона (в отличие от пери-
одических волн, которые переносят вещество по 
механизму дрейфа Стокса). Таким образом, пе-
ренос вещества является фундаментальным (не-
отъемлемым) свойством солитонов сжатия [11]. 
Для ионно-звуковых солитонов разрежения в 
рамках рассмотренной модели получается такая 
же асимптотика. Действительно, разложение по 
параметру M правой части (16) в ряд Тейлора в 
окрестности M = 1 дает

∆X
a b

a b a b
≈ −

+( )
+ − +( )

12 2

3

2

2 2

M β

β β
или DX ~ M . Такое же разложение правой ча-
сти выражения Ф0 = -А2/А3 из формулы (13) дает

Φ0

2

2 2

6

3
≈

+( )
+ − +( )

M a b

a b a b

β

β β
или Ф0 ~ M.Следовательно, ∆ ΦX ~ 0  или 

∆ ΦX
a b

a b a b
= −

+( )
+ − +( )

















12

3 32 2 0

β

β β
  

при  Ф0 → 0.	
(17)

Асимптотика (17) отображенана рис. 3 кри-
вой 3. Следует напомнить, что перенос веще-
ства, индуцированный периодическими волна-
ми по механизму дрейфа Стокса, имеет асим-
птотику DX ~ Ф0

2 [36, 37]. Следовательно, пере-
нос вещества периодической волной быстро 
(квадратично) затухает с уменьшением ампли-
туды волны. Для периодических волн малой ам-
плитуды (в линейном приближении) переносом 
можно пренебречь, что согласуется с традици-
онным определением понятия «волна». Для со-
литонов разрежения (как и для солитонов сжа-
тия [11]) дистанция переноса ионов значительно 
медленнее уменьшается с уменьшением ампли-
туды и должна учитываться всегда. 

Стоит отметить, что солитоны разрежения 
могут существовать в плазменных конфигура-
циях, отличных от рассмотренной здесь (см., на-
пример, [38-41]). Их анализ является предметом 
будущих работ. Также интерес представляет вли-
яние на процессы солитонного переноса таких 
факторов, как диссипация, цилиндрическая и 
сферическая геометрия и др. 

ЗАКЛЮЧЕНИЕ

В рамках одномерной бесстолкновительной 
гидродинамической модели трехкомпонентной 

12

8

4

0
0	 0.5	 1	 1.5	 2

0	 0.2	 0.4

2.5

0

–Φ0

–
∆X

2

2

1

1

3

3

Рис. 3. Зависимость дистанции переноса ионов 
ионно-звуковым солитоном разрежения от его ам-
плитуды при β = 0.025, a = 0.15, b = 0.85; параметр 
M варьировался от 1 до 1.5; 1 – численный расчет по 
(14) с учетом (10), 2 – расчет по (16) при Φ0 = – A2/A3, 
3 – асимптотика (17). 
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плазмы показано, что ионно-звуковые солито-
ны разрежения осуществляют однонаправлен-
ный перенос ионов. Направление переноса про-
тивоположно направлению движения волны. 
Дистанция переноса ионов плазменного фона 
может достигать величины 10λDи более на один 
солитон. Перенос ионов проявляется в возник-
новении ионных токов, которые имеют фор-
му импульса отрицательной полярности. Такие 
токи получили название солитонных токов [8]. 
Основные свойства солитонных токов рассчита-
ны как численно, так и аналитически в прибли-
жении малых амплитуд. Получена зависимость 
дистанции переноса ионов от амплитуды соли-
тонов, также представлена ее асимптотика при 
уменьшении амплитуды солитона. Показано, 
что перенос вещества (заряда) ионно-звуковым 
солитоном разрежения является его неотъемле-
мым (фундаментальным) свойством.    

ПРИЛОЖЕНИЕ 

Найдем линейные решения для ионно-
звуковых волн, для этого перепишем систему 
(1)–(4) в размерном виде: 

∂
∂

+
∂
∂

= −
∂
∂

υ
υ

υ ϕi
i

i

it x

e

m x
,		  (18)

∂
∂

+
∂
∂

=
n

t

n

x
i i iυ 0 ,		  (19)

n n n an
e

T
bn

e

Te ec eh
ec eh

= + =








 +









0 0exp exp

ϕ ϕ
, (20)

∂
∂

= −( )
2

2
4

ϕ
π

x
e n ne i .	 (21)

Для линеаризации системы положим, что ве-
личины  υi, ne, ni, ϕ могут быть записаны в виде ψ = 
= ψ0 + ψ1, где ψ0 – невозмущенное значение вели-

чины, а ψ ψ ω1 1= − +� exp( )i t ikx   – малая гармони-
ческая добавка с амплитудой ψ�1. Причем υ0i = 0, 
ϕ0 = 0, n0i = n0е = n0. Далее, пренебрегая членами 
второго и более высоких порядков, исходную си-
стему (18)–(21) можно переписать в виде

∂
∂

= −
∂
∂

υ ϕ1 1i

it

e

m x
,	   (22)

∂
∂

+
∂
∂

=
n

t
n

x
i i1

0
1 0
υ

,	 (23)

n n a
e

T
b

e

Te
eA eh

1 0
1 1= +











ϕ ϕ
,	    (24)

∂
∂

= − −( )
2

1
2 1 14
ϕ

π
x

e n ni e .	 (25)

Введя эффективную температуру Teff = 
T T T aT bTec eh eh eceff = +( )/ , выражение (24) можно за-

писатьследующим образом: 

n n
e

Te1 0
1=
ϕ

eff

.		  (26)

Далее умножим выражение (22) на –n0 и про-
дифференцируем по x, а (23) продифференциру-
ем по t. В результате сложения полученных вы-
ражений получим

∂
∂

=
∂
∂

2
1
2

0
2

1
2

n

t

n e

m x
i i

i

ϕ
.	          (27)

Комбинируя (25)–(27) и учитывая, что 
∂
∂
→ −

t
iω , 

∂
∂

→
x

ik , получим стандартное диспер-

сионное соотношение для ионно-звуковых волн:

ω
λ

2
2

2 21
=

+
k

k

T

me iD

eff ,

где λ πD effe T e n= / 4 2
0   – радиус Дебая, 

ω πpi ie n m= 4 2
0 /   – ионная плазменная часто-

та. В длинноволновом пределе при k → 0 можно 

получить ω=
T

m
k

i

eff  или 
ω
k

Cs= , где C
T

ms
i

= eff   – 

ионно-звуковая скорость.
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