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Большие электрические поля вблизи линии 
смачивания связаны с тем, что локально геоме-
трически линия смачивания является местом сты-
ка трех диэлектрических клиньев и, вообще гово-
ря, местом сингулярности электрического поля. 
Сингулярности электрического поля такого рода 
исследовались в связи с расчетом электромагнит-
ных полей в антенных устройствах [12–14].

В работе [15]рассматривалась задача асимпто-
тики электрического поля вблизи линии смачи-
вания диэлектрика проводящей жидкостью в об-
ласти, где жидкость можно считать проводящим 
клином с углом, равным углу смачивания. Было 
показано, что асимптотически, несмотря на син-
гулярность электрического поля на линии сма-
чивания, искажением большей части свободной 
поверхности жидкости под действием электри-
ческого поля можно пренебречь. На асимптоти-
ческий угол смачивания сингулярность электри-
ческого поля влияния не оказывает.

Целью настоящей работы является решение 
практически важной задачи – нахождения элек-
трического поля вокруг проводящей капли, рас-
положенной на диэлектрической подложке, с 
учетом сингулярности электрического поля на 
линии смачивания. В частности, будет показано, 
что на свободной поверхности капли поверхност-
ная плотность электрического заряда не является 
постоянной величиной и, следовательно, пред-
ставления о постоянном коэффициенте поверх-
ностного натяжения жидкости в электрическом 
поле являются, вообще говоря, приближением.

ВВЕДЕНИЕ

На проводящую жидкость во внешнем элек-
трическом поле дополнительно действуют элек-
трические силы, которые позволяют управлять 
смачиванием. С явлением электросмачивания 
связаны важные приложения, среди которых, 
например, интенсификация теплообмена элек-
трическими полями в двухфазных системах [1, 
2], управление каплями жидкостей в микроэ-
лектронных устройствах [3–6], создание линз с 
электрически изменяемым фокусным расстоя-
нием [7, 8], разработка управляемых напряже-
нием переключателей [9], устройств для элек-
трокапиллярного удаления тонких пленок [10].
Однако увеличение управляющего электриче-
ского поля до некоторого уровня приводит к раз-
витию различного рода неустойчивостей вблизи 
мениска. В частности, экспериментальные ис-
следования смачивания проводящей каплей ди-
электрической пленки показывают, что с увели-
чением заряда капли угол смачивания уменьша-
ется и смачивание каплей поверхности улучша-
ется. Однако при достижении некоторого заря-
да капли линия смачивания дестабилизируется 
и возникают различные нестационарные про-
цессы – отрыв от линии смачивания мелких ка-
пель и электрические разряды на возмущениях 
мениска [11].Такие явления связаны с больши-
ми электрическими полями вблизи линии сма-
чивания. Поэтому исследование электрического 
поля на линии смачивания является централь-
ным для понимания указанных явлений.
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ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ

В настоящей работе сначала исследуется ха-
рактер сингулярности электрического поля в 
малой окрестности линии смачивания, а затем 
находится трехмерное распределение электри-
ческого поля вблизи симметричной проводящей 
капли, смачивающей поверхность диэлектриче-
ской пленки, расположенной на проводящей за-
земленной подложке (геометрия задачи пока-
зана на рис. 1 сечением, проходящим через ось 
симметрии). Капля находится под постоянным 
напряжением U относительно заземленной под-
ложки. Капля проводящая, поэтому электриче-
ское поле внутри капли равно нулю, а свободные 
электрические заряды находятся только на ее по-
верхности ([16], гл. 5, § 9). При этом в данной ра-
боте не учитывается искажение формы поверх-
ности капли из-за электрических сил, считая на-
пряжение и эти силы достаточно малыми. Также 
считается, что электрическое поле никак не ис-
кажает плоские границы диэлектрической плен-
ки и подложки. Кроме того, для определенности 
пренебрегаем влиянием силы тяжести на сфе-
рическую форму свободной поверхности капли, 
хотя предлагаемый общий метод применим так-
же и для симметричной капли сложной формы.

Введем следующие обозначения: ψ  – угол 
смачивания; h  – толщина пленки; εf, εp  – диэ-
лектрические проницаемости свободного про-
странства и пленки соответственно. Диэлектри-
ческая проницаемость εd проводящей подложки 
считается бесконечной величиной. Выбор си-
стемы координат показан на рис. 1.

СИНГУЛЯРНОСТЬ  
ЭЛЕКТРИЧЕСКОГО ПОЛЯ  

В ОКРЕСТНОСТИ ЛИНИИ СМАЧИВАНИЯ 
ПРОВОДЯЩЕЙ ЖИДКОСТЬЮ  

ПОВЕРХНОСТИ ДИЭЛЕКТРИКА

Прежде чем рассматривать задачу на рис. 1, 
рассмотрим малую окрестность линии смачива-
ния трехмерной капли. В этой малой окрестности 
линии смачивания задачу можно считать двумер-
ной и представить эту окрестность клином мени-
ска проводящей жидкости с углом смачивания ψ, 
который расположен на поверхности полупро-
странства, заполненного диэлектриком с прони-
цаемостью εp. При этом свободное пространство 
заполнено веществом с диэлектрической прони-
цаемостью εf. Найдем характер сингулярности 
электрического поля на линии смачивания, рас-
сматривая соответствующую двумерную задачу, 
геометрия которой показана на рис. 2.

Известно, что потенциал, удовлетворяю-
щий уравнению Лапласа и не зависящий от ко-
ординаты вдоль образующей клина, может быть 

представлен [17] комбинацией линейно неза-
висимых решений r βsin(βθ) и r βcos(βθ), где β – 
константа; θ  – полярный угол, отсчитываемый 
от оси OX (рис. 2); r  – радиальная координата, 
отсчитываемая от начала координат O (от обра-
зующей клина). Общие решения потенциала с 
одинаковой асимптотикой поля в окрестности 
линии смачивания в свободном пространстве и 
диэлектрике можно представить (опуская посто-
янные части потенциала)в виде выражений

ϕ βθ βθβ β
f f fA r B r= +sin( ) cos( ),

ϕ βθ βθβ β
p p pA r B r= ( )+ ( )sin cos ,

где Af , Bf , Ap, Bp  – константы.
Тогда на границе со стороны свободного 

пространства и диэлектрической полуплоско-
сти тангенциальные и нормальные компоненты 
электрического поля можно записать соответ-
ственно в виде

E
r

r A Bf
f

f f, sin( ) cos( )τ
βϕ

β βθ βθ= −
∂

∂
= − +( ) ,

Z

X

X
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z = zb + h

z = zb

ψ

ψ

θ

π – ψ

εf

εp

εd = ∞

Рис. 1. Проводящая капля на диэлектрической 
пленке, расположенной на проводящей подложке.

εf

εp

Рис. 2. Мениск проводящей жидкости (1) на пло-
ской поверхности диэлектрика (2) с диэлектриче-
ской проницаемостью εp в окрестности линии сма-
чивания; свободное пространство (3) имеет диэлек-
трическую проницаемость εf .
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r A Bp
p

p p, sin( ) cos( )τ
βϕ

β βθ βθ= −
∂

∂
= − +( ) ,

E
r

r A Bf
f

f f, cos sinθ
βϕ

θ
β βθ βθ= −

∂

∂
= − ( ) − ( )( )−1 ,

E
r

r A Bp
p

p p, cos sinθ
βϕ

θ
β βθ βθ= −

∂

∂
= − ( ) − ( )( )−1 .

На этой границе (при θ = θb = π – ψ) должны 
быть непрерывны тангенциальные компоненты 
поля и нормальные компоненты электрической 
индукции. Тогда получаем

sin cos

sin cos

β π ψ β π ψ

β π ψ β π ψ

−( )  + −( )  −

− −( )  − −( )
A B

A

f f

p   =

− −( )  + −( )  +

+ −(

B

A B

p

f f f f

p

0,

cos sin

cos

ε β π ψ ε β π ψ

ε β π ψ))  − −( )  =












 A Bp p pε β π ψsin .0

 (1)

На границах проводящей жидкости, при θ = 0 
и θ = 2π – ψ, тангенциальные компоненты элек-
трического поля равны нулю, следовательно:

Bf = 0, 

sin cosβ π ψ β π ψ2 2 0−( )  + −( )  =A Bp p .    
(2)

Используя уравнения (2), из (1) получаем

sin sin

cos

β π ψ β π ψ

β π ψ β π ψ

−( )  − −( )  −{
− −( )  −( ) 

Af

tg 2 }} =

− −( )  + −( )  +

+ −( ) 

{
A

A

p

f f p

0,

cos cos

sin

ε β π ψ ε β π ψ

β π ψ tgg β π ψ2 0−( ) } =













 Ap .

  (3)

Приравнивая детерминант системы уравне-
ний (3) к нулю, после несложных преобразова-
ний находим условие существования нетриви-
ального решения данной задачи

ε β π ψ βπ

ε β π ψ βπ

p

f

sin cos

cos sin .

−( )  ( ) +
+ −( )  ( ) = 0

	 (4)

Из (4) видно, что показатель степени β есть 
функция угла при вершине проводящего клина 
ψ и отношения диэлектрических проницаемо-
стей εp /εf .

Трансцендентное уравнение (4) решалось 
численно. Интерес представляют решения в ин-
тервале 0 < β < 1. При этом электрическое поле 
имеет сингулярность E ∼ r β–1 с интегрируемой 
плотностью электрической энергии. В этом ин-
тервале решение (4) единственно. Это легко про-
веряется, например, графически.

Отметим, что (4) имеет счетное число реше-
ний. Решения β < 0 имеют асимптотику вблизи 

образующей клина E ∼ r β–1 . Полная энергия та-
кого электрического поля равна бесконечности 
(интеграл от плотности электрической энергии, 
которая пропорциональна E2, расходится). По-
этому решения (4) при β < 0 отбрасываются как 
нефизичные. Решения β > 1  дают электрическое 
поле, которое стремится к нулю на образующей 
клина и стремится к бесконечности при удале-
нии от образующей. Эти решения не описывают 
сингулярное асимптотическое поле и тоже от-
брасываются.

Зависимость единственного решения
β β ψ ε ε= ( ), p f  в интервале 0 < β < 1 как функ-
ции угла смачивания ψ и отношения εp /εf  анали-
зировалась в работе [18]. Было показано, что при 
любых углах смачивания ψ, кроме случая вы-
рождения ψ = π, и любых отношениях εp /εf элек-
тростатическое поле имеет в окрестности линии 
смачивания интегрируемое сингулярное реше-
ние, причем это решение единственное. В част-
ном случае при ψ → 0 показатель β при любых 
εp /εf  уменьшается и стремится к 1/2.

Итак, для общего случая при фиксированных 
ψ и εp /εf значение β β ψ ε ε= ( ), p f  в интервале 
0 < β < 1 находится однозначно. Найдем зависи-
мость поверхностной плотности заряда σ от r на 
двух поверхностях проводящего клина. Учиты-
вая, что из теоремы Гаусса на поверхности про-
водника нормальная составляющая поля равна 
En = σ/εε0, получаем выражение для поверхност-
ной плотности на грани клина при θ = 0

σ ε ε ε ε
ϕ

θ

ε ε β βθ β

θ

β β

f f n f
f

f f f

E
r

r
A r B r

= = −
∂

∂
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
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
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=

0 0

0

0
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1
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ε ε β
θ

β

( )





 =

= −
=

−

0

0
1

f fA r

На второй грани клина в диэлектрике (учиты-
вая направление нормали на этой поверхности) 
при θ = 2π – ψ 

σ ε ε ε ε
ϕ

θ
ε ε

ε ε β β

θ π ψ

β

p p n p
p

p n

p p

E
r

E
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∂

∂
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
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
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=

= −

−

0 0
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0

0
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1

2cos ππ ψ β π ψ−( )( ) − −( )( )( )Bp sin 2

и, учитывая, что из (2) имеем

sin cosβ π ψ β π ψ2 2 0−( )  + −( )  =A Bp p
,

получаем

σ ε ε β β π ψ
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ε ε
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p p p
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−
0

1

0

2

2 2

cos

sintg
ββ

β π ψ
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Выражая Ap через Af из первого уравнения системы (3), находим

Таким образом, если ввести константу 
Cf = – εf  ε0 βAf, плотности заряда на двух гранях 
клина представляются формулами

σ
ε ε β

β π ψ

ε ε β β π ψ

β π ψ

β β

p
p p p fr A r A

=
−( )( )

=
−( ) 

−

− −
0

1
0

1

2cos

sin

sin (( )  −( )( ) − −( )  −( )( )cos cos sin
.

β π ψ β π ψ β π ψ2 2

σf = r β–1Cf ,  σp = gr β–1Cf ,

где константа g определяется выражением

ПРИМЕНЕНИЕ ОБОБЩЕННОГО МЕТОДА 
ЗЕРКАЛЬНЫХ ОТРАЖЕНИЙ

Перейдем к трехмерной осесимметричной за-
даче о нахождении электрического поля прово-
дящей капли, находящейся на диэлектрической 
пленке, которая лежит на проводящей подложке 
(см. рис. 1). Обобщенный метод зеркальных от-
ражений для задачи нахождения электрического 
поля от заряженного тела, расположенного ря-
дом с плоскослоистой структурой, состоящей из 
одной пленки, был развит в работе [19]. Приме-
ним этот метод отражений к рассматриваемой 
задаче.

Пусть распределение зарядов на проводя-
щей капле известно и потенциал этих зарядов в 
свободном пространстве перед пленкой можно 
представить функцией Фs (x, y, z). Тогда полный 
потенциал Фt (x, y, z) зарядов капли и индуциро-
ванных зарядов в свободном пространстве выра-
жается формулой [19]

Φ Φ

Φ

t s

f p

p f
s b

m

x y z x y z

x y z z

a

, , , ,

, ,

( ) = ( ) +

+
−( )
+( )

−( ) +

+ −( ) −

ε ε

ε ε
2

1
1
bb x y z mh zm

s b
m

−

=

∞

+ −( )∑ 1

1

2 2Φ , , ,

	 (6)

где zb  – координата передней границы пленки 
(см. рис. 1), 

a p f p f= − +( )4
2

ε ε ε ε , b p f p f= −( ) +( )ε ε ε ε .

Потенциал внутри пленки Фp (x, y, z) при 
z z z hb b≤ ≤ +( )  можно представить формулой [19]
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(7)

Итак, если заряженная проводящая капля 
расположена рядом с пленкой (см. рис. 1), то 
полный потенциал Фt в свободном простран-
стве должен удовлетворять уравнению Лапласа 
∆Фt = 0. Кроме того, на плоской границе плен-
ки должны быть непрерывны тангенциальные 
составляющие электрического поля и нормаль-
ные составляющие электрической индукции. 
Как было строго показано в [19], потенциал Фt, 
удовлетворяющий таким граничным условиям, в 
пространстве между пленкой и каплей выража-
ется через Фs формулой (6), а потенциал внутри 
пленки Фp– формулой (7). При этом граничные 
условия на двух поверхностях пленки выполня-
ются автоматически.

Потенциал поверхности проводящей капли 
должен быть постоянной величиной (обозна-
чим его U). Тогда задача определения потенци-
ала во всем пространстве состоит в том, чтобы 
найти такой потенциал Фs (x, y, z), при котором 
полный потенциал Фt (x, y, z), выражаемый фор-
мулой (6), удовлетворял на проводящей поверх-
ности капли условию Фt = U. Это можно сделать, 
разложив потенциал Фs (x, y, z)в ряд по подходя-
щим гармоническим функциям, удовлетворяю-
щим уравнению Лапласа, а коэффициенты раз-
ложения определить из условия Фt = U на экви-
потенциальной границе проводящей капли.

Найдем указанные гармонические функции.
Сначала определим поверхность проводящей 
капли параметрическими функциями r = r (s) и 



s = Smax

s = sm
s = 0

zs(s)

R
XO

Z

ds

rs(s)
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z = z(s), где r x y= +2 2  – расстояние от точки 
на поверхности капли с координатами (x, y, z) до 
оси Z; s – длина дуги образующей, отсчитывае-
мой от точки капли на оси Z, ближайшей к плен-
ке. Полную длину дуги образующей обозначим  
Smax (рис. 3).

Поле снаружи проводящей каплиопределя-
ется зарядом, распределенным по поверхности. 
Пусть поверхностная плотность заряда опреде-
ляется функцией σ = σ(s). Найдем потенциал 
капли (по заданному распределению σ = σ(s)) в 
предположении, что капля расположена в без-
граничном свободном пространстве, а пленки с 
подложкой рядом нет. Рассмотрим кольцо тол-
щиной ds и радиусом rs(s) на поверхности кап-
ли. Кольцо в силу осевой симметрии задачи рав-
номерно заряжено, причем полный заряд коль-
ца равен dq = 2πrs(s)σ(s)ds. Электростатическое 
поле равномерно заряженного кольца определя-
ется с помощью закона Кулона и принципа су-
перпозиции. Результат вычисления потенциала 
кольца в точке с координатами (r, z) можно вы-
разить в системе СИ через полный эллиптиче-
ский интеграл первого рода [20]:

d
dq K

r r s z z sf
s s

ϕ
π ε ε

τ
=

+ ( )( ) + − ( )( )2 2
0

2 2

( ) ,

τ = ( ) + ( )( ) + − ( )( )2
2 2

rr s r r s z z ss s s ,

где ε0  – диэлектрическая постоянная; 

K d( ) sin
/

/

τ τ ζ ζ
π

= −( )−∫ 1 2 2 1 2

0

2

 – полный эллипти-

ческий интеграл первого рода, который можно 
выразить через гипергеометрическую функцию 
Гаусса по формуле K(τ) = (π/2)F(1/2,1/2,1,τ2) [21].

Тогда полный трехмерный потенциал в точ-
ке (x, y, z) снаружи капли, заряженной с поверх-
ностной плотностью σ(s),определяется интегра-
лом

Φs
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


2 2

  (8)

Далее определяются гармонические функ-
ции для представления искомого потенциала  
Фs (x, y, z). Плотность заряда σ(s) раскладывается 
по подходящим функциям, которые для разло-
жения искомого потенциала определяют гармо-
нические функции интегралами типа (8).

Имея в виду общность дальнейшего изложе-
ния, перейдем к безразмерным величинам. Вве-
дем безразмерные координаты x x R= , y y R= ,
z z R= , где R  – радиус капли (радиус линии 

смачивания). Аналогично, введем безразмер-
ную длину дуги s s R=  и безразмерный потен-
циал 

  Φ Φx y z U, ,( ) = , а также безразмерную 
плотность заряда σ ε σ= ( )R U0 . Тогда гранич-
ное условие на поверхности проводящей капли 
записывается в виде Φt =1 , а безразмерный по-
тенциал Φs  выражается формулой


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,

причем формулы (6) и (7) переходят в аналогич-
ные для безразмерных потенциалов с заменой 
размерных величин на безразмерные.

В рассматриваемом осесимметричном случае 
(см. рис. 1) для выполнения граничного усло-
вия Φt =1  на поверхности проводящей кап-
ли достаточно удовлетворить его на линии пе-
ресечения поверхности капли с любой плоско-
стью симметрии (см. рис. 3), проходящей через 
ось Z (удовлетворить условию Φt =1  на образу-
ющей поверхности вращения). В качестве такой 
плоскости выберем плоскость  x z,( )  при y = 0 . 
Более того, достаточно удовлетворить гранично-
му условию   Φt x z, ,0 1( ) =  только на границе пе-
ресечения полуплоскости y = 0  при x ≥ 0  и по-
верхности капли.

Разложим плотность заряда  σ s( )  следующим 
образом:


 



σ π χs A k s S A sk
k

N

N( ) = −( )( ) + ( )
=

+∑ cos ,max1
1

1  (9)

где Ak, AN+1  – постоянные коэффициенты раз-
ложения, а функция χ s( )  при заданном на 
рис. 3 направлении отсчета χ s( ) определяется сле-
дующим выражением:

Рис. 3. Параметризация поверхности симметричной 
капли.
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Здесь β(ψ, εр /εf) – корень уравнения (4) из ин-
тервала 0 < β < 1 при заданном угле смачивания ψ 
и отношении εр /εf; sm =1 – длина дуги образую-
щей в безразмерных единицах, соответствующей 
точке пересечения образующей с линией смачи-
вания. Константа g в выражении для χ s( )  опре-
деляется формулой (5) для заданных ψ и εр /εf. 
Таким образом, последний член разложения (9) 
позволяет правильно учесть сингулярность элек-
трического поля (и по теореме Гаусса  – поверх-
ностной плотности заряда) на линии смачивания.

Тогда потенциал снаружи тела Φs  можно пред-
ставить следующим разложением по (N + 1)-й
гармонической функции:

где при k = 1, ..., N 

Тогда полный потенциал Φt =1 в среде с εf (в сво-
бодном пространстве вне капли и пленки) мож-
но представить, учитывая (6), в виде разложения

(10)

Полный потенциал в пленке, учитывая (7),за-
пишем в виде

(11)

Чтобы решить задачу нахождения электри-
ческого поля от рассматриваемой проводящей 
капли с заданным потенциалом, необходимо 
определить N+1 коэффициентов Ai из гранично-
го условия для полного потенциала Φt =1  на по-
верхности капли.

Это условие можно удовлетворить прибли-
женно методом коллокаций [22]. Например, 
можно записать это уравнение для равномер-
но распределенных N+1 точек дуги образующей 
капли при y = 0  и  > 0. Решая полученную си-
стему из N+1 линейных алгебраических уравне-
ний с N+1 неизвестными, можно найти коэф-
фициенты разложения Ai. Тогда по формулам 
(10), (11) получим распределения полного по-
тенциала в свободном пространстве и пленке 
соответственно. Однако при таком подходе воз-
никают трудности с интегрированием при на-



Рис. 4. Расположение точек коллокации pi относи-
тельно поверхности капли.
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хождении гармоник разложения  в точках 
коллокации. Это связано с тем, что при (r, z) → 
→ (rs(s), zs(s)) у подынтегральных выражений в 
формулах для  возникает особенность.

Чтобы преодолеть эти трудности, в данной 
работе используется метод, аналогичный методу 
из [23, 24]. Суть этого метода заключается в сме-
щении точек коллокации с поверхности капли 
на малое расстояние по нормали в сторону сво-
бодного пространства (рис. 4).

Рассмотрим на образующей капли N + 1 рав-
номерно расположенные точки, соответству-
ющие  s i S Ni = −( )1 max , где i = 1, 2, ..., N + 1. 
В  i-й точке безразмерная плотность заряда рав-
на значению , вычисляемому по формуле 
(9). В этой точке нормальная компонента элек-
трического поля равна  

E sn i f= ( )σ ε , что следу-
ет из граничных условий на поверхности прово-
дника. Тогда потенциал в точке Pi, смещенной 
на малое расстояние δ по нормали к поверхно-
сти, приближенно равен потенциалу поверхно-
сти без δ(


E sn i f= ( )σ ε ), т.е.  

Φt i i fP s( ) ≈ − ( )( )1 δ σ ε . 
С  другой стороны, потенциал  мож-
но вычислить по формуле (10), учитывая, что 

Рис. 5. Распределение нормированного потенциала  
Φt i i fP s( ) ≈ − ( )( )1 δ σ ε вокруг капли в плоскости  x z,( ) при y = 0  (см. рис. 1) 

и h
∼ 

= 0.2, εp = 4, εf = 1.
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i i i

( ) = ( ), , . В итоге получаем сле-
дующие N + 1 уравнений в N + 1 точках коллока-
ции Pi:

	 (12)

где i = 1, 2, ..., N + 1,

Подставляя (9) в (12), получаем окончательно 
систему N + 1 уравнений относительно коэффи-
циентов разложения

   (13)

где  i = 1, 2, ..., N + 1.
Решая систему уравнений (13), можно найти 

распределение безразмерного потенциала в нор-
мированных координатах снаружи капли и в ди-
электрической пленке по известным значениям 
Ak и формулам (10), (11).

РЕЗУЛЬТАТЫ ЧИСЛЕННЫХ РАСЧЕТОВ

В качестве примера применения предло-
женного метода рассмотрена задача вычисле-
ния электрического поля от заряженной кап-
ли с единичным безразмерным радиусом ли-
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нии смачивания. Капля находится в свободном 
пространстве с относительной проницаемостью 
εf  =  1 и смачивает диэлектрическую пленку с 
проницаемостью εр  = 4 и толщиной h∼ = 0.2. Угол 
смачивания ψ = 30 °. Показатель сингулярности 
β на линии смачивания найден из уравнения (4) 
и составляет  β(ψ, εр /εf)  =0.5174527. Общее ко-
личество гармонических функций, по которым 
производилось разложение потенциалов, равно 
N + 1 = 60. Смещение точек коллокации выбра-
но равным δ

∼
 = 0.0001. Между каплей и пленкой 

оставлялся зазор с εf = 1, равный δ
∼

, чтобы точ-
ки коллокации не попадали внутрь пленки. Ре-
зультат расчета полного безразмерного потенци-
ала представлен на рис. 5.

На рис. 6 показана найденная зависимость 
безразмерной плотности заряда σ∼  от s∼. Видна 
сингулярность плотности заряда на линии сма-
чивания при s∼  = 1. Полный размерный заряд 
капли может быть найден интегрированием σ по 
поверхности капли
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S
= ( ) ( )∫ 2

0
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, 

который для рассматриваемой конкретной зада-
чи получился равным 82.0. Тогда размерная ем-
кость рассматриваемой (в Ф) капли с линией 
смачивания радиусом R соответствует

C
Q

U
RQ R R= = ≈ ≈ × −ε ε0 0

1282 0 725 10 . .

Из вывода полученных уравнений видно, что 
распределение полного безразмерного потенци-
ала Φt =1, показанное на рис.5, не меняется, если 
диэлектрические проницаемости εf и εp изменя-
ются в k раз (при этом εp /εf = const). Также ясно, 
что распределение Φt =1 одинаково для подобных 
геометрий. Размерная емкость пропорциональ-
на характерному размеру задачи R и коэффици-
енту k.

ЗАКЛЮЧЕНИЕ

В работе рассмотрена задача нахождения 
электрического поля в пространстве вокруг 
трехмерной заряженной проводящей капли при 
условии, что поле мало и электрические силы не 
изменяют формы капли, пленки и проводящей 
подложки. Однако полученные результаты по-
зволяют сделать вывод о том, как распределены 
электрические силы, действующие на каплю, и 
как качественно изменится свободная поверх-
ность капли в сильных полях.

Важно, что электрические силы не изменя-
ют угол смачивания в бесконечно малой окрест-
ности угла смачивания, несмотря на стремление 
поверхностной плотности заряда к бесконечно-
сти. Это связано с тем, что электрические силы 
действуют по нормали к проводящей поверхно-
сти и не влияют на баланс сил поверхностного 
натяжения на линии смачивания. Этот вопрос 
также обсуждался в [15].

Большие значения поверхностной плотности 
заряда на свободной поверхности капли наблю-
даются на расстоянии менее приблизительно 
0.02R от линии смачивания, поэтому и кривизна 
поверхности капли изменяется существенным 
образом только в этом тонком слое вблизи этой 
линии. Вне этого слоя во многих случаях мож-
но считать, что поверхностная плотность заряда 
на свободной поверхности практически посто-
янная или настолько мала, что ею можно прене-
бречь. Это значит, что при данных условиях на 
большей части поверхности капли можно счи-
тать кривизну постоянной величиной и опре-
делять экспериментально «угол смачивания» 
именно в этой области поверхности, достаточно 
далеко от линии смачивания, и утверждать, что 
«электрическое поле уменьшает угол смачива-
ния» [11, 25, 26].

Подход настоящей работы без труда мож-
но применить к задаче нахождения поля вокруг 
проводящей нанокапли, которая возникает при 
исследовании рассеяния полей в нанооптике в 
квазистатическом приближении.

Развитые методы являются важным шагом в 
задачах исследования изменения формы капли в 
сильном электрическом поле и анализе неустой-
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Рис. 6. Безразмерная поверхностная плотность заря-
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чивостей поверхности капли в электрическом 
поле. Эти вопросы будут рассмотрены в следу-
ющих работах.

Наконец, хотелось бы напомнить об аналогии 
между задачами электростатики и стационарной 
[19] и нестационарной [27] теплопроводности, 
которая позволяет применять методы данной 
работы к таким задачам.

Автор благодарит за поддержку Министер-
ство науки и высшего образования РФ (госзада-
ние № 075-00270-24-00).
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