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В рамках одномерной двухкомпонентной МГД-модели плазмы с горячими электронами и холод-
ными ионами получено аналитическое выражение, описывающее функции распределения ионов 
по энергиям, возмущенные ионно-звуковыми солитонами. В расчетах использовалось как усред-
нение по ансамблю ионов, так и усреднение по времени для одного иона. Показано, что ионно-
звуковые солитоны сильно влияют на функцию распределения ионов, отклоняя ее от начально-
го равновесного состояния. При этом после прохождения солитона функция распределения воз-
вращается в первоначальное состояние. С использованием уравнения Кортевега–де Вриза полу-
чена явная формула для описания возмущенной функции распределения, которую можно при-
менять на практике. Рассмотрена практически важная ситуация распространения большого ан-
самбля солитонов разной амплитуды. Детально промоделированы случаи малого и большого вре-
менного разрешения при измерении функций распределения. Проведено сравнение полученных 
теоретических результатов с известными экспериментальными данными.
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Введение

Исследование неравновесных физических 
систем является актуальной проблемой для мно-
гих задач физической химии [1, 2], физики ак-
тивных броуновских частиц [3–5], газовых раз-
рядов [6–8], нелинейных плазменных волн 
[9–16] и др. Остановимся на последней про-
блеме подробнее. Влияние плазменных волн 
на функции распределения заряженных частиц 
представляет интересную физическую зада-
чу [9–16], которая имеет как прикладное, так и 
фундаментальное значения. Главной целью на-
стоящей работы является теоретический ана-
лиз возмущенных ионно-звуковыми солито-
нами функций распределения по энергиям ио-
нов плазмы. Эксперименты, проведенные в маг-
нитосфере Земли, свидетельствуют о неравно-
весности плазменных функций распределения 
в окрестности уединенных волн [17–27]. Часто 
нелинейные электростатические волны наблю-

дались в плазме, содержащей пучки заряженных 
частиц, которые, по-видимому, являются источ-
ником энергии для развития неустойчивостей. 
Важно отметить, что уединенные волны в кос-
мической плазме наблюдались как в виде изо-
лированных структур, так и в виде больших ан-
самблей [28]. В работах [29–33] теоретически до-
казано, что солитоны акустического типа осу-
ществляют перенос заряженных частиц на рас-
стояние в несколько радиусов Дебая в направ-
лении своего движения (для солитонов сжатия). 
В случае ансамбля солитонов перенос заряжен-
ных частиц может интерпретироваться как по-
ток частиц [29–31]. Функции распределения по 
скоростям для плазмы, содержащей поток (пу-
чок) заряженных частиц, должны иметь несим-
метричную относительно нуля форму [34]. Рас-
чет возмущенных ионно-звуковыми солитона-
ми функций распределения по скоростям для 
ионов в холодной плазме представлен в работах 
[32, 35–37]. В частности, показано, что функ-
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ции распределения ионов по скоростям при-
нимают форму, сходную с функцией распреде-
ления для плазмы, содержащей холодный ион-
ных пучок. Другими словами, в областях плаз-
мы, населенной ионно-звуковыми солитонами, 
функция распределения имеет два максимума 
(см. рис. 3а из [36]). Задача о влиянии пылеаку-
стических солитонов на функции распределения 
по энергиям заряженных частиц обсуждалась в 
работе [38]. В данной работе аналогичная зада-
ча решена в отношении ионно-звуковых соли-
тонов, а именно, найдены возмущенные функ-
ции распределения по энергиям для случая хо-
лодной плазмы. Рассмотрены случаи движения 
как одного, так и группы солитонов.

ТЕОРЕТИЧЕСКАЯ МОДЕЛЬ

Для исследования понадобятся профили 
ионно-звукового солитона, которые будут най-
дены из классических уравнений гидродина-
мики. Рассмотрим двухкомпонентную модель 
бесстолкновительной плазмы, содержащую хо-
лодные однозарядные ионы и горячие электро-
ны с начальными концентрациями ni0 = ne0 = n0. 
Ионная динамика описана с помощью уравне-
ний движения и непрерывности, для описания 
состояния электронов выбрано распределение 
Больцмана, электрическое поле волны описано 
уравнением Пуассона. В нормированном виде 
имеем [36] 
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Здесь Ni, Ne  – концентрации ионов и элек-
тронов соответственно с нормировкой на не-
возмущенную концентрацию n0; υi  – скорость 
ионов, нормированная на скорость ионно-
го звука C T ms e i= / , Te  – электронная темпе-
ратура, mi – масса иона; Φ = eϕ/Te – нормиро-
ванный потенциал электрического поля вол-
ны, e  – абсолютная величина заряда электро-
на. Время t нормировано на величину ωi

–1, где 

ω πi in e m= 4 0
2 /   – ионная плазменная часто-

та; пространственная координата нормирова-

на на радиус Дебая λ πD = T n ee / 4 0
2 . В рассма-

триваемой модели Ti = 0, следовательно, необхо-
димое условие существования ионно-звуковых 
волн (Te >> Ti) выполняется автоматически. Со-

литонные решения системы (1)–(4) можно най-
ти несколькими способами. Интерес представ-
ляют только стационарные решения, описываю-
щие волны, которые прошли все стадии эволю-
ции и движутся с постоянной скоростью, ампли-
тудой и формой. Для солитонов малой амплиту-
ды можно воспользоваться уравнением Корте-
вега–де Вриза (КдВ) [37, 39]
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где η = ∈3/2X, ζ = ∈1/2(X – t). Как и в оригиналь-
ной работе [39], уравнение (5) записано для ион-
ной скорости υi. Однако оно в неизменном виде 
может быть записано для всех неизвестных ве-
личин ne, ni, Φ. Солитонное решение (5) для по-
тенциала Φ запишем в виде [37]
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где Φ ∆ Φmax max/=3(M ), =−1 6   – амплитуда и 
ширина солитона, M = V/Cs – число Маха, V – 
скорость солитона в лабораторной системе ко-
ординат. 

Для анализа свойств солитонов произвольной 
амплитуды используется метод псевдопотенциа-
ла Сагдеева [40]. В этом случае, переходя в дви-
жущуюся вместе с волной систему координат и 
вводя новую переменную ξ = x – Mt, можно вы-
разить нормированную ионную концентрацию 

в простом виде Ni ( )Φ Φ= −M/ M2 2  [30, 37, 
40]. Далее система уравнений (1)–(4) сводится к 
единственному уравнению Пуассона [37]
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Уравнение (7) является обычным дифферен-
циальным уравнением, оно описывает профиль 
потенциала солитона. Также оно допускает од-
нократное интегрирование по Φ с учетом гра-
ничного условия dΦ/dξ = 0 при ξ = 0, в результа-
те чего можно получить явную форму псевдопо-
тенциала Сагдеева [40] 
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Решение (8) соответствует профилю потен-
циала ионно-звукового солитона Φ(ξ). Положи-
тельные корни (8) представляют амплитуду со-
литонов. Для солитонов произвольной ампли-
туды уравнение (8) требует численного решения 
(например, методом Рунге–Кутты). Также мож-
но напрямую решать уравнение (7). Свойства 
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солитонных решений подробно описаны в рабо-
тах [30, 40]. В частности, в рамках рассматривае-
мой модели солитоны являются сверхзвуковыми 
(1 < M < 1.6), кроме того, с ростом скорости рас-
тет амплитуда солитонов и уменьшается их ши-
рина. На рис. 1 представлены профили потенци-
ала Φ. Результаты получены для разных значе-
ний М численным решением уравнения (7) и из 
приближенной формулы (6).

Из рис. 1 видно, что уравнение КдВ хоро-
шо описывает профиль потенциала ионно-
звукового солитона для не очень больших ам-
плитуд. Имея все необходимые данные, перей-
дем к анализу функций распределения по энер-
гиям для ионов.

ФУНКЦИЯ РАСПРЕДЕЛЕНИЯ 
ПО ЭНЕРГИЯМ 

Будем искать распределение по энергиям для 
частиц в лабораторной (неподвижной) систе-
ме координат. В общем случае, задача о влиянии 
пламенных волн на функции распределения за-

ряженных частиц решается в рамках кинетиче-
ской теории [35]. В простейшем случае холод-
ных ионов задача о движении частиц в электри-
ческом поле солитонов из стохастической вы-
рождается в детерминированную. Действитель-
но начальная скорость холодных ионов равна 
нулю. Их начальное максвеловское распреде-
ление по компонентам скорости вырождается в 
δ-функцию Дирака. Решаемая задача представ-
лена на рис. 2а. Будем считать, что в невозму-
щенном состоянии ионы равномерно распреде-
лены в пространстве (вдоль оси x в одномерном 
случае). В качестве возмущающего фактора вы-
ступает ионно-звуковой солитон. Если параме-
тры возмущения известны, то динамические па-
раметры всех ионов рассматриваемого ансамбля 
в любой момент времени можно точно опреде-
лить (с помощью второго закона Ньютона). Сле-
довательно, указанная задача является детерми-
нированной. Стоит отметить, что для детерми-
нированных величин формально можно найти 
некоторые статистические параметры (среднее 
значение, дисперсию, плотность вероятности и 
другие) [41]. В поставленной задаче представ-
ляет интерес функция распределения ионов ан-
самбля по кинетической энергии f(Wi), которую 
можно определить по известной формуле [34]

f W
N

N WN i
i

( ) =
∆
∆

,	 (9)

где ∆N – количество ионов с кинетической энер-
гией в интервале от Wi до Wi + ∆Wi, N – полное 
количество ионов в ансамбле. Вслед за [32, 36] 
cделаем ряд предположений. Во-первых, в ис-
пользуемой модели холодной плазмы ионы рав-
номерно распределены в пространстве и име-
ют нулевые начальные скорости υi = 0 и энергии 
Wi = 0. Таким образом, в начальный момент вре-
мени положение ионов в фазовом пространстве 
отличается только положением в пространстве 
координат (на оси x). Во-вторых, в отсутствие 
возмущения распределение ионов по энергиям 
можно описать δ-функцией Дирака (предель-
ный случай распределения Максвелла при нуле-
вой ионной температуре). И наконец, в-третьих, 
солитоны возмущают скорость ионов только в 
своей окрестности (при этом скорость ионов 
принимает только положительные значения). 
Ионы при этом перемещаются на несколько ра-
диусов Дебая в направлении движения волны. 
Движение ионов приводит к генерации ионных 
токов импульсного характера с постоянной со-
ставляющей [30] и к возмущению функции рас-
пределения по компонентам скоростей в окрест-
ности солитона [35–38]. 

Сначала рассмотрим принцип расчета функ-
ции распределения по энергиям на примере ма-

Рис. 1. Профили ионно-звукового солитона для зна-
чений числа Маха М = 1.05 (а) и 1.2 (б): штрихпун-
ктирная кривая – метод КдВ (6), сплошная – метод 
псевдопотенциала (7). 
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лого ансамбля ионов, содержащего N ионов фо-
новой плазмы. Из рис. 2а видно, что ионы рав-
номерно расположены на прямой линии вдоль 
оси x с межчастичным расстоянием ∆x (ситуация 
наглядно представлена на рис. 2 в работе [36]). 
Будем считать, что в начальный момент време-
ни солитон находится слева от ансамбля ионов, 
при этом он не возмущает их состояние. Поло-
жим, что волна движется слева направо. Через 
некоторое время солитон достигнет ионов ан-
самбля и начинает влиять на их динамику. Пред-
ставляет интерес функция fN(Wi) именно в этот 
момент. Движение однозарядных ионов в лабо-
раторной системе координат найдем из второго 
закона Ньютона в нормированном виде [32, 36]:

d x

dt x

2

2
= −

∂
∂
Φ

,	 (10)

где E(x,t) = –∂Φ/∂x  – электрическое поле соли-
тона. Функцию Φ(x,t) можно получить в явном 
виде, подставив ξ = x – Mt в (6), или численно из 

(7) или  (8). Данная задача является несамосогла-
сованной. Однако рассматриваемый ансамбль ио-
нов представляет часть полной ионной фракции, 
участвующей в самосогласованном волновом 
процессе. Иными словами, динамика выбранных 
ионов описывает движение всей ионной популя-
ции. И чем больше ансамбль, тем более точным 
является описание (см. вставку к рис. 12а из [30]). 

Уравнение (10) описывает движение всех ио-
нов ансамбля. Отличаются лишь начальные 
условия, которые описывают положение ионов 
в начальный момент времени. Кроме того, как 
показано в работе [30], траектории всех ионов, 
взаимодействующих с солитоном, идентичны 
(отличия состоят в пространственно-временном 
сдвиге). По аналогии с [36] выберем следующие 
начальные условия: N = 15, υi(0) = dx/dt = 0 . На-
чальное положение ионов ансамбля зададим вы-
ражением

x1 = x0, x2(0) = x0 + ∆x, ..., 

xN(0) = x0  + ∆x(N – 1),

Рис. 2. Фазы процесса взаимодействия солитона с ансамблем ионов (а); (б)–(г) – кинетическая энергия ионов ан-
самбля в моменты времени t = 0, 50 и 100 соответственно, черные и белые точки соответствуют темной и светлой 
области и обозначают принадлежность к соответствующим интервалам ∆Wi; (д)–(ж) – дискретная функция распре-
деления ионов ансамбля по энергиям в соответствии с (9). 
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где x0  = 30 – начальное положение первой ча-
стицы ансамбля, ∆x = 3 – межчастичное рассто-
яние. Начальное положение солитона xS(0) = 0, 
а его скорость соответствует M = 1.05 (указан-
ный профиль отображен на рис. 1а). 

Для решения уравнения (10) применялся ме-
тод Рунге–Кутты 4-го порядка. Перечислим 
основные фазы процесса взаимодействия со-
литона с заданным ионным ансамблем (для на-
глядности см. рис. 2 в [36]): фаза (а) – начальное 
состояние исследуемой системы; фаза (б) – со-
стояние, при котором солитон находится внутри 
ансамбля ионов (около центра); фаза (в) – состо-
яние релаксации системы, при котором солитон 
покидает рассматриваемый ансамбль. Из реше-
ния уравнения (10) кроме функций x(t) можно 
легко рассчитать величины υi для ионов ансам-
бля в любой момент времени, на основе кото-
рых строилась функция распределения по ско-
ростям в работах [32, 36]. Здесь понадобится ве-
личина кинетической энергии ионов ансамбля 
Wi =  0.5υ2

i. Величины Wi для ионов рассматри-
ваемого ионного ансамбля отображены на рис. 
2б–2г для разных фаз процесса взаимодействия. 
За основу выбраны значения υi, представленные 
на вкладках к рис. 2а–2в из работы [36]. Соот-
ветствующие дискретные функции распределе-
ния по энергиям f(Wi) отображены на рис.  2д–
2ж. Шкала энергий разбита на интервалы с ша-
гом ∆Wi = 5×10–3. Указанные интервалы исполь-
зовались для расчета дискретной функции рас-
пределения по энергиям f(Wi) по формуле (9).

Как видно из рис. 2б, в начальном состоя-
нии (t = 0, фаза (а)), скорость и кинетическая 
энергия всех ионов равна нулю. Как указыва-
лось выше, функция распределения в этом слу-
чае стремится к δ-функции Дирака. Аналогич-
ная ситуация наблюдается после того, как соли-
тон покидает ансамбль ионов (t = 100, фаза (в)). 
Отметим, что после прохождения солитона все 
ионы ансамбля сдвигаются вправо на расстоя-
ние ℓ ~ 3λD, при этом скорость и межчастичное 
расстояние ионов принимают начальные значе-
ния υi = 0, ∆x = 3 . В работах [30, 32, 33] механизм 
солитонного переноса ионов описан подробно. 

Рассмотренные случаи являются тривиальны-
ми, в отличие от ситуации при t = 50 (фаза (б)), 
которая в работе [36] получила название актив-
ной фазы взаимодействия солитон–частицы. 
В этой фазе солитон целиком помещается в пре-
делах ансамбля ионов (находится примерно в 
его центре). За счет взаимодействия с солитоном 
ионы ансамбля приходят в движение. Как пока-
зано в [36], скорость ионов ансамбля в этой фазе 
принимает неотрицательные значения υi ≥ 0. Со-
ответствующие значения кинетической энер-
гии ионного ансамбля приведены на рис. 2в. 

Очевидно, что распределение по кинетическим 
энергиям в этом случае не будет таким тривиаль-
ным, как в начальном (невозмущенном) состо-
янии. Соответствующую дискретную функцию 
распределения по энергиям легко найти по фор-
муле (9). Для этого достаточно подсчитать ко-
личество частиц в каждом интервале скоростей 
[Wi, Wi + ∆Wi]. Для наглядности на рис. 2б–2г 
соседние интервалы Wi + ∆Wi показаны разным 
цветом, а ионы имеют цвета, соответствующие 
своему интервалу. Искомая дискретная функ-
ция распределения представлена на рис. 2е, от-
куда видно, что распределение ионов по кинети-
ческим энергиям имеет форму с локальным мак-
симумом в положительной области.

В работах [32, 37] для функции распределения 
по скоростям было найдено аналитическое вы-
ражение на основе эргодической гипотезы. Если 
система эргодична, ее статистические характе-
ристики, найденные усреднением по ансамблю 
и усреднением по времени для одной частицы, 
должны совпадать. Функция распределения по 
скоростям, полученная методом усреднения по 
времени, имела обозначение ft(υi) (нижний ин-
декс указывает на метод усреднения). Согласно 
[32], имеем

f
d dtt i

i

( )
( / )

υ
τ υ

=
2

,

где τ – интервал времени, на котором измеряет-
ся функция распределения, он выполняет роль 
нормировки и имеет физический смысл вре-
менного разрешения измерительных приборов. 
Чтобы рассчитать величину dυi /dt, необходи-
мо знать скорость пробного иона как функцию 
времени, т.е. υi(t). Эта скорость является параме-
тром в Лагранжевом описании движения (нуж-
но помнить, что лагранжева и эйлерова скоро-
сти могут отличаться). В работе [32] зависимость 
υi(t) была найдена в рамках метода одночастич-
ного приближения. Ее также можно найти пу-
тем перехода от Эйлерова к Лагранжеву описа-
нию движения. Действуя по аналогии с методи-
кой [32], можно получить аналитическое выра-
жение для функции распределения по энерги-
ям ft(Wi). Существует и альтернативный метод 
ее поиска. А именно, зная функцию ft(υi) можно 
найти ft(Wi), воспользовавшись выражением [38]

ft(υi)dυi = ft(Wi)dWi. 	 (11) 

Учитывая, что Wi = υ2
i /2 , имеем

f W
dW dtt i

i

( )
( / )

=
2

τ
.	 (12) 

В формуле (12) необходимо знать зависи-
мость Wi(t) для пробного иона. Для ее поиска 
воспользуемся уравнением (10) для одного из 
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ионов ансамбля (например, первого при x0 = 30). 
Как и ранее, в качестве профиля Ф(x, t) исполь-
зуем численное решение уравнения (7). Теперь 
численное решение (10) дает зависимости x(t) и 
υi(t) и далее Wi(t) = 0.5υ2

i(t). 
Перейдем к построению графиков функ-

ций f(Wi), начнем с усреднения по ансамблю (9).  
Очевидно, что точность расчета fN(Wi) будет воз-
растать при увеличении количества частиц в ан-
самбле N, а также при уменьшении приращений 
∆x, ∆Wi. На рис. 3 отображены возмущенные 
функции распределения по энергиям для фазы 
(б) при размере ансамбля N = 1000 и для разных 
значений числа Маха и, соответственно, ампли-
туды солитонов. При расчете были выбраны сле-
дующие параметры: ∆x = 0.04; ∆Wi = 10–3. Таким 
образом, ионы ансамбля равномерно распреде-
лялись по отрезку X = 40. Схема расчета совпа-
дала со схемой расчета fN(Wi), представленной 
на рис. 2. А именно, уравнение (10) решалось 
численно N раз для всех ионов рассматриваемо-
го ансамбля. Таким образом, получен массив из 
N дискретных зависимостей функции Wi(t). Да-
лее фиксировался момент времени t, в котором 
солитон находился внутри ансамбля ионов (на-
пример, t = 50 в случае, представленном на рис. 
2в). Как результат, получался одномерный мас-
сив (строка) размером N, содержащий кинетиче-
ские энергии всех ионов ансамбля в зафиксиро-
ванный момент времени. Массив обрабатывал-
ся простым алгоритмом, подсчитывающим пол-
ное число ионов в каждом из интервалов энер-
гии [Wi; Wi + ∆Wi). По аналогии с работами [32, 
36] использовался численный профиль электри-

ческого поля солитона, потому что формула (6) 
является приближенной. 

Для сравнения на вставке к рис. 3 отображе-
ны соответствующие функциям f(Wi) функции 
fN(υi), которые были рассчитаны по методике, 
представленной ранее в [32, 36]. Из рис. 3 вид-
но, что возмущенная функция распределения 
по энергиям f(Wi) по форме похожа на функ-
цию распределения по скоростям fN(υi). В част-
ности, для заданного значения M она имеет 
два максимума. Первый расположен в окрест-
ности Wi = 0, он определяется невозмущенны-
ми ионами ансамбля. В отсутствие солитонов 
этот максимум сохранится. Второй максимум 
появляется в положительной области Wi  >  0, 
он определяется ионами, которые приобре-
ли энергию при взаимодействии с солитоном. 
Стоит напомнить, что, после того как солитон 
покинет ансамбль, второй максимум исчезнет, 
поскольку возмущенные ионы находятся толь-
ко в окрестности солитона. Поэтому если уве-
личить пространственную область X, которую 
занимает ансамбль ионов, то второй максимум 
не изменит своего положения, но уменьшится 
по высоте. Если солитон полностью помещает-
ся внутри ансамбля, то точное его положение 
не имеет особого значения, функция распреде-
ления будет соответствовать той, что представ-
лена на рис. 3. Отметим, что максимумы функ-
ции fN(Wi) расположены дальше друг от друга по 
сравнению с функцией fN(υi), что объясняется 
соотношением Wi ~ υi

2. Нормировка для fN(Wi) 
определяется формулой (9), таким образом, что 
ΣfN(Wi)∆Wi = 1.

Рис. 3. Возмущенные функции распределения ионов по кинетическим энергиям для различных значений числа 
Маха M, полученные усреднением по ансамблю fN(Wi) (символы) по (9) и усреднением по времени ft(Wi) (сплошные 
кривые) по (11); параметры ансамбля: N = 103, ∆x = 0.04, ∆Wi = 4×10–3 для M = 1.2; на вставке – возмущенные функ-
ции распределения по скоростям fN(υi), полученные в соответствии с моделями [32, 36]. 
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Вернемся к усреднению по времени. На рис. 4 
отображена искомая функции Wi(t) при разных 
M, необходимая для использования в уравнении 
(12). Поскольку профили Wi(t) являются сим-
метричными, то достаточно использовать толь-
ко их левую (или правую) часть в формуле (12). 
Для наглядности используемая область обозначе-
на цветной заливкой. Такой выбор области про-
филя Wi(t) детально обоснован в работе [32]. Ин-
тервал времени τ выберем из следующих сообра-
жений: как указано выше, ширина ионного ан-
самбля при использовании формулы (9) состав-
ляла X = 40. Солитон пройдет указанную область 
за время τ = X/M. Таким образом, имеем τ = 33.3, 
30.8 и 26.7 при M = 1.2, 1.3 и 1.5 соответственно. 
При таком выборе функции fN(Wi) и ft(Wi)  долж-
ны совпадать. Это совпадение подтверждается на 
рис. 3, где зависимости ft(Wi)   показаны сплош-
ными кривыми (с цветной заливкой), а зависи-
мости fN(Wi)  – символами. Стоит отметить, что 
формула (12) впервые получена в работе [38] при 
анализе свойств пылеакустических солитонов. 

Формула (12) является точной для солитонов 
произвольной амплитуды. Она ограничена не-
обходимостью применения численных расче-
тов для поиска зависимости Wi(t). Найдем об-
ласть применимости формулы (12). Как показа-
но в работе [37], область определения функции 
ft(υi) описывается неравенством 0 < υi < M. Тогда 
учитывая, что Wi = υ2

i /2, можно утверждать, что 
область определения функции ft(Wi) описывает-
ся схожим неравенством 0 < Wi < M2/2. 

Для солитонов малой амплитуды можно полу-
чить полностью аналитическую формулу, удоб-
ную для практического применения. В работе 
[37] с использованием уравнения КдВ (справед-
ливого для малых амплитуд) получена следую-
щая формула для ft(υi):

f i
i i i i

( )
( ) ( ) ( )

υ
τυ υ υ υ

=
− − − −

4 3

2 6 1 2M M M
.

Используя (11) и учитывая, что Wi = υ2
i /2, лег-

ко найти

f W

W W W W

i

i i i i

( )

( ) ( ) ( )
.

=

=
− − − −

3

2 3 1 2τ M M M

   (13)

Формула (13) проста в применении, одна-
ко она ограничена значениями числа Маха 
1 < М < 1.2. Отметим, что усреднение по ансам-
блю хоть и является более трудоемким, но в то 
же время оно наиболее универсально. В частно-
сти, оно позволяет моделировать случай теплой 
плазмы, а также случай движения группы соли-
тонов разной амплитуды. Как показано в рабо-
те  [32], если внутри ансамбля помещается не-
сколько солитонов одновременно, отличный от 
нуля максимум функции распределения по ско-
ростям размывается. Такая ситуация хорошо 
описывает реальные процессы в космической 
плазме, где часто наблюдаются большие группы 
уединенных волн [28, 42–44]. Именно такой слу-
чай рассмотрен далее.

МОДЕЛИРОВАНИЕ АНСАМБЛЯ  
ИОННО-ЗВУКОВЫХ СОЛИТОНОВ

Для анализа движения группы солитонов 
воспользуемся методикой, описанной в рабо-
те [32]. В частности, будем считать, что груп-
па состоит из Ns солитонов с нормальным рас-
пределением по скоростям и, следовательно, по 
амплитудам. В рассматриваемом случае взаим-
ное расположение солитонов в группе будет из-
меняться с течением времени. Расстояние меж-
ду солитонами зададим так, чтобы в момент из-
мерения функции распределения они не сталки-
вались (учет солитонных столкновений являет-
ся отдельной интересной задачей). Группу соли-
тонов с использованием уравнения (6) зададим 
выражением

Ψ Φ( ) ( , )

( ) ( * )
( )

x x t

x t

j

N

j

N

s

s

= =

= − −
−
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=

=

−

∑
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0

0
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6
M sech M

M2 ,

где x* = x – ∆SjR1, ∆S  – межсолитонное рас-
стояние, R1  – случайная величина со средним 
значением R10 = 0 и стандартным отклонением 
σR1 = 5. Величина R1 служит для хаотизации рас-
стояний между солитонами. Параметры распре-
деления для M: среднее значение M0 = 1.2, стан-
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Рис. 4. Кинетическая энергия как функция времени 
для пробного иона, взаимодействующего с солито-
ном при разных значениях M.
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дартное отклонение σM = 0.02. На рис. 5а ото-
бражена группа из 100 солитонов в фиксирован-
ный момент времени (t = 0). 

Представленные на рис. 5б, 5в функции рас-
пределения соответствуют случаю, когда вре-
менного разрешения приборов недостаточно для 
анализа свойств отдельных солитонов. А имен-
но, функции распределения измерены за вре-
мя, в течение которого прибор пересекли 10 со-
литонов. Функция fN(υi) рассчитана усреднени-
ем по ансамблю частиц, в соответствии с мето-

дикой, описанной в [32]. В то же время функция 
fN(Wi) рассчитана по подобной методике, под-
робно описанной в разделе 2 данной работы. Эта 
методика отображена на рис. 2. Ансамбль ионов 
в данном случае содержит 104 частиц, а внутри 
него помещается 10 солитонов разной ампли-
туды. Как видно, функция распределения оста-
ется несимметричной, но справа наблюдается 
несколько максимумов. В рассмотренном слу-
чае холодной плазмы эти максимумы довольно 
узкие. В модели плазмы с теплыми ионами ожи-

Рис. 5. Моделирование группы из 100 солитонов разной амплитуды: (а) – потенциал и электрическое поле; (б) – 
возмущенная ионная функция распределения по скоростям в области плазмы, содержащей первые десять солито-
нов; (в) – соответствующая возмущенная ионная функция распределения по энергиям. 
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Влияние ионно-звуковых солитонов на функции распределения

дается, что все максимумы уширятся и смогут 
объединиться в один широкий максимум. Сто-
ит отметить, что в рассматриваемом случае для 
моделирования ансамбля солитонов использо-
валось уравнение КдВ (6), которое хоть и явля-
ется приближенным, но все же точнее описыва-
ет профиль потенциала солитона по сравнению 
с методом разложения в ряд псевдопотенциала 
Сагдеева, который использовался в работе [32] 
(сравнение методов описано в [37]).

Если измерительный прибор регистрирует 
длинную последовательность уединенных волн 
(сто солитонов, как показано на рис. 5а), то ре-
зультаты, как правило, представляют в виде вре-
менной развертки (подобной спектрограм-
мам), пример которой отображен на рис. 6б и 
6в. Рис. 6б получен следующим образом: после-
довательно анализировались области простран-
ства x ∈ [0,400), x ∈ [400,800), …, x ∈ [3600,4000). 
Далее рассчитывались функции fN(υi), fN(Wi) для 
каждого участка. Затем полученные результа-
ты последовательно накладывались на график 
уровня на рис. 6б. Каждый отсчет на графике 
отображает функции распределения для области 
плазмы, содержащей 10 солитонов. Такая ситу-
ация соответствует низкому временному раз-
решению приборов. Ситуация, соответствую-
щая более высокому временному разрешению 
(в 10 раз), когда удается разрешить каждый со-
литон, представлена на рис. 6в. На рис. 6б, 6в ось 
абсцисс является временной, в то время как на 
рис. 5а, 5б – пространственной. Так сделано для 
наглядности, нормированные временная и про-
странственная шкалы почти совпадают при око-
лозвуковой (M ~ 1) скорости солитонов. 

ОБСУЖДЕНИЕ РЕЗУЛЬТАТОВ

Рис. 6 наглядно демонстрирует то, что ионно-
звуковые солитоны в значительной мере возму-
щают ионные функции распределения по ско-
ростям и по энергиям. Действительно, в отсут-
ствие нелинейных волн функции распределе-
ния отличны от нуля только при υi = 0, Wi = 0, 
что соответствует плазме с холодными равновес-
ными ионами. В области, населенной солитона-
ми, у функций fN(υi), fN(Wi) появляется выражен-
ный максимум в положительной области, υi > 0, 
Wi > 0, (очевидно, что функция fN(Wi) определена 
только при Wi ≥ 0). По основным признакам воз-
мущенные солитонами функции распределения 
сходны с функциями распределения для плазмы 
с ионным пучком. Такие функции распределе-
ния часто наблюдаются в околоземной плазме, 
населенной нелинейными электростатическими 
структурами (см. рисунки в работах [17–26, 28]). 
Интерпретация указанных экспериментальных 
результатов была разнообразной. Часто наблю-

даемые результаты связывались с электронны-
ми дырами, которые в ряде случаев можно счи-
тать солитонами, содержащими захваченные ча-
стицы [28]. В работе [28] обсуждалась возможная 
связь между солитонами и электронными дыра-
ми. Настоящая работа позволяет установить но-
вую взаимосвязь между наблюдаемыми в экспе-
риментах функциями распределения и уединен-
ными волнами в плазме. В частности, в некото-
рых случаях появление дополнительных макси-
мумов на функциях распределения можно объ-
яснить наличием ансамблей уединенных волн. 
Другими словами, сами солитоны могут быть 
причиной возмущения функции распределе-
ния, а не наоборот, как считалось ранее. Кро-
ме того, пучки могут приводить к возбуждению 
уединенных волн в плазме, однако и сами уеди-
ненные волны могут влиять на функцию распре-
деления. Например, на рис. 4c в [24] видно, что 

Рис. 6. Моделирование группы из 100 солитонов: 
(a) – профили электрического поля; (б), (в) – функ-
ции распределения по скоростям и энергиям fN(υi), 
fN(Wi), рассчитанные для случаев низкого и высоко-
го временного разрешения соответственно.
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Трухачёв и др. 

функция распределения имеет большой макси-
мум в положительной области (υz > 0), который 
соответствует пучку заряженных частиц. Одна-
ко при этом в ядре функции распределения (при 
υz ≈ 200–400 км/с) видны дополнительные узкие 
максимумы, преимущественно в положитель-
ной области. Эти максимумы могут быть связа-
ны с движением уединенных волн, на графике 
они расположены левее значения скорости уе-
диненной волны (обозначена штриховой лини-
ей на рис. 4с в [24]). Именно такая ситуация со-
ответствует результатам представленной теоре-
тической модели (см. вставку на рис. 3). 

Стоит отметить, что представленная теоре-
тическая модель для описания свойств ионно-
звуковых солитонов является наиболее простой 
из всех возможных. Многокомпонентные мо-
дели с учетом захваченных частиц и теплых ио-
нов могут значительно лучше описать реальную 
плазму. Развитие таких моделей является пер-
спективной задачей. 

ЗАКЛЮЧЕНИЕ

В рамках простой двухкомпонентной модели 
плазмы получено выражение для описания ион-
ных функций распределения по энергиям в об-
ластях плазмы, населенных ионно-звуковыми 
солитонами. Анализ проведен как усреднением 
по большому ансамблю частиц, так и для одной 
частицы усреднением по большому промежутку 
времени (в рамках эргодической гипотезы). По-
казано, что ионно-звуковые солитоны в значи-
тельной мере отклоняют ионную функцию рас-
пределения от начального, равновесного состо-
яния. После того как волны покидают исследуе-
мую область, функция распределения возвраща-
ется к первоначальному состоянию. С использо-
ванием уравнения КдВ получено простое выра-
жение для описания возмущенной функции рас-
пределения, которое удобно применять на прак-
тике. Рассмотрен случай движения ансамбля со-
литонов разной амплитуды. Смоделированы си-
туации малого и большого временного разреше-
ния. Проведено сравнение теоретических ре-
зультатов с известными экспериментами.
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