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Разработано единое фундаментальное уравнение состояния метана, передающее эксперимен-
тальные данные о плотности, изохорной и изобарной теплоемкости, скорости звука в пределах 
экспериментальной неопределенности этих данных в диапазоне параметров состояния по давле-
нию до 500 МПа, плотности до 450 кг/м3, температуре от 90.641 до 620 К. Единое фундаменталь-
ное уравнение состояния разработано в рамках масштабной теории критических явлений. В со-
ответствии со степенными законами масштабной теории данное уравнение передает поведение 
изотермической сжимаемости, изохорной и изобарной теплоемкости, скорости звука в асимпто-
тической окрестности критической точки. Выражение для свободной энергии Гельмгольца, кото-
рое лежит в основе единого фундаментального уравнения состояния, состоит из трех слагаемых: 
идеально-газовой компоненты, регулярной и сингулярной компонент. В структуру сингулярной 
компоненты включена кроссоверная функция в виде экспоненциальной зависимости от плотно-
сти, которая в области малых плотностей и давлений обеспечивает переход единого фундамен-
тального уравнения состояния в уравнение состояния вириального вида. Сингулярная компонен-
та единого фундаментального уравнения состояния рассчитана на основе нового представления 
масштабной гипотезы, которое основано на линейной модели Скофилда–Литстера–Хо и гипо-
тезе Бенедека. К расчету параметров сингулярной компоненты единого фундаментального урав-
нения состояния привлекается также соотношение подобия, на основе которого устанавливает-
ся связь параметров сингулярной компоненты единого фундаментального уравнения состояния с 
параметрами модели Покровского для реальной жидкости. Показано, что использование соотно-
шения подобия позволило уменьшить число индивидуальных параметров единого фундаменталь-
ного уравнения состояния и исключить из расчетной схемы при определении его коэффициен-
тов данные об изохорной теплоемкости Сv, относящиеся к асимптотической окрестности крити-
ческой точки. Обсуждается соответствие результатов, полученных в настоящей работе и в расче-
тах, выполненных, во-первых, на основе кроссоверных моделей для широкой окрестности крити-
ческой области, во-вторых, в рамках фундаментального уравнения состояния Setzmann и Wagner 
(1991) и комбинированного уравнения Безверхого и Дутовой (2023).

Введение

При расчете равновесных свойств индивиду-
альных веществ в широкой области параметров 
состояния, включающей область разряженно-
го газа, плотной жидкости при низких и высо-
ких температурах, а также окрестность критиче-
ской точки (КТ) все чаще используются уравне-
ния состояния (УС) в переменных плотность ρ и 

температура T, которые относят к единым фун-
даментальным УС (ЕФУС) [1–4] или комбини-
рованным УС (КУС) [5]. Обусловлено это тем, 
что для описания регулярной части термодина-
мической поверхности фундаментальные урав-
нения состояния (ФУС) в переменных (ρ, T) по-
казали свою эффективность, и именно на основе 
ФУС чаще всего в настоящее время рассчитыва-
ются таблицы стандартных справочных данных 

Теплофизические свойства веществ

DOI: 10.31857/S0040364424030036



342

ТЕПЛОФИЗИКА ВЫСОКИХ ТЕМПЕРАТУР	 том 62  	  № 3	 2024

Рыков и др.

(ССД) чистых веществ. Принципиальное отли-
чие ЕФУС и КУС от ФУС заключается в том, что 
при построении ФУС не учитываются особенно-
сти термодинамической поверхности в окрест-
ности критической точки. Поэтому закономер-
но, что с целью расширить рабочую область ФУС 
и на окрестность критической точки появились 
работы, в которых в структуру ФУС включены 
компоненты, отвечающие за особенности тер-
модинамической поверхности в асимптотиче-
ской окрестности КТ [1–4, 6, 7]. К этим особен-
ностям, в частности, относятся степенные зако-
ны, подтвержденные экспериментально и опи-
сывающие поведение давления p на критиче-
ской изотерме, изохорной теплоемкости Cv, изо-
барной теплоемкости Cp и коэффициента изо-
термической сжимаемости KT [8]:

,

, 	 (1)

, 

 .	 (2)

Здесь ∆p = (p – pc)/pc, pc – критическое дав-

ление; λi и λ*
i ( )  – постоянные коэф-

фициенты; α, γ, δ, β – критические индексы; 
∆  – неасимптотический критический индекс; 
∆ρ = (ρ – ρc)/ρc, ρc  – критическая плотность; 

τ = (T – Tc)/Tc, Tc – критическая температура.
Зависимости (1), (2) получили свое объясне-

ние в рамках современной физики критических 
явлений – масштабной теории (МТ) [8]. Поэто-
му когда утверждается, что УС удовлетворяет МТ, 
то имеется в виду, что это уравнение в асимпто-
тической окрестности критической точки опи-
сывает поведение p, Cv, Cp и KT в соответствии со 

степенными законами (1), (2). Критические по-
казатели γ и β, входящие в (1), (2), в данной ра-
боте выбраны в соответствии с трехмерной мо-
делью Изинга – γ = 1.239 и β = 0.3255, они ис-
пользовались при построении КУС метана в [5]. 
Заметим, что после того, как заданы точные зна-
чения двух критических индексов, оставшие-
ся два индекса рассчитываются по уравнениям  
2 – α = βδ + β и γ = βδ – β [9].

Уравнения состояния, которые относятся к 
ЕФУС, имеют разную структуру, подробно рас-
смотрены в ряде работ и нашли свое применение 
как в инженерных расчетах, так и при разработ-
ке таблиц ССД аргона [6], шестифтористой серы 
[10], холодильных агентов четвертого поколения 
R1234yf [11], R1233zd(E) [12], R1234ze(E) [13] и 
ряда других технически важных веществ. Что ка-

сается КУС, то эти уравнения получили свое раз-
витие в многочисленных работах [5, 14, 15] при 
описании равновесных свойств диоксида угле-
рода, шестифтористой серы и других техниче-
ски важных веществ. В частности, в рамках дан-
ного подхода разработаны и аттестованы табли-
цы ССД SF6 [14]. Схемы построения и использо-
вания ЕФУС и КУС принципиально различают-
ся. Поскольку схема построения ЕФУС обсужда-
ется в данной работе на примере описания рав-
новесных свойств метана, то здесь только заме-
тим, что эта схема подробно описана в [16] и во 
многом совпадает с методом построения УС ви-
риального вида [17]. Например, давление в рам-
ках предлагаемого подхода в общем виде имеет 
следующую структуру:

	 (3)

Здесь   – регулярная функция ρ и T 
вириального вида; φ – кроссоверная функция, 
которая в области малых плотностей стремит-
ся к нулю, а в критической точке равна едини-
це;   – нерегулярная функция, которая 
и обеспечивает выполнение степенных законов 
МТ в окрестности критической точки.

Авторы [5, 15] для построения КУС метана 
используют комбинированное уравнение для 
давления p(ρ,T), которое имеет следующую фор-
му:

	  (4)

где pr(ρ,T)   – регулярная функция;   – 
нерегулярная функция, обеспечивающая вы-
полнение степенных законов (1), (2) в асим-
птотической окрестности критической точки;  
Y(ρ,T) – кроссоверная функция

Здесь ω = ρ/ρc; ωt = ρt /ρc, ρt  – плотность жид-
кости в тройной точке; ∆ρ = ω – 1.

Заметим, что в критической точке 1 –  
– Y(ρc,Tc)  =  0 и, следовательно, [1 – Y(ρc,Tc)]×
×pr(ρc,Tc)  =  0. Однако равенство p(ρc,Tc) = pc 
в рамках  (4) выполняется, так как Y(ρc,Tc)×
×pscal(ρc,Tc) = pc. При этом все масштабные чле-
ны, входящие в pscal(ρ,T), в критической точке, 
как это и следует из МТ, равны нулю. Равенство 
pscal(ρc,Tc) = pc выполняется за счет компоненты 
pc, входящей в pscal и не относящейся к масштаб-
ным составляющим функции pscal(ρ,T).

Таким образом, вклад регулярной составля-
ющей pr(ρ,T) в давление метана в асимптоти-
ческой окрестности критической точки стано-
вится настолько малым, что поведение p(ρ,T), 
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по мнению авторов [5], целиком определяется 
функцией pscal(ρ,T). Важным является и то, что 
при поиске коэффициентов и параметров КУС 
в [5] привлекались только термические данные 
и одно экспериментальное значение Cv [18] при  
T = 100 К.

Подчеркнем, в предлагаемом подходе к по-
строению фундаментального уравнения состо-
яния применяется другая концепция. Заклю-
чается она в том, что за равенство p(ρc,Tc)  =  pc 
в  критической точке отвечает именно регуляр-
ная составляющая (3) preg(ρ,T), т.е. preg(ρc,Tc) = pc, 
а pner(ρc,Tc) = 0. 

Для того чтобы удовлетворить степенным за-
конам (1) и (2), в случае (3) необходимо потребо-
вать выполнения следующих условий [19]:

  (5)

где , o – символ Ландау.
Если УС (3) удовлетворяет, напри-

мер, только условиям  и 

, n = 1, 2, 3, как в случае ФУС 

[20] или уравнения Ван-дер-Ваальса, то в асим-
птотической окрестности критической точки вы-
полняются степенные законы , 

 и , а не (1) и (2).

В случае (3) для выполнения степенных зако-
нов МТ (1) и (2) необходимо, чтобы регулярная 
функция  preg(ρ,T) удовлетворяла требованиям, 
аналогичным (5):

	 (6)

.	 (7)

ФУС [20] имеет рабочую область по темпе-
ратуре от тройной точки и до 620 К, а по давле-
нию – до 1000 МПа. Рабочая область КУС [5]су-
щественно меньше. Однако и число коэффици-
ентов и параметров КУС [5] и ФУС [20] отлича-
ется в разы. Так, в структуру ФУС [20] входит 40 
коэффициентов и 155 нелинейных параметров 
(некоторые из этих параметров принимают оди-
наковые значения), а для расчетов по КУС [5, 15] 
требуется на основе экспериментальных p–ρ–T-
данных установить 21 параметр и коэффициент. 

Вместе с тем, в отличие от ФУС [20], КУС [5] по-
зволяет в окрестности КТ описать Cv с точно-
стью, соответствующей неопределенности экс-
периментальных данных.

Функция pscal(ρ,T) в (4) разработана на осно-
ве масштабной функции hm химического потен-
циала [21]

	 ,	 (8)

где A и xp  – постоянные величины,  – 
масштабная переменная, x*

0 – параметр урав-
нения линии насыщения в асимптотической 
окрестности критической точки x =– x*

0.
В [22] в рамках феноменологической тео-

рии критической точки Мигдала [23] рассчита-
на масштабная функция h(x) химического по-
тенциала

	 ,	 (9)

где xps  – параметр уравнения линии псевдокри-
тических точек x = – xps [24], n ∈{1, 2}.

Функция (8)  – это частный случай (9) при  
γ = 2nβ и, как показано в [22], (8) и (9) имеют 
расчетные характеристики, отличающиеся от 
аналогичных характеристик параметрическо-
го масштабного уравнения Скофилда–Литсте-
ра–Хо [25] не более чем на 5%. В [26] показано, 
что ФУС, структурно включающее функцию 
(9), позволяет с высокой точностью описать 
равновесные свойства шестифтористой серы в 
широкой области параметров состояния, вклю-
чая асимптотическую окрестность критической 
точки. Этот результат подтверждает перспек-
тивность использования масштабных функ-
ций в физических переменных при построении 
уравнений состояния, удовлетворяющих МТ. 
Вместе с тем включение функций (8) и (9) в УС 
приводит к появлению в структуре ряда выра-
жений: свободной энергии Гельмгольца, скоро-
сти звука w, изохорной и изобарной теплоемко-
стей, интегралов от дифференциальных бино-
мов [21], что усложняет расчеты равновесных 
свойств индивидуальных веществ в рамках [5, 
14, 22, 26].

Цель данного исследования состоит, во-
первых, в разработке метода построения ЕФУС 
в рамках феноменологической теории крити-
ческой точки [4] с привлечением метода псев-
докритических точек [24], гипотезы Бенедека 
[27] и теории подобия [28]; во-вторых, в апро-
бации ЕФУС на примере описания равновес-
ных свойств метана в широкой области параме-
тров состояния, включая область разряженного 
газа и плотной жидкости, широкую окрестность 
критической точки и область метастабильного 
состояния вещества.
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Выбор структуры ЕФУС  
и масштабной функции

В рамках предлагаемого подхода использует-
ся следующее представление масштабной гипо-
тезы:

∆  

          .	

(10)

Здесь ,
S  – энтропия, S0(ρ,T) и φ0(ω)   – регулярные 
функции; ∆0 = 0, ∆1 = ∆, ∆2 = γ – α, ∆3 = ∆4 = 
= βδ – 1; χn  – критический индекс;  ϕ0i  и ϕ2i  – 
константы; Xn  – термодинамическая функция, 
которая характеризуется критическим индек-
сом χn (например,  X1 = Cv и χ1 = α, X2 = Cp и χ2 = 
= γ, X3 = KT и χ3 = γ):

,	 (11)

где D *n и xn – постоянные величины.
В работе [29] показано, что на основе (10), 

(11) с помощью известного термодинамическо-
го соотношения  и принципа супер-
позиции можно построить фундаментальное 
уравнение состояния

,	 (12)

где  – регулярная функция;  – 
нерегулярная функция [30]:

	 (13)

φ(ω) – кроссоверная функция; R  – газовая по-
стоянная; am(x) – масштабные функции свобод-
ной энергии [13]:

	 (14)

	 (15)

   ,  (16)

	 (17)

В формулах (14)–(17)

,

,

,

,

,

x0 – значение масштабной переменной x на ли-
нии насыщения x = – x0 (данное уравнение опи-
сывает линию насыщения в асимптотической 
окрестности критической точки).

В (14)–(17) Cm – постоянные, которые нахо-
дят из равенств 

где ∆0 = 0, ∆1 = ∆, ∆2 = γ – α, ∆3 = ∆4 = βδ – 1.
Функция Freg(ρ,T) выбирается в (12) таким 

образом, чтобы, во-первых, в области малых 
плотностей и давлений был обеспечен переход 
к уравнению вириального вида, во-вторых, вы-
полнялись требования p(ρc,Tc) =  pc и условий 
(6), (7). В результате для функции Freg запишем, 
используя рекомендации [13], следующее выра-
жение:

	 (18)

где τ1 = Tc/T – 1;    – фактор 

сжимаемости в критической точке; F 0(ρ,T) – 
идеально-газовая составляющая свободной 
энергии Гельмгольца;

;

;
.

Коэффициенты D1, D2, D3, Ci,j в (18) и ui в 
(14)–(17) устанавливаются на основе экспери-
ментальных p–ρ–T-,Cv–ρ–T-данных и инфор-
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мации о втором B и третьем C вириальных ко-
эффициентах путем поиска минимума функци-
онала

Ф .	 (19)

Здесь QLi  – вес i-й экспериментальной точ-
ки свойства L (например, L = p, L = Cv и т.д.); 

  – значение свойства L, рассчитанное по 
ЕФУС (12) при тех же значениях параметров со-
стояния, что и экспериментальное значение ;
Qµi – вес i-й точки из массива данных µ±–ρ±–T, 
рассчитанных на основе уравнения (12), где µ–, 
ρ– и µ+, ρ+ – соответственно значения химиче-
ского потенциала µ и плотности на паровой и 
жидкостной ветвях линии насыщения.

Для поиска минимума (19) разработана ком-
пьютерная программа на языке Фортран-90 с 
использованием алгоритма SVD [31]. Объем 
данных, используемых при поиске значений 
D1, D2, D3 и Ci,j, для каждого вещества обрабаты-
вается индивидуально. Например, для метана 
имеется обширная, но не согласованная меж-
ду собой, информация о Cv в окрестности кри-
тической точки из разных источников. Поэто-
му для определения значений D1, D2, D3 и Ci,j 
экспериментальные данные о Cv, полученные в 
этой области параметров состояния, не привле-
кались. Более подробно этот вопрос обсуждает-
ся ниже.

Параметры A0 и B0 функции a0(x) (14) получе-
ны с привлечением линейной модели (ЛМ) Ско-
филда–Литстера–Хо [25]. ЛМ связывает ρ и T c 
полярными координатами r, θ:

где u0 – индивидуальная постоянная вещества.
Анализ показал, что наибольшее влияние на 

характер поведения Cv в асимптотической окрест-
ности критической точки оказывает компонента 
ФУС с масштабной функцией a0(x) (14) [32]:

	 (20)

где ϕ = x/x0; ϕi = xi /x0 , i ∈{1, 2, 3}.
Выражение (14) приведено к виду (20), так 

как в [33] разработана методика расчета пара-
метров ϕi = xi /x0 с привлечением только крити-
ческих индексов. Значения  ϕ1, ϕ2, ϕ3 рассчита-
ны по методике [33] при γ = 1.239 и β = 0.3255. 
В результате получены ϕ1 = 2.80724764, 

ϕ2 = 14.47173023, ϕ3 = 5.73246814. Еще раз под-
черкнем, что данные значения ϕ1, ϕ2 и ϕ3 уни-
версальны с точностью до универсальности 
критических индексов [33].

Таким образом, функция (14) определена с 
точностью до параметров u0 и x0. Для расчета u0  
использовалась следующая обобщенная зависи-
мость [28]:

.	 (21)

Параметры А и В найдены на основе значений 
k и u0, приведенных в [34–37] для ряда веществ: 
A = 1.26874703 и B = – 2.29885011, Zc = 0.286463. 
Формула (21) справедлива в случае γ ≈ 1.24 и δ ≈ 
4.8 [28]. Для метана получено следующее значе-
ние: u0 = 3.1150757763. 

Согласно полученным значениям ϕi, параме-
тры xi удовлетворяют неравенствам x1 < x2  < x3 , и 
в этом случае [24] уравнение (12) описывает ме-
тастабильную область до границы устойчивости 
однородного состояния вещества  – спинода-
ли, положение которой на термодинамической 
поверхности определяется на основе равенства 

.
Линия псевдокритических точек (на которой 

), согласно [38], определяется равенства-
ми  и . В рамках метода 
построения ЕФУС (12) положение псевдокрити-
ческих точек на термодинамической поверхно-
сти задается уравнением  x = –x1. Линия x = –x1, 
как и линии x = –x2 и x = –x3, лежит в области ла-
бильных состояний вещества [39].

Кроссоверная функция φ(ω) в (12) выбрана в 
виде [19]

,

где a = 2, b = 0.5.
Апробация предложенной методики постро-

ения ФУС (12) проведена на примере описания 
равновесных свойств метана – вещества, для ко-
торого имеется обширная экспериментальная 
информация в широкой области параметров со-
стояния [18, 40–83].

Единое ФУС метана

Идеально-газовая составляющая для метана 
F 0(T, ρ) выбрана в соответствии с рекомендаци-
ями [20]:
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где t = T/Tc, a1
0 = 4.81788039, a2

0 = –6.32267028, 
V1 = 0.008449, V2 = 4.6942 , V3 = 3.4865, 
V4 = 1.6572, V5 = 1.4115, U1 = 648, U2 = 1957, 
U3 = 3895, U4 = 5705, U5 = 15080. Значения a1

0 
и a2

0 определены в данной работе, исходя из 
H0 = 0 кДж/кг и S0 = 0 кДж/(кг К) при T = 298.15 К
и p =1 атм в состоянии идеального газа [20].

Выражение для давления p(ρ,T) выведено на 
основе ФУС (12) по известной термодинамиче-
ской формуле :

	 (22)

где	  (i ∈{1, 2, 3}); 

,

,

;

.

Формулы для расчета в рамках предложен-
ного подхода имеют простую структуру. На-
пример, расчетная формула для теплоемкости 

, полученная на основе (12), 
имеет следующий вид:

	 (23)

где ; 

  – идеально-газовая изохор-

ная теплоемкость, или

.

Коэффициенты ФУС (12) определены с по-
мощью экспериментальной информации [18, 
40–57]. В результате для коэффициентов и па-
раметров уравнений (12)–(18) получены следу-
ющие значения: 

Tc = 190.564 К; pc = 4.5992 МПа; 
ρc = 162.562 кг/м3; 
R = Rid /m; Rid = 8.3144598 Дж/(мольК);
m = 16.0428 г/моль; 
D1 = 0.5568187048, D2 = 0.8753156852, 
D3 = –5.3733711776 × 10–3; 
u0 = 3.1150757763, u1 = –5.7448187409,
u2 = –0.4507219756, u3 = 3.1699500982, 
u4 = –2.795493472; 
β = 0.3255, γ = 1.239; δ = 1 + γ/β; 
α = 2 –(βδ + β); ∆ = 0.61; 
x0 = 0.35701, x1 = 1.00221548, 
x2 = 5.16655241, x3 = 2.04654845; 
С0 = –3.5590926909, С1 = –3.7874855823,
С2 = 2.4757610693, С3 = –2.9748169701, 
С4 = 2.3366243009.

Значения коэффициентов Ci,j представлены в 
табл. 1–3.

Для проверки компьютерного кода реко-
мендуется использовать рассчитанные на осно-
ве ЕФУС (12) значения p, T, ρ, Cv, изобарной те-
плоемкости, скорости звука, энтальпии и энтро-
пии (табл. 4)
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Таблица 1. Коэффициенты Ci,j ФУС (12)

i
j

0 1 2
0 0 0 1.157700416509
1 0 0 –0.907889475502
2 0 0 –3.561876470786
3 0 –1.587492517419 4.410453096178
4 0 1.542543985468 1.265903633827
5 0 0.998532971549 –4.382224493711
6 –0.290454251825 –4.683827964398 1.688822389788
7 0.031207358634 1.351491645008 0.928782528663
8 0.244856341234 5.074639876172 –0.951396094971
9 0.234043705779 –1.13060602631 0.288097530879
10 –0.358025752248 –7.899146506706 –0.030801595644
11 –0.794875291058 5.631092526569 0
12 1.437837101256 4.762104458802 0
13 –0.253063599062 –8.213727958309 0
14 –1.110978477092 3.098327721711 0
15 1.054399535335 1.716282187128 0
16 –0.212516148078 –2.342480147499 0
17 –0.269659726201 1.110654305577 0
18 0.250146401559 –0.255870129127 0
19 –0.103507958281 0.01362469431 0
20 0.024315711433 0.007365628422773 0
21 –0.00315319033071 –0.001762078690064 0
22 0.0001766341716117 0.0001283051058186 0

Таблица 2. Коэффициенты Ci,j ФУС (12)

i
j

3 4 5
0 –0.710878825381 –0.078910270094 0.068446551044
1 0.883636244048 0 0
2 0.393245951217 0 0
3 –0.959822727327 0.00489104631266 0
4 0.554676613883 –0.001855445365121 0
5 0 0 0
6 –0.30498602504 0 0
7 0.25081866919 0 0
8 –0.084641101985 0 0
9 0.01050840548 0 0

Таблица 3. Коэффициенты C0,j ФУС (12)

j 6 7 8
C0,j –0.089352289611 0.065759564573 –0.018214248831
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Таблица 4.  Данные для проверки компьютерного кода

p,
кПа

T,
К

ρ,
кг/м3

H,
кДж/кг

S,
кДж/(кг К)

Cv,
кДж/(кг К)

Cp,
кДж/(кг К)

w,
м/с

1000 100 439.61878 –948.67253 –7.0609785 2.1187681 3.4043722 1459.3571
1000 400 4.8484243 236.42267 –0.50321252 2.0172886 2.5598104 510.14644
5000 100 442.55688 –942.37127 –7.0886485 2.1268498 3.3770852 1489.6118
5000 400 24.570451 214.09264 –1.3839376 2.0281915 2.6779114 514.02766
105 120 471.8468 –721.72252 –6.9678118 2.2182836 3.1864235 1869.4278
105 400 286.50299 133.56434 –3.2877656 2.2127102 3.1690829 1120.4286

Результаты исследования

Для оценки точности описания ЕФУС (12) 
равновесных свойств метана использованы 
среднее квадратическое отклонение (СKO), аб-
солютное среднее отклонение свойства y AAD, 
систематическое отклонение BIAS, стандартное 
отклонение SDV [13]:

	 (24)

Здесь N – количество точек;  ,
,  – экспериментальное значе-

ние свойства Y из базы данных [18, 40–70];  – 
значение Y, рассчитанное на основе (12) при тех 
же параметрах состояния, что и . Результаты 
представлены в табл. 5–8.

Экспериментальные p–ρ–T-данные [42, 47, 
50, 52, 54] описываются ЕФУС (12) в пределах 
неопределенности этих данных (рис. 1, 2).

ЕФУС (12) c не меньшей точностью, чем крос-
соверное уравнение [84], описывает давление в 
диапазонах ,  
(данные диапазоны приведены в [84]). Об этом 
свидетельствуют значения AAD  (24), рассчи-
танные по массиву экспериментальных дан-
ных [50] из этого диапазона параметров состоя-
ния: AAD = 0.0337%, ЕФУС (12); AAD = 0.051% 
[84] (в случае ЕФУС значение AAD рассчитыва-
лось на основе всех экспериментальных точек 
N = 168 [50] из указанного диапазона параметров 
состояния).

Изохорная теплоемкость в регулярной части 
термодинамической поверхности описывается 

Таблица 5. Статистические оценки расчета p по 
ЕФУС (12)

Источник N СКО AAD BIAS SDV

[40] 159 0.022 0.21 –0.032 0.28

[41] 53 0.022 0.14 –0.087 0.14

[42] 654 0.0089 0.16 –0.042 0.22

[43] 264 0.16 0.31 –0.17 2.7

[44] 175 0.011 0.12 –0.059 0.14

[45] 18 1.3 3.2 –3 4.7

[46] 20 0.04 0.14 0.018 0.18

[47] 169 0.0077 0.078 0.043 0.09

[48] 35 0.029 0.13 –0.038 0.17

[49] 83 3.8 5.5 3.2 35

[50]1 147 0.0018 0.014 0.0055 0.022

[50]2 86 0.011 0.065 0.043 0.092

[51] 19 1.3 3.3 –3.3 4.8

[52] 51 0.017 0.09 0.017 0.12

[53] 47 0.014 0.067 0.04 0.089

[54]3 127 0.011 0.096 –0.055 0.11

[54]4 41 0.018 0.092 –0.087 0.076

[54]5 28 8.8 18 –18 43

[54]2 60 0.0071 0.042 –0.026 0.048

[55] 29 0.15 0.69 0.3 0.72

[18]6 66 26 89 –89 190

[18]3 283 0.2 1.2 –0.65 3.3

[56] 32 0.027 0.13 –0.039 0.15

[57] 374 0.011 0.17 0.0082 0.22

[58] 118 0.025 0.25 0.23 0.15

[59] 119 0.22 0.57 0.27 2.3

[60] 56 0.038 0.25 0.21 0.19

[61] 40 0.095 0.43 –0.4 0.44

1 Данные вблизи линии насыщения.
2 Данные в окрестности критической точки.
3 Данные в регулярной области.
4 Данные вблизи паровой линии насыщения.
5 Данные вблизи жидкостной линии насыщения.
6 Данные на жидкостной линии насыщения.
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Таблица 6. Статистические оценки расчета ρ 
по ЕФУС (12)

Источник N СКО AAD BIAS SDV
[40] 159 0.018 0.18 0.018 0.23
[41] 53 0.025 0.15 0.1 0.15
[42] 654 0.0071 0.14 0.024 0.18
[43] 264 0.21 0.41 0.14 3.4
[44] 175 0.013 0.13 0.07 0.15
[45] 18 0.2 0.49 0.44 0.74
[46] 20 0.043 0.15 –0.018 0.19
[47] 169 0.0084 0.084 –0.045 0.1
[48] 35 0.029 0.13 0.035 0.17
[49] 83 0.047 0.17 –0.05 0.42
[50]1 147 0.042 0.37 0.02 0.51
[50]2 86 0.16 0.73 –0.34 1.5
[51] 19 0.2 0.51 0.5 0.73
[52] 51 0.017 0.087 –0.019 0.12
[53] 47 0.015 0.07 –0.041 0.096
[54]3 127 0.14 0.9 0.014 1.6
[54]4 41 0.1 0.46 0.45 0.45
[54]5 28 0.27 0.79 –0.65 1.3
[54]2 60 0.34 1.9 –0.14 2.6
[55] 29 0.26 1 –1 0.97
[56]6 66 0.014 0.1 0.1 0.044
[18]3 283 0.18 0.49 –0.24 2.9
[56] 32 0.03 0.14 0.044 0.16
[57] 374 0.01 0.16 –0.0058 0.2
[58] 118 0.026 0.26 –0.24 0.15
[59] 119 0.28 0.66 –0.34 3.1
[60] 56 0.04 0.26 –0.22 0.2
[61] 40 0.086 0.41 0.37 0.39

1 Данные вблизи линии насыщения.
2 Данные в окрестности критической точки.
3 Данные в регулярной области.
4 Данные вблизи паровой линии насыщения.
5 Данные вблизи жидкостной линии насыщения.
6 Данные на жидкостной линии насыщения.

Таблица 7. Статистические оценки расчета Cv 
по ЕФУС (12)

Источник N СКО AAD BIAS SDV
[62] 136 1.2 10 9.4 11
[54]1 124 0.44 2.8 –0.15 4.9
[54]2 41 0.74 3.9 2.5 4
[54]3 28 1.3 4 –3.1 6.2
[55] 29 0.54 1.7 –0.75 2.8
[18]3 65 0.4 2.4 –1.6 2.8
[18]1 283 0.088 1.2 0.92 1.2

1 Данные в регулярной области.
2 Данные вблизи паровой линии насыщения.
3 Данные вблизи жидкостной линии насыщения.

Таблица 8. Статистические оценки расчета Cp 
по ЕФУС (12)

Источник N СКО AAD BIAS SDV
[63] 13 0.19 0.58 –0.27 0.62
[64] 63 0.15 0.85 0.36 1.1
[65] 54 0.47 1.6 0.51 3.4
[66] 21 0.23 0.9 –0.48 0.95
[67] 400 0.085 0.89 –0.22 1.7
[68] 42 0.16 0.55 –0.12 1
[69] 3 6.4 5.8 –5.8 8.5
[70] 13 2.5 6.5 –6.5 6.1

Рис. 1. Относительные отклонения давления 
 %, рассчитанные по 

ЕФУС (12), (22), от экспериментальных данных: 
1 – [40]; 2 – [41]; 3 – [42]; 4 – [43]; 5 – [44]; 6 – [45]; 
7 – [46]; 8 – [47]; 9 – [48]; 10 – [49]; 11 – вблизи ли-
нии насыщения, [50]; 12 – в окрестности критиче-
ской точки, [50]; 13 – [51]; 14 – [52].

Рис. 2. Относительные отклонения плотности 
 %, рассчитанные по 

ЕФУС (12), (22), от экспериментальных данных (а): 
1 – [40]; 2 – [41]; 3 – [42]; 4 – [43]; 5 – [44]; 6 – [45]; 
7 – [46]; 8 – [47]; 9 – [48]; 10 – [49]; 11 – вблизи ли-
нии насыщения, [50];12 –  в окрестности критиче-
ской точки, [50]; 13 – [51]; 14 – [52]; (б) — увеличен-
ная начальная часть графика.

(а)

(б)
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основе значений критических индексов, параме-
тра линии насыщения x0 и соотношения подобия 
(21) без привлечения данных [54, 55, 62] об изо-
хорной теплоемкости, относящихся к асимптоти-
ческой окрестности критической точки.

Следует отметить, что кроссоверные уравне-
ния [84–87] ориентированы на данные о Cv [62]. 
По этой причине данные [62] уравнения [84–87] 
воспроизводят с существенно меньшей неопре-
деленностью, чем данные о Cv [54,18] (на жид-
костной линии насыщения). Об этом свиде-
тельствуют и результаты расчета по программе 
CREOS97 [87] (рис. 5, линии 2 и 9). Судя по ре-
зультатам, приведенным в [88, 5] (в [5] выпол-
нен расчет скорости звука на основе кроссовер-
ного уравнения [88]), рабочая область уравнения 
[88] меньше рабочей области уравнения Киселе-
ва [87] (реализованного в программе CRЕOS97), 
которое используется, наряду с [84], при оцен-
ке расчетных характеристик ЕФУС. Расчетные 
значения Cv [5, 15] хорошо согласуются с экспе-
риментальными данными [18, 54] (рис. 5, мар-
керы 4, 6, 7) и значительно занижены относи-
тельно данных [62]. ЕФУС (12) передает данные 
о Cv в широкой окрестности критической точки 

 и  с меньшей 
неопределенностью (AAD = 1.2%), чем кроссо-
верное уравнение [84] (AAD = 1.75%).

Наиболее надежные экспериментальные дан-
ные о Cp [63–67] описываются с высокой точ-
ностью (табл. 8) в пределах неопределенности 
δCp = ± 4% (рис. 6). Исключение составляют 
только данные [65, 67], относящиеся к окрест-
ности критической точки, где  |δCp| достигает 
14–15%. При этом экспериментальные данные о 
Cp и скорости звука для нахождения коэффици-
ентов и параметров ЕФУС (12) не привлекались.
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Рис. 3. Относительные отклонения изохорной те-
плоемкости  %, рассчитан-
ные по ЕФУС (12), (23), от экспериментальных дан-
ных: 1 – [62]; 2 – [54], регулярная область; 3 – [54], 
данные вблизи паровой линии насыщения; 4 – [54], 
данные вблизи жидкостной линии насыщения; 
5 – [55]; 6 – [18], данные на жидкостной линии на-
сыщения; 7 – [18], регулярная область.
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Рис. 4. Поведение изохорной теплоемкости Cv ме-
тана в околокритической области: 1–6 – расчет по 
ЕФУС (12), (23); 7–12  – УС [20]; 13–17  – экспе-
риментальные данные [62]; 18, 19  – [55]; 20–24  – 
[18]; 1, 7, 13 – изохора 160.7 кг/м3; 2, 8, 21 – 189.38; 
3, 9, 22 – 229.91; 4, 10, 23 – 267.44; 5, 11, 24 – 289.16; 
6, 12, 19  – 328.69; 14  – 164.2; 15  – 190; 16  – 226.8; 
17 – 280.1; 18 – 189.31; 20 – 162.89 кг/м3.

ЕФУС (12), (23) с неопределенностью в пределах 
экспериментальной неопределенности этих дан-
ных, но в окрестности критической точки нео-
пределенности существенно выше (табл. 7, рис. 3, 
4). Однако данные [62] систематически завыше-
ны (рис. 3, маркеры 1) до 42%, а данные [54, 55] 
занижены соответственно до 18% и 30%. Об этом 
свидетельствует и информация, представлен-
ная на рис. 5 (линии 1 и 8, маркеры 3 и 6). По-
этому ориентироваться только на одну из групп 
этих данных, по-видимому, не очень коррек-
тно. Именно этим и обусловлено то обстоятель-
ство, что параметры сингулярного члена с мас-
штабной функцией a0(x), который и воспроизво-
дит степенные законы (1) и (2) МТ, рассчитаны на 
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Рис. 5. Зависимости изохорной теплоемкости Cv от 
температуры: 1 – расчет по (12), (23), ρ = 160.7 кг/м3; 
2 – CREOS97 [87], 160.7; 5 – КУС [5], 163.2; 8 – (12), 
(23), 163.2; 9  – CREOS97 [87], 163.2; 3  – экспери-
мент [62], ρ = 160.7  кг/м3; 4 – [18]; 6 – [54], 163.075, 
T = 190.57 К; 7  – [54], 160.752, 190.64;1–3, 5–9  – 
Tc = 190.564 К.
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По всей видимости, для окрестности кри-
тической точки такие расхождения между рас-
четными значениями Cp и экспериментальны-
ми данными допустимы. Об этом свидетельству-
ет информация, представленная на рис. 6. Мак-
симумы , рассчитанные по ЕФУС (12), ФУС 
[20], CREOS97 [87], УС [86] и КУС [5, 15] на око-
локритических изобарах 5.516 и 5 МПа, имеют 
существенно разные значения (рис. 7, марке-
ры 19–25). Например, на изобаре 5 МПа име-
ем следующие значения : 91.2 кДж/(кг  К), 
ЕФУС (12); 79.3, CREOS97 [87]; 56.9, [86]; 56.7, 
ФУС [20]; 35, КУС [5, 15]. На околокритической 
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Рис. 6. Относительные отклонения изобарной те-
плоемкости , рассчитан-
ные по ЕФУС (12), от экспериментальных данных: 
1 – [63], 2 – [64], 3 – [65], 4 – [66], 5 – [67], 6 – [68], 
7 – [69], 8 – [70].
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Рис. 7. Поведение изобарной теплоемкости Cp ме-
тана в широкой окрестности критической точки: 
1–5  – результаты расчета по ЕФУС (12); 6–10  – 
УС [20]; 11–14  – экспериментальные данные [67]; 
15, 16  – [65]; 17, 18  – [66]; 1, 6, 11  – изоба-
ра 8.274  МПа; 2, 7, 12  – 5.516; 3, 8, 13, 15, 17  – 5; 
4, 9, 14 – 4.3; 5, 10, 16, 18 – 3.2; 19 – максимум Cp на 
изобаре 5 МПа, расчет по CREOS97 [87]; 21  – [5]; 
24 – [86]; 20 – 5.516 МПа, CREOS97 [87]; 22 – [5]; 
25 – [86]; 23 – 4.3 МПа, [5].

изобаре 4.3 МПа значение = 38 кДж/(кг К), 
рассчитанное по КУС [5, 15], больше, чем в слу-
чае ЕФУС (12) и ФУС [20] (рис. 7, маркер 23). 
Вместе с тем, как показывает анализ в настоя-
щей работе, вне асимптотической окрестности 
критической точки уравнения состояния вида 
(12) [5, 15, 20, 85–87] практически с одинаковой 
точностью описывают экспериментальные дан-
ные о Cp  [65–67].

Чтобы ЕФУС, удовлетворяющее требовани-
ям МТ, с высокой точностью передавало рав-
новесные свойства в широкой области параме-
тров состояния, включающей область газа, оно 
должно в области малых плотностей и давлений 
переходить в уравнение состояния вириально-
го вида [17]

 .
Результаты расчетов показывают, что ЕФУС 

(12) с высокой точностью передает второй и тре-
тий вириальные коэффициенты и в этом отно-
шении не уступает ФУС [20] (рис. 8, 9).
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Рис. 8. Зависимости второго вириального коэф-
фициента В от температуры: 1  – эксперименталь-
ные данные [43], 2 – [46], 3  – [47], 4 – [77], 5 – [53], 
6 – [78], 7 – [79], 8 – [80], 9 –[56], 10 – [81], 11 – [57], 
12 – [82], 13 – [59], 14 – [60], 15 – результаты расче-
та по ЕФУС (12), 16 – УС [20].
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Рис. 9. Поведение третьего вириального коэффици-
ента C в зависимости от температуры: 1 – экспери-
ментальные данные [43], 2 – [46], 3 – [47], 4 – [53], 
5 – [80], 6 – [56], 7 – [81], 8 – [57], 9 – [59], 10 – [60], 
11 – результаты расчета по ЕФУС (12),12 – ФУС [20].
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Скорость звука, рассчитанная по ЕФУС (12), 
согласуется, во-первых, с экспериментальными 
данными о w (рис. 10) и информацией, получен-
ной в окрестности критической точки на осно-
ве кроссоверного уравнения состояния [85, 87], 
учитывающего асимметрию реальной жидко-
сти относительно критической изохоры (рис. 11, 
линии 1 и 21). Во-вторых, с табличными данны-
ми о w[20] (рис. 11). При этом, если кроссовер-
ное уравнение CREOS97 [87] имеет рабочую об-
ласть по плотности 50–250 кг/м3, то ЕФУС (12) 
согласуется с табличными данными [20] в диа-
пазоне плотностей от идеально-газового состоя-
ния и до 535 кг/ м3. При температуре T = 190.5641 
К (рис.  11, линия  19) в рамках предложенного 
ЕФУС (12) наблюдается, в отличие от ФУС [20] 
(рис. 11, линия 20), явно выраженный минимум w.
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Рис. 10. Относительные отклонения скорости зву-
ка  %, рассчитанные по 
ЕФУС (12), от экспериментальных данных: 1 – [45], 
2 – [51], 3 – [71], 4 – [72], 5 – [73], 6 – [74], 7 – [75], 
8 – [76].
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Рис. 11. Поведение скорости звука w метана в около-
критической области: 1–6, 19 – результаты расчета 
по ЕФУС (12); 7–12, 20 – ФУС [20];13–18 – экспе-
риментальные данные [54]; 21 – расчет по CREOS97 
[87];  1, 7, 13, 21  – изотерма 193.062 К; 2, 8, 14  – 
191.462; 3, 9, 15 – 190.862; 4, 10, 16 – 190.642; 5, 11, 
17 – 190.572; 6, 12, 18 – 190.512; 19, 20 – 190.5641.
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Рис. 12. Поведение изохорной теплоемкости Cv  ме-
тана на линии насыщения: 1, 2  – результаты рас-
чета по ЕФУС (12); 3, 4  – ФУС [20]; 5, 6  – [89]; 
7, 8 – [5]; 9, 10 – экспериментальные данные [54]; 
11 –[18]; 1, 3, 5, 7, 9 – насыщенный пар; 2, 4, 6, 8, 10, 
11 – насыщенная жидкость.

(а)

(б)

На линии насыщения ЕФУС (12) передает 
экспериментальные данные [18, 54] об изохор-
ной теплоемкости как на паровой Cv

–
, так и жид-

костной Cv
+ ветвях линии насыщения с точно-

стью, в целом соответствующей неопределенно-
сти этих данных (рис. 12). Расчеты Cv

–
, выпол-

ненные по (12), в области насыщенного пара хо-
рошо согласуются в диапазоне от тройной точки 
до асимптотической окрестности критической 
точки включительно с данными о Cv

–
, получен-

ными авторами [54] на основе эксперименталь-
ной информации о скорости звука (рис.  12а). 
При использовании данных о Cv

–
 надо иметь в 

виду, что их неопределенность в работах не при-
ведена. Вероятно, сделать это сложно, так как 
при расчете Cv

– на основе данных о w– [54] ис-
пользовались производные от давления, рассчи-
танные по УС. Также следует отметить, что ав-
торы [20] не используют информацию о Cv

–
 [54] 

при построении ФУС, не считая эти данные, по-
видимому, достаточно надежными. Также мож-
но отметить, что в диапазоне от тройной точки 
до 150 К результаты расчетов Cv

–
 по уравнению 

(12) и ФУС [20] практически совпадают, а в ин-
тервале от 150 и до 185 К результаты расчетов Cv

+ 
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по (12) лучше согласуются с данными [54], чем в 
случае ФУС [20]. На жидкостной ветви в диапа-
зоне от тройной точки до 190 К расчетные значе-
ния Cv

+, полученные по ФУС [20] и ЕФУС (12), 
практически совпадают (рис. 12б). При этом 
данные о Cv

+ [54] описываются с существенно 
меньшей неопределенностью, чем эксперимен-
тальные значения Cv

+ [18] (рис. 12б, маркеры 10 и 
11).Уравнения состояния [5, 89] описывают дан-
ные о Cv

+ [18, 54] и Cv

–
 [54] со значительно боль-

шей неопределенностью, чем (12) и [20]. Следу-
ет отметить, что в УС [89] входит более чем в 2.5 
раза больше коэффициентов, чем в КУС [5], и 
при этом УС [89], в отличие от КУС, не удовлет-
воряет требованиям МТ (рис. 12, линии 5 и 6). 
Зависимости, характеризующие поведение Cv

+ и 
Cv

–
 в рамках КУС (рис. 12), соответствуют графи-

ческой информации, приведенной в работе [5].
Уравнения состояния (12) и [20] передают 

данные [54] о скорости звука w+ на жидкост-
ной ветви линии насыщения метана с неопре-

деленностью, соответствующей эксперимен-
тальной неопределенности этих данных, в диа-
пазоне от тройной точки Ttr до 190  К (рис. 13). 
КУС описывает данные w+ [54] в диапазоне от 
100до 190  К с существенно меньшей неопреде-
ленностью, чем УС Сычева и др. [89] (рис.  13, 
линии 9 и 10). Данные [54] о скорости звука 
w –  на паровой ветви линии насыщения мета-
на уравнение (12) и УС работ [5, 20, 89] описы-
вают с близкой неопределенностью в интервале 
до 170 К. В асимптотической окрестности кри-
тической точки ЕФУС (12) и КУС [5] передают 
поведение w –  и w+ в соответствии с требовани-
ями МТ (рис. 13). В критической точке, так как 
и ЕФУС, и КУС удовлетворяют предельному пе-
реходу , оба эти уравне-
ния приводят к равенству . 
О том, что ЕФУС (12) и ФУС [20] описывают 
экспериментальные данные о w+ и w –, как от-
мечалось, в пределах экспериментальной не-
определенности этих данных, свидетельствует 
то, что значения СКО, с которым ЕФУС и ФУС 
описывают данные [54], соответственно рав-
ны: AAD = 0.59% и0.41% (область насыщенного 
пара); AAD = 0.17% и 0.68% (область насыщен-
ной жидкости). Заметим, что если данные о w – 
[54] ФУС [20] описывает точнее, чем ЕФУС (12), 
то данные о w+ [54] ЕФУС передает с существен-
но меньшей неопределенностью, чем ФУС [20].

ЕФУС (12) не только, как отмечено выше, пе-
редает в области метастабильных состояний тер-
мическую спинодаль , но и c малой 
неопределенностью описывает эксперименталь-
ные данные о скорости звука [83] (рис. 14).

ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Разработано ЕФУС метана, которое удовлет-
ворительно работает в широком диапазоне дав-
лений и температур, включая окрестности трой-
ной точки и критической точки. Рабочий диапа-
зон ЕФУС по температуре – до 620 К и по давле-
нию – до 500 МПа. ЕФУС обладает следующими 
характеристиками:

а) свойствами вириального ряда в регулярной 
части термодинамической поверхности;

б) в пределах неопределенности эксперимен-
тальных данных воспроизводит второй и третий 
вириальные коэффициенты в диапазоне темпе-
ратур от 100 до 620 К, удовлетворяет в широкой 
окрестности критической точки требованиям МТ; 

в) для определения параметров сингулярной 
составляющей ЕФУС, отвечающей за выполне-
ние степенных законов МТ в асимптотической 
окрестности критической точки, требуется зна-
ние только критических индексов, критиче-
ской сжимаемости и параметра x0, который мо-
жет быть установлен на основе данных о линии 
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Рис. 13. Поведение скорости звука w метана на ли-
нии насыщения: 1, 7 – результаты расчета по ЕФУС 
(12); 2, 8  – ФУС [20]; 3, 9  – [89]; 4, 10  – [5]; 5, 
11  – экспериментальные данные [54]; 6, 12  – [90]; 
13 – [91]; 14 – [92];1–6 – насыщенный пар; 7–14 – 
насыщенная жидкость.
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Рис. 14. Поведение скорости звука w метана в ме-
тастабильной области и в состоянии жидкости: 
1–5  – результаты расчета по ЕФУС (12); 6–10  – 
ФУС [20]; 11–15 – экспериментальные данные [83]; 
1, 6, 11 – изотерма 170.013 К; 2, 7, 12 – 173.013; 3, 8, 
12 – 177.013; 4, 9, 14 – 180.012; 5, 10, 15 – 183.012; 
16 – жидкостная ветвь линии насыщения.
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насыщения, что позволяет при определении па-
раметров и коэффициентов ЕФУС не использо-
вать экспериментальные данные об изохорной 
теплоемкости в этой области параметров состо-
яния; 

г) расчетные данные о Cv, Cp  и w в окрестно-
сти критической точки согласуются с резуль-
татами, полученными на основе кроссоверно-
го уравнения состояния [86] и реализованных в 
компьютерной программе CREOS97 [85, 87]; 

д) в регулярной части термодинамической 
поверхности расчетные значения равновесных 
свойств согласуются с табличными данными 
ФУС [20].
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