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Рассмотрена задача нестационарного теплопереноса в  системе двух коаксиальных цилиндров, 
которые равномерно движутся друг относительно друга в направлении их общей оси симметрии. 
Предполагается, что на поверхности их взаимодействия работа сил трения преобразуется в тепло-
вую энергию. При этом соотношение тепловых потоков, отводимых в каждый из цилиндров, не 
известно заранее. С использованием метода разделения переменных получено приближенное ре-
шение такой задачи для распределения температуры в поперечном сечении цилиндров и проведен 
анализ влияния на него основных параметров системы. Полученное решение позволяет проводить 
расчет температуры разогрева в зоне контакта взаимодействующих тел.
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ВВЕДЕНИЕ
Контактирование отдельных звеньев механиз-

мов при наличии их относительного движения 
с  эффектом проскальзывания всегда сопрово-
ждается трением. Данное обстоятельство приво-
дит к  нагреву взаимодействующих изделий. Это 
обусловлено тем, что работа сил трения транс-
формируется в тепловую энергию, которая в ито-
ге рассеивается в окружающее пространство.

В технике хорошо известно повышение (в не-
которых случаях на один–два порядка) темпе-
ратуры поверхностей деталей в  результате их 
фрикционного взаимодействия. Это явление 
постоянно реализуется в  самых различных тех-
нологиях: обработка металлов резанием и  шли-
фование [1, 2], волочение проволоки [3, 4], функ-
ционирование элементов тормозных систем 
[5–7], сварка трением [8, 9] и  целый ряд других 
процессов [10]. В некоторых технических прило-
жениях выделение тепла при фрикционном взаи-
модействии представляет собой составную часть 
более интенсивного процесса разогрева, который 
возникает в том числе за счет и других факторов. 
Например, подобное явление наблюдается в ар-
тиллерии. По некоторым оценкам вклад трения 
в  тепловыделение и,  соответственно, разогрев 
стволов некоторых видов вооружения находится 
на уровне 20–25% [11, 12].

В  связи с  распространенностью тепловых 
процессов такого рода возникают задачи их ма-
тематического моделирования, в  основе кото-

рого лежит классическая теория теплопереноса 
[13, 14].

В  [15] рассмотрена задача о  расчете распре-
деления температуры в системе двух цилиндров 
с  различными теплофизическими характери-
стиками. Применительно к моделированию ох-
лаждения емкостей с остеклованными радиоак-
тивными отходами предполагалось, что внутри 
имеют место распределенные по объему источ-
ники тепла и происходит тепловыделение, обу-
словленное протекающими физико-химически-
ми процессами. В  этой же работе рассмотрена 
задача о влиянии температуры на деформирова-
ние цилиндров.

В  приложении к  задачам фрикционного ра-
зогрева тепловыделение происходит не по объ-
ему рассматриваемых тел, а  на поверхности их 
контактного взаимодействия. Обзор некоторых 
наиболее распространенных моделей тепловы-
деления при таком взаимодействии тел пред-
ставлен в [16].

Поскольку источник тепла в задачах такого ро-
да не распределен по объему взаимодействующих 
тел, включать его в  качестве соответствующего 
члена в уравнение теплопереноса представляется 
не совсем рациональным. Поэтому более логич-
ным является учет этого эффекта на поверхности 
фрикционного взаимодействия через постановку 
соответствующего граничного условия, задавая 
здесь поверхностную плотность общей мощности 
тепловыделения.
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Целью данной работы является разработ-
ка математической модели теплопереноса при 
фрикционном взаимодействии двух коаксиаль-
ных цилиндров, совершающих относительное 
движение вдоль их продольной оси, и определе-
ние на ее основе температурных полей и тепло-
вых потоков.

ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ
Рассмотрим систему двух тел в форме цилин-

дров неограниченной длины, схема которой пред-
ставлена на рис.  1. Внутренний цилиндр радиу-
сом R1 “обжимается” внешним цилиндром так, 
что нормальные напряжения на их общей грани-
це принимают постоянное значение τrr = P. При 
этом внешний цилиндр остается неподвижным, 
а  внутренний поступательно движется относи-
тельно него с постоянной скоростью V вдоль об-
щей оси симметрии Oz. Коэффициент трения на 
поверхности контакта цилиндров принимает-
ся равным f. В  рамках рассматриваемой модели 
предполагается, что поверхность фрикционного 
взаимодействия цилиндров выступает в качестве 
источника тепла. Поверхностная плотность мощ-
ности тепловыделения такого источника прини-
мается равной [16]
	 q fPV= ..

Выделяемое тепло отводится с  поверхности 
взаимодействия в  каждый из цилиндров. При 
этом выполняется следующее условие баланса:
	 q q q� �1 2,

где q1, q2 – неизвестные заранее модули плотно-
стей тепловых потоков, отводимых с поверхности 
фрикционного взаимодействия во внутренний 
и внешний цилиндры соответственно.

На свободной поверхности радиусом R2 внеш-
него цилиндра происходит отвод тепла в окружа-
ющую среду при заданном значении коэффици-
ента теплообмена α.

Также предполагается, что в  некоторый, ус-
ловно принимаемый в качестве начального, мо-
мент времени t = 0 температура цилиндров при-
нимает значение температуры окружающего 
пространства TS.

Пренебрегая влиянием эффектов термо
упругости на изменение нормального напряже-
ния P и принимая во внимание осевую симме-
трию, распределения температур в поперечном 
сечении тел в цилиндрической системе отсчета 
можно описать следующей системой уравнений 
[13, 14]:
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где T1(r, t), T2(r, t), a1, a2 – распределения темпе-
ратур и  принимаемые постоянными коэффици-
енты температуропроводности для внутреннего 
и внешнего цилиндров соответственно.

Начальные и граничные условия задачи запи-
сываются в виде
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Рис. 1. Структурная схема задачи.
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где λ1, λ2  – принимаемые постоянными коэф-
фициенты теплопроводности материалов, из 
которых выполнены внутренний и  внешний 
цилиндры.

Физическая постановка рассматриваемой 
задачи предполагает, что плотность тепловы-
деления на поверхности фрикционного взаи-
модействия цилиндров остается всюду посто-
янной и не зависит от продольной координаты 
z. В этой связи, принимая во внимание неогра-
ниченность цилиндров, можно предположить, 
что распределение температуры при переходе от 
одного поперечного сечения коаксиальных ци-
линдров к  другому не изменяется. Допущение 
такого рода используется в постановках целого 
ряда других, хорошо известных краевых задач 
теплопереноса для случая неограниченных ци-
линдров [13–15].

В безразмерной форме записи исходные урав-
нения теплопереноса для распределения темпе-
ратур T ́1(r ́ , Fo) и T ́2(r  ́ , Fo) во внутреннем и внеш-
нем цилиндрах, а  также начальное и  граничные 
условия могут быть представлены следующим об-
разом:
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В (1)–(8) приняты следующие обозначения:
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где TC – некоторая характерная температура на-
грева поверхности фрикционного взаимодей-
ствия цилиндров (например, температура фазово-
го перехода для материала одного из цилиндров); 
Fo, Bi, Ki – числа Фурье, Био и Кирпичева соот-
ветственно.

Здесь и далее верхним штрихом отмечены без-
размерные величины.

Структурно решение задачи о  распределении 
температуры в системе двух фрикционно взаимо-
действующих цилиндров может быть представле-
но следующим образом:
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Особенностью постановки такой задачи явля-
ется то, что внутренний источник тепловыделения 
распределен не по объему тела (это обстоятельство 
обычно учитывается в уравнении теплопереноса), 
а  по некоторой поверхности, разделяющей от-
дельные части общей системы двух тел. При этом 
перераспределение выделяемого тепла между эти-
ми отдельными частями не известно заранее. По-
следнее обстоятельство учитывается в виде менее 
традиционного граничного условия (7) в  форме 
баланса выделяемого и результирующего отводи-
мого (в оба тела от границы их фрикционного вза-
имодействия) потоков тепла.

ПОСТРОЕНИЕ ПРИБЛИЖЕННОГО 
РЕШЕНИЯ ЗАДАЧИ

В случае установившегося режима теплопере-
носа (Fo → ∞ и ∂∕∂Fo ≡ 0) рассмотренная в преды-
дущем разделе задача имеет достаточно простое, 
точное решение, в  соответствии с  которым рас-
пределения температуры в системе двух тел опи-
сываются следующим образом:
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При этом температура для внутреннего цилин-
дра, как и следовало ожидать, принимает посто-
янное значение.
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Общее решение системы уравнений (1), (2) 
для распределения температур внутри взаимодей-
ствующих цилиндров в  случае нестационарного 
теплопереноса с  учетом (10) может быть с  при-
влечением метода разделения переменных пред-
ставлено в следующей форме:
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где J0, Y0  – функции Бесселя нулевого порядка 
первого и  второго рода соответственно; C1, C3, 
C4  – неизвестные константы интегрирования; 
ε – также неизвестный параметр, определяющий 
разделение переменных.

Здесь же заметим, что соотношение (11) запи-
сано уже с учетом удовлетворения граничному ус-
ловию (5).

Подставляя (12) в граничное условие (8), при-
ходим к выражению для связи между константа-
ми интегрирования C3 и C4

	 C С F4 3 1� � �� .  	 (13)
Привлекая теперь граничное условие (7) для 

тепловых потоков, приходим с  учетом (13) еще 
к одному к выражению для связи между констан-
тами интегрирования C1 и C3
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В соотношениях (13), (14) для краткости запи-

си приняты обозначения
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где J1, Y1  – функции Бесселя первого порядка 
и соответственно первого и второго рода.

Принимая во внимание (13), (14), приходим 
с  учетом (11), (12) из граничного условия (6) 
“сшивания” температур к  следующему характе-
ристическому уравнению для определения набо-
ра ε1, ε2, ... его корней:
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Решение характеристического уравнения про-
водилось численно с точностью до восьми знача-
щих цифр после запятой. Представление о харак-
тере распределения корней уравнения (15) дает 
график функции F(ε), приведенный на рис. 2.

Учитывая линейный характер уравнений (1), 
(2), а также уравнения (11)–(14), приходим к сле-
дующему виду выражений, представляющих со-
бой решение этих уравнений и в точности удов-
летворяющих всем граничным условиям (5)–(8):
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Окончательное построение приближенного 
решения задачи сводится к  нахождению неиз-
вестного набора коэффициентов C1, n, n = 1, 2, ... 
разложений в выражениях (16), (17).

Принимая во внимание начальные условия 
(3), (4), введем в рассмотрение следующую функ-
цию невязки для характеристики степени его вы-
полнения:
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где N – количество первых членов в соответству-
ющих рядах, которыми допустимо ограничить-
ся при описании распределения температуры 

F(ε)

ε0 2 4 6 8

0

‒1

1

Рис.  2. Характер поведения функции F(ε), опреде-
ляющей вид характеристического уравнения, при 
á2 = 1.1, λ2́ = 1.2, R 2́ = 5, Bi = 1; штриховые линии – 
вертикальные асимптоты.
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в рассматриваемой системе с помощью получен-
ных выражений (16), (17).

В (18) для краткости записи приняты обозна-
чения
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Тогда определение набора коэффициен-
тов C1,  n, n  =  1, 2, ... разложений предлагается 
проводить из условия минимума функции не-
вязки (18), что приводит к  системе линейных 
алгебраических уравнений относительно иско-
мых коэффициентов
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Решение системы линейных уравнений (16) 
проводилось численно.

Изложенный подход к определению коэффи-
циентов разложений в  (16), (17) из условия ми-
нимума функции невязки (18), характеризующей 
выполнение начальных условий (3), (4), обуслов-
лен следующим обстоятельством.

Как показывают прямые численные экспери-
менты, вытекающая из метода разделения пере-
менных система функций Wm(r´) не является ор-
тогональной на отрезке [0; R2́].

Этот результат связан с предполагаемым раз-
рывом для коэффициентов теплопроводности 
(λ1  ≠  λ2) и  температуропроводности (a1  ≠  a2) 
в точке r´ = 1. Кроме того, тепловой поток как 
функция радиальной координаты на рассма-
триваемом отрезке [0; R2́] также имеет разрыв 
в этой же точке.

В этой связи традиционно вводимое для таких 
задач скалярное произведение функций, вообще 
говоря, отлично от нуля
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что не позволяет напрямую использовать его для 
точного определения всех коэффициентов C1, n, 
n = 1, 2, ... .

Заметим, что, если бы условия ортогонально-
сти выполнялись, лишь диагональные элементы 
матрицы Gm,k должны были оказаться отличны-
ми от нуля. В рассматриваемом случае опять же 
на основе предварительных численных экспери-
ментов имеем, что диагональные элементы этой 
симметричной матрицы в каждой ее строке (как 
и  в  каждом ее столбце) принимают максималь-
ные по модулю значения по отношению ко всем 
остальным, но также отличным от нуля элемен-
там строки этой матрицы. При этом значения мо-
дулей этих элементов убывают по мере удаления 
от диагонального элемента.

АНАЛИЗ ВЛИЯНИЯ ИСХОДНЫХ 
ПАРАМЕТРОВ СИСТЕМЫ 

НА ПРОЦЕСС ТЕПЛОПЕРЕНОСА
Характер изменения с  течением времени рас-

пределения температуры в  системе двух коакси-
альных фрикционно взаимодействующих между 
собой цилиндров иллюстрируют графики на рис. 3. 
Кривые распределения температуры построены 
на основе соотношения (9) с учетом (16), (17) по-
сле определения набора корней εn, n = 1, 2, ..., N 
уравнения (15) и последующего решения системы 
уравнений (19) относительно коэффициентов C1, 
n, n = 1, 2, ..., N разложений при N = 30.

Из анализа рис.  3 следует, что в  окрестности 
поверхности взаимодействия (r´  =  1)  в каждый 
момент времени, как и следовало ожидать, имеет 
место максимальное значение температуры.

Здесь же укажем, что для набора использован-
ных в этом примере исходных параметров систе-
мы предельно достижимое значение безразмер-
ной температуры на поверхности фрикционного 
взаимодействия при Fo → ∞ принимает значение 
T1́,∞ = T2́,∞(1) = 0.9.

Сравнивая это значение с  данными, приве-
денными на рис. 3, можно видеть, что изначаль-
но монотонно возрастающая в  зависимости от 
радиальной координаты температура во внутрен-
нем цилиндре достаточно быстро выравнивается 
и стремится к температуре поверхности контакта.
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Влияние интенсивности теплообмена с  окру-
жающей средой на свободной поверхности внеш-
него цилиндра на зависимость от времени тем-
пературы T´(1, Fo) поверхности фрикционного 
взаимодействия представлено на рис. 4 для того же 
набора основных исходных параметров системы.

Анализ поведения кривых показывает, что 
в  моменты времени, близкие к  начальному 
(Fo < 10), интенсивность теплообмена на перифе-
рии внешнего цилиндра при варьировании Bi на 
три порядка практически не влияет на вид зависи-
мости T´(1, Fo). Однако в дальнейшем с течением 
времени влияние степени интенсивности тепло
обмена с окружающей средой начинает проявлять 
себя. При этом для Fo → ∞ температура на по-
верхности фрикционного взаимодействия асим-

птотически приближается к  постоянному значе-
нию T1́,∞, которое определяется величиной Bi.

Проведем теперь оценку соотношения между 
модулями плотностей q1́ и  q2́  тепловых потоков

	 �
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отводимых с поверхности фрикционного контак-
та во внутренний и внешний цилиндры.

Здесь с учетом (16) имеем
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Представление о характере изменения с тече-
нием времени соотношения тепловых потоков 
(20) дают зависимости, представленные на рис. 5.

T ′(r′, Fo)

r′

0.1

6

5

4

3

2

1

0.05

0
0 1 2 3 4

Рис. 3. Распределение безразмерной температуры в си-
стеме двух фрикционно взаимодействующих цилин-
дров при á2 = 1.1, λ2́ = 1.2, R2́ = 5, Ki = 0.05, Bi = 0.01 
для Fo = 0.1 (1), 0.5 (2), 1.5 (3), 5 (4), 12 (5), 20 (6).

T ′(1, Fo)

Fo100
10‒2

10‒1

101 102 103

321

Рис.  4. Изменение с  течением времени безразмер-
ной температуры поверхности фрикционного взаи-
модействия цилиндров при á2 = 1.1, λ2́ = 1.2, R2́ = 5, 
Ki = 0.05 и Bi = 0.1 (1), 1 (2), 10 (3).
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Рис. 5. Изменение с течением времени соотношения между модулями плотностей тепловых потоков, отводимых с по-
верхности фрикционного взаимодействия в каждый из цилиндров, на начальной стадии процесса (а) и для достаточно 
больших моментов времени (б) при á2 = 1.1, λ2́ = 1.2, R2́ = 5, Ki = 0.05 и Bi = 0.01 (1), 0.1 (2), 1 (3).
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Анализ этих зависимостей позволяет сде-
лать вывод о  том, что для рассмотренного на-
бора исходных параметров системы разогрев 
внутреннего цилиндра завершается достаточно 
быстро. В дальнейшем же (для рассматриваемо-
го примера ориентировочно при Fo > 10) име-
ем q1́ → 0 и основная часть выделяемого тепла 
отводится с  поверхности фрикционного взаи-
модействия во внешний цилиндр, а затем рас-
сеивается в пространство на его свободной гра-
нице.

ЗАКЛЮЧЕНИЕ
Полученное приближенное решение задачи 

о нестационарном теплопереносе в системе двух 
коаксиальных фрикционно взаимодействующих 
цилиндров, которые равномерно движутся отно-
сительно друг друга в направлении их общей оси 
симметрии, позволяет рассчитывать температуру 
разогрева в наиболее нагруженной (с точки зре-
ния разогрева) зоне, а именно на поверхности их 
контактирования.

На начальной стадии процесса тепловые по-
токи, отводимые с  поверхности фрикционного 
взаимодействия в каждый из цилиндров, прини-
мают значения одного порядка. При этом тепло-
вой поток во внешний цилиндр, вполне ожида-
емо, несколько превышает поток, отводимый во 
внутренний цилиндр. Однако достаточно быстро 
с  течением времени монотонно возрастающее 
в зависимости от радиальной координаты распре-
деление температуры во внутреннем цилиндре 
выравнивается и  асимптотически приближается 
к  предельно достижимой (для данных условий 
теплообмена на свободной границе внешнего ци-
линдра) температуре поверхности фрикционного 
взаимодействия. При этом q1́ /q2́ → 0 и генериру-
емое на поверхности фрикционного взаимодей-
ствия тепло отводится в  основном во внешний 
цилиндр с  последующим рассеиванием на его 
внешней границе.

Рассмотренная схема теплопереноса имеет 
место при реализации процесса типа волочения 
проволоки. Кроме того, она может представлять 
интерес для оценки в первом приближении тем-
пературы разогрева в  случае движения объектов 
и конечной длины внутри цилиндрических кана-
лов. В последнем случае априори можно предпо-
ложить, что длина тела должна ориентировочно 
на порядок превышать его диаметр.
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