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Представлена математическая модель течения многокомпонентного газа на базе модельного кине-
тического уравнения. Рассматриваются течения многокомпонентных одноатомных совершенных
газов. Проведено тестирование модели на примере задачи о профиле ударной волны для смеси ар-
гона и гелия в различных пропорциях. Показано, что модель дает удовлетворительное совпадение с
экспериментальными данными.
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ВВЕДЕНИЕ
Направление, к которому относится настоя-

щая работа, связано с разработкой моделей тече-
ния многокомпонентных газов. Настоящая пуб-
ликация имеет своей целью построение модели
течения смеси электрически нейтральных газов
без учета химических реакций в газовой среде.
Актуальность таких моделей связана с необходи-
мостью физически адекватного описания обтека-
ния активных по отношению к отдельным ком-
понентам поверхностей. Существует целый ряд
практических задач, требующих такого описания,
например, обтекание поверхностей, химически
активных к отдельным компонентам газа, обле-
денение поверхностей летательных аппаратов,
разделение компонентов в конденсационных и
криоконденсационных установках и прочее.

Проблема описания высоконеравновесных те-
чений существует как в газовой динамике, так и в
динамике плазмы [1, 2]. Имеется ряд аналитиче-
ских работ по исследованию течения смесей двух-
и трехкомпонентных газов [3–6] в ударных вол-
нах, в которых получены профили ударной волны
для двух- и трехкомпонентных газов.

В работах, связанных со статистическим моде-
лированием неравновесных течений многокомпо-
нентных газов, например [7–10], решается задача
об ударной волне статистическими методами. Дан-
ные методы применимы для достаточно разрежен-
ных сред и не позволяют получать системы мо-
ментных уравнений для описания плотных газов.

Экспериментальные исследования посвяще-
ны в основном разделению профилей плотности,

скорости и удельных напряжений в ударной волне
двухкомпонентного одноатомного газа. Для тести-
рования теоретических моделей наиболее инте-
ресна работа [11], в которой масштабирование по
длинам пробега молекул и центрирование полу-
ченных профилей приведено в общепринятых
критериях. Именно эта работа будет использова-
на для тестирования разрабатываемой модели.

В настоящее время широкое применение полу-
чили модельные кинетические уравнения, обеспе-
чивающие хорошую сходимость с решениями урав-
нения Больцмана на уровне макроскопических
параметров газа. Работы [12–18] связаны с раз-
личными способами построения модельных кине-
тических уравнений. В [13, 14] строится модельное
кинетическое уравнение для двухкомпонентного
газа, компоненты которого сильно отличаются по
массе. Достаточно полный обзор публикаций,
связанных с моделированием течений многоком-
понентных газов с помощью модели Бхатнагара,
Гросса, Крука (БГК), дан в [15].

Настоящее исследование имеет следующие осо-
бенности. Учитывая, что модельные кинетические
уравнения релаксационного типа используют ин-
теграл обратных столкновений в сильно упро-
щенном виде по сравнению с интегралом Больц-
мана, описание процессов межкомпонентных
взаимодействий проводится на уровне осреднен-
ных величин тепловой и относительной скоро-
стей молекул. Эффективное сечение и частота
межмолекулярных столкновений определяются
по аналогии с временем релаксации Максвелла.
Такой подход, отличающий данную модель от
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известных ранее, позволяет получить относи-
тельно простые зависимости для интеграла
столкновений, не сильно выходя за пределы до-
пущений модельного уравнения.

В качестве базового модельного кинетического
уравнения используется однокомпонентная модель
работы [16].

КИНЕТИЧЕСКОЕ УРАВНЕНИЕ 
ДЛЯ СМЕСИ ГАЗОВ

Рассматриваются течения многокомпонент-
ных одноатомных совершенных газов. Учитыва-
ются только парные межмолекулярные взаимо-
действия, что является приемлемым допущени-
ем для совершенных газов. При таком подходе
взаимодействие всех компонентов смеси может
быть выражено в виде суммы взаимодействия
отдельных пар.

Ниже величины с тильдой относятся к пара-
метрам смеси газов. Для отдельных компонентов
газовой смеси использована специальная симво-
лика. Параметры рассматриваемого компонента
(плотность, скорость, температура, коэффициент
вязкости т.п.) будем обозначать верхним индек-
сом K, а фонового компонента – нижним индек-
сом N. Это же правило будет использоваться и для
параметров межмолекулярных взаимодействий
(относительная скорость, частота столкновений
и т.п.), содержащих два индекса.

Если значения параметров межмолекулярного
взаимодействия данной пары компонентов сов-
падают, оба индекса будут указаны сверху, что об-
легчает чтение математических выражений. Напри-
мер, средняя скорость молекул рассматриваемого
компонента K относительно фонового компонента
N обозначается как  Эта скорость будет опреде-
ляться с учетом не только относительной скоро-
сти центров массы компонентов, но и с учетом их
средних тепловых скоростей  и  Ниже будет
показано, что в этом случае 

Рассмотрим процесс межмолекулярных столк-
новений в однокомпонентном газе. Эффектив-
ное сечение столкновений  где d – услов-
ный диаметр молекул, являющийся радиусом сече-
ния. Относительная скорость движения молекул 
в этом случае может быть ассоциирована со сред-
ней скоростью теплового движения :

Здесь  и  – средняя тепловая скорость в рас-
сматриваемой точке и невозмущенном потоке; T
и T∞ ‒ температура газа в рассматриваемой точке
и в невозмущенном потоке.
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Средняя длина свободного пробега молекулы
может быть выражена как

где n – концентрация молекул, σ – эффективное
сечение столкновения.

Эффективное сечение столкновений, соглас-
но элементарной кинетической теории [19], свя-
зано с коэффициентом вязкости

где m – масса молекулы. Если для коэффициента

вязкости принять степенной закон ,

где  – коэффициент вязкости в невозмущенном
потоке, а s – свободный параметр модели (s = 0.5
для молекул-шаров и s = 1 для максвелловских
молекул), то условный диаметр молекул d может
быть выражен как

Частота столкновений молекул

Модельное кинетическое уравнение для частоты
столкновений использует первое приближение

процедуры Чепмена−Энскога , где k –

постоянная Больцмана. Из двух последних выра-
жений следует

По аналогии с однокомпонентным газом опре-
делим основные параметры смеси. Условный диа-
метр одного компонента смеси, например K-ком-
понента,

(1)

В этом выражении и ниже sK – показатель сте-
пени для компонента K.

Частота столкновений K-молекул между собой
(K‒K-столкновений)
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При определении частоты межкомпонентных
столкновений  следует учесть, что эффектив-
ное сечение столкновений выражается как

(3)

где dK и dN – условные диаметры молекул соответ-
ствующих компонентов.

Компоненты в общем случае движутся с раз-
личными групповыми скоростями UK и UN. Отно-
сительная скорость движения компонентов опре-
делена как 

В рамках используемого приближения сред-
ние тепловые скорости  и  рассматривают-
ся как положительно определенные изотропные
величины. С этой точки зрения целесообразно
рассмотреть эффективную групповую скорость

, которая является проекцией 
на одно из возможных направлений средних теп-
ловых скоростей  и  На рис. 1 такое направле-
ние показано штриховой линией в условной плос-
кости 0UxUy, содержащей эту линию и вектор 

Поскольку частота межмолекулярных столкно-
вений  определяется общим количеством столк-
новений молекул, движущихся во всевозможных
направлениях со средней тепловой скоростью 
введем среднюю положительно определенную
групповую скорость

Считая все направления теплового движения
равновероятными, что является достаточно силь-

K
Nν

( )2
,

4
KN K

Nd dπσ = +

Δ = − .K K
N NU U U

Kc Nс

cosK K
N NU = Δ βU K

NΔU

Kc .Nс

Δ .K
NU

K
Nν

,Kc

π

= Δ β β = Δ
π

2

0

2cos .K K K
N N NU dU U

ным допущением для высоконеравновесных те-
чений, среднюю скорость пробной молекулы от-
носительно фоновых молекул, т.е.  можно
вычислить как среднее значение относительных
скоростей, полученное для восьми комбинаций

  

Здесь учтено, что  и восемь ее возможных
значений – положительно определенные величи-
ны. Из выражения для суммы восьми слагаемых
следует очевидное соотношение .
Соответствие суммы четырех слагаемых сумме двух
функций максимума несложно проверить простым
геометрическим построением.

Частота межкомпонентных столкновений с уче-
том (1) и (3)

(4)

В этом выражении  – кажущаяся

масса молекулы (суммирование по всем компо-
нентам смеси);  – вязкость смеси в невозму-
щенном потоке, определяемая по таблицам вяз-
кости смесей.

В процессе KN-столкновений групповая ско-
рость молекул, участвующих в этих столкновени-
ях, может релаксировать до предельного значе-
ния  Если в KN-столкновениях участвуют nKN

молекул каждого компонента, то закон сохране-
ния импульса требует
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Рис. 1. Схема определения эффективной групповой
скорости.
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По аналогии с работой [16] предусмотрим ва-
риант неполной релаксации, при которой груп-
повая скорость участвующих в KN-столкновени-
ях молекул K-компонента после столкновений ча-
стично сохранит свое прежнее значение :

(5)

где  – групповая скорость участвующих в
KN-столкновениях молекул K-компонента после
столкновения.

Параметр , имеющий смысл отношения вре-

мени релаксации напряжений к времени релакса-
ции групповой скорости, является свободным па-
раметром модели, определяемым в процессе тести-
рования модельного кинетического уравнения. Он

может принимать значения . При  под-

разумевается полная релаксация, т.е. .
Нетрудно убедиться в выполнении закона сохра-
нения импульса в случае неполной релаксации:

Температура тех частей компонентов, которые
участвуют в KN-столкновениях, может релакси-
ровать до предельного значения TKN. Из закона
сохранения энергии следует

В случае неполной релаксации

где  – температура молекул K-компонента,
участвующих в KN-столкновениях, после столк-

новения. Параметр  связан с параметром  сле-

дующим соотношением:
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Систему кинетических уравнений для смеси од-
ноатомных газов запишем по аналогии с модель-
ным кинетическим уравнением [16]. Уравнение
для K-компонента:

Здесь  – функция распре-
деления молекул по скоростям, ξi – проекция моле-
кулярной скорости. Повторяющийся подстрочный
греческий индекс подразумевает суммирование од-
ночлена по всем значениям соответствующей ко-
ординаты:

где   ,  – теп-
ловой поток;

где 

Частоты столкновений νKK и  определены
уравнениями (2) и (4).

Система кинетических уравнений содержит
уравнения всех компонент, связанные правыми
частями.

Для тестирования модельного кинетическо-
го уравнения будет рассмотрена задача о про-
филе плоской ударной волны в двухкомпонент-
ной смеси газов. Если газ движется вдоль одной
из координатных осей, например оси x1, обозна-
чаемой далее как x (x2 = y, x3 = z), то можно сокра-
тить количество измерений функции распределе-
ния, введя в рассмотрение две функции fn и fp для
каждого из компонентов:

Здесь и далее ci = ξi − Ui – проекция вектора теп-
ловой скорости молекул. В одномерной задаче оче-
видно: cy = ξy, cz = ξz. Функция fp необходима для
вычисления моментов второго и третьего порядков.
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Кинетические уравнения принимают вид

(6)

Здесь

Моменты функции распределения:

– неравновесное нормальное напряжение (эле-
мент девиатора напряжений). Здесь учтено, что
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ПРОФИЛЬ ПЛОСКОЙ УДАРНОЙ ВОЛНЫ
В данной работе задача о профиле ударной

волны рассматривалась в качестве теста, имею-
щего своей целью оценить физическую адекват-
ность разрабатываемого модельного уравнения.
В этой связи детальное изучение процессов, про-
текающих в многокомпонентных ударных вол-
нах [5], не рассматривалось. Задача решалась для
двухкомпонентного газа.

Выбранная задача хорошо изучена как теорети-
чески, так и экспериментально. На профиле удар-
ной волны имеет место высоконеравновесное тече-
ние, характеризующееся значительным разделени-
ем профилей отдельных компонентов смеси. Кроме
этого, решение задачи весьма чувствительно к вы-
полнению законов сохранения массы, импульса и
энергии. Даже небольшие неточности в выполне-
нии этих законов не позволяют получить гладкие
профили в нижней по потоку области течения.

Решение кинетического уравнения строилось
как первая краевая задача. На границах вычис-
лительной области задавались условия невозму-
щенного потока и условия Ренкина–Гюгонио.
Учитывалось, что групповые скорости и температу-
ры на границах, находящихся в условиях равнове-
сия, одинаковы для обоих компонентов. Скорость
звука и, следовательно, число Маха в невозму-
щенном потоке определялись по кажущейся мас-
се молекул . Из условий равновесия газовой
среды на границах вычислительной области
следует, что парциальные концентрации

 и  за ударной волной
соответствуют их значениям в невозмущенном
потоке.

Для численного решения задачи использовал-
ся метод установления с шагом по времени .
Геометрическая сетка имела постоянный шаг .
Конечно-разностный шаблон по аналогии с [16]
формировался на четырех узлах расчетной сетки со
смещением против потока (молекулярного). В ре-
зультате для  и  получены четырехдиа-
гональные матрицы. Например, при  в i-м уз-
ле расчетной сетки конечно-разностный аналог
кинетического уравнения (6) имеет вид

Здесь  – аналог числа Куранта,

 – значение искомой функции на предыду-
щем шаге по времени. Значения , ,  
также вычислялись на предыдущем шаге .

Показанные на графиках профили плотности и
удельных напряжений построены для смеси аргона
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и гелия при . Для сравнения ис-
пользованы экспериментальные данные работы [11].

На рис. 2–5 показаны профили плотности и
удельных напряжений для смеси аргона и гелия
при парциальных концентрациях 13 и 50% аргона
и при различных значениях параметра 
Данные работы [11] для концентрации 94% арго-
на не использовались ввиду большого разброса
экспериментальных точек. Свободный параметр
модели, определяющий зависимость коэффици-
ента вязкости от температуры, принимался оди-
наковым для обоих компонентов: s = sK = sN.

Рассчитанные профили приведены к единич-
ному отрезку:

Индексы 1 и 2 соответствуют значению пара-
метра перед и за ударной волной. Значение коор-
динаты  соответствует середине профиля
суммарной плотности.

Профили на рис. 2 и 3 показывают, что лучшее
соответствие экспериментальным данным наблю-
дается при  = 0.8−1.0. Замедление релаксаци-
онного процесса,  < 0.8, приводит к большему
отклонению расчетных профилей от эксперимен-
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тальных. Если принять  = 1, то (5) упростится,

так как  и . Тогда

где 
На рис. 4 и 5 показаны профили удельных напря-

жений Txx и Tyy, рассчитанные по соотношениям

где Pxx и Pyy – компоненты тензора напряжений.
Они не противоречат экспериментальным данным.

На рис. 6 и 7 показаны сравнительные профи-
ли плотности и теплового потока для смеси арго-
на и гелия, полученные с использованием БГК- и
разрабатываемой моделей. Профили плотности
обеих моделей практически совпадают. Профили
теплового потока существенно различаются, что
является известным фактом, связанным с невер-
ным числом Прандтля БГК-модели.
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Рис. 2. Профили плотности в плоской ударной волне
двухкомпонентного газа, содержание аргона ‒ 13%,
М∞ = 2.03, s = 1: точки – экспериментальные данные
[11], сплошная линия –  = 1, штриховая – 0.8,
штрихпунктир – 0.6.

0

1.0

0.8

0.6

0.4

0.2

0

‒15 0‒5‒10 5 10 15

ρ*

x/λ∞

He

Ar

p Uτ τ

Рис. 3. Профили плотности в плоской ударной волне
двухкомпонентного газа, содержание аргона ‒ 50%,
М∞ = 2.05, s = 1: точки – экспериментальные данные
[11], сплошная линия –  = 1, штриховая – 0.8,
штрихпунктир – 0.6.
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Рис. 4. Профили удельных напряжений гелия в
плоской ударной волне двухкомпонентного газа, со-
держание аргона ‒ 13%, М∞ = 2.03, s = 1,  = 1;
1, 2 – Txx; 3, 4 – Tyy (1, 3 –экспериментальные [11];
2, 4 – расчетные данные).
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Рис. 5. Профили удельных напряжений гелия в плос-
кой ударной волне двухкомпонентного газа при со-
держании аргона 50%, М∞ = 2.05: обозначения те же,
что на рис. 4.
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Рис. 6. Профили плотности в плоской ударной волне
двухкомпонентного газа, содержание аргона ‒ 13%,
М∞ = 2.03, s = 1,  = 1: точки – эксперименталь-
ные данные [11], сплошная линия – разрабатываемая
модель, штриховая – модель БГК.
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Рис. 7. Профили теплового потока в плоской ударной
волне двухкомпонентного газа, содержание аргона ‒
13%, М∞ = 2.03, s = 1, τp/τU = 1: сплошная линия –
разрабатываемая модель, штриховая – модель БГК.
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ЗАКЛЮЧЕНИЕ

В настоящей работе приведена система модель-
ных кинетических уравнений для смеси одноатом-
ных газов. По аналогии с предложенной моделью
может быть построена система уравнений для сме-
си многоатомных газов. Кинетические уравнения
системы позволяют построить применимую для
описания течений плотных газов систему мо-
ментных уравнений для каждого компонента га-
за. Проведенные численные тесты показывают,
что разработанная модель дает удовлетворитель-
ную сходимость с экспериментальными данными
для одноатомных газов. Основные отличия разра-
ботанной модели от известных модельных кине-
тических уравнений для смеси газов заключаются
в следующем.

– Относительная скорость движения молекул
разных компонентов выражена через осреднен-
ные величины тепловых и групповых скоростей,
что приводит к достаточно простым выражениям
для частоты межмолекулярных столкновений и
повышает экономичность модели с точки зрения
количества вычислительных операций.

– Частота столкновений различных компонен-
тов содержит коэффициент вязкости смеси, опре-
деляемый только в невозмущенном потоке по из-
вестным табличным данным для данного состава
смеси. В результате отпадает необходимость в ис-
пользовании аппроксимаций этого коэффициен-
та, зачастую весьма сложных, в зависимости от
парциального состава и температуры.

Работа выполнена в рамках госзадания Ми-
нистерства образования и науки РФ (номер те-
мы FSFF-2023-0008).
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