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Сформулирован и доказан обобщенный метод зеркальных отражений электростатики для точечно-
го заряда, расположенного рядом с плоскослоистой структурой, причем подробно рассмотрен слу-
чай точечного заряда, находящегося рядом с одной пленкой. Затем этот метод обобщается на случай
произвольной системы зарядов. Подробно показывается, как применить полученный метод для на-
хождения фокального распределения электрического поля в окрестности нановершины металличе-
ского микроострия рядом с плоскослоистой структурой, которое получается при схождении (фокуси-
ровке) поверхностной плазмонной волны к нановершине. Обсуждается проникновение сфокусирован-
ного поля в пленку фоторезиста, находящуюся на поверхности диэлектрического или металлического
полупространства. Демонстрируется общность предложенного теоретического метода на примере ре-
шения задачи нахождения температурного поля в окрестности нагретого параболоидального
острия, расположенного вблизи теплопроводящей пленки и полупространства.
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ВВЕДЕНИЕ
Нанофокусировка световой энергии на вер-

шинах микроострий − важное явление, лежащее
в основе перспективных нанотехнологических при-
ложений. Оно состоит в резком возрастании интен-
сивности поверхностной плазмонно-поляритон-
ной ТМ (transverse magnetic) волны, симметрично
возбуждаемой в основании металлического микро-
острия, при ее схождении к нановершине [1‒3].
Это явление объясняется тем, что на геометриче-
ски идеальном металлическом острие может су-
ществовать осесимметричная электромагнитная
стоячая волна с сингулярностью электрического
поля на вершине [4]. Как показывают экспери-
менты [5, 6], эта стоячая волна может эффективно
возбуждаться сходящейся к вершине поверхност-
ной плазмонно-поляритонной ТМ-волной. Нали-
чие сингулярности электрического поля объясня-
ется в квазистатическом приближении, выполня-
ющемся в окрестности вершины.

Реальная вершина микроострия не идеальна и
закруглена. В работах [7, 8] для нахождения рас-
пределения электрического поля вблизи закруглен-
ной вершины одиночного микроострия его поверх-
ность была аппроксимирована параболоидом вра-
щения. Задача решалась в параболической системе
координат. Было доказано, что размер фокально-

го распределения вблизи вершины убывает про-
порционально радиусу закругления вершины, что
принципиально и объясняет нанофокусировку
(при уменьшении радиуса острия до нанометровых
размеров размер фокальной области уменьшается в
той же пропорции). Оказалось, что симметричное
решение квазистатической задачи с максимумом в
окрестности вершины острия имеет вид стоячей
волны с узлами поля, причем длина стоячей вол-
ны уменьшается при приближении рабочей ча-
стоты к предельной частоте поверхностных плазмо-
нов. Длина стоячей волны у вершины может быть
значительно меньше длины волны в вакууме и дли-
ны волны поверхностных плазмонов на плоской
поверхности. Применимость квазиэлектростатики
в окрестности нановершины объясняется умень-
шением фазовой скорости поверхностных плаз-
монов с уменьшением длины волны, т.е. вблизи на-
новершины эта сходящаяся поверхностная волна
очень медленная по сравнению со скоростью света,
а образующаяся стоячая волна представляет собой
стационарные в пространстве колебания. Кроме
того, применимость квазистатического прибли-
жения была строго подтверждена оценками, про-
веденными на основе уравнений Максвелла [9].

Если нановершина микроострия находится
вблизи плоскослоистой структуры, то возника-
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ет необходимость детального описания распреде-
ления сфокусированного на вершине поля как
вблизи вершины острия, так и в плоскослоистой
структуре. В задачах излучения и распростране-
ния электромагнитных полей в плоскослоистых
средах широко используются матричные методы,
такие как в [10]. В работах [11‒13] предложен ори-
гинальный вариант строгой электромагнитной
теории излучения элементарного диполя на гра-
нице или внутри плоскослоистой структуры, яв-
ляющийся развитием работ [14, 15]. В частности,
в [11‒13] был продемонстрирован метод аналити-
ческого упрощения решения, имеющий общетео-
ретическое значение. Обобщение данного метода
для случая произвольного количества пленок в
плоскослоистой структуре [16] позволило привести
формулы для излучаемых полей к одномерным ин-
тегралам, что существенно упростило анализ зада-
чи и ускорило численные расчеты. В данном иссле-
довании методы работ [11‒13] и [16] применяются
сначала к нахождению трехмерного фундаменталь-
ного решения электростатики (квазиэлектростати-
ки) в плоскослоистых средах, т.е. к нахождению
поля точечного заряда в таких средах. На основе
полученных результатов дается обобщение метода
зеркальных отражений для точечного заряда, рас-
положенного рядом с плоскослоистой структу-
рой, а затем этот результат обобщается на случай
произвольного распределения зарядов вблизи
плоскослоистой структуры. Обсуждается приме-
нение обобщенного метода зеркальных отраже-
ний для формулировки задач нанофокусировки
поверхностной плазмонной волны на вершине
микроострия, расположенного вблизи нанослоя
фоторезиста.

В последнем разделе показывается общность
предложенного теоретического метода на приме-
ре решения задачи нахождения температурного
поля в окрестности нагретого параболоидального
острия, расположенного вблизи теплопроводя-
щей пленки и полупространства.

ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ. 
ЭЛЕКТРИЧЕСКОЕ ПОЛЕ ТОЧЕЧНОГО 

ЗАРЯДА, РАСПОЛОЖЕННОГО ВНУТРИ 
ПЛОСКОСЛОИСТОЙ СТРУКТУРЫ

Рассмотрим задачу нахождения электростати-
ческого поля точечного заряда, расположенного
внутри плоскослоистой структуры. Пусть, для
общности, этот заряд расположен внутри плоской
слоистой структуры, состоящей из нескольких
пленок и окружающих слоистую структуру двух по-
лупространств. Для определенности сначала будем
считать, что заряд расположен в одной из пленок, а
затем обобщим эту задачу на случай, когда заряд
расположен на их границе или в одном из полупро-
странств.

Пусть общее число пленок равно , толщина
m-й пленки  и полная толщина слоистой струк-

туры . Общее число границ пленок
. Пронумеруем области пространства

 (на рис. 1 показана задача с 
и ). Предположим, что пленки имеют абсо-
лютные диэлектрические проницаемости , а
вне слоистой структуры находятся однородные
полупространства с проницаемостями  и .
Обозначим также  координаты  границ пленок

по оси :  при .

Уравнения электростатики (или квазиэлек-
тростатики) в области с номером  можно запи-
сать с помощью электрического потенциала  в
виде , где  – оператор Лапласа,  –
абсолютная диэлектрическая проницаемость

-й области. Решая уравнения Лапласа в каждой
области с учетом граничных условий, найдем
электрическое поле во всех областях. Рассмотрим
сначала следующую вспомогательную задачу.

ЭЛЕКТРИЧЕСКОЕ ПОЛЕ В СЛОЕ, 
СВОБОДНОМ ОТ ЗАРЯДОВ

Пусть в области с номером  нет сторонних за-
рядов между границами  и  (рис. 2). Диэлек-
трическая проницаемость среды в этой пленке
равна . Электрический потенциал можно пред-
ставить в виде фурье-разложения

(1)

Подставим в уравнение  потенци-
ал (1), тогда в рассматриваемой области

(2)
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Рис. 1. Геометрия плоскослоистой структуры, состо-
ящей из трех пленок.
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где . Уравнения (2) при фиксирован-
ных значениях  и  есть обыкновенные диффе-
ренциальные уравнения относительно перемен-
ной . Задача состоит в нахождении функции  в
рассматриваемой области. Линейно независимые
решения уравнений (2) можно записать в виде 

Общее решение уравнений (2) в области 

(3)

где  и  – функции только от  и . Из (3) най-
дем фурье-образ электрического потенциала и
нормальную компоненту индукции поля на гра-
ницах области :

где . Вводя вектор-столбец 

, запишем полученные выражения в
матричном виде
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где

(5)

ЭЛЕКТРИЧЕСКОЕ ПОЛЕ 
В МНОГОСЛОЙНОЙ СТРУКТУРЕ, 

СВОБОДНОЙ ОТ СТОРОННИХ ЗАРЯДОВ
Рассмотрим многослойную структуру, внутри

которой нет сторонних зарядов, с границей 
между областями  и . Непрерывность тан-
генциальных компонент напряженностей элек-
трического поля ( ,  и , ) и нор-
мальных компонент электрической индукции
(  и ) на этой
границе можно записать через соответствующие
электрические потенциалы  и  в виде

где электрический потенциал  в области 
выражается формулой (3), в которой произведена
замена индексов . Так как уравнения
электростатики (квазистатики) линейные, то гра-
ничные условия должны выполняться для каждо-
го члена фурье-разложения, т.е. для фурье-обра-
зов соответствующих величин:

(6)

Записывая (6) с помощью (4), получим мат-
ричное уравнение на границе :

(7)

где , , а матрицы  и
 выражаются формулами (5).

Уравнение (7) можно записать для 
, т.е. для всех границ, исключая первую

( ) и последнюю ( ). Таким образом, об-

щая толщина слоистой структуры 
(сумма толщин пленок, составляющих структуру).

Общее решение для электрического потенциа-
ла в области , т.е. в интервале , запи-
шем в виде
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Рис. 2. Пленка с номером , расположенная между
границами  и .
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(8)

В выражении (8) отлично от нуля только вто-
рое слагаемое, так как предполагается наличие ис-
точников только справа от границы . Учиты-

вая, что из (8) следует ,

где , представим граничные условия
при  в виде

(9)

Аналогично общее решение для потенциала в
области , т.е. в интервале , запи-
сывается как
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полупространствах, вне плоскослоистой струк-

туры): , где 

, , , 

. Если известен, например, потен-

циал распределения зарядов в пленках структуры,
то из уравнения , как системы двух
уравнений, можно найти неизвестные – функ-
цию  и потенциал в полупространстве  от за-

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

+∞ +∞
− −γ − ξ +η+

−∞ −∞
+∞ +∞

− γ − ξ +η−

−∞ −∞

ϕ = π ϕ ξ η +

+ π ϕ ξ η

 

 

1

1

2
1 1

2
1

ˆ, , 2 e e

ˆ2 e e .

z z i x y

z z i x y

x y z d d

d d

1z z=

1

1

1 11, 1

ˆ 01 1
ˆ ˆz z z

D −
=

ϕ     =     ε γ −ε γ ϕ    

( )−= ϕ1 1ˆ0;ˆ T
^

1z z=

  × = × ε γ −ε γ 
1 2 2

1 1

1 1
.ˆ ˆL^ ^

1j N= + [ ),Nz +∞

( ) ( )
( ) ( )

( ) ( ) ( )

−
+

+∞ +∞
−γ − ξ +η+

+
−∞ −∞

+∞ +∞
− γ − ξ +η−

+
−∞ −∞

ϕ = π ×

× ϕ ξ η +

+ π ϕ ξ η

 

 

2
1

1

2
1

, , 2

ˆ e e

ˆ2 e e .

N

N

N

z z i x y
N

z z i x y
N

x y z

d d

d d

Nz z=
1 1

1 11,

ˆ 1 1 ˆ
ˆ 0

N

N N

N NN z z z
D

+
+ +

+ ++ =

ϕ    ϕ =     ε γ −ε γ    
Nz z=

+
+ +

 × = × ε γ −ε γ 
1

1 1

1 1
,ˆ ˆ

N N N
N N

R ^ ^

( )+
+ += ϕ1 1ˆ ; 0ˆ T

N N^

+= ×1 1
ˆ ˆ

NM^ ^ ( )1 2

N
mm=

= × ×∏M T T

1N +× T
1

1
1 1

1 1 −
 =  ε γ −ε γ 

T ( ) 1
m m m

−= ×T L R 1N + =T

1 1

1 1

N N+ +

 =  ε γ −ε γ 

+= ×1 1
ˆ ˆ

NM^ ^

1ˆ−ϕ 1j =

рядов в плоскослоистой структуре по формуле (8),
а также функцию  вектор-столбца  и по-
тенциал от зарядов в полупространстве  в
плоскослоистой структуре по формуле (10).

ЭЛЕКТРИЧЕСКОЕ ПОЛЕ 
В МНОГОСЛОЙНОЙ СТРУКТУРЕ 

ОТ ТОЧЕЧНОГО ЗАРЯДА

Пусть имеется точечный заряд  в точке 
области с номером  (рис. 3), тогда распределение
плотности заряда ,
где  − дельта-функция Дирака, а фурье-образ
этого распределения

Пусть данный точечный заряд находится в бес-
конечно тонком слое . Тогда
уравнения электростатики  и  для
фурье-образов полей можно записать (при

) в следующем виде:

Отсюда получим , 
и 
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Рис. 3. Точечный заряд , расположенный в точке
 в области с номером s.
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Тогда в пределе  скачок тангенциальных
компонент напряженностей электрического поля и
нормальной компоненты индукции электрическо-
го поля при переходе через бесконечно тонкий слой
с зарядом , ,

. В матричном виде эти предель-
ные соотношения можно записать в эквивалент-
ном виде через потенциал следующим образом:

(12)

Выразим теперь левую часть граничного усло-
вия (12) через вектор-столбцы  и  полупро-
странств снаружи плоскослоистой структуры.
Для этого разобьем область с номером  на две об-
ласти и обозначим их индексами  и  (левая и
правая на рис. 3). Введем вектор-столбцы  и 
в этих областях. Тогда члены слева от знака ра-
венства в (12) можно выразить как

(13)

Кроме того, из (7) следует

(14)

причем матица  представляется формулой

где

(15)

Подставляя (14) и (15) в (13), затем полученные
выражения − в (12), находим

(16)
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где  − вектор-столбец, характеризующий
возбуждающее воздействие на плоскослоистую си-
стему точечного заряда, а матрицы  и  харак-
теризуют отклик слоистой структуры на внешнее
возбуждение соответственно справа и слева от заря-
да и выражаются следующим образом: 

, ,

где  при  и ,

.
В рассматриваемой задаче источник полей (то-

чечный заряд) находится исключительно внутри

плоскослоистой структуры. Поэтому в столбцах 

и  есть только компоненты, определяющие
волны, идущие от плоскослоистой структуры.

Чтобы получить оставшиеся, отличные от ну-

ля, компоненты  и , разобьем матрицы 
и  соответственно на элементы , , ,

 и , , , . Тогда уравнение (16)
примет вид

(17)

Уравнение (17) можно представить следую-
щей системой из двух матричных уравнений

, . Эти урав-
нения можно снова объединить в одно матричное
2 × 2 уравнение:

(18)

где введен вектор-столбец . Ре-

шая это уравнение, найдем  и , а значит,
убывающие при удалении от плоскослоистой
структуры поля:

Убывающее влево поле в полупространстве
 находим по формуле
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ПЕТРИН

а убывающее вправо поле в полупространстве
 – по формуле

(20)

При необходимости, зная  и , можно най-
ти вектор-столбцы потенциалов в любой внутрен-
ней области , так как они однозначно определя-
ются граничными условиями. После этого электри-
ческий потенциал в любой из этих областей может
быть найден по формуле (3). Таким образом, поля
будут определены во всем пространстве.

ЭЛЕКТРИЧЕСКОЕ ПОЛЕ ТОЧЕЧНОГО 
ЗАРЯДА, РАСПОЛОЖЕННОГО 

У ГРАНИЦЫ ПЛЕНКИ
Рассмотрим теперь задачу нахождения электри-

ческого потенциала от точечного заряда , располо-
женного в среде с диэлектрической проницаемо-
стью  на некотором расстоянии от пленки с ,
нанесенной на полупространство с  (рис. 4). В
системе координат рис. 4 заряд находится в точке
с радиус-вектором rq = (0, 0, zq) на расстоянии zb − zq

вдоль оси  от пленки толщиной . Можно рас-
смотреть задачу нахождения электрического по-
тенциала от точечного заряда, расположенного
на поверхности вспомогательной пленки толщи-
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ны zb − zq, причем диэлектрические постоянные
этой пленки и полупространства слева равны .

Таким образом, имеется четыре области зада-
чи. Индекс  соответствует полупространству
c ,  – вспомогательной пленке c  и
толщиной, равной расстоянию от заряда до пленки,
т.е. zb − zq,  – реальной пленке c  толщи-
ной , а  – полупространству c  (рис. 4).

Тогда , , , ,

,  и уравнение (16) при-
мет вид

где матрицы выражаются следующими формулами

а вектор-столбец точечного заряда равен .
В результате

Вводя вектор-столбец , уравне-
ние (18) запишем как

(21)

Из (21) следует
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Рис. 4. Точечный заряд  в свободном пространстве с
диэлектрической проницаемостью  в точке с коор-
динатой  на расстоянии zb − zq от пленки толщи-
ной  и диэлектрической проницаемостью , распо-
ложенной на границе полупространства c диэлектри-
ческой проницаемостью .
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В явном виде можно выразить  и  через
гиперболические синусы и косинусы, обозначая

:

(23)

(24)

Найдем потенциал  в полупространстве
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Тогда
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Переходя в интеграле к полярным координа-
там в плоскостях  и  по формулам
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Из (20) с учетом (30) находим

Перейдем к полярным координатам в плоско-
стях  и  по формулам (28). Тогда имеем

Найдем теперь потенциал при ,
т.е. в слое . Граничные условия (7) на плос-
кости  можно записать в виде

Тогда, решая это уравнение и используя (30),
получаем решение

Полный потенциал поля внутри слоя  вы-
ражается формулой (3)

Подставляя сюда выражения для  и , по-
лучим

Перейдем к полярным координатам в плоско-
стях  и  по формулам (28) и используем

тождество . Тогда

Найдем теперь потенциал при , т.е. в
слое . Граничные условия (7) на плоскости

 можно записать в виде

После несложных вычислений получаем

где  выражается формулой (25). Тогда пол-
ный потенциал поля внутри слоя  (см. (3))
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Подставляя сюда  и используя тожде-
ство (26), получим

(31)

Заметим, что это то же самое выражение (27),
что и для  в полупространстве . Пер-
вый член (31) представляет собой потенциал то-
чечного заряда , расположенного в точке rq = (0,
0, zq). Второй член – это потенциал точечного за-
ряда  в среде с диэлектриче-
ской проницаемостью , расположенного зер-
кально относительно плоскости  в точке

rref = (0, 0, 2zb − zq). Третий член – это потенциал
заряда, распределенного по плоскости  с не-
которой поверхностной плотностью (ниже, она
будет вычислена в явном виде).

Переходя к цилиндрическим координатам (28),
так же как при рассмотрении решения в полупро-
странстве , получим из (31) формулу для ,
аналогичную (29) в цилиндрических координатах:

(32)

Для нахождения  – потенциала индуциро-
ванных в рассматриваемой плоскослоистой струк-
туре зарядов ‒ надо в области  вычесть из
полного потенциала потенциал исходного заряда.
Тогда, обозначая , получим из (31) и
(32) выражения в декартовой и цилиндрической
системах координат

(33)

Из (32) сразу видно, что при  интеграл
исчезает, отсюда получаем известную формулу
для заряда у границы двух полупространств при
соответствующей замене символов диэлектриче-
ских проницаемостей [17].

ОБОБЩЕНИЕ МЕТОДА ЗЕРКАЛЬНЫХ 
ОТРАЖЕНИЙ НА СЛУЧАЙ ТОЧЕЧНОГО 

ЗАРЯДА, РАСПОЛОЖЕННОГО
ВБЛИЗИ ПЛОСКОСЛОИСТОЙ СРЕДЫ

Продолжая рассмотрение задачи с одной
пленкой, можно найти другую форму записи для
потенциала , индуцированного точеч-

ным зарядом  в точке . Воспользу-
емся тождеством (26) и введем функцию

(34)
которая определяет потенциал точечного заряда ,
расположенного в начале координат в простран-
стве с диэлектрической проницаемостью . За-
пишем выражение (33) в виде
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где функция 
определяется формулой

Введем также функцию

(36)

Применяя теорему о свертке ко второму слага-
емому в (35), получим

(37)

При вычислении  по (37) можно устранить
четырехкратное интегрирование, приводя двой-
ное интегрирование в (36) к однократному с по-
мощью перехода к полярным координатам в
плоскостях  и  по формулам ,

 и ,  и используя

тождество . В резуль-
тате получим

(38)

Функция  является плавной, ее можно ап-
проксимировать сплайнами при численном ин-
тегрировании в (37). Формула (37) дает потенци-
ал, индуцированный в слоистой структуре под
действием заряда , расположенного в точке

. Тогда, для точечного заряда  в
произвольной точке  полный по-
тенциал  в полупространстве  и ,
обозначая , можно записать в виде

(39)

Полученная формула дает обобщение метода
зеркальных отражений в электростатике на случай,
когда точечный заряд  расположен в некотором
полупространстве рядом с пленкой толщиной  на
границе другого полупространства. Выражение (39)
имеет простой физический смысл. Первый член в
(39) – это потенциал исходного точечного заряда 
(источника поля); второй член – потенциал вирту-
ального заряда , расположен-
ного зеркально относительно ближайшей грани-
цы пленки ; третий член – потенциал вирту-
альных зарядов, распределенных по плоскости

 с плотностью rq и сосредоточенных в по-

верхностной области размером порядка толщины
пленки . Нетрудно видеть из выражения (38) для

, что последний член в (39) весьма быстро
убывает с ростом толщины пленки (при ).

Из вывода формулы (39) видно, что для плоско-
слоистой структуры, состоящей из произвольного
числа пленок, можно получить подобную форму-
лу, но с другим распределением поверхностного
заряда , которое будет зависеть от толщин всех
пленок и их диэлектрических проницаемостей, а
также от параметров полупространства за плоско-
слоистой структурой. Следуя предложенным выше
рассуждениям, можно численно или аналитически
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найти функцию  для многопленочной струк-
туры и использовать эту функцию в формуле (39).

Для дальнейших обобщений нетрудно полу-
чить формулы вида (39) для потенциала поля то-
чечного заряда , расположенного в произволь-
ной точке  в области пленки ( )
и в полупространстве за пленкой ( ). Приве-
дем результат вычислений, используя функции

 и , определенные в (38) и (34):

(40)
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ОБОБЩЕНИЕ МЕТОДА ЗЕРКАЛЬНЫХ 
ОТРАЖЕНИЙ НА СЛУЧАЙ СИСТЕМЫ 

ЗАРЯДОВ-ИСТОЧНИКОВ
Обобщим теперь полученный метод зеркаль-

ных отражений на потенциал полного поля
 в области  перед пленкой (рис. 5)

произвольной компактной системы  зарядов-
источников , расположенных в точках с радиус-
векторами , где .
Если бы не было проскослоистой структуры, то
потенциал этой системы зарядов-источников
представлялся бы формулой

Суммируя выражения (39) для каждого заряда
 по всем  зарядам системы и замечая, что

( )
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q

N
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k

N
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k

q x x y y z z z

q x x y y z z z x y z z

=

=

πε − + − + − − =

= πε − + − + − − = Φ −





получим обобщение метода зеркальных отраже-
ний в электростатике для произвольных распре-
делений зарядов в виде

(42)

Обобщение метода зеркальных отражений по-
лучено ранее в работах [18, 19] несколько другим
способом и было успешно применено к задаче о на-
нофокусировке поверхностной плазмонной волны
на вершине металлического острия. При этом поле
параболоидального острия снаружи и внутри было
разложено по полным системам гармонических
функций. Обобщенный метод зеркальных отраже-
ний позволяет получить уравнение, определяющее
указанные разложения. Решение данной задачи на-
нофокусировки дает возможность вычислить рас-

( ) ( )
( )
( ) ( )

( ) ( )
+∞ +∞

−∞ −∞

Φ = Φ +
ε − ε

+ Φ − +
ε + ε
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tot , , , ,

, ,2

, , ,2 .

s

f p
s b

p f

s b

x y z x y z

x y z z

r u x u y z z dudv v v

Рис. 5. Система точечных зарядов  у пленки, распо-
ложенной на границе полупространства.
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пределение сфокусированного поля в пленке фо-
торезиста, что важно для задач нанолитографии.

Из вывода формулы (42) следует, что потенциал
индуцированных зарядов , который порожда-
ется потенциалом  распределений зарядов-ис-
точников поля, может быть представлен как

(43)

Аналогично из (40) и (41) найдем потенциал 
поля в пленке при  ( ) и потен-
циал Φ4 полного поля в полупространстве при

 ( ):

(44)

(45)

РАСПРЕДЕЛЕНИЕ ЭЛЕКТРИЧЕСКОГО 
ПОЛЯ НА НАНОВЕРШИНЕ 

МЕТАЛЛИЧЕСКОГО ОСТРИЯ, 
РАСПОЛОЖЕННОГО ВБЛИЗИ ПЛОСКОЙ 

ГРАНИЦЫ ТОНКОПЛЕНОЧНОЙ 
СТРУКТУРЫ, В КВАЗИСТАТИЧЕСКОМ 

ПРИБЛИЖЕНИИ

Рассмотрим металлическое острие с нанораз-
мерным радиусом закругления вершины . По-
верхность острия вблизи вершины представляет-
ся (осесимметричным относительно оси ) парабо-
лоидом вращения  (рис. 6).
Пусть вблизи острия находится пленка толщи-
ной  с границами  и , предпола-
гается . Комплексные диэлектрические
проницаемости металла острия, внешней одно-
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( )2 22 2z R x y R= − +

h bz z= ( )bz z h= +
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родной среды, пленки и полубесконечной среды за
пленкой обозначим , ,  и  соответственно.

Рассмотрим распределение гармонического
электрического поля, которое установится в
окрестности нановершины микроострия при схож-
дении симметричной ТМ поверхностной плазмон-
ной волны, которая используется для фокусиров-
ки светового поля на нановершине металличе-
ского микроострия в важных приложениях [1].

При решении данной задачи будем использо-
вать комплексное представление полей с времен-
ной зависимостью , где  − циклическая часто-
та. Предположим, что характерные геометрические
размеры задачи (порядка десяти нанометров) мно-
го меньше длины электромагнитной волны в вакуу-
ме, соответствующей частоте . Можно показать
[7‒9], что такую задачу вблизи нановершины мож-
но решать в квазиэлектростатической формулиров-
ке, при которой комплексный потенциал электри-
ческого поля  удовлетворяет уравнению Лапласа

, а нормальные и тангенциальные составля-
ющие электрического поля на поверхности острия
и на двух плоских границах пленки должны соот-
ветствовать известным граничным условиям:

(46)

(47)

(48)
Будем искать осесимметричное решение урав-

нения Лапласа с максимумом поля на вершине
острия, соответствующее фокусировке на этой
вершине поверхностной симметричной плазмон-
ной TM-волны.

Кроме того, для автоматического удовлетворе-
ния граничных условий на плоских поверхностях

mε fε pε dε

e i t− ω ω

ω

Φ
0ΔΦ =

на поверхности острия:
τ τε = ε =, , , ,и ,f f n m m n f mE E E E

=на границе п :ленки bz z

τ τε = ε =3, , 3, , ,и p n f f n fE E E E

= +на границе пл :енки bz z h

τ τε = ε =4, 3, 4, 3,и .d n p nE E E E

Рис. 6. Вершина металлического параболоидального
острия у пленки, расположенной на границе полу-
пространства.
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пленки (47) и (48) будем использовать специаль-
ный метод, который изложен ниже. Пусть потен-
циал зарядов, находящихся на параболоидальном
металлическом острие, в пространстве с прони-
цаемостью  описывается функцией , а
потенциал индуцированных зарядов на границах
пленки (заметим, что из уравнений Максвелла сле-
дует, что внутри однородного диэлектрика нет по-
ляризационных зарядов, они могут быть только
на границе) в пространстве с проницаемостью 
равен . Тогда полный потенциал  в
области, заполненной диэлектриком с , равен

.
Пусть потенциалы, возбуждаемые зарядами

острия в областях с  и , т.е. в пленке и в по-
лупространстве за пленкой, равны  и

 соответственно.
Найдем общий вид потенциала одиночного

острия без плоскослоистой структуры рядом,
удовлетворяющий уравнению Лапласа в одно-
родном диэлектрическом пространстве снаружи

 и внутри  острия, причем на
границе острия должны удовлетворяться гранич-
ные условия (46). Введем параболические коор-
динаты [20] (систему параболических координат
вращения) , которые связаны с прямо-
угольными декартовыми координатами 
формулами

(49)

где  – масштабный постоянный множитель. В
рассматриваемой системе координат с началом в
точке O и осью  (см. рис. 6) уравнение Лапласа
для электрического потенциала внутри  или
снаружи  острия при аксиальной симметрии
(  и  не зависят от ) можно записать следу-
ющим образом [20]:

(50)

Общее осесимметричное решение (50) извест-
но [20] и определяется выражением

(51)

где , , , ,  – константы; ,  – функции
Бесселя первого и второго рода нулевого порядка;

,  – модифицированные функции Бесселя
первого и второго рода нулевого порядка. Сумми-
рование производится по решениям с различны-
ми значениями констант.
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Пусть граница параболоидального острия
определяется уравнением . Из (49) следу-
ет, что граница острия  в декартовых ко-
ординатах  определяется уравнением

. Несложно показать, что

радиус кривизны вершины острия равен .
Имея в виду общность дальнейшего изложе-

ния, перейдем к безразмерным координатам:
, ,  и , .

Безразмерные параболоидальные  и декар-
товы координаты на плоскости  связаны

между собой формулами  и

. В этих координа-
тах граница острия будет определяться функцией

, а уравнение Лапласа (50) в без-
размерных координатах будет иметь такой же вид.

Решение уравнения Лапласа – осесимметрич-
ный потенциал, являющийся функцией только 
и . Нормируем потенциал на его значение  в
максимуме поля на вершине острия, тогда можно
перейти от размерного к безразмерному потенци-
алу  и от размерных составляющих полей
к их безразмерным величинам.

В осесимметричном случае для выполнения гра-
ничных условий на поверхности вращения острия
достаточно удовлетворить их на линии пересече-
ния ее с любой плоскостью симметрии, проходя-
щей через ось . В качестве такой плоскости выбе-
рем плоскость  при . Более конкретно,
достаточно удовлетворить граничным условиям
только на границе пересечения полуплоскости

 при  и поверхности рассматриваемого
параболоидального острия. В безразмерных ко-
ординатах это будет кривая , при

 и . Отметим, что в нормированных де-
картовых координатах в плоскости  при 
компоненты нормированного электрического поля
будут иметь вид , .

Исходя из общего решения (51), будем искать
решение граничной задачи для электрического
поля в окрестности острия, предполагая, что по-
тенциал снаружи  при  и потенциал
внутри металлического острия  при 
имеют вид

(52)
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где ,  и  – константы. Значения  можно
выбрать в виде , где ,  −
первые  корней уравнения Бесселя , а

 ‒ некоторое безразмерное расстояние от вер-
шины, на котором удовлетворяются граничные
условия на поверхности острия. В пределе 
система функций  с вышеуказанным вы-
бором  на отрезке  образует полную
систему функций [21].

Отметим, что выбор функциональных зависи-
мостей (52) из общего решения (51) обусловлен
естественными требованиями к сконцентриро-
ванному у вершины полю (которые и выделяют
указанные зависимости однозначным образом):

а) снаружи острия потенциал поля должен
уменьшаться при удалении от его поверхности,
быть конечным и максимальным на вершине
острия;

б) внутри металла острия потенциал должен
быть конечным в начале координат и, кроме того,
непрерывным при переходе через границу.

Тогда потенциал зарядов острия  в координа-
тах  в среде с  можно представить в виде

(53)

Аналогично потенциал индуцированных заря-
дов в плоскослоистой структуре  мож-
но представить, учитывая (43), в виде

где  +

Тогда получим потенциал в среде с  в виде

(54)

Аналогично в металле острия в плоскости по-
тенциал можно представить в виде

(55)
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На границе острия (при , )
единичные векторы нормали и касательной пред-
ставляются формулами

Тогда граничные условия для нормальных и тан-
генциальных полей на поверхности острия можно
записать, используя  и 
соответственно:

(56)

Если подставить (54) и (55) в (56), получим ли-
нейные уравнения относительно  и , которые
можно представить в виде

(57)

Не будем здесь показывать функции ,
,  и  в явном виде, которые получа-

ются при указанной тривиальной подстановке.
В данной работе уравнения (57) решались ме-

тодом коллокаций [22]. Указанные уравнения за-
писывались в N − 1 точках кривой 
при  и  на поверхности острия. В ре-
зультате были получены 2N − 2 линейных ал-
гебраических уравнений с  неизвестными
коэффициентами  и . Для определения од-
нозначного решения были добавлены еще два
уравнения: приравнены единице потенциалы
на вершине острия снаружи  и
внутри . В результате решения по-
лученной системы  уравнений находились  и

, затем по ним определялись распределения по-
тенциала и электрического поля во всем про-
странстве. При этом получалось нормированное
(на единицу на вершине острия) распределение
потенциала .

Зная все , можно найти . Тогда по
формулам (44) и (45) рассчитываются потенциалы
как в пленке, так и в свободном полупространстве:
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(58)

(59)

где функция  определена уравнением
(53) и

В итоге формулы (54), (58) и (59) решают задачу
нахождения потенциала снаружи острия и во всей
слоистой структуре по известным значениям .

Полученные решения для нормированного
потенциала обладают важным свойством: они за-
висят от отношений диэлектрических проницае-
мостей, т.е. если увеличить все диэлектрические
проницаемости в  раз, то распределение потенци-
ала в нормированных координатах не изменится.

ИССЛЕДОВАНИЕ ФОКАЛЬНОГО 
РАСПРЕДЕЛЕНИЯ ПОЛЯ У ВЕРШИНЫ 

НАНООСТРИЯ, РАСПОЛОЖЕННОГО 
ВБЛИЗИ ПЛОСКОЙ СЛОИСТОЙ 

СТРУКТУРЫ
Проведены численные расчеты распределения

сфокусированного поля для золотого острия вблизи
плоской слоистой структуры. Рассматривалось
распределение модуля потенциала электрическо-
го поля в окрестности вершины, которое возни-
кает при схождении (вдоль поверхности острия) к
вершине плазмонно-поляритонной ТМ-волны.
Частота сфокусированного поля соответствует
длине волны в вакууме  нм. Диэлектри-
ческая проницаемость золота на этой частоте по-
лагалась  [23]. Параболоидальное
острие находилось в вакууме c  рядом с
плоскослоистой структурой, состоящей из плен-
ки толщины  (в нормированных на радиус
кривизны острия единицах) с диэлектрической
проницаемостью  и полупространства с ди-
электрической проницаемостью . Границы
пленки определялись уравнениями  и

 (см. рис. 4 и рис. 6). Вершина ме-
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таллического острия располагалась на расстоянии
 от поверхности пленки. Уравнения (57) ре-

шались методом коллокаций в отдельных точках гра-
ницы вблизи вершины острия, как описано выше.

На рис. 7а показано нормированное (на еди-
ницу в максимуме на вершине) распределение
максимального значения потенциала электриче-
ского поля за период колебаний (модуля комплекс-
ного потенциала) в плоскости  при указанных
параметрах. Видно увеличение расстояния между

0.5zΔ =

( ),x z 

Рис. 7. Распределения модуля комплексного потен-
циала, сфокусированного на вершине острия поля и
нормированного на его максимальное значение на
вершине острия (в координатах, нормированных на ра-
диус закругления вершины): (а) ‒ ,

, , ; (б) ‒ , ,
, .
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ПЕТРИН

эквипотенциалями при переходе из свободного
пространства в диэлектрическую пленку и далее в
диэлектрическое полупространство. Это связано
с естественной экранировкой электрического по-
ля в диэлектрике, возникающей за счет индуци-
рованных зарядов. Чем больше диэлектрическая
проницаемость, тем сильнее экранировка. Важ-
ное свойство полученного распределения поля –
его характерный размер приближенно равен раз-
меру острия, т.е. при наноразмерах острия и фо-
кальное пятно на пленке фоторезиста будет нано-
размеров. Полученное решение строго доказыва-
ет возможность нанолитографии, основанной на
полимеризации фоторезиста в фокусе описанно-
го возбужденного металлического острия с нано-
размерной точностью.

Возникает вопрос: а можно ли использовать
рассмотренную схему для полимеризации фото-
резиста, расположенного на поверхности метал-
ла? Чтобы ответить на этот вопрос, были проведе-
ны расчеты для полупространства за пленкой, за-
полненного металлом, конкретно золотом с

 на рассматриваемой рабо-
чей частоте. На рис. 7б показаны результаты расче-
тов распределения для такой задачи. Все осталь-
ные размеры и диэлектрические проницаемости
были теми же (кроме ). Из рис. 7б видно,
что сделанные для предыдущей задачи выводы ка-
чественно сохраняются. Кроме того, можно ска-
зать, что электромагнитное поле более сконцен-
трировано в пленке в окрестности острия, чем в
предыдущем случае диэлектрической подложки.
Полученный результат можно применять в при-
кладных задачах нанолитографии и использовать
технологические слои металла под пленкой фото-
резиста для более острой фокусировки поля.

ПРИМЕНЕНИЕ ПОЛУЧЕННЫХ 
РЕЗУЛЬТАТОВ К ЗАДАЧАМ 

ТЕПЛОПРОВОДНОСТИ 
ПЛОСКОСЛОИСТЫХ СРЕД

Известно, что существует аналогия между за-
дачами электростатики и стационарными задача-
ми теплопроводности (см. [24], гл. 12). Аналогичны
не только соответствующие уравнения, но и гра-
ничные условия [25‒28]. Если в задачах, рассмот-
ренных в предыдущих разделах, заменить одновре-
менно: 1) потенциал  – на температуру ,
где  – температура на бесконечности; 2) диэлек-
трическую проницаемость  – на коэффициент
теплопроводности ; 3) вектор электрической ин-
дукции  – на плотность потока теп-
ла ; 4) точечный заряд  – на мощность
тепловыделения точечного источника , то можно
решить аналогичные задачи тем же методом.

Например, чтобы решить задачу распределе-
ния температуры в окрестности вершины парабо-
лоидального острия, нагретого до постоянной

11.6 1.2d m iε = ε = − +

d mε = ε

ϕ ( )0T T−
0T

ε
K

= ε = −ε∇ϕD E
K T= − ∇h q

hQ

температуры , можно сначала решить электро-
статическую задачу распределения потенциала в
окрестности острия, при постоянном потенциа-
ле . Для этого надо перейти к нормированным
координатам и потенциалам (нормировка потен-
циала на ), как в уже рассмотренной задаче. Ре-
шение в области между острием и пленкой найдем,
как и выше, в виде .

Условия на границе запишем в виде 

в  точках коллокации. Получится  линейных
алгебраических уравнений с постоянными коэф-
фициентами, из которых находим константы раз-
ложения  и потенциалы во всем пространстве.
Это будет также решением упомянутой аналогичной
задачи теплопроводности в нормированных коорди-
натах (при указанной замене величин и обозначе-
ний). Результат расчетов распределения температу-
ры (точнее превышения температуры над внешней
температурой , выраженное в единицах Тm − T0) в
задаче о нагретом острие показан на рис. 8.

Полученное нормированное температурное рас-
пределение так же, как и в случае распределения
нормированных потенциалов, обладает следую-
щим свойством: оно зависит от отношений коэф-
фициентов теплопроводности областей. То есть,
если увеличить все коэффициенты в k раз, то нор-
мированное распределение температуры не изме-
нится в нормированных координатах. В частности,
на рис. 8 показано температурное распределение
при значениях коэффициентов теплопроводности
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Рис. 8. Распределение превышения температуры над
внешней температурой , нормированное на превы-
шение температуры острия Тm − T0 в координатах, нор-
мированных на радиус закругления вершины: коэффи-
циенты теплопроводности , , .

–1.0

3.0

1.0

0.5

2.0

1.5

2.5

0

–0.5

–2.0 0–0.5–1.0–1.5 –0.5 1.0 1.5 2.0

0.5

0.575

0.65

0.725

0.875

0.8

0.5

0.4250.425

0.425

0.575

0.575
0.5

0.65

0.725

0.725

0.8
75

0.8

0.65

0.875
0.8

0.95

0.95

0.9
5

0.98
0.95
0.92
0.89
0.86
0.83
0.80
0.77
0.74
0.71
0.68
0.65
0.62
0.59
0.56
0.53
0.50
0.47
0.44
0.41
0.38
0.35

0T

1fK = 2pK = 4dK =



ТЕПЛОФИЗИКА ВЫСОКИХ ТЕМПЕРАТУР  том 61  № 4  2023

РАСПРЕДЕЛЕНИЕ ЭЛЕКТРОМАГНИТНОГО ПОЛЯ 513

Особо отметим, что аналогия между электроста-
тической и теплопроводной задачами не означает,
что распределение электрического потенциала в
вакууме аналогично распределению температуры в
вакууме. В рассмотренном случае аналог вакуума –
среда с конечным коэффициентом теплопроводно-
сти . Если взять этот коэффициент  и,
кроме того,  и , где k – произволь-
ное число, то распределение нормированной тем-
пературы на рис. 8 останется прежним.

ЗАКЛЮЧЕНИЕ
Предложена оригинальная матричная техника

нахождения фундаментального решения операто-
ра Лапласа для плоскослоистых сред на примере
электростатической задачи. Обобщение метода
зеркальных отражений для плоскослоистых сред
дано в формулировке, позволяющей использовать
преимущество предложенной матричной техники.
Главными преимуществами развитого метода явля-
ются его логическая простота и возможность обоб-
щения решения на многопленочные структуры и, в
пределе, на градиентные пленки. Применение ме-
тода для нахождения фокального распределения
электрического поля в окрестности нановершины
металлического микроострия, расположенного ря-
дом с пленкой фоторезиста, позволяет описывать
проникновение поля в пленку и, таким образом,
решать практические задачи нанолитографии. По-
казана общность предложенного теоретического
метода на примере решения задачи нахождения
температурного поля в окрестности равномерно
нагретого острия, расположенного вблизи тепло-
проводящей пленки и полупространства.
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