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Предложен метод исследования характеристических уравнений, и получены аналитические форму-
лы для определения корней характеристического уравнения в задаче нестационарной теплопровод-
ности сферического тела. Данные формулы позволяют определять любое необходимое количество
корней с высокой точностью, что особенно важно при решении задач теплопроводности в началь-
ный момент времени. Предложенный метод может быть использован для исследования более слож-
ных характеристических уравнений, возникающих в других задачах теплообмена.
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ВВЕДЕНИЕ
При определении нестационарного темпера-

турного поля в сплошном сферическом теле не-
обходимо использовать математическое решение
в виде бесконечного ряда [1, 2]. Основной про-
блемой при применении такой зависимости яв-
ляется нахождение корней  характеристическо-
го уравнения

(1)

которому соответствует бесчисленное множество
собственных чисел , причем каждый последую-
щий больше предыдущего

В (1) число  – безразмерный параметр,

определяющий интенсивность теплообмена (на-
грева или охлаждения) на поверхности шара;  –
коэффициент теплоотдачи на поверхности ша-
ра, Вт/(м2 К);  – радиус наружной поверхности
шара, м;  – коэффициент теплопроводности ма-
териала шара, Вт/(м К).

Для расчета неустановившегося температур-
ного поля в начальной стадии процесса чем мень-
ше продолжительность начальной стадии нагрева
(или охлаждения), тем большее количество кор-
ней уравнения (1) приходится определять. В мо-
нографии [1] приведена таблица значений первых
шести корней  для ряда фиксированных значе-
ний . Однако наряду с имеющимися табличными
значениями  целесообразно дополнительно рас-

полагать более общей аналитической методикой
нахождения чисел  для произвольных величин

 и порядковых номеров . При этом желатель-
но, чтобы рекомендуемые расчетные зависимости
были максимально простыми и обладали приемле-
мой точностью с инженерной точки зрения.

ИССЛЕДОВАНИЕ 
ХАРАКТЕРИСТИЧЕСКОГО УРАВНЕНИЯ

Для решения поставленной в работе задачи це-
лесообразно придерживаться определенной по-
следовательности.

1. . Предварительно исследуем уравне-
ния (1) для частного случая . Тогда исход-
ная зависимость принимает вид

Корни этого уравнения для  нахо-
дим по простому соотношению

(2)

при  .
Проиллюстрируем возможности формулы (2)

на конкретных примерах. Так, при , соглас-
но (2), получаем

при 
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Эти значения корней полностью соответству-
ют табличным [1]. Рассчитанные по выражению
(2) собственные числа  можно рассматривать
как оценку снизу соответствующих корней урав-
нения (1).

2. . Далее разрабатываем также срав-
нительно простые расчетные соотношения для
нахождения чисел  в интервале . Оче-
видно, что при  формула (1) записывается так

Следовательно, в этом случае искомые корни
 равны

(3)

где .
Следует отметить, что формула (3) справедли-

ва также и для случая расчета нестационарного
симметричного температурного поля неограни-
ченной пластины при граничных условиях перво-
го рода ( ) [1].

Для определения величин  в случае, когда
, представим формулу (3) в виде

(4)

где  – вспомогательный безразмерный коэффи-
циент.

Тогда зависимость (1) принимает вид

Аппроксимируя  соотношением [3]

получаем квадратное алгебраическое уравнение,
решение которого имеет вид

(5)

Подставляя (5) в (4), находим

(6)

Рассчитаем по (6)  и  при Bi = 0.5:

( ) ( )2
2

6
2 6 1 9 12 1 3 17.2208.

8 64 2
× − −μ = π + π − =

nμ

0 Bi 1< ≤

nμ 0 Bi 1< ≤
Bi 1=

tg .μ = → ∞

nμ

2 1 ,
2n

n −μ = π

= 1,  2,  3, ...n

Bi → ∞

nμ
Bi 1<

2 1 ,
2n

n −μ = π − β

β

2 1
2сtg .
1 Bi

n − π − β
β =

−
сtgβ

1сtg ,
3
ββ = −

β

( )
( )

( )
( )

( )2 2

2

3 2 1 9 2 1 3 1 Bi
.

4 2 Bi 2 Bi16 2 Bi
n n− π − π −β = − −

+ ++

( )
( ) ( )

( )2 2

2 1
2

16 1 Bi 2 Bi31 1 1 .
2 2 Bi 3 2 1

n
n

n

−μ = ×

  − +× π − − −   + − π  

2μ 6μ

Данные результаты полностью соответствуют
табличным значениям [1]. Выражение (6) может
быть эффективно использовано для нахождения
первого ( ) собственного числа , являюще-
гося, как правило, наиболее важным. Однако при
сравнительно небольших значениях  (пример-
но Bi < 0.3) удобнее использовать также очень
простую зависимость вида

(7)

которая получена преобразованием уравнения (1)
к виду

Представляя  в виде усеченного степенно-
го ряда [3]

получаем биквадратное алгебраическое уравнение

откуда находим

Проведя необходимые преобразования, полу-
чаем формулу (7) для определения первого корня
характеристического уравнения (1) при Bi < 0.3.

Например, при Bi = 0.2 на основе (7) находим
μ1 = 0.7601. Табличная величина согласно [1] μ1 =
= 0.7593, т.е. невязка в данном случае составляет
около 0.1%.

3. . Далее аналогично математически ис-
следуется характеристическое уравнение (1) для
случая . Тогда вместо условия (4) примем

(8)

Выполняя действия, аналогичные ранее изло-
женным, находим

(9)

Подставляя (9) в (8), окончательно получим
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(10)

Проиллюстрируем возможности рекомендуе-
мого соотношения (10) на конкретных числовых
примерах. Примем  и рассчитаем

Полученные величины  и  полностью со-
гласуются с табличными значениями [1]. Выпол-
ним аналогичные расчеты для более высокого
значения параметра :

И в данном примере наблюдается также хорошее
согласование с табличными величинами, которые,
согласно [1], равны μ2 = 5.3540 и μ6 = 17.5034.

Таким образом, выведенная формула (10) поз-
воляет рассчитывать корни  характеристиче-
ского уравнения (1) с высокой степенью точности
в диапазоне . При этом вычисленные 
либо полностью совпадают с известными таблич-
ными значениями [1], либо с ростом параметра 
очень мало отличаются от них.

4. . Для области высоких  (например,
) целесообразно использовать представле-

ние искомых корней в форме

Тогда, применяя вышеописанный математи-
ческий подход, удается получить следующее ана-
литическое решение для определения :

(11)

На основе зависимости (11) определим для
 корни  и :

Сопоставление этих результатов с данными [1]
свидетельствует, что расхождение не превышает
0.05%.

ЗАКЛЮЧЕНИЕ
Таким образом, проведенные числовые расче-

ты показывают, что рекомендуемая аналитиче-
ская методика позволяет определять собственные
значения характеристического уравнения (1) с вы-
сокой точностью, используя весьма простые инже-
нерные формулы.

В заключение следует также сказать, что пред-
лагаемые в статье аналитические методы реше-
ния характеристического уравнения (1) могут
быть применены для эффективного исследова-
ния других типов зависимостей, например при-
водимых в работах [4‒6]. При необходимости
значения полученных корней можно уточнить
путем прямой подстановки в правую часть харак-
теристического уравнения.
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