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Исследуется задача теплопроводности для точечного нестационарного источника тепла, располо-
женного внутри или снаружи плоскослоистой среды. Находится решение для гармонического ис-
точника тепла, а затем решение для произвольной временной зависимости точечного тепловыделе-
ния. Гармоническое решение задачи для произвольных плоскослоистых сред получено в виде одно-
мерного интеграла.
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ВВЕДЕНИЕ

Во многих современных технических прило-
жениях возникает необходимость анализа неста-
ционарной теплопроводности в плоскослоистых
структурах [1–8]. В задачах теплопроводности в
слоистых средах используется матричный метод
[9–12], который, как правило, применяется для
решения двумерных задач. Подобные матричные
методы успешно применяются к задачам излуче-
ния и распространения электромагнитных полей
в плоскослоистых средах [13]. В работах [14–16]
предложен оригинальный вариант строгой элек-
тромагнитной теории излучения элементарного
диполя, расположенного на границе или внутри
плоскослоистой структуры, являющегося разви-
тием работ [17, 18]. В частности, в [14–16] проде-
монстрировано применение метода аналитическо-
го упрощения решения, имеющего потенциально
важное общетеоретическое значение. Обобщение
данного метода для случая произвольного количе-
ства пленок в плоскослоистой структуре [19] поз-
волило привести формулы для излучаемых полей к
одномерным интегралам, что существенно упро-
стило анализ задач и ускорило численные расчеты.
В данном исследовании методы работ [14–16, 19]
применяются сначала к нахождению трехмерного
решения задачи теплопроводности от точечного
гармонического источника тепла в плоскослои-
стых средах, а затем задача обобщается на случай
точечного источника с произвольным времен-
ным изменением тепловыделения.

ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ. ПОЛЕ 
ТЕМПЕРАТУРЫ ОТ ТОЧЕЧНОГО 

ИСТОЧНИКА ТЕПЛА, РАСПОЛОЖЕННОГО 
ВНУТРИ ПЛОСКОСЛОИСТОЙ СТРУКТУРЫ

Рассмотрим задачу нахождения поля темпера-
туры от точечного источника тепла, расположен-
ного внутри плоскослоистой структуры, которая
состоит из нескольких пленок и из окружающих
слоистую структуру двух полупространств. Пред-
полагается, что материалы, из которых состоят
слои плоскослоистой структуры, являются одно-
родными и изотропными, с постоянными харак-
теристиками, такими как плотность, удельная
теплоемкость при постоянном давлении и коэф-
фициент теплопроводности. Для определенности
сначала считается, что источник расположен в
одной из пленок. Затем задача обобщается на слу-
чай, когда источник расположен на их границе
или в одном из полупространств.

Суть метода исследования задачи состоит в
следующем. В каждом слое выполняется уравне-
ние теплопроводности с постоянными коэффи-
циентами. Это уравнение линейное. На каждой
границе слоя должны выполняться условия не-
прерывности температуры и нормального к гра-
нице потока тепла при переходе через границу. В
силу линейности уравнения, можно разложить объ-
емную плотность мощности тепловыделения не-
стационарного источника тепла на гармонические
слагаемые по Фурье (на гармонические источни-
ки). Для каждого гармонического источника можно
найти гармоническое решение уравнения тепло-
проводности. Тогда, в силу линейности уравнения
и граничных условий, решение для исходного не-
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стационарного источника есть сумма (интеграл)
всех гармонических решений [20, главы 23–25].

Пусть общее число пленок равно , толщина
m-й пленки равна  и полная толщина слои-

стой структуры . Общее число гра-
ниц пленoк . Области пространства
пронумерованы как  (на рис. 1 по-
казана для примера задача с  и ).
Предполагается, что пленки имеют плотность,
удельную теплоемкость при постоянном давле-
нии и коэффициент теплопроводности , , ,
а перед и за слоистой структурой находятся одно-
родные полупространства с параметрами , ,  и

, , . Также через  обозначены коор-
динаты  границ пленок по оси : ,

 при .

Нестационарное уравнение теплопроводности
в области с номером  можно записать через поле
температуры в этой области  в виде

(1)

где  – объемная плотность мощности тепловы-
деления точечного источника,  – оператор Ла-
пласа. На границах области должны выполняться
граничные условия – условия непрерывности тем-
пературы и нормального к границе потока тепла:
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Разложим функции  и  по Фурье

где , 

. Тогда уравнение (1) можно записать для
каждой гармоники в виде

(2)
Причем граничные условия для каждой гармо-

ники имеют вид 
на левой границе 

на правой границе 

Решая уравнение (2) в каждой области с учетом
граничных условий, находим поле температур

 во всех областях, а затем  с
помощью обратного преобразования Фурье.

ПОЛЕ ТЕМПЕРАТУРЫ В СЛОЕ, 
СВОБОДНОМ ОТ ИСТОЧНИКОВ ТЕПЛА
Рассмотрим сначала следующую вспомогатель-

ную задачу. Пусть в области с номером  нет ис-
точников тепла между границами  и  (рис. 2).

Представим поле температур в гармонической
задаче  в виде фурье-разложения

Тогда в рассматриваемой области уравнение
(2) можно записать в виде

(3)

где .

( ) ( )

( ) ( )

1

1
1

, , , , , ,

, , , , , , ,

.
j j

j j j j

j j
j j

x y z t x y z t

T x y z t T x y z t
T T
z z

+

+
+

=
∂ ∂

−κ = −κ
∂ ∂

( )h tρ ( )jТ t

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

1
,

1
,

2 e ,

2 e ,

i t
h h

i t
j j

t d

Т t T d

+∞
− − ω

ω
−∞
+∞

− − ω
ω

−∞

ρ = π ρ ω ω

= π ω ω





( ) ( ), ei t
h h t dt

+∞ ω
ω

−∞
ρ ω = ρ ( ) ( ),j jT Т t

+∞
ω

−∞
ω = ×

ei tdtω×

, , , .j j j j j hi c T Tω ω ωωρ + κ Δ = −ρ

1jz z −=

( ) ( )

( ) ( )1 1

, 1 1, 1

, 1,
1

, , , ,

, , , , ,

,
j j

j j j j

j j
j j

x y z x y z

T x y z T x y z
T T

z z
− −

ω − − ω −

ω − ω
−

=
∂ ∂

−κ = −κ
∂ ∂

jz z=

( ) ( )

( ) ( )

ω + ω

ω + ω
+

=
∂ ∂

−κ = −κ
∂ ∂

, 1,

, 1,
1

, , , ,

, , , , ,

.
j j

j j j j

j j
j j

x y z x y z

T x y z T x y z
T T

z z

( ), , ,jT x y zω ( ), , ,jT x y z t

j
1jz − jz

,jT ω

( ) ( ) ( )2
, ,, , 2 e , , .ˆi x i y

j jT x y z d d T z
+∞ +∞

− ξ + η
ω ω

−∞ −∞

= π ξ η ξ η 

2
2,

,2

ˆ
ˆ 0,j

j j
d T

T
dz

ω
ω− γ =

( )2 2
j j j ji cγ = ξ + η − ω ρ κ

Рис. 1. Геометрия плоскослоистой структуры, состо-
ящей из трех пленок.
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ПЕТРИН

Уравнения (3) при фиксированных значениях
 и  есть обыкновенные дифференциальные

уравнения относительно переменной . Задача
состоит в нахождении из уравнений (3) функции

 в рассматриваемой области.
Линейно независимые решения уравнений (3)

можно записать в виде

(4)

Общее решение уравнений (3) в области 
имеет вид

и тогда

(5)

где  и  – функции только от  и .
Отметим особо следующую принципиально

важную идею: общее решение уравнения (3), со-
стоящее из линейной комбинации решений (4),
должно быть записано таким образом, чтобы суще-
ствовали обратные преобразования Фурье. Поэто-
му форма записи общего решения для поля в слое
(5) не случайна, она выделяет физически верное
решение. Первое слагаемое справа в формуле (5)
представляет собой поле от источников, находя-
щихся слева от левой границы слоя. При этом по-
ле будет уменьшаться при удалении вправо (при
удалении от источников слева от слоя). Второе
слагаемое представляет собой поле от источни-
ков, находящихся справа от правой границы слоя
(внутри слоя источников нет по условию). Это
поле будет уменьшаться при удалении влево (при
удалении от источников справа от слоя).

Из (5) находим фурье-образ температурного
поля  и нормальной компоненты теплового
потока  на границах области :

(6)
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тур  и его фурье-образ  в об-
ласти , запишем выражения (6) и (7) в матрич-
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Рис. 2. Пленка с номером j, расположенная между
границами zj – 1 и zj.
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 между областями с номерами  и  непре-
рывность на границе температурных полей и нор-
мальных компонент векторов плотности потока теп-
ла (  и )
можно записать следующим образом:

где поле температур  в области  выража-
ется формулой (5), в которой произведена замена
индексов . Так как рассматриваемые урав-
нения теплопроводности – линейные, то гранич-
ные условия должны выполняться для каждого чле-
на фурье-разложения, т.е. граничные условия
выполняются для фурье-образов соответствую-
щих величин:

(11)

(12)

Записывая граничные условия (11), (12) с по-
мощью выражений (8) и (9), получим матрич-
ное уравнение на границе :

(13)

где , , а матрицы  и
 выражаются формулами (10).

Уравнение (13) можно записать для 
, где  − общее число областей, т.е.

для всех границ, исключая первую ( ) и послед-
нюю ( ) границы, или  и .

Общее решение для поля температуры  в об-
ласти , т.е. в интервале , где , запи-
сывается в виде

(14)

Тогда, учитывая, что из (14) следует

запишем граничные условия на границе :

(15)

jz z= j 1j +

, , ,j z j jh T zω ω= −κ ∂ ∂ 1, , 1 1,j z j jh T z+ ω + + ω= −κ ∂ ∂

( ) ( )

( ) ( )

, 1,, , , ,

, 1 1,
, , , ,

0,

0,

j j

j j

j jx y z x y z

j j j j
x y z x y z

T T

T T
z z

ω + ω

ω + + ω

− =

∂ ∂κ − κ =
∂ ∂

1,jT + ω 1j +

1j j→ +

( ) ( ), 1,, , , ,
ˆ ˆ 0,

j j
j jz z

T Tω + ωξ η ξ η
− =

( ) ( ), , 1, ,, , , ,
ˆ ˆ 0.

j j
j z j zz z

h hω + ωξ η ξ η
− =

jz z=

+ +× = ×1 1,ˆ ˆ
j j j jR L7 7

1 1j j jd z z− −= − 1j j jd z z+= − jR

1j+L

2,...,j =
( )1N − ( )1N +

1j =
j N= 1 0z = totNz d=

,jT ω

1j = ]( 1, z−∞ 1 0z =

( )
( )

( )

( )
( )

1

1

1, 1,2

1,2

1, , e e
2

1 e e .
2

ˆ

ˆ

i x yz

i x yz

T x y z T d d

T d d

+∞+∞
ξ +η+ −γ

ω ω
−∞−∞

+∞+∞
ξ +η− γ

ω
−∞−∞

= ξ η +
π

+ ξ η
π

 

 

1

1, 1,

1 1 1 11, , 1,

ˆ ˆ1 1
,ˆ ˆz z z

T T

h T

+
ω ω

−
ω ω=

    =       κ γ −κ γ    

1 0z =

  × = × κ γ −κ γ 
1 2 2

1 1 1 1

1 1
.ˆ ˆL7 7

Аналогично общее решение для поля темпера-
туры в области , т.е. в интервале ,
выглядит так:

(16)

Тогда, учитывая, что из (16) следует

граничные условия на границе  имеют вид

(17)

Уравнения (13), (15) и (17) позволяют связать
вектор-столбцы температур в первой и последней
областях задачи (в полупространствах, вне плос-
кослоистой структуры):

или

где матрица  имеет вид

РАСПРЕДЕЛЕНИЕ ТЕМПЕРАТУР 
В МНОГОСЛОЙНОЙ СТРУКТУРЕ ОТ 

ТОЧЕЧНОГО ГАРМОНИЧЕСКОГО 
ИСТОЧНИКА ТЕПЛА

Пусть имеется точечный источник тепла, рас-
положенный в точке  в области с номе-
ром  (рис. 3), с мощностью тепловыделения 
со спектральной мощностью тепловыделения

.
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Пусть гармоника частоты  данного источни-
ка тепла определяется распределением простран-
ственной плотности мощности тепловыделения

где  − дельта-функция Дирака. Тогда фурье-
образ этого распределения определятся следую-
щим выражением:

Пусть этот точечный источник тепла находит-

ся в бесконечно тонком слое . То-

гда, для фурье-образов полей из (2) можно запи-
сать [21] в пределе (при ) уравнения

Эти предельные уравнения можно записать в
матричном виде

(18)

Выразим теперь левую часть граничного усло-

вия (18) через вектор-столбцы  и  полупро-
странств снаружи плоскослоистой структуры. Для
этого область с номером  разбивается на две обла-
сти с индексами  и  (левая и правая на рис. 3). Вво-

дим вектор-столбцы  и  в этих областях. То-
гда члены слева от знака равенства в (18) можно
выразить как

(19)

(20)

Кроме того, из (13) следует, что

(21)

(22)

где матрицы , QR представляются формулами

ω
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Подставляя (21), (22) в (19), (20) и затем полу-
ченные выражения в (18), получаем

(23)

где  − вектор-столбец, характеризую-
щий возбуждающее воздействие на плоскослои-
стую систему точечного источника тепла, а матрицы

 и  характеризуют отклик на внешнее возбуж-
дение слоистой структуры справа и слева от источ-
ника тепла и выражаются следующим образом:
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Рис. 3. Точечный гармонический источник тепла qω,
расположенный в точке (0, 0, zd) в области с номером s.
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где матрицы  при  выражаются формулой

а матрицы  и :

Далее в рассматриваемой задаче точечный ис-
точник тепла находится исключительно внутри
плоскослоистой структуры. Поэтому в столбцах

 и  есть только компоненты волн, идущие
от плоскослоистой структуры. В таком случае
данные столбцы имеют вид

Чтобы получить оставшиеся, отличные от ну-
ля, компоненты  и  разобьем матрицы 
и  на элементы , , ,  и , ,

,  следующим образом:

тогда уравнение (23) принимает вид

(24)

Если еще учесть, что , то уравнение
(24) можно представить следующей системой из
двух матричных уравнений:

Полученные уравнения можно снова объеди-
нить в одно матричное уравнение

(25)

где введен вектор-столбец .
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Решая это уравнение, находим  и , а
значит, убывающие при удалении от плоскослои-
стой структуры температурные поля

(26)

(27)

Убывающее влево поле (в направлении )
находим по формуле

(28)

и убывающее вправо поле (в направлении
) – по формуле

(29)

Наконец, при необходимости, зная  и , мож-
но найти последовательно вектор-столбцы темпе-
ратур в любой внутренней области , так как они
однозначно определяются граничными условиями.
После этого гармоническое поле температур в лю-
бой из этих областей может быть найдено по фор-
муле (5). Таким образом, гармоническое поле тем-
ператур можно определить во всем пространстве.

ПОЛЕ ТЕМПЕРАТУР ОТ 
ГАРМОНИЧЕСКОГО ТОЧЕЧНОГО 

ИСТОЧНИКА, РАСПОЛОЖЕННОГО 
НА ГРАНИЦЕ ДВУХ ПОЛУПРОСТРАНСТВ

Пусть теперь рассматривается простейшая зада-
ча – точечный гармонический источник тепла на
границе двух разных однородных полупространств.
Тогда , , ,  и урав-
нение (23) примет вид

(30)

где , , 

.

Тогда уравнение (30) можно переписать в виде

Далее в рассматриваемой задаче источник на-
ходится на границе, поэтому в столбцах  и 
есть только компоненты волн, идущие от грани-
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цы полупространств. Тогда эти столбцы имеют

вид , .

Матрицы  и  записываются как

С использованием вектор-столбца 

 уравнение (25) записывается в виде

или в явном виде

(31)

Решение уравнения (31) имеет вид

Тогда гармоническое поле температур точеч-
ного источника в первом полупространстве (в об-
ласти ) представляется в виде

во втором полупространстве (в области ) в виде

Переходя к полярным координатам в плоско-
стях  и  по формулам
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получаем

ТЕМПЕРАТУРНОЕ ПОЛЕ ТОЧЕЧНОГО 
ГАРМОНИЧЕСКОГО ИСТОЧНИКА ТЕПЛА, 

РАСПОЛОЖЕННОГО НА НЕКОТОРОМ 
РАССТОЯНИИ ОТ ГРАНИЦЫ ДВУХ 

ПОЛУПРОСТРАНСТВ

Рассмотрим теперь задачу нахождения гармо-
нического температурного поля от точечного ис-
точника тепла, расположенного на расстоянии  от
плоской границы двух полупространств (рис. 4).
Можно рассмотреть эту задачу как задачу нахож-
дения температурного поля от точечного источника
тепла, расположенного на поверхности пленки тол-
щиной , причем коэффициенты теплопроводно-
сти, плотности и удельные теплоемкости при по-
стоянном давлении этой пленки и полупростран-
ства справа равны. Таким образом, имеется три
области плоскослоистой структуры. Индекс 
соответствует полупространству c параметрами ,

, , ,  – пленке c параметрами , , , ,
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Рис. 4. Точечный гармонический источник тепла qω,
расположенный на расстоянии d от плоской границы
двух полупространств.
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а  – свободному полупространству c парамет-
рами , , , .

Тогда , , , HL =

 и уравнение (23) примет вид

где матрицы выражаются следующими формулами:

а вектор-столбец гармонического точечного ис-
точника тепла равен .

Учитывая, что , получа-
ем

С использованием вектор-столбца 

 уравнение (25) для данной задачи
принимает вид

(34)

Решая линейное уравнение (34), получаем
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(36)
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Учитывая (35) и (36), по формулам (28), (29) полу-
чаем гармонические температурные поля в полу-
пространстве  и в пространстве  (в рас-
сматриваемом случае ):

Переходя к полярным координатам в плоскостях
 и  по формулам (32), получаем

Снова, учитывая (33), получаем
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ПЕТРИН

Найдем теперь поле температур при ,
т.е. в слое . Учитывая (15) и выражения

 и , получаем

Подставляя выражение (35) для , получаем
уравнение

из которого находим

(37)

(38)

Тогда уравнение (5) записывается для слоя
 для рассматриваемой задачи в виде

Подставляя в данное выражение (37) и (38), по-
лучаем

Переходя к полярным координатам в плоско-

стях  и  по формулам (32), получаем
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Аналогично, учитывая (33), окончательно по-
лучаем

ТЕМПЕРАТУРНОЕ ПОЛЕ ТОЧЕЧНОГО 
ГАРМОНИЧЕСКОГО ИСТОЧНИКА ТЕПЛА, 

РАСПОЛОЖЕННОГО НА НЕКОТОРОМ 
РАССТОЯНИИ ОТ ГРАНИЦЫ ПЛЕНКИ, 

НАНЕСЕННОЙ НА ГРАНИЦУ 
ПОЛУПРОСТРАНСТВА

Далее рассматривается задача нахождения
температурного поля от точечного гармоническо-
го источника тепла, расположенного на расстоя-
нии  от пленки толщиной , материал которой
имеет плотность, удельную теплоемкость при по-
стоянном давлении и коэффициент теплопро-
водности равные соответственно , , . Плен-
ка нанесена на поверхность полупространства
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Рис. 5. Точечный гармонический источник тепла qω,
расположенный на расстоянии d от плоской пленки
толщиной h.
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(рис. 5). Можно рассмотреть данную задачу как
задачу нахождения температурного поля от то-
чечного гармонического источника тепла, распо-
ложенного на поверхности вспомогательной
пленки толщиной , причем плотность, удельная
теплоемкость при постоянном давлении и коэф-
фициент теплопроводности этой вспомогатель-
ной пленки и полупространства справа однород-
ны и равны соответственно , , . Таким об-
разом, имеется четыре области плоскослоистой
структуры. В предложенной выше нумерации ин-
декс  соответствует полупространству c , ,

,  – реальной пленке c , ,
,  – вспомогательной пленке c
, ,  и толщиной , равной

расстоянию от источника до пленки, а  –
свободному полупространству c , ,

 (рис. 5).

Тогда , , , ,

 и уравнение (23) принимает
вид

где матрицы выражаются следующими формула-
ми:

а вектор-столбец точечного гармонического ис-

точника тепла равен . В представлен-
ных формулах для среды с индексом  использу-

ются выражения .

Учитывая, что 

, получаем
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Вводя вектор-столбец , урав-
нение (25) для данной задачи можно записать в виде

(38)

Из (38) следует

(39)

В явном виде выражения (39) можно получить
через гиперболические синусы и косинусы, если
в (39) подставить

Таким образом, можно представить решение
в свободном полупространстве с точечным
гармоническим источником тепла в виде 
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Переходя к полярным координатам в плоско-
стях  и  по формулам (32), получаем

С учетом представления (33) получаем

(40)

Аналогично можно найти решения во всех об-
ластях плоскослоистой структуры.

Наконец, отметим, что в общем случае задачи
с большим числом слоев (например, при описа-
нии градиентных структур) найти явные аналити-
ческие выражения для функций  и  из (26)
и (27) может оказаться затруднительным. Тогда
можно воспользоваться методом работы [19], суть
которого применительно к данной задаче заклю-
чается в вычислении функций  и  от  в
конечном числе точек , приближении этих функ-
ций сплайнами, переходе к полярным системам ко-
ординат (32) в формулах (28), (29) и дальнейшем
переходе с учетом (33) к одномерному интегриро-
ванию по .

НАХОЖДЕНИЕ ИЗМЕНЕНИЯ ТЕПЛОВОГО 
ПОЛЯ ВО ВРЕМЕНИ ОТ ПРОИЗВОЛЬНОГО 

ТОЧЕЧНОГО ИСТОЧНИКА ТЕПЛА

Выше найдены решения задачи теплопровод-
ности для гармонического точечного источника
тепла в плоскослоистой среде. Теперь найти ре-
шения для нестационарного точечного источни-
ка тепла элементарно: надо взять обратное преоб-
разование Фурье от решения гармонической за-
дачи  и учесть начальные условия.

Приведем пример области  при 
последней рассмотренной задачи. Выражение
для гармонического решения  представлено
формулой (40). Если в начальный момент (при

) температура везде постоянна и равна ,
тогда нестационарное поле температур можно
представить формулой

(41)

где  – известная функция от .

Аналогично можно получить нестационарное
решение для любой рассмотренной выше задачи в
любой из подобластей плоскослоистой структуры.

ЗАКЛЮЧЕНИЕ
В статье предложена оригинальная матричная

техника нахождения фундаментального решения
нестационарной задачи теплопроводности в плос-
кослоистых средах. Главным преимуществом пред-
ложенного метода является представление гармо-
нического решения одномерным интегралом, что
дает значительное упрощение и ускорение чис-
ленных расчетов.
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