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В работе рассмотрен процесс изомеризации углеводородного флюида в химическом реакторе со 
слоем катализатора, предназначенном для синтеза перспективных продуктов и материалов. Выде-
лены основные параметры течения, необходимые для корректного описания гидроизомеризации 
в химическом реакторе. Построена новая математическая модель, включающая регуляризованные 
на основе квазигидродинамического подхода уравнения Навье-Стокса, усредненные по репрезен-
тативному элементарному объему, и систему уравнений конвекции-диффузии для расчета кон-
центрации сырья и продуктов реакции. Для предложенной модели разработан вычислительный 
алгоритм и выполнена его компьютерная реализация. Оригинальность разработанной методологии 
моделирования состоит в объединении квазигидродинамического подхода с методами расчета тече-
ний углеводородов в пористых средах. В рамках данной методологии проведены пробные расчеты 
конкретной прикладной задачи, показавшие корректность разработанного численного подхода.
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ВВЕДЕНИЕ

В последнее время вновь усилился интерес 
к исследованию сложных нелинейных процес-
сов в химических реакторах. Это связано с раз-
работкой новых и оптимизацией существующих 
технологий переработки углеводородного сырья 
и синтеза перспективных продуктов и матери-
алов. Все возрастающие требования к качеству 
переработки и свойствам продукции и разви-
тие аппарата математического моделирования, 
опирающегося на компьютерные и суперком-
пьютерные вычисления, ставят перед исследо-
вателями задачи совершенствования технологии 
исследований. Требованием момента является 
учет в математических моделях множества фи-
зико-химических факторов, в том числе много-
фазности и многокомпонентности протекания 
многостадийных химических реакций в услови-
ях реальной геометрии химической установки. 

Одной из актуальных сегодня задач является 
моделирование процесса изомеризации угле-
водородного флюида, стимулируемого его про-

хождением через слой металлического катали-
затора. Представленный процесс производят в 
специальных химических реакторах различной 
конфигурации и наполнения. Данные устрой-
ства позволяют осуществлять синтез продуктов 
нефтехимии с широкой номенклатурой, в том 
числе дизельного топлива с заданными пара-
метрами. Технология производства дизельного 
топлива рассматривается, например, в работах 
[1–6].

Основной целью данной работы является 
численный анализ процессов гидроизомериза-
ции гексадекана в присутствии катализатора на 
основе алюмофосфата. В работе рассматрива-
ется упрощенный вариант задачи, связанный с 
прохождением флюида, содержащего гексаде-
кан и водород, через слоистую пористую среду, 
включающую гранулы стекла и катализатора. 
В  слое катализатора рассматривается основной 
механизм гидроизомеризации. При формиро-
вании модели течения используются усреднен-
ные по репрезентативному элементарному объ-
ему регуляризованные уравнения Навье-Стокса 
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и уравнения конвекции-диффузии. Для числен-
ного решения используется сеточный метод ко-
нечных объемов. На его основе разработана про-
грамма, с помощью которой проведены тестовые 
расчеты.

ПРОЦЕСС ГИДРОИЗОМЕРИЗАЦИИ  
В ХИМИЧЕСКОМ РЕАКТОРЕ

Рассмотрим лабораторный химический реак-
тор [5], изображенный на рис. 1. Реактор име-
ет входной и выходной патрубки, расположен-
ные соответственно в левой и правой частях. 
В центральной области в качестве химически 
нейтрального уплотнителя для фиксации ка-
тализатора используется стеклянная крошка. 
Представленная лабораторная установка допу-
скает варьирование толщины слоя катализатора. 
В рамках данной работы рассмотрим процессы, 
проходящие при толщине катализатора 0.1 м. 
В качестве материала катализатора используется 
алюмофосфат. Для удобства дальнейшего анали-
за обозначим цифрами 1, 2, 3, 4, 5 – свободную 
левую зону реактора, зону левого уплотнителя, 
зону катализатора, зону правого уплотнителя и 
правую свободную зону.

В качестве сырья рассмотрим гексадекан, ко-
торый в присутствии катализатора превращается 
в целевой продукт (изо-гексадекан) в соответ-
ствии со следующей одностадийной химической 
реакцией [3]:
	 n iC C16 16 .	

Здесь nC16  – обозначение гексадека-
на C H16 34 , iC16  – обозначение изо-гексадекана 
C H16 34 . Выбранное упрощение химизма процес-
са имеет свои преимущества и недостатки. С од-
ной стороны, получается более простая матема-
тическая задача, с другой стороны, снижается до 
определенного уровня точность моделирования.

Многофазность среды в реакторе существен-
но влияет на динамику химических превраще-

ний и итоговый выход целевого продукта реак-
ции. В рассматриваемом нами случае в сырье 
присутствует молекулярный водород, побочны-
ми продуктами реакции являются такие газо-
вые фракции, как метан, этан, пропан и бутан. 
Таким образом, среда в реакторе является двух-
фазной (в ней присутствуют жидкость и газ). На 
предварительном этапе исследования будем счи-
тать концентрации молекулярного водорода и 
побочных продуктов реакции малыми. Поэтому 
в дальнейшем рассматривается лишь основная 
реакция изомеризации в слое катализатора, а те-
чение считается однофазным.

Для корректного описания процессов в хи-
мическом реакторе необходимо воспроизвести 
течение сырья и продукта реакции, их распреде-
ление и взаимодействие в исследуемом объеме. 
Для этого требуется сформировать соответству-
ющую модель и разработать методику ее числен-
ного анализа. В данной работе рассматриваются 
все аспекты математического и численного мо-
делирования, а также результаты верификации 
разработанного программного кода.

МАТЕМАТИЧЕСКАЯ МОДЕЛЬ
Модель течения. Вопрос моделирования те-

чения флюида (жидкости, газа или многофаз-
ной многокомпонентной среды) через пористое 
тело до настоящего времени является нетриви-
альным. При его разрешении часто использу-
ются два следующих подхода. В рамках первого 
подхода, в области свободного течения флюида 
используется стандартная система уравнений 
Навье-Стокса, а в пористой зоне – специаль-
ные законы движения среды (Дарси, Форхгей-
мера и др) [7, 8]. На границах различных зон 
ставятся необходимые условия сопряжения ре-
шений. В  рамках второго подхода, уравнения 
Навье-Стокса (или их аналоги) рассматриваются 
во всей области реактора и усредняются по ре-
презентативному элементарному объему (REV) 
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Рис. 1. Расчетная область (единицы измерения – 0.001 м).
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640	 ПОЛЯКОВ и др.	

на основе законов сохранения массы, импульса 
и энергии. В результате формулируется общая 
система уравнений, описывающая течение флю-
ида как в свободной, так и в пористой областях. 
Эта система уравнений известна в литературе как 
осредненные по объему уравнения Навье-Стокса 
(VANS) [9–11]. С учетом особенностей процес-
сов в химическом реакторе, включающих: пере-
менное значение пористости, наличие областей 
свободного течения и относительно высокую 
скорость фильтрации, наиболее подходящим в 
рассматриваемом нами случае представляется 
использование VANS-постановки.

В рамках рассматриваемой нами модели не 
учитывается присутствие в объеме газовой фазы 
и течение считается однофазным. В общем слу-
чае плотность жидкой фазы зависит от ее состава 
и давления. В принятом приближении мы пре-
небрегаем зависимостью от давления и считаем 
суммарную плотность константой, которую со-
ставляют в различных подзонах реактора сырье и 
продукт реакции в разных пропорциях.

В этих предположениях при рассмотрении 
изотермического процесса система уравнений 
VANS во всем объеме может быть записана в сле-
дующем виде [10]:
	 ∂( )

∂
+ ∇( ) =

ερ
ρ

t
u 0 ,	 (1)

	
∂( )

∂
+ ∇



 = − ∇ + ∇( ) −
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ε

ρ ε
u

u u u
t

p GNS
1 ⊗ П ,	(2)

где  ∂ ∂   – частная производная, ∇  – оператор 
набла, ⊗  – внешнее произведение векторов, t – 
время, ε ε= =( , , ) ( , , )x y z V x y z Vf  – пористость, 
V x y zf ( , , )  – объем жидкой фазы, V  – общий 

объем среды, u = ( )u u ux y z
T

, ,  – вектор скорости 

фильтрации, p – давление, ПNS– тензор На-
вье-Стокса, определяющийся выражениями:
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где µ  – динамическая вязкость, δαβ  – символ 
Кронекера, x y z, ,  – пространственные коорди-

наты,

 

G
K

F

K
= + ( )εµ ρ ε

u
 

– коэффициент стока 

импульса, связанный с движением жидкости че-
рез пористую среду, K  – проницаемость пори-

стой среды, F ε( )  – эмпирический коэффициент 
Форхгеймера. Система (1), (2) дополняется не-
обходимыми граничными и начальными услови-
ями.

При модификации модели удобно воспользо-
ваться квазигидро-динамическим (КГиД) под-
ходом [12–14]. В рассматриваемой постановке 
система (1), (2) будет иметь вид:
	 ∇ −( ) =u w 0 ,	 (3)

	 ( ) ( )
( )

1

,NS QGD

t
p G

∂ ρ  + ∇ =ρ − ⊗ ∂ ε
+= −ε∇ + ∇ −

u
u w u

П П u�

	 (4)

где
	

1 ,,

1
,QGD

p G
τ   = + ε∇ +ρ ∇  ρ ε 

= ρ ⊗
ε

w u uu

П u w�

	

w  – КГиД поправка к скорости фильтрации, 
( ),   – скалярное произведение, τ  – параметр 
регуляризации КГиД подхода, ПQGD – поправка к 
тензору Навье-Стокса, обеспечивающая со-
вместно с конвективным слагаемым в левой ча-
сти (4) симметрию тензора диффузии импульса.

В качестве обоснования данного выбора отме-
тим два обстоятельства. Во-первых, КГиД урав-
нения лучше описывают кинетические свойства 
течения в условиях неравновесной химически 
реагирующей среды [13]. Во-вторых, численная 
реализация КГиД уравнений имеет дополни-
тельный фактор устойчивости в виде параметра 
регуляризации.

Система уравнений (3), (4) приводится к без-
размерному виду посредством следующих пре-
образований:

	 x L x y L y z L z u

t
u
L

t p u p

= = = =

= =

0 0 0 0

0

0
0 0

2

, , , ,

, .

u u

ρ

Опуская черту над безразмерными перемен-
ными, получаем вместо (3), (4) следующие урав-
нения:
	 ∇ −( ) =u w 0 ,	 (5)
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где
	 w u u u= ∇( ) + ∇ +





τ
ε

ε0
1

, p G ,	

где L0  – характерный линейный размер, u0  – ха-
рактерная скорость фильтрации (принимается 
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равной скорости входного потока), ρ0  – плот-
ность сырья, w  – регуляризирующая поправка к 
скорости, нормированная на u0 , Re = L u0 0 0 0ρ µ  – 
число Рейнольдса, µ0  – динамическая вязкость 
сырья, G  – коэффициент изменения импульса в 
пористой среде, нормированный на ρ0 0 0u L , 
τ0 1 Re  – параметр регуляризации, нормиро-
ванный на L u0 0 .

Коэффициент изменения импульса в пори-
стой среде G  может иметь различный вид [9, 15–
17], который зависит от многих параметров – 
скорости течения, вязкости среды и формы пор. 
Поскольку течение в реакторе характеризуется 
числами Рейнольдса существенно большими 10 
( Re > 10 ), воспользуемся нелинейной моделью 
Форхгеймера, при которой данный коэффици-
ент примет вид [9]:
	 G

F
= + ( )ε ε

ReDa Da
u ,	 (7)

где Da = K L0
2  – число Дарси. В данной работе 

воспользуемся зависимостью F ε ε( ) = −0 134 3 2. , 
хорошо описывающей силу трения флюида о 
скелет (наполнитель), образованный сфериче-
скими частицами. В областях, не занятых сте-
клом и катализатором, G = 0.

Уравнения (5), (6) с учетом (7) реализуют 
сквозную модель “свободный поток – фильтра-
ция”. Ее проблемно-зависимыми параметрами 
являются числа Рейнольдса (Re) и Дарси (Da), 
пористость (Ɛ) и величина малого параметра ре-
гуляризации (τ0).

Распределение сырья и продуктов реакции. Мо-
дель, описываемая системой (5), (6), позволяет 
единым образом рассмотреть течение флюида в 
различных зонах реактора. К ней следует доба-
вить уравнения эволюции концентраций сырья 
и продукта реакции. Для этого используем урав-
нения конвекции-диффузии с учетом пористо-
сти [18], которые записываются в безразмерном 
виде следующим образом:
∂( )

∂
= ∇ ∇[ ] − ∇( )ε

ε εβ
C

t
D C C Ci

i i i su  ,
 
i s p= , .

	    
(8)

Здесь помимо нормированных на характер-
ное значение C0  концентраций сырья Cs  и про-

дукта реакции Cp  введена величина β =
C

C
c

c
*

 
–

 

константа скорости реакции, Cc  и Cc
*  – текущая 

и эффективная концентрации катализатора, Ds  
и Dp  – коэффициенты диффузии сырья и про-
дукта реакции, нормированные на величину 
u L0 0 . Процесс образования продукта реакции 
моделируется слагаемым " "+ εβCs , а убывания 
сырья – слагаемым " "− εβCs .

Концентрация катализатора в конкретном 
расчете считается постоянной ввиду малого его 
расхода в единицу времени. Проблемно-зависи-
мыми параметрами в (8) являются скорость 
фильтрации u , коэффициенты диффузии сырья 
( Ds ) и продукта ( Dp ) химической реакции, по-
ристость ( ε ).

Таким образом, итоговая математическая 
модель процесса включает в себя уравнения 
(5), (6), (8) и дополняется уравнениями связи и 
необходимыми начальными и граничными ус-
ловиями. Ввиду применения сквозной схемы 
моделирования будем считать, что в каждый 
момент времени сырье и продукт реакции при-
сутствуют во всем объеме, но их концентрации 
существенно изменяются только в слое катали-
затора. На левой границе реактора в объем по-
ступает флюид, состоящий из сырья, на правой 
границе реализуется свободный вынос флюида 
с преимущественным содержанием продукта 
реакции. На внешних стенках реактора задают-
ся условия непротекания для концентраций сы-
рья и продукта реакции и условия прилипания 
для скорости.

Вычислительный алгоритм. Численная схема 
на декартовой сетке в пространственно двумер-
ном варианте модели была построена с помо-
щью метода конечных объемов [19]. При расчете 
давления и концентраций в качестве конечного 
объема использовались ячейки расчетной сетки. 
Компоненты вектора скорости рассчитывались 
по узловым конечным объемам. Дискретизация 
производных по времени построена на основе 
явной схемы.

Общий алгоритм состоит в интегрировании 
на каждом шаге по времени уравнений (5), (6) 
и (8). Вследствие независимости уравнений (5), 
(6) от концентрации стало возможным разделить 
общий алгоритм на две стадии. На первой ста-
дии рассчитывается квазистационарное течение 
флюида через установку. На второй стадии инте-
грируются уравнения (8).

РЕЗУЛЬТАТЫ МОДЕЛИРОВАНИЯ
Тестовый расчет. Для верификации модели, 

вычислительного алгоритма и его программ-
ной реализации рассмотрим течение жидкости 
в прямоугольном канале с пористой вставкой [8, 
10]. Геометрия расчетной области приведена на 
рис. 2.

Расчет производился от начальных условий 
покоящейся среды. На входе задавалось течение 
Пуазейля, на верхней и нижней границах – усло-
вия прилипания, на выходе – постоянное давле-
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ние. В качестве параметров течения и пористой 
области были приняты следующие значения: 

Re , ,= 100 500 1000 , Da = 0 01. , ε = 0 1. . Расчетная 
сетка состояла из 40 501 узлов и 40 000 четырех
угольников, характерный линейный размер эле-
ментов составил 0 02. . Аналогичный расчет был 
проведен с помощью программного пакета Ansys 
Fluent. Полученные распределения вдоль цен-
трального сечения представлены на рис. 3.

Результаты, полученные по обеим методи-
кам, хорошо согласуются между собой, что под-
тверждает состоятельность построенного нами 
вычислительного алгоритма и его программной 
реализации.

Расчет процессов в химическом реакторе. 
Расчеты проводились в двумерной постановке 
в случае плоской геометрии на сетке, состоя-
щей из 110 400 четырехугольников и 113 973 уз-
лов при характерном линейном размере эле-
мента 0.25. В качестве начальных условий 
использовались условия покоя среды. На входе 
задавалось течение Пуазейля, на стенках – ус-
ловия прилипания, на выходе – мягкие гра-
ничные условия. При параметрах нормировки 
L0

310= − м , ρ0
3770= кг м , µ0

33 3 10= ⋅ ⋅−. Па с , 
u0 0 43= . м с  использованы следующие модель-
ные коэффициенты: Re = 100, Dag = 0 1. , 
Dac = 0 2. , εg = 0 28. , εc = 0 6. , индексы g и c со-
ответствуют стеклянной крошке и катализато-
ру, τ0 0 005= . .

Стационарное течение, параметры которо-
го представлены на рис. 4–6, было достигнуто 
при 50 безразмерных временных единицах. Шаг 
по времени определен из условий устойчивости 
вычислительного алгоритма КГиД системы и со-
ставил ~ 0.0055.

Посредством полученного распределения 
скорости был проведен расчет эволюции кон-
центраций веществ. Начальные распределения 
сырья и продукта реакции во всей области рас-
чета принимались равными значениям 0.95 и 
0.05. На левой границе безразмерная концентра-
ции сырья задавалась значением 1. Модельные 

Пористая
зона

8

23

2

Рис. 2. Расчетная область тестовой задачи (единицы измере-
ния – 1 м).
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Рис. 3. Распределения модуля скорости вдоль центральной 
линии (штриховые линии – расчеты в Ansys Fluent, сплош-
ные – оригинальная модель, синий – Re = 100, зеленый – 
Re = 500, пурпурный – Re = 1000 ).

Рис. 4. Распределение давления.

Рис. 5. Распределение модуля скорости.
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коэффициенты диффузии задавались равными 
D Ds p= = 0 1. .

Приведем описание результатов расчетов. 
При малых значениях величины β  (порядка 
0.001 и менее) изменение концентрации сырья 
Cs  во всем объеме реактора со временем уве-
личивается до значения, близкого к 1. Концен-
трация Cp ≈ 0 . При больших значениях β  (на-
пример, для значения 1) в зоне катализатора 
происходит превращение сырья в продукт ре-
акции, и величина Cs  существенно уменьша-
ется в зонах 3-5. В этих зонах появляются от-
личные от нуля значения величины Cp . 

С учетом запаздывания во времени и диффузи-
онных процессов в пористой среде во всем 
объеме реализуются неоднородные распреде-
ления C x y ts , ,( ) , C x y tp , ,( ) .

В стационаре в левой свободной зоне реакто-
ра и левом уплотнителе C x ys ,( ) = 1 , за исключе-
нием небольших застойных областей у стенок 
реактора, а C x yp ,( ) = 0 . В оставшихся зонах ре-
актора сформируются распределения, суще-
ственно зависящие от скорости реакции. При 
β = 1  стационарные распределения концентра-
ции сырья и продуктов реакции в зонах 1–3 на 
момент времени 1000 приведены на рис. 7, 8. 
В  последующих зонах (4 и 5) C x ys ,( ) ≈ 0 , 
C x ys ,( ) ≈ 1 .

Сформулируем теперь некоторые выводы. 
Проведенные модельные расчеты течения в ре-
акторе показали, что его основные характеристи-
ки соответствуют теоретическим представлени-
ям [8, 10] и хорошо согласуются с результатами, 
полученными с помощью программного паке-
та Ansys Fluent. Однако использование пакета 
Ansys Fluent сопряжено прежде всего с лицен-
зионными ограничениями. Кроме того, его ис-
пользование ограничено по размерности сетки 
и перепаду давлений, если речь идет о расчетах 
процессов в реальной промышленной установке 
со сложной геометрией реактора.

Выполненные расчеты процессов в химиче-
ском реакторе показали применимость и рас-
ширяемость предложенной математической 
модели, в том числе для расчета течений через 
сложные геометрические области с неоднород-
ной пористостью. Кроме того, введение уравне-
ний конвекции-диффузии позволяет получить 
распределения сырья и продуктов реакции, не-
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Рис. 6. Распределения 1 – давления и 2 – модуля скорости 
вдоль линии AB на рис. 5.

Рис. 7. Распределение концентрации сырья на момент времени 1000. Фрагмент реактора.

Рис. 8. Распределение концентрации продукта реакции на момент времени 1000. Фрагмент реактора.
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обходимые для полного описания процесса гид
роизомеризации.

ЗАКЛЮЧЕНИЕ
В работе рассмотрено течение двухкомпо-

нентного (сырье и продукт химической реакции) 
углеводородного флюида в химическом реакто-
ре со слоем катализатора. Для его описания по-
строена математическая модель, включающая 
квазигидродинамическую систему уравнений и 
уравнения конвекции-диффузии в VANS при-
ближении. Разработан и программно реализо-
ван соответствующий вычислительный алго-
ритм для численного интегрирования уравнений 
модели. Проведены тестовые расчеты течения 
в прямоугольной области с пористой вставкой 
для трех чисел Рейнольдса. Сравнение результа-
тов численного моделирования с результатами, 
полученными с помощью ПО Ansys Fluent, по-
казало состоятельность предложенной матема-
тической модели, разработанного вычислитель-
ного алгоритма и его программной реализации. 
Кроме того, проведен тестовый расчет реальной 
геометрии химического реактора в плоской гео-
метрии, результаты которого показали достаточ-
ность представленной модели для описания про-
цесса гидроизомеризации. 

Работа С.В. Полякова, В.О. Подрыги и 
Н.И.  Тарасова (разработка модели течения и 
общего численного алгоритма, программная ре-
ализация алгоритма, тестирование, проведение 
и анализ численных экспериментов) выполне-
на в рамках государственного задания ИПМ 
им. М.В. Келдыша РАН. Работа К.Ф Коледи-
ной (разработка модели химических реакций) 
выполнена в рамках государственного задания 
ИНК УФИЦ РАН.

ОБОЗНАЧЕНИЯ
C  	 концентрация, м–3 ;
C0  	 характерная концентрация сырья, м–3;
D  	 коэффициент диффузии, м2/с;
d  	 характерный размер пор, м;
Da  	 число Дарси; 
F  	 коэффициент Форхгеймера;
G  	 коэффициент изменения импульса в 

пористой среде, кг/(м3с);
K  	 коэффициент проницаемости, м2;
L0  	 характерный линейный размер области, м;
p  	 давление, Па;
Re  	 число Рейнольдса;
t  	 время, с; 

u  	 вектор скорости фильтрации, м/с; 
u0  	 характерная скорость потока, м/с;
V  	 объем, м3;
w  	 регуляризирующая поправка к скорости, 

м/с;
x y z, ,  	 координаты, м;
β  	 коэффициент скорости реакции;
δαβ  	 символ Кронекера;
ε  	 пористость;
ρ  	 плотность, кг/м3;
ρ0  	 плотность сырья и продукта при стандарт-

ных условиях, кг/м3;
µ0  	 динамическая вязкость сырья и продукта 

реакции,Па·с;
ПNS 	 тензор Навье-Стокса, Па;
ПQGD 	 КГиД поправка к тензору Навье-Стокса, 

Па;
τ0  	 параметр регуляризации, с.

ИНДЕКСЫ
c 	 катализатор;
g 	 стеклянный уплотнитель;
p 	 продукт реакции;
s 	 сырье.
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