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ВВЕДЕНИЕ

Сушка растворов, как правило, осуществляет-
ся в распылительных сушилках [1–3], в которые 
раствор подается с помощью пневматических 
или механических форсунок. При этом продукт 
получается в виде тонкодисперсного порошка 
или мелких гранул, как в производстве синте-
тических моющих средств. Недостатком такого 
метода сушки является большое количество об-
разующейся пыли, которая содержится как в ос-
новном продукте, так и улавливается в циклонах 
и рукавных фильтрах. Эта пылевидная фракция, 
как правило, затем снова возвращается в процесс 
и используется для приготовления раствора. На-
ряду с распылительной сушкой для растворов 
применяются и сушильные аппараты со взве-
шенным слоем. В отечественной литературе од-
ними из первых монографий, посвященных этой 
проблеме, были работы О.М. Тодеса с ученика-
ми [4] и П.Г. Романкова с Н.Б. Рашковской [5]. 
В настоящее время сушке растворов и суспензий 
во взвешенном слое посвящено много работ как 
в нашей стране, так и за рубежом [6–16]. В аппа-
ратах со взвешенным слоем можно получать бо-
лее крупный гранулированный продукт при не-

высоком образовании пылевой фракции. В этом 
случае подача жидкой фазы осуществляется не в 
полую емкость, как при распылительной сушке, 
а на слой сухих гранул, которые интенсивно пе-
ремешиваются, благодаря чему жидкая фаза рав-
номерно распределяется по поверхности гранул 
в виде тонкой пленки и быстро высыхает, не да-
вая слипаться гранулам. В этом случае процесс 
сушки совмещается с процессом гранулирова-
ния, а в аппарат наряду с подачей жидкой фа-
зы осуществляется и подача внешнего рецикла 
в виде мелких некондиционных гранул, на по-
верхность которых и распыляется высушивае-
мый раствор. Высушенный продукт не содержит 
пылевой фракции и имеет дисперсный состав от 
2 до 5 мм. Так, например, сушат растворы суль-
фата аммония, хлорида кальция и др. [15]. Дис-
персный состав гранул зависит от конструктив-
ных параметров аппарата, гидродинамической 
интенсивности работы слоя, способа ввода рас-
твора в аппарат и т.д. [6].

Математическое описание изменения дис-
персного состава получаемого продукта из рас-
твора во взвешенном слое представляет собой 
трудную задачу, так как в общем случае это 
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сложный процесс, включающий в себя такие 
процессы, как агломерация, непрерывный рост, 
истирание и дробление. Поэтому математиче-
ская модель обычно разрабатывается для каждо-
го конкретного случая с учетом его специфики. 
На сегодняшний день в научной литературе по-
явились работы с использованием для модели-
рования химико-технологических процессов, в 
том числе гранулирования, искусственной ней-
ронной сети и CFD-DEM методов [17–29]. Од-
нако практическая реализация этих методов для 
решения таких сложных задач требует больших 
вычислительных ресурсов, что сдерживает их 
широкое применение.

ТЕОРЕТИЧЕСКАЯ ЧАСТЬ
Гранулирование из растворов в общем случае 

рассматривается как сложный процесс, пред-
ставляющий собой совокупность одновременно 
протекающих процессов непрерывного роста, 
агломерации, дробления и истирания частиц. 
Обобщенное уравнение, описывающее такой 
процесс при гранулировании в псевдоожижен-
ном слое, имеет вид [26–27]:
∂
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∂
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где F (m, r, t) – плотность функции распределе-
ния числа частиц по их массам; ∇  – оператор 
Гамильтона; r x i xi i= ={ }, , ,1 3  – пространствен-

ные координаты; m  – координата, связанная с 
массой частицы; D – эффективный коэффици-
ент диффузии (коэффициент перемешивания 
частиц); 0.5b – коэффициент квазидиффузии в 
пространстве масс частиц m, учитывающий сто-
хастическую неравномерность изменения массы 

частицы; 


v v i vi i= ={ }, , ,1 3  – компоненты векто-

ра скорости движения частиц слоя массой m; u – 
суммарная массовая скорость непрерывного ро-
ста частиц, t – время, I+ и I– – суммарные 
источники и стоки частиц массой m за счет агло-
мерации и дробления.
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Здесь k t r m s, , ,
( )  – ядро интегрального преоб-

разования, характеризующее вероятность агло-
мерации двух частиц массой m и s в системе, 


r x ii= ={ }, ,1 3 , xi – пространственные координа-

ты, g t r m m s s, , ; ,


−( )  – плотность вероятности 
дробления частицы массой m на два осколка m-s 
и s за единицу времени.

Если в процессе гранулирования агломерация 
мелких частиц отсутствует и увеличение массы 
гранул происходит только за счет их непрерыв-
ного роста, то выражения (2) и (3) упрощаются:
             I g t r s s m m F r s t ds

x

+ ∞
= −( ) ( )∫ , , ; , , , ,

 

� 	 (4)

            I F r s t g t r m m s s ds
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2 0

� �
, , , , ; , . 	 (5)

Кроме того, проведенный теоретический ана-
лиз в работах [18, 19] показал, что при выполне-
нии соотношения �τu mp , здесь mp – масса ча-
стицы минимального размера, а τ  – среднее 
время пребывания гранул в аппарате, диффузи-
онным членом в пространстве m, учитывающим 
стохастическую неравномерность изменения 
массы частицы, можно пренебречь.

В качестве источника центров гранулообразо-
вания могут быть мелкие частицы, подаваемые 
в аппарат в виде внешнего рецикла, или мелкие 
частицы, образующиеся в аппарате в результа-
те сушки мелких капель раствора или дробле-
ния более крупных частиц. Механизм дробления 
также может быть различным – за счет возни-
кающих в частице термических напряжений [4] 
или за счет столкновений крупных гранул друг с 
другом или со стенкой аппарата.

Предварительные экспериментальные ис-
следования процесса гранулирования из рас-
твора диаммониевых солей серной кислоты в 
аппарате со взвешенным слоем показали, что 
в процессе гранулирования дробление гранул 
внутри аппарата не происходит. Поэтому для 
проведения устойчивого процесса необходим 
внешний рецикл, т.е. подача в слой мелких 
частиц, являющихся центрами гранулообра-
зования. Кроме того, экспериментально уста-
новлено, что при гранулировании раствора 
диаммониевых солей серной кислоты во взве-
шенном слое агломерация гранул внутри аппа-
рата также не происходит. Тогда, пренебрегая 
истиранием, уравнение для плотности функ-
ции распределения гранул по массам F(m, t) 
будет иметь вид:
	

∂
∂

+ ∂
∂ ( ) + = ( )F

t m
uF F F mо

1 1

2 2τ τ
.  	 (6)

Аналогичное уравнение для описание такого 
процесса получено и в работе [28].
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Так как рост гранул происходит за счет нали-
пания на гранулы капель раствора, то это урав-
нение необходимо дополнить уравнением для 
изменения концентрации капель раствора в ап-
парате при контакте с гранулами слоя.

Таким образом, система уравнений, описы-
вающая рост крупных частиц за счет капель рас-
твора, примет вид:
	 dc
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2 2τ τ
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где с = mрv1/v – концентрация капель раствора в 
единице объема аппарата, v – объем рабочей ча-
сти аппарата; τ1 � – среднее время пребывания ка-
пель раствора в аппарате; mр – средняя масса ча-
стицы пылевидной фракции, u(m, t) = c(t)γ(m)v.

Решение данной системы уравнений для 
установившегося режима дает следующие выра-
жения:
	      F m
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	 ϕo om F m N( ) = ( ) / �,

	 �c c No= +( )/ ,1 1τ γ  	 (10)

или 
c c

uN
vo= −

τ1 .

В процессах гранулирования и укрупнения ча-
стиц часто удобнее определять функцию распре-
деления частиц не по массам, а по радиусу. Урав-
нение (9) инвариантно относительно замены m на 
r – радиус частицы, следовательно, инвариантно 
будет и его решение, только в этом случае u(r) бу-
дет не массовая, а линейная скорость роста частиц.

Тогда для проточного аппарата идеального 
перемешивания при замене m на r уравнение (7) 
для установившегося процесса будет иметь вид:

( ) ( )2
14 ,

min
Т сл

r
n u r r r dr

∞
πρ τ ϕ∫

	 ϕ r F r Nсл( ) = ( ) / , 	 (11) 

где n N vсл сл= /  – число гранул в единице объе-
ма рабочей части аппарата, Nсл – число гранул 
во всем объеме рабочей части аппарата v, ρТ – 
плотность гранулы. При выводе ранее получен-
ных соотношений был использован вариант пар-
ного столкновения и слипания частиц. Если на 
гранулу одновременно оседают не по одной, а по 
две, три и более частиц мелкой фракции, но так, 
что за контрольный промежуток времени число 
осевших частиц в среднем одинаково, то рассма-
триваемые модели экспериментально неразли-

чимы и их следует считать эквивалентными, а 
столкновения парными.

Если u = const, что справедливо для аппаратов 
с псевдоожиженным слоем [4], тогда так как
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то есть
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r r uo
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2= + τ  и дисперсия функции распределе-
ния на выходе из аппарата будет 

σ σ τ2 2 2 2
2
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.

Обозначим uτ2 = δ прирост частицы, тогда 
уравнение (11) с учетом выражения (12) можно 
переписать следующим образом:
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Решение уравнения (13) относительно δ имеет 
вид:
    δ = + +( ) − + −( ) −a p a a p a

ro2 3
1 3

2 3
1 3

3

/ /
,(14) 

где

	

( ) ( )
( )

( ) ( )

3
2 ун2

3
1 сл

2
2

5
,

412 9
3

1 3 , .
18

oo

Т o

o o

o

c c v
a

N

p

r

r

r

r

 
τ − = + ξ + 

τ πρ  

σ
= + ξ ξ =

	

Обычно масса слоя в аппарате поддерживает-
ся постоянной, то есть Мсл = const. Так как из за-
кона сохранения массы следует, что
	 N c c v Mxo oсл ун сл+ −( ) = ,	 (15) 

то
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Подставляя формулу (16) в выражение для 
расчета “а”, окончательно получаем:
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Если исходный материал монодисперсный, 
то выражение упрощается:
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Рассмотрим случай, когда u = dr/dt = Ar, то есть 
когда имеет место первый порядок скорости ро-
ста частиц (такой случай встречается, например, 
при гранулировании из суспензий и растворов в 
фонтанирующем слое), тогда уравнения (8) и (7) 
примут вид:
	 F A

r
r F F ro+ ∂

∂ ( ) = ( )τ2 , ,	 (19)
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Задача состоит в определении коэффициента 
А при условии, что Nсл = const.

Из уравнения (19) следует, что
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Поэтому можно записать:
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тогда следует, что
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Так как Mсл = const, то с учетом (15) выраже-
ние для β примет вид:
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С другой стороны, в соответствии с формула-
ми (21) можно записать:
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где v – объем частицы, а s – ее поверхность.
Решение уравнения (19) при начальном усло-

вии F r
r o( ) == 0 � � дает выражение для плотности 

распределения частиц по размерам на выходе из 
аппарата:
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

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1

0
ξ ξ ξ ,	 (24)

 

где b =Aτ2.
Дисперсию распределения в этом случае мож-

но определить так:
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Откуда следует, что
	

σ σ
β τ

τ βτ

τ βτ
τ βτ

2 2
2 2

2
2

1 2
2

1 2

1 22

3
= +

( )
+( )













+
+





o

or .	 (25)

Для монодисперсного материала σo = 0, и по-
следнее выражение упрощается:
	

σ
β τ βτ τ
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ЭКСПЕРИМЕНТАЛЬНАЯ ЧАСТЬ

Для оценки адекватности предложенной ма-
тематической модели гранулирования растворов 
диаммониевых солей серной кислоты реальному 
процессу были проведены экспериментальные 
исследования на установке с фонтанирующим 
слоем с двухсторонним щелевым подводом газа 
при различных режимах [29]. В качестве внеш-
него рецикла была использована фракция мел-
ких частиц, полученных в результате дробления 
крупных гранул диаммониевых солей серной 
кислоты на валковой дробилке. Дисперсный со-
став этой фракции можно описать с некоторым 
приближением Гамма-распределением:
	 � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �ϕ ζ α ζ

α
ζ

α α
αζ

0

3 1
23

3( ) = ( )
−( )

−
Г

e ,,,	 (27)

где α = 3,35 (рис. 1, кривая 2).
Подстановка плотности распределения (27) 

в формулу (24) приводит к следующему выра-
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2φ(ζ)

ζ

1

Рис. 1. Плотность распределение гранул приведенно-

му радиусу, ζ = r

r0
.
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жению для плотности распределения гранул по 
приведенному радиусу при скорости роста, про-
порциональной радиусу частиц:
        

ϕ ζ
ζ

ξ
ζ

α ξ
α

ξ ξ
ζ

ζ α α
αξ( ) = 



 ( )∫

−( )
−1

3

1
3 1

2 3

b Г
e d

min

b
.
    

(28)

На рис. 1 представлены расчетные кривые, 
полученные по формулам (27) и (28), для внеш-
него рецикла и продукта на выходе из аппарата 
при значении b = 0.11. Анализ кривой плотности 
распределения гранул по приведенному радиусу 

ζ = r

r0
, рассчитанной по формуле (28), и экспе-

риментальных результатов на гистограмме, пред-
ставленных на рис. 2, показал удовлетворитель-
ную сходимость результатов, отклонение 
составляет не более 12%.
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Рис. 2. Сравнение теоретических и эксперименталь-
ных результатов.

ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Таким образом, предложенная математиче-
ская модель достаточно хорошо описывает по-
лученные экспериментальные результаты для 
оценки дисперсного состава частиц, получае-
мых при гранулировании растворов диаммони-
евых солей серной кислоты в фонтанирующем 
слое. Она позволяет рассчитать дисперсный со-
став готового продукта. Кроме того, на основе 
предложенного подхода получено выражение, 

позволяющее рассчитать средний прирост гра-
нул, и определить средний размер получаемых 
гранул. Для этого достаточно знать характери-
стики распределения внешнего рецикла и па-
раметры процесса гранулирования. Предло-
женная математическая модель процесса может 
быть использована и для расчета дисперсного 
состава гранул других продуктов, получаемых 
при гранулировании растворов в фонтанирую-
щем слое с аналогичным механизмом образова-
ния гранул.

Работа выполнена при финансовой поддерж-
ке Российского фонда фундаментальных иссле-
дований (проект № 21-79-30029).

ОБОЗНАЧЕНИЯ

F(m, t) 	 плотность функции распределения частиц 
по их массе m, 1/кг

w ̅	 средняя скорость движения твердой фазы, 
м/с

Dp 	 коэффициент перемешивания твердой 
фазы, м2/с

u(m, t) 	 суммарная средняя скорость непрерывно-
го роста частиц, кг/с

Dm 	 коэффициент диффузии в пространстве 
масс, кг2/с

I+ 	 источник возникновения частиц данной 
массы (объема) за счет коагуляции более 
мелких, 1/кг·с

I– 	 источник возникновения частиц данной 
массы (объема) за счет дробления более 
крупных частиц, 1/кг·с

k(t, ͞r , m, s)	 плотность вероятности агломерации  двух  ча-
стиц с массами m и s в единицу времени, 1/с

g(t, ͞r , m, 	 плотность вероятности 
m – s, s) 	 дробления частицы массой m на два оскол-

ка с массами m – s и s, 1/с
N0 	 число частиц, поступающих в аппарат в 

единицу времени
С 	 концентрация капель раствора в единице 

объема аппарата, кг/м3

v 	 объем рабочей части аппарата, м3

v1 	 количество капель раствора в рабочей ча-
сти аппарата

τ1 	 среднее время пребывания капель раство-
ра в аппарате, с

mр 	 средняя масса частицы пылевидной фрак-
ции, кг

τ2 	 среднее время пребывания гранул в аппа-
рате, с

r 	 радиус частицы
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F(r) 	 плотность функции распределения гранул 
по размеру (радиусу) r, 1/м

δ 	 прирост частицы, м
σ2	 дисперсия функции распределения, м2

Г(х) 	 гамма-функция
z 	 продольная координата, м

ИНДЕКСЫ
0 	 начальный (входной) поток
1 	 мелкая фракция
2 	 крупная фракция
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