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Представлена аналитическая модель гетерогенной реакции твердое–жидкость с возникновением
газообразной фазы базирующаяся на анализе основных параметров, оказывающих наиболее суще-
ственное воздействие на интенсивность происходящей реакции. Показано наличие газожидкост-
ных диссипативных структур в виде чередующихся потоков реагирующих фаз, совершающих релак-
сационные пульсации. Приведено описание процессов формирования пузырьков, их отрыва, дви-
жения, имеющих удовлетворительную адекватность. Описана динамика и условия формирования
пузырька газа на твердой поверхности реагирования. Получены соотношения для оценки коэффи-
циентов массообмена, коррелирующие с экспериментальными данными. Разработанная аналити-
ческая модель гетерогенной реакции позволит лучше понимать сущность протекания процессов
плавления в рудотермических печах, что даст возможность вносить изменения в технологический
процесс данных установок, опирающиеся на качественно новые параметры характерных для них
реакций. Анализ гидродинамики с формированием газовой фазы аналитическими и численными
методами позволил получить соображение о форме протекания жидкой фазы. Типичным является
присутствие гидродинамических структур, определяющих упорядоченное движение жидкой фазы
при разнообразных методах подачи газовой фазы. Определены значения критических параметров
массопереноса. В отличие от процесса кипения наличие кризисного режима при гетерогенной ре-
акции невыполнимо из-за экранирования поверхности реакции.
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ВВЕДЕНИЕ
Принципы гетерогенного реагирования с по-

явлением газовой фазы на основе пузырьков ха-
рактерны для процессов восстановления, проис-
ходящих в системах химической электротермии,
например при получении карбида кальция или
фосфора, в процессах растворения, а также при
переработке различных цветных металлов и рас-
плавов. В процессах кипения и барботажа задачи
тепломассообмена рассмотрены в работах рос-
сийских и зарубежных исследователей.

Необходимость рассмотрения процесса взаи-
модействия жидкости и газа возрастает из-за осо-
бенностей поведения таких систем и ростом сфе-
ры их применения. Данная реакция характерна
при функционировании рудотермических печей.
Получение аналитической модели гетерогенной
реакции позволяет лучше понимать природу про-

исходящих процессов в данных печах, а, следова-
тельно, и разрабатывать более оптимальные ме-
тоды их модернизации.

Образование газовой фазы в происходящей
реакции ускоряет тепломассообмен за счет ак-
тивного смешивания. Но в тоже время сдержива-
ет выход жидкой составляющей на поверхность,
формируя механизм экранирования. Возникаю-
щий механизм нужно исследовать для более пра-
вильного описания гетерогенной реакции. Экс-
периментально процесс экранирования в обыч-
ном кипении широко представлен в трудах
японских ученых Т. Ямадзаки и К. Торикай [1].
В процессе проведенных ими экспериментов было
установлено, что часть поверхности реагирова-
ния занимает газовая фаза, но учитывая механизм
ее образования, она оказалась незначительной.
Механизмы образования периодических обла-
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стей пузырьков в процессах кипения и барботажа
рассмотрены также в трудах российских ученых [2].

В гетерогенных реакциях процесс тепломасо-
обмена традиционно сравнивается с механизма-
ми кипения и барботажа. Перенос энергии в них
происходит не за счет испарения, а в результате
перемешивания пузырьков газовой фазы и жид-
кости [3, 5]. В результате при анализе большин-
ства явлений в данных процессах используется
гидродинамический подход, что приводит к сов-
падению основных параметров энергообмена.
В гетерогенных реакциях процесс массопереноса
порой именуют “химическим кипением”.

ПРОЦЕСС ГЕТЕРОГЕННОГО 
РЕАГИРОВАНИЯ И ФОРМИРОВАНИЕ 

УСТОЙЧИВОЙ СТРУКТУРЫ 
ГАЗОЖИДКОСТНОЙ СИСТЕМЫ

В основе рассмотрения процесса и его анализа
будем базироваться на системе уравнений, пред-
ложенных Панченко С.В. и Мешалкиным В.П. в
работах [4, 13, 14]. Газообразная фаза реагирова-
ния замедляет процесс протекания реакции, со-
здавая ситуацию экранирования, но при этом од-
новременно способствует подъему жидкой фазы
к поверхности, создавая необходимый механизм
перемешивания.

Баланс массы жидкой и газовой составляющих
реагирования можно отобразить в безразмерной
форме на основе системы дифференциальных
уравнений:

(1)

(2)

где  – безразмерная концентрация;  –
концентрация реактива в объеме V;  –
площадь неэкранированной поверхности.

Используем для анализа метод возмущений.
Преобразуем систему уравнений с объединением
сомножителей

(3)

(4)

Представим концентрацию и доступную по-
верхность реагирования в виде суммы переменных
в равновесном состоянии и малых возмущений.

(5)

После подставки этих выражений в (3), (4) и
вычитания из полученных соотношений исход-
ных уравнений в равновесном состоянии с прене-
брежением членами второго порядка, получим
уравнения для малых приращений уравнений си-
стемы:

( )= β − − γ0 (1 ) ,l mdc dt S V S c kSc

( )−= ρ χ − − γ χ1
0(1 ) ,g g g ldS dt j S k c Sc

= 0l lc c c 0lс
= 0rS S S

( ) ( )= β − β + γ0 0( ) ,l l mdc dt S V S k S V Sc

− − −= ρ χ − ρ χ − ρ γ χ1 1 1
0 .g g g g g g ldS dt j j S k c Sc

= + = +1 2, .e ec c x S S x

(6)

(7)

или формализуя:

(8)

(9)

где: , 

, ,

.

Рассмотрение системы уравнений на устойчи-
вость заключается в анализе возмущенной систе-
мы уравнений. Определение вида устойчивости,
исходя из теоретических представлений, можно
сделать, выполнив анализ характеристического
многочлена, не рассматривая при этом решение
самой системы уравнений.

Рассмотрев уравнения в безразмерном виде
при малом отклонении от равновесного состояния,
можно получить возможность аналитического
подхода к динамике поведения концентрации ре-
агента и реакционной доступной поверхности.

Для получения дифференциального уравне-
ния, описывающего колебания концентрации и
величины поверхности реагирования систему (8),
(9) можно преобразовать к уравнениям второго
порядка. Например, для концентрации реагента
преобразование дает:

(10)

Уравнение для возмущения концентрации
сведено к стандартному уравнению для затухаю-
щих колебаний:

(11)

где величина  является показате-

лем затухания,  – частотой колеба-
ния, ω0 – собственная частота колебательной си-
стемы.

При  частота затухающих колебаний ω
будет величиной вещественной, и решением
дифференциального уравнения (11) является
функция вида: .

Величину концентрации реагента и поверхно-
сти взаимодействия при стационарном протека-
нии реакции можно представить с помощью сле-
дующих выражений :

( ) ( )
( ) ( ) ( )( )

= − β + γ +
+ β + β + γ

1 0 1

0 0 2,
l m e

l l m e

dx dt k S V S x
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( )
−

− −
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− ρ χ + ρ γ χ

1
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dx dt k c S x

j k c c x
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( )= − β + γ11 0l m eа k S S V = β +12 0lа S V
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− + +
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2 2
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+ + =2 2 2
1 1 12β ω 0,d x dt dx dt x

= +11 22(β ) 2a a
= −2 2

0ω ω β
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(12)

 – диффузионное сопротив-
ление.

Асимптотические значения при массовом об-
мене определяются соотношением:

(13)

Таким образом, если коэффициент массового
обмена стремится к бесконечности, доступная
поверхность замедляется кинетикой газовой фа-
зы и задается концентрацией реагента в области
реакции.

Быстрота взаимодействия при стационарном
протекании реакции определяется выражением:

или

(14)

Асимптоты:

(15)

С увеличением коэффициента массопереноса
интенсивность взаимодействия значительно воз-
растает.

ОЦЕНКА ПЛОТНОСТИ ПОТОКА ГАЗА 
ОТ ПОВЕРХНОСТИ РЕАКЦИИ

Рассматривая устойчивость фазы газа в виде
газового слоя из пузырьков, появившегося на го-
ризонтальной, направленной вверх, протяжен-
ной поверхности реакции, плотность потока газа
соответственно определяется следующим выра-
жением:

(16)

На этой поверхности образуются колонны пу-
зырьков газа, расположенные равновероятно в
пучностях волн на разделе фаз, неустойчивость
которой определяется механизмом Тейлора. При
этом длина волн находится в пределах, установлен-
ных формулами для критической длины и длины
волны наибольшего роста, т. е. .

В соответствии с наблюдаемой картиной появ-
ления пузырьков диаметр газовых колонн будет
равен , тогда при дистанции между ко-
лоннами, равном λ, в одной ячейке сечения доля

= +
= + + =

= +

0

0

0

β β γ ,
γ β (β γ )

γ .

l l l l m

g g g l l l m

g g g l d

c c k
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j j c R
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→ ∞ → → +0 0β ; ; ( γ ).l l l g g g lc c S j j k c

= = ×
+

× =
+ + +

0

0

0 0

βω
β γ

,
γ β (β γ ) ( γ )

l l
r

l m

g gl
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ckSc k
k

j jc
j k c k R j c R

ω = = β γ + β + γ0 0( ( )).r l l g g m l g g lkSc k c j j k j k c

β → ∞ ω → + γ
ω → γ → ∞

0 0

0

, ( ),
, .

l r g l g g l

r g g l

j kc j kc
j c

= ρ = πρ 2
0 0 0 0( ) 6 .g b g b bj V f S fd d S

−
σπ ≤ λ < π12 2 3l

≈ λ 2bd

газа в газожидкостной смеси будет равна
.

На базе условия наличия пленки газа над рас-
сматриваемой поверхностью можно записать:

(17)

При условии постоянства массы считаем, что

(18)

Полагаем , где  — длина не-
устойчивости Гельмгольца для вертикальных
волн.

В соответствии с трудами Маленкова И.Г. и
Зубера Н. возмущение жидкой фазы со скоро-
стью υ происходит в результате образования пу-
зырьков определенных размеров. Причем пере-
мещение пузырьков создает волны с длиной вол-
ны . Анализ данного выражения показал,
что при всевозможных условиях реагирования
дистанция между элементами газовой фазы не
меняется и остается пропорциональной их разме-
ру [6, 7].

На основании условия, что , где  –
скорость подъема элементов газовой фазы, мож-
но получить:

(19)
Исходя из данных представлений, частоту от-

рыва пузырьков от поверхности протекания реак-
ции можно определить как

(20)

где  – время роста пузырька;  – время омыва-
ния жидкостью поверхности между отрывом од-
ного пузырька и появлением нового.

(21)

В предположении Якоба  получается соот-
ношение, аналогичное полученному ранее [11, 12].

Из выражения для плотности потока газа сле-
дует также необходимость определения отрывно-
го диаметра. Рассмотрим динамику образования
пузырьков в процессе реагирования.

ДИНАМИКА ФОРМИРОВАНИЯ ПУЗЫРЬКА 
ГАЗА НА ТВЕРДОЙ ПОВЕРХНОСТИ 

РЕАГИРОВАНИЯ
При гетерогенном взаимодействии твердое–

жидкость с появлением газообразной фазы, необ-
ходимо обязательное соприкосновение компо-
нентов реагирования друг с другом. Образование
пузырьков газа в процессе взаимодействия при-
водит к экранированию твердой фазы, что значи-
тельно усложняет механизм реакции. Кроме того,
к основанию пузырька должен подводиться реа-

ϕ = π 6g

( )σ = π σλ = π ρ − ρ2 2 .l gl g

ρ υ ϕ = −ρ υ − ϕ(1 ).g g g l l g

λ ≈ π ≈ π λv ( 2)bd vλ

λ = πv bd

λ =v vbf vb

−= π υ1
0 .b bfd

( )−= τ + τ 1
0 ,pf

τ p 0τ

( )= υ +0 0 0τ τ τ .b b pfd

0τ = τp
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гент, что является также обязательным условием
протекания реакции. Опираясь на труды по изу-
чению процесса испарения [10, 13, 15], предста-
вим аналитическую модель образования пузырь-
ка при взаимодействии твердого восстановителя
и жидкого окислителя. Д.А. Лабунцовым теоре-
тически исследовано данное явление для процесса
кипения [17], а также обнаружено в ходе сложных
экспериментов [18, 19] и других исследований.

Необходимым условием протекания реакции
является повод реагента к основанию пузырька.
На основе процесса парообразования проанали-
зируем модель появления пузырька при реакции
жидкого окисла и твердого восстановителя. Дан-
ный эффект теоретически разобран Д.А. Лабун-
цовым для кипения и обнаружен в результате
сложных экспериментов. Анализ процесса кипе-
ния демонстрирует формирование тонкого слоя
жидкости между твердой и газообразной фазами
реагирования [16, 17]. На рис. 1 представлена схема
появления данного слоя при формировании пу-
зырька.

Протекание реакции, как уже отмечалось, ха-
рактеризуется наличием тонкого слоя жидкой
фазы величиной порядка . Увеличение
элемента газовой фазы в области взаимодействия
происходит за счет подхода через слой жидкости
продуктов реакции. Таким образом, анализируе-
мый поток газовой фазы, можно задать следую-
щим выражением:

(22)

где , – разность концентраций реагента
жидкой и твердой фазы.

Поток массы газа определяется выражением:

1γ Δg gD c j

= γ Δ ,g g lj D c y

= −0Δc c c

(23)

где  – увеличение площади пятна,  – угол,
под которым виден радиус пятна;  – радиус пят-
на в данный момент времени;  – диапазон вари-
ации толщины микрослоя жидкости;  – наи-
меньший размер слоя жидкости в точке А;  –
как углы с соответственно перпендикулярными
сторонами;  – текущий раз-
мер толщины микрослоя. В результате замены dx
на dy получаем .

На основании проведенной замены интеграл
будет равен:

(24)

Используя уравнение баланса массы получа-
ем:

(25)

Т.к.

то

(26)

где

(27)

Используя начальные условия  ин-
тегрирование уравнения (26) дает следующий ре-
зультат:

(28)

Разработанная модель точно описывает глав-
ные закономерности появления и роста элемента
газовой фазы.

Опираясь на критерий Якоба, произведем пре-
образование (26):

(29)

где  – безразмерный критерий
Якоба, определяющий функцию фазы газа в ки-
нетике массообмена.
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Рис. 1. Схема появления пузырька при гетерогенной
реакции.
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АНАЛИЗ СООТНОШЕНИЯ 
АНАЛИТИЧЕСКОЙ МОДЕЛИ ДАННЫМ 

ЭКСПЕРИМЕНТА
Одним из критериев правильности разрабо-

танной модели является соответствие экспери-
ментальным данным соотношение для диаметра
пузырька, при котором происходит его отрыв.
Данное соотношение получается исходя из усло-
вия равновесия сил, при котором происходит от-
деление его от нагреваемой поверхности. В на-
стоящее время до сих пор нет классического ре-
шения вопроса роста пузырька с учетом всех сил,
возникающих в данной системе.

В момент отрывы условие равновесия сил пу-
зырька можно представить на основе следующего
уравнения:

(30)

где  – добавленная масса жидкости при не-
стационарном движении пузырька;  – функ-
ция угла смачиваемости;  – отрывной
диаметр пузырька;  – диаметр пятна в момент
отрыва пузырька.

Исходя из уравнения (30) получаем:

т.е. из условия  сила инерции пропорцио-
нальна квадрату скорости увеличения пузырька.

Опираясь на критерий Якоба, необходимо
сравнить результаты эксперимента со значения-
ми диаметра отрыва, полученными на основе раз-
работанной модели.

(31)

Для значений величин :
(  ; ;

 м2/с;) результаты сравнения экспе-
римента и теоретической модели изображены на
рис. 2.

Графическое представление сравнения ре-
зультатов показывает, что разногласие результа-
тов является незначительным, поэтому данная
модель воспроизводит для гетерогенных реакций
с появлением газовой фазы важнейшие гидроди-
намические закономерности.

Скорость смешивания соразмерна объему и
числу пузырьков, образующихся на поверхности
реакции. В соответствии с моделью, разработан-
ной С.С. Кутателадзе и А.И. Леонтьевым [5, 18]
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скорость теплообмена в кипении, обуславливает-
ся циркуляцией жидкого реагента в центрах паро-
образования. Опираясь на выводы данной моде-
ли, в рассматриваемой гетерогенной реакции у
стены печи существенная масса жидкой фазы
увлекается газообразной фазой и подымается к
взаимодействующей области реагирования. В ре-
зультате происходит рост массоотдачи, поскольку
происходит подвод новых порций жидкости, вы-
зывая тем самым насыщенную циркуляцию жид-
кости. Порядок реагирующей жидкости опреде-
ляется следующим выражением:

(32)
где  – коэффициент, определяющий массу цир-
кулирующей жидкости;  – реагирующий поток
массы газа.

Опираясь на массовый баланс получаем:

(33)

где  – содержание газовой фазы двухфазного
слоя;  – скорость жидкой фазы у стенки печи.

В окрестности лобовой точки в результате кон-
векции массообмен определяется уравнением:

(34)
Рассматривая только диффузное реагирование

в жидком слое, процесс взаимодействия можно
представить с помощью представленной ниже
пенетрационной модели [21, 22].

На базе данной модели для полуограниченной
области рассмотрим решение диффузного урав-
нения:

(35)

= + ς(1 ),l gj j

ς
gj

+ ςυ = ρ
− ϕ

(1 )( ) ,
1l g l

g

j

φg

υl

= β =  3
1Sh   0.68  Re Sc,l l p ld D

∂ ∂τ = ∂ ∂2 2( ).c D c x

Рис. 2. Соответствие критерию Якоба диаметра отры-
ва газовой фазы.
Линия – данные аналитической модели; * – результа-
ты эксперимента.
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Исходя из преобразований Лапласа, искомое ре-
шение можно представить следующим образом:

(36)

где .

Реагирующий поток:

Градиент концентрации:

С учетом омывания τ среднее значение взаи-
модействующего потока:

Интервал взаимодействия определяется пери-
одом обтекания рассматриваемой поверхности

.
Исходя из теоретической формулы коэффици-

ента массообмена: , получаем:

Таким образом искомое уравнение массооб-
мена имеет вид:

(37)
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, 
 – среднее значение скорости образо-

вания газовой фазы.
На основе экспериментальных работ [8, 17, 18]

была получена, мало чем отличающаяся от полу-
эмпирической и теоретической, зависимость:

(38)

где ,  – характерный мас-
штаб в рассматриваемой системе взаимодей-
ствия.

ОЦЕНКА СООТВЕТСТВИЯ РАССЧИТАННОЙ 
АНАЛИТИЧЕСКИ КРИТЕРИАЛЬНОЙ 

ЗАВИСИМОСТИ

При оценке полученных зависимостей экспе-
риментальные данные коэффициента массоотда-
чи были взяты из [9, 19, 20], а теоретические пара-
метры определены на основе аналитической за-
висимости (37). В критериальных зависимостях
не указано, что экспериментальные значения до-
стигают определенного максимума. Полуэмпи-
рическая модель позволила получить значения,
не отличающиеся от эксперимента [23, 24].

Сравнение аналитических и эксперименталь-
ных данных изображено на рис. 3.

Соответствие полученных параметров, как по-
казано графически, достаточно приемлемо в си-
стемах, включающих несколько фаз в области
взаимодействия.

ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Предложена система уравнений, описываю-
щая массовый баланс реагирующих компонен-
тов, позволяющая выявить закономерности пуль-
сационного изменения параметров реакции и об-
разования структур в газо-жидкостной системе,
имеющей тенденции к устойчивому состоянию.
Под действием внешних возмущений система со-
вершает колебания и релаксирует к равновесию.
Осуществлен анализ процессов гетерогенной ре-
акции с появлением газовой фазы в форме пу-
зырьков, раскрывающий механизм протекания
реакции. Сравнительный анализ с проведенными
экспериментами позволил сделать вывод, что
представленная модель достаточно точно опреде-
ляет аналитические зависимости основных кри-
териев газовой фазы. Аналитическая модель опи-
сания газовой фазы демонстрирует приемлемое
соответствие количественных и качественных ха-
рактеристик процесса взаимодействия.

Модель показала математически обоснован-
ное формирование структурированных газожид-
костных образований при учете критерия неравно-

υ = ρ + ς − ϕ( )(1 ) (1 )l g l gj υ = ρ γ β ρ0~   ~g g g g l gj c
γ ρ0~ g gkc

= = = −1Sh  Nu 3.1 Re Sc,  (Sc 300 12 000),l d

= γ β ρ ν1 0Re ( )g l p g lc d pd

Рис. 3. Сравнение аналитических и эксперименталь-
ных данных коэффициента массоотдачи от концен-
трации реагента. линия – данные аналитической мо-
дели; * – результаты эксперимента.
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мерности поверхности взаимодействия, что также
соответствует экспериментальным данным.

В процессе моделирования на основе неустой-
чивости фаз (неустойчивость Тейлора) был разо-
бран механизм гетерогенной реакции с появле-
нием пузырьков, создающих препятствие достав-
ки к области взаимодействия жидкого реагента.
В результате чередования областей газовой и
жидкой фазы формируется незначительная часть
экранирования поверхности.

Системы уравнений баланса массы представ-
ленной модели позволили описать пульсацион-
ное поведение концентрации жидкого реагента и
доли доступной свободной поверхности.
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