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В обзоре представлена третья часть экспериментального исследования излучения и возбуждаемых
им оптоэлектронных эффектов. В начале мощной оптической пикосекундной накачки слоя GaAs
гетероструктуры AlxGa1 – xAs–GaAs–AlxGa1 – xAs в нем возникает пикосекундное излучение. Экспе-
риментально доказано, что это – усиленное спонтанное (стимулированное) излучение со спецификой
распространения в гетероструктуре. Показано, что благодаря большой интенсивности излучения элек-
тронно-дырочная плазма поддерживается в “пороговом” состоянии с инверсией населенности
электронов в узком энергетическом интервале. В связи с этим с плотностью электронов становятся
однозначно связаны их температура, а следовательно, их распределение между долинами и т.п.
Найдено, что ограничение инверсии означало насыщение усиления излучения, когда усиление ли-
митируется энергетическим транспортом носителей заряда на уровни, с которых они вынужденно
рекомбинируют. Определено, что транспорт, замедляемый нагревом носителей из-за их взаимодей-
ствия с излучением, при связи температуры носителей с их плотностью, определяет динамику излу-
чения в целом и его спектральных компонент.
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ВВЕДЕНИЕ
Предлагаемый обзор является описанием тре-

тьей части нашего последовательного эксперимен-
тального исследования собственного стимулиро-
ванного интенсивного пикосекундного излучения
(далее – s-излучение) и возбуждаемых им оптоэлек-
тронных нелинейных пикосекундных эффектов в
гетероструктуре AlxGa1 – xAs–GaAs–AlxGa1 – xAs
(далее – гетероструктуры). В первой части было
исследовано влияние s-излучения на неравновес-
ную электронно-дырочную плазму (ЭДП) и завися-
щее от нее просветление (увеличение прозрачно-
сти) слоя GaAs. При интерпретации эксперимен-
тальных результатов было успешно использовано
приближение “порогового” состояния ЭДП [1, 2].
Вторая часть исследования посвящена обнаруже-
нию последовательности оптоэлектронных процес-
сов, приводящих к осциллирующему во времени
и в энергетическом пространстве отклонению от
фермиевского распределения электронов, воз-
буждаемому полем s-излучения [3].

В монографии [4] и др. рассмотрены следую-
щие основные свойства усиленного спонтанного

(иначе, стимулированного) излучения: а) направ-
ленность в пространстве; б) значительно более
узкий, чем у спонтанного излучения, спектр;
в) порог образования; г) значительная интенсив-
ность; д) некоторая пространственная и времен-
ная когерентность, значительно меньшая, чем у
лазерного излучения. Цель данного обзора, во-
первых, экспериментально уточнить представля-
емые в монографиях характерные свойства сти-
мулированного излучения применительно к s-из-
лучению в полупроводниковой гетероструктуре.
Приведено и прямое экспериментальное доказа-
тельство того, что s-излучение – это усиленное
спонтанное излучение. Во-вторых, представить
возникновение такого режима насыщения усиле-
ния s-излучения, в котором из-за указанного на-
сыщения устанавливается одновременно порого-
вое состояние ЭДП. В этом режиме s-излучение
создает обеднение инверсной населенности элек-
тронов на дне зоны проводимости, транслируемое
периодически по зоне для поддержания детального
равновесия переходов электронов с излучением и
поглощением продольных оптических (LO) фо-
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нонов. Трансляция поддерживает ширину обла-
сти инверсной населенности электронов в энер-
гетическом пространстве настолько небольшой и
приблизительно фиксированной, что ее наличи-
ем во многих случаях можно пренебречь. Состоя-
ние ЭДП в этом приближении названо порого-
вым. В нем плотность неравновесных носителей
заряда и их температура становятся связаны. К
примерам возникающих благодаря этому состоя-
нию эффектов можно добавить образование од-
нозначной связи плотности носителей с перенор-
мировкой запрещенной зоны из-за их кулонов-
ского взаимодействия, с частотой плазмонов, и
др. Значительное внимание отводится результа-
там экспериментального исследования динамики
s-излучения при насыщении его усиления. По-
добную ситуацию, в которой интенсивность сти-
мулированного излучения уже влияет на его уси-
ление, исследовали преимущественно теоретиче-
ски. Предсказывалось, что в такой ситуации
интенсивность излучения должна возрастать ли-
нейно с расстоянием, проходимым им в активной
области [5, 6] и др., и похожее было обнаружено
нами экспериментально. В описываемых в обзоре
исследованиях были экспериментально обнару-
жены нелинейные явления, имевшие с предска-
занными (полученными математически) в [5] как
сходство, так и существенные отличия. Обнару-
женные явления в значительной степени связаны
с взаимодействием s-излучения с неравновесны-
ми носителями заряда. Взаимодействие замедля-
ло охлаждение и, соответственно, транспорт но-
сителей в энергетическом пространстве (ЭТН) в
область экстремумов зон проводимости и валент-
ной, откуда они вынужденно рекомбинируют. За-
медляемый таким образом транспорт определяет,
при связи температуры носителей с их плотно-
стью, динамику и s-излучения как целого и его
спектральных компонент. Названного взаимо-
действия мы не встретили в упомянутой теории.
Отсюда и отмеченное отличие эксперименталь-
ных и теоретических результатов. Соответство-
вавшее эксперименту замедление охлаждения на-
каченных носителей из-за их взаимодействия с
излучением было определено в теории [7]. Вы-
явить охарактеризованные выше явления удалось
благодаря возможности проводить измерения
s-излучения в реальном времени с пикосекундным
разрешением. То, что эти явления возбуждали
именно в слое GaAs, объясняется тем, что свойства
этого прямозонного полупроводника хорошо изу-
чены, он широко используется в полупроводнико-
вой оптоэлектронике и является удобнейшим для
таких исследований. Генерация излучения и со-
путствующие процессы не маскируются теми осо-
бенностями, которые привносили бы, например,
низкоразмерные структуры.

В данном обзоре представлены обнаруженные
закономерности, которым при насыщении уси-

ления и пороговом состоянии ЭДП подчиняются
стимулированное интенсивное пикосекундное
излучение гетероструктуры и его взаимодействие
с ней. Часть закономерностей получена только
эмпирически, поэтому может послужить экспе-
риментальной базой для интенсификации иссле-
дований нелинейной динамики генерации вы-
нужденного излучения в полупроводниковой ге-
тероструктуре и возбуждаемых им эффектов. В
итоге существенно дополнено представление о
режиме насыщения усиления, о специфике дина-
мики излучения и ЭДП в этом режиме, парамет-
рах s-излучения на основных его этапах, способах
их изменения и т.д. Описанные исследования ак-
туальны и в прикладном отношении в связи с ис-
пользованием в сверхбыстродействующей полу-
проводниковой оптоэлектронике сверхкоротких,
а значит, интенсивных световых импульсов.

Публикуемые в последние годы статьи по сти-
мулированному излучению в полупроводниках и
излучению полупроводниковых лазеров в основ-
ном посвящены исследованиям новых полупро-
водниковых соединений, как объемных, так и
низкоразмерных. Исследуются их структурные и
оптические свойства. При этом измеряются спек-
тры спонтанного и стимулированного излучения
при низких и комнатных температурах и различных
уровнях накачки исследуемых образцов. Много
внимания уделяется снижению порога генерации
стимулированного излучения. Исследуются свой-
ства импульсного и непрерывного лазерного из-
лучения из различных по составу полупроводни-
ковых структур. В основном внимание уделяется
оптимизации потерь в лазерах, снижению порога
генерации, стабилизации длины волны, темпера-
туры стабильной генерации излучения. Имеются
исследования об уменьшении длительности ла-
зерных импульсов и подавлении боковых мод за
счет изменения температуры. По исследованиям
пикосекундной динамики собственного интен-
сивного стимулированного излучения при насы-
щении его усиления в полупроводнике или полу-
проводниковой гетероструктуре в основном най-
дены публикации, освещаемые в работе [3] и
данном обзоре.

1. ПИКОСЕКУНДНОЕ ОБРАТИМОЕ 
ПРОСВЕТЛЕНИЕ СЛОЯ GaAs – 
ПРИЗНАК ПИКОСЕКУНДНОГО 

СТИМУЛИРОВАННОГО ИЗЛУЧЕНИЯ

В работе [8] слой GaAs гетероструктуры воз-
буждался импульсом света, длительность которо-
го на полувысоте (FWHM) равна 30 пс, а энергия
фотона ħωех несколько превышала ширину запре-
щенной зоны Eg. Возбуждающий импульс имел
максимальную энергию, проходящую через об-
ласть зондирования  ≈ 100 мкДж. Для этого иex

mW
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всех других световых импульсов, упоминаемых в
обзоре, оба слоя AlxGa1 – xAs были прозрачны. Ис-
следовалось просветление (увеличение прозрач-
ности) GaAs, возникающее из-за накачки нерав-
новесных носителей заряда при фундаментальном
поглощении возбуждающего света. Измерения
проводили методом накачки-зондирования (pump-
probe) и, как все эксперименты, описываемые в
обзоре, при комнатной температуре TR. Величину
просветления рассчитывали по формуле

(1)
где T – прозрачность образца при наличии (ин-
декс 1) и отсутствии (0) накачки; Ep – средняя
энергия зондирующего импульса, Er – средняя
энергия опорного импульса в канале зондирова-
ния. Подробнее о технике измерений см. [3]. При
относительно небольших энергиях Wex возбуждаю-
щего импульса (называемого также импульсом на-
качки) просветление возрастало на протяжении
этого импульса, а затем спадало с приблизительно
характерным временем релаксации спонтанной ре-
комбинации, τsp ~ 0.5 нс (рис. 1а, кривая 1). Это со-
ответствовало установившимся ранее представ-
лениям [9]. Но когда энергия импульса накачки
превышала некоторое пороговое значение Wex-th,
то наблюдалось не предполагавшееся явление:
превышение просветления над некоторым уров-
нем происходило обратимо в пикосекундном вре-
менном диапазоне (см. рис. 1а, кривые 2 и 3). То
есть был обнаружен вклад в просветление

который c инерционностью ~10 пс возрастал и
спадал обратимо относительно кросс-корреляци-
онной функции импульсов накачки и зондирова-
ния (рис. 1б), где T* – остаточная, т.е. остававшаяся

1 0 1 1 0 0lg l( g) ( ) ( ) ,p r p rT T E E E E =  

1 0 0( )lg lg * ,( )D T T T Tδ = −

сразу после окончания этого вклада, прозрачность
образца. Остаточное просветление оказалось
универсальным в том смысле, что его величина
при фиксированном диаметре Dex возбуждающе-
го луча не зависела от энергий импульса накачки
Wex ≥ Wex-th (рис. 1в) и его фотона ħωех > Eg [1].
Просветление, достигнув уровня остаточного, далее
релаксирует со временем ~ τsp. Как одно из двух воз-
можных объяснений пикосекундного спадания
обратимого вклада в просветление в работе [10]
было предположено аномально быстрое возник-
новение стимулированного излучения в слое
GaAs. Вынужденная рекомбинация носителей,
создаваемая таким излучением, могла при спада-
нии накачки уменьшать плотность ЭДП и про-
светление до уровня остаточного, при котором
излучение бы прекращалось. Позднее похожие
предположения были сделаны в работах [11, 12].

Анализ экспериментальных спектров просвет-
ления, измеренных при диаметре луча накачки на
полувысоте (FWHM) в местоположении образца
Dex ≈ 0.7 мм, показал их соответствие изложенному
предположению [13]. При остаточном просветле-
нии ЭДП имела температуру Tc = TR. Расстояние
между квазиуровнями Ферми электронов и ды-
рок составляло μe – μh ≈ Eg, что соответствовало
порогу образования инверсии населенности
электронами энергетических уровней зоны про-
водимости по отношению к населенности уров-
ней валентной зоны. Подразумеваются те уровни
зон проводимости и валентной, между которыми
происходят прямые оптические переходы электро-
нов. Плотность электронов и дырок (пороговая) со-
ставляла nth = pth ≈ 1.1 × 1018 см–3. Из-за отсутствия
инверсии населенности при этих условиях не
должно быть стимулированного излучения. В
максимуме обратимого просветления при задержке

Рис. 1. Зависимость от времени задержки τd: а – просветления при энергии фотона зондирующего импульса ħωp =

= 1.562 эВ и при Wex = 0.074  (1), Wex = 0.52  (2), 0.72  (3), б – дополнительного вклада в просветление δD (1),
кросс-корреляционная функция возбуждающего и зондирующего импульсов (2); в – зависимость просветления от
энергии возбуждающего импульса при ħωp =1.562 эВ и τd = 5 (1) и 60 пс (2).
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зондирующего импульса относительно возбуждаю-
щего τd = 6 пс плотность носителей заряда была су-
щественно больше, n = p ≈ 3.5 × 1018 см–3. Значения
квазиуровней Ферми, отсчитываемые от дна зо-
ны проводимости, составляли μе = 0.104 эВ и Eg +
+ μh = 0.066 эВ. Это означало, что имеется спек-
тральная область шириной 0.038 эВ, где усилива-
ется свет с энергией фотонов

(2)

Максимальный коэффициент усиления состав-
ляет при этом около 300 см–1. ЭДП с такими пара-
метрами могла генерировать стимулированное
излучение, если, как сказано выше, допустить его
аномально быстрое возникновение. Близость μe –
μh и Eg при τd = 6 пс соответствовала тому, что во
время накачки стимулированное излучение огра-
ничивает плотность носителей.

2. ЭКСПЕРИМЕНТАЛЬНОЕ
ОБНАРУЖЕНИЕ s-ИЗЛУЧЕНИЯ

Предположение об аномально быстром воз-
никновении пикосекундного рекомбинационно-
го излучения получило затем экспериментальное
подтверждение. Сначала это было сделано кос-
венными методами. То, что подобное излучение
возникает в структуре GaAs/AlGaAs MQWS не
позднее 12 пс после ее накачки фемтосекундным
импульсом, было показано в работе [11]. В [14] со-
общалось об экспериментальном обнаружении s-
излучения из фотонакачиваемого слоя GaAs гете-
роструктуры. Сверхбыстрое возникновение s-излу-
чения доказывалось там характером зависимости
энергии s-излучения от пикосекундной задержки
между двумя пикосекундными импульсами на-
качки с различающимися энергиями фотонов. Как
и должно быть для стимулированного излучения,
s-излучение возникало порогово, при конечной
плотности энергии возбуждающего импульса (по-
дробнее см. далее, в разд. 4).

В реальном времени s-излучение впервые бы-
ло измерено в работе [15]. В этой и описываемых
ниже в данном обзоре работах опыты проводились
на спектрофотохронометрическом пикосекундном
лазерном комплексе с автоматизированной систе-
мой сбора и обработки измеряемых величин. Ком-
плекс состоял из следующих компонентов [3, 16]:
задающего YAG-лазера с диодной накачкой, си-
стемы усилителей лазерного импульса, удвоителей
частоты светового импульса (кристаллов KDP),
двух параметрических генераторов света на LiNbO3
с температурной перестройкой длины волны – один
для генерации накачивающего, второй – зонди-
рующего или других импульсов длительностью
(FWHM) tp ≈ 10 пс с линейной поляризацией света,
спектрофотохронометрической системы. Наибо-
лее важными компонентами последней являлись:

.e h s gћ Eμ − μ ≥ ω ≥

а) двойной спектрограф, используемый как для
спектральных измерений, так и (в режиме вычи-
тания дисперсии) в качестве полосового фильтра
длин волн, не искажающего длительность излу-
чения; б) пикосекундная электронно-оптическая
камера (ЭОК); в) две ПЗС-камеры для регистрации
соответственно спектра излучения и изменения со
временем интенсивности Is-m спектральной компо-
ненты излучения, пропущенной спектрографом
(ПЗС – прибор с зарядовой связью).

Гетероструктура с площадью поверхности 8 ×
× 8 мм2 и с толщиной слоев около 1 мкм изготов-
лена молекулярно-лучевой эпитаксией. В середи-
не на площади 4 × 4 мм2 гетероструктура была
освобождена от подложки, и туда фокусировался
луч накачки. Энергия фотона, длительность
(FWHM) импульса накачки составляли соответ-
ственно ħωex = 1.512 эВ и tp = 11.3 пс, диаметр фо-
кусного пятна луча накачки равнялся Dex ≈ 0.5 мм,
угол между лучом накачки и нормалью к эпитак-
сиальным слоям гетероструктуры – 10°.

На поверхности гетероструктуры, за исключе-
нием торцевых, было нанесено антиотражающее
покрытие. Вследствие интенсивной накачки в
GaAs возникало s-излучение, усиливавшееся
преимущественно вдоль эпитаксиального слоя.
Из-за несовершенства волноводных качеств гете-
роструктуры часть s-излучения вытекала через ее
поверхность. Напомним, что распространение
света в веществе должно сопровождаться рассея-
нием этого света [17]. Достаточным условием для
такого явления служит наличие электронов, спо-
собных колебаться под действием переменного
поля световой волны. В нашем случае это нака-
ченные неравновесные электроны. Если среда
оптически однородна, то в первом приближении
полное взаимное гашение вторичных волн, вызы-
ваемых колебаниями электронов, будет происхо-
дить для любого направления распространения
излучения, не лежащего в плоскости слоя GaAs.
Из-за наличия в реальных средах оптических не-
однородностей (дефектов) взаимное гашение
вторичных волн становится не полным, а частич-
ным, и возникает рассеянный в разных направле-
ниях свет. Доля s-излучения, распространявшая-
ся внутри телесного угла Ω ≈ 9 × 10–4 ср с осью,
ортогональной поверхности гетероструктуры, на-
правлялась в двойной спектрограф. Указанная
часть s-излучения была выбрана для измерения,
потому что выходит прямо из активной области,
не изменяясь из-за поглощения в пассивной об-
ласти и отражения от торцов образца. Экспери-
ментальные результаты показали, что эта доля s-
излучения обладала характерными свойствами
стимулированного излучения. Чтобы ослабить
часть рассеянного в образце света накачки, попа-
дающую в спектрограф, перед его входной щелью
был установлен анализатор (призма Глана), на-
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строенный на пропускание света, поляризация
которого ортогональна поляризации накачки.
Интегральные по времени спектр Ws(ħωs) энер-
гии s-излучения и спектр энергии Wex(ħωex) рассе-
янного образцом света накачки, попадавшего
внутрь угла Ω, регистрировались ПЗС-камерой
PIXIS (рис. 2).

При измерении временной формы (огибаю-
щей) импульса излучения двойной спектрограф
был настроен, как указывалось выше, на режим
вычитания дисперсии. В результате через выходную
щель спектрографа выходило излучение с той же
длительностью, которая была у нее при входе в
спектрограф. Это излучение направлялось в ЭОК,
где зависимость интенсивности излучения от вре-
мени преобразовывалась в пространственную зави-
симость интенсивности (далее – хронограмма) и
регистрировалась ПЗС-камерой. Когда измеряли
огибающую спектральной компоненты s-излуче-
ния (далее – s-компонента), промежуточную щель
между первой и второй ступенями спектрографа
раскрывали так, чтобы она пропускала излучение
спектральной ширины δħω = 7.6 мэВ. В результа-
те через выходную щель спектрографа выходила
только требуемая для измерения s-компонента.
На рис. 3 представлены следующие хронограммы:
импульса накачки, интегрального по спектру s-из-
лучения, избранных s-компонент. Как и ожида-
лось, s-излучение возникает и растет с пикосе-
кундной задержкой относительно фронта мощной
пикосекундной оптической накачки полупровод-
ника. Длительность s-излучения сравнима с дли-
тельностью накачки.

Приводимые в обзоре хронограммы были из-
мерены в начальной части динамического диапа-
зона хронометрической системы. Представление
о погрешностях измерений ЭОК PS-1/S1, ис-

пользовавшейся в экспериментах, дано в [18].
При измерении в расчет принимались только те
акты накачки, для которых отклонения энергии
импульса накачки от заданного значения не пре-
вышали ±5%. Накопление данных продолжалось
до тех пор, пока усредненные спектр или хроно-
грамма не переставали с точностью 3% зависеть от
числа импульсов накачки. При накоплении хроно-
грамм осуществлялась автоматическая компенса-
ция джиттера (нестабильности запуска линейной
развертки) ЭОК [3, 19]. Сам же джиттер не превы-
шал ±4.5 пс.

3. КОГЕРЕНТНОСТЬ, РАСПРЕДЕЛЕННЫЙ 
БРЭГГОВСКИЙ ОТРАЖАТЕЛЬ, 

ДИАГРАММА НАПРАВЛЕННОСТИ

В работе [20] было обнаружено, что практически
с самого начала s-излучения его спектр модулиро-
ван интерференционной картиной, свидетельству-
ющей о когерентности s-компонент. Хотя спон-
танное излучение считается стохастическим, и
его усиление не должно приводить к существенно
когерентному стимулированному излучению.
Причем отсутствует влияние отражения от тор-
цов или зеркал, которое считается атрибутом ко-
герентизации в лазере. Возникает уже поднимав-
шийся в [3] вопрос для решения в будущем: каков
механизм когерентизации спектральной компо-
ненты собственного стимулированного излуче-
ния гетероструктуры.

Подробное объяснение образования интерфе-
ренции в указанном случае приведено в [3, 21],
поэтому здесь дадим лишь краткое пояснение.
Поле в волноводе рассматривают как результат
сложения парциальных волн (концепция Бриллю-
эна [22]). Применительно к волноводной гетеро-

Рис. 2. Интегральные по времени эксперименталь-
ные: кривая 1 – спектр стимулированного излучения
из GaAs WS = f(ħωs), кривая 2 – основание спектра
света накачки Wex = f(ħωex).
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Рис. 3. Хронограммы импульсов накачки Iex(t) (кри-
вая 1) и избранных s-компонент Is-m(t) с различными
энергиями фотона: ħωs = 1.406 (2), 1.396 (3), 1.387 эВ
(4). Хронограмма интегрального по спектру s-излуче-
ния IΣ(t) (кривая 5).
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структуре плоские однородные волны s-излучения,
называемые парциальными, двигаются зигзагооб-
разно, отражаясь от гетерограниц. Две наиболее ин-
тенсивные парциальные волны s-компоненты с
длиной волны в вакууме λ0, распространяясь в диа-
метральном направлении в слое GaAs под углом β
к гетерограницам навстречу друг другу, формиру-
ют почти стоячую волну. Ее пучности составляют
решетку, удовлетворяющую граничным услови-
ям, выявленным в [21]. Для получающейся ре-
шетки пучностей угол β должен удовлетворять со-
отношению

(3)

где d – толщина слоя GaAs, k – целое число, отчего
решетка (точнее, угол β) может меняться только
дискретно, что и подтвердилось экспериментально.
Принимая для оценки, что k = 1, λ0 = 0.886 мкм,
n0 = 3.6 – показатель преломления, получаем β ≈
≈ 4.7°. Решетка узлов подобна решетке пучно-
стей, но сдвинута в диаметральном направлении
на λ0/4n0cosβ. Пучности создают локальные макси-
мумы распределения интенсивности s-излучения в
пространстве. В них заселенность энергетических
уровней зоны проводимости обедняется s-излу-
чением по сравнению с заселенностью в местопо-
ложении локальных минимумов интенсивности,
т.е. узлов. В результате возникает модуляция рас-
пределения в пространстве плотности n неравно-
весных электронов. Из-за зависимости показателя
преломления n0 от плотности n возникает аналогич-
ная модуляция n0 в пространстве, которую можно
рассматривать как модификацию брэгговской ре-
шетки.

Положительная обратная связь (ПОС) для из-
лучения создается брэгговской решеткой, когда
волна, рассеиваясь на периодических неоднород-
ностях, меняет направление распространения на
обратное. При этом все отраженные волны должны
быть синфазны и интерферировать конструктивно.
Условие такого отражения от периодической струк-
туры выполняется для лучей обоих направлений. В
результате возникают две связанные волны оди-
наковой частоты, распространяющиеся в проти-
воположных направлениях. Таким образом, пе-
риодическая решетка создает обратную связь в
обоих направлениях и на всей протяженности ре-
шетки. Этот эффект реализуется, если один из
оптических параметров среды промодулирован в
направлении распространения волны по какому-
либо периодическому закону, причем период а мо-
дуляции удовлетворяет условию Вульфа–Брэгга

(4)

где m1 – целое число. В направлении вдоль любой
из траекторий, для которых угол β удовлетворяет
соотношению (3), набор перпендикулярных ей

0 0sin (2 ),k n dβ = λ

1 0 0( ,)2a m n= λ

пучностей и узлов вызывает осцилляции n0 в про-
странстве с периодом

(5)

Выражение (5) – это условие Вульфа–Брэгга для
m1 = 1. Следовательно, набор пучностей и узлов
наводит брэгговскую решетку модуляции показа-
теля преломления n0, создающую ПОС для s-ком-
поненты с длиной волны λ0, движущейся перпен-
дикулярно плоскостям этой решетки. Благодаря
ПОС эта s-компонента усиливается и создает ло-
кальный максимум (ЛМ) на спектре s-излучения.
Брэгговская решетка должна способствовать по-
явлению в спектре излучения помимо ЛМ при λ0
еще других ЛМ, приблизительно разделенных с
ним интервалами, кратными

(6)

где l – длина участка траектории s-компонент,
движущихся под углом β, между двумя последова-
тельными их отражениями от гетерограниц, h – по-
стоянная Планка, c0 – скорость света в вакууме.

Так создается конструктивная интерферен-
ция, усиливающая определенные выше s-компо-
ненты. Во время максимума излучения распреде-
ленный брэгговский отражатель (РБО) “размы-
вается”, а на спаде излучения РБО образуется
вновь, но уже создающий ПОС для тех s-компо-
нент, для которых на фронте интерференция бы-
ла деструктивной и которые двигаются под слегка
отличным углом. В итоге все s-компоненты, ин-
тегральные по времени, распространявшиеся под
двумя углами, близкими к 4.7°, окажутся усилен-
ными созданной РБО конструктивной интерфе-
ренцией. По оценкам, опирающимся на экспери-
ментальные данные, коэффициент отражения
РБО этих s-компонент равен RB ≈ 0.36 при усло-
виях, указанных в работе [21].

В согласии с образованием РБО с k = 1 и β = 4.7°,
движение в слое GaAs наиболее интенсивной ча-
сти s-излучения под близким углом β ≈ 5° следо-
вало и из измеренной в [23] диаграммы направ-
ленности s-излучения (рис. 4). Согласно диаграмме
s-излучение максимальной энергии выходило из
торца образца под углом к гетерограницам ϕ ≈ 20°,
как и следовало по закону Снеллиуса: n0sinβ = sin ϕ.

4. ПОРОГ ВОЗНИКНОВЕНИЯ. СПЕКТР 
УСИЛЕНИЯ. СВЯЗЬ СТИМУЛИРОВАННОГО 

И СПОНТАННОГО ИЗЛУЧЕНИЙ, ДЛИНА 
УСИЛЕНИЯ s-КОМПОНЕНТ

При пространственно неоднородном, напри-
мер гауссовом, распределении интенсивности
света накачки по сечению ее луча длины усиле-
ния различных спектральных компонент излуче-
ния должны быть различны. Это схематически
пояснено на рис. 5. Он несколько сходен с рисун-

1 0 0( .)2a n= λ

( )B 0 02 эВ ,hc n lξ =
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ком из работы [24, рис. 1], в которой предполага-
лось, что неоднородное пространственное распре-
деление накаченных носителей возникает из-за
пространственно неоднородного распределения

интенсивности излучения при насыщении его
усиления и стационарной накачке. На рис. 5
представлен фрагмент (кривая 1) близкого к гаус-
сову распределения плотности неравновесных
носителей заряда n = p вдоль диаметра накачен-
ной области GaAs. В термодинамически неравно-
весном состоянии этой области единого уровня
Ферми для нее уже не существует, вместо него
вводятся квазиуровни Ферми для электронов μe и
для дырок μh (уже применявшиеся в разд. 1). С
появлением неравновесных носителей в зоне
проводимости и в валентной зоне происходит как
бы “расщепление” первоначального уровня Фер-
ми на два квазиуровня, μe и μh, каждый из кото-
рых смещается по направлению к своей зоне по
мере возрастания плотности носителей [25]. За-
висимость μe – μh = f(z) отображает кривая 2 на
рис. 5.

Когда при накачке разность квазиуровней
Ферми увеличится настолько, что превысит шири-
ну запрещенной зоны Eg, то создастся инверсия
населенности электронами таких энергетических
уровней зоны проводимости, при рекомбинации с
которых электроны будут излучать фотоны спек-
трального диапазона (2) [4].

Инверсная заселенность обусловливает усиле-
ние излучения стимулируемой им излучательной
рекомбинацией. Если при распространении вдоль
слоя GaAs излучения диапазона (2) усиление пре-
высит потери, то образуется стимулированное из-
лучение. Отсюда очевидно, что оно должно возни-
кать, когда энергия накачки достигнет порогового
значения, требуемого для образования в спектре

Рис. 4. Диаграмма направленности s-компоненты с
ħωs = 1.379 эВ; ϕ – угол, отсчитанный от нормали к
плоскости эпитаксиального слоя.
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Рис. 5. Схемы: (а) распределения в пространстве плотности носителей заряда (1), разности квазиуровней Ферми
(μe – μh) (2), ширины запрещенной зоны Eg (3), ожидаемых при гауссовом распределении интенсивности света накач-
ки по сечению ее луча (z – координата точки, лежащей на диаметре накаченной области GaAs, Dex – диаметр луча на-
качки); б – зависимости длины усиления L s-компоненты от энергии ее фотона ħω.
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фундаментального поглощения света области не-
обходимого усиления света. Оба условия выпол-
нялись для s-излучения. Пороговый характер об-
разования s-излучения был экспериментально
подтвержден, в частности, в работе [26] и на рис. 6.
На рисунке – dex = Wex/S – плотность энергии на-
качки, ds = Ws/S – плотность интегральной по
времени энергии s-компоненты, Ds = Ws-Σ/S –
плотность энергии s-излучения (Ws-Σ – инте-
гральная по спектру и во времени энергия s-излуче-
ния, S = ). На рис. 7 [27] символами и кривой
3 показан спектр коэффициента поглощения зон-
дирующего импульса света α(ħω), включающий
область усиления и измеренный при времени за-
держки τd = –3 пс.

Из-за кулоновского взаимодействия носите-
лей происходит перенормировка (сужение) за-
прещенной зоны [28]

(7)

2
ex 4Dπ

1 3~ .gE nΔ

Перенормировка запрещенной зоны наблюда-
лась в ряде наших работ, в частности в [29]. C уче-
том перенормировки зависимость Eg(z) выглядит
подобно кривой 3 на рис. 5. Замкнутая область,
ограничиваемая кривыми 2 и 3, удовлетворяет
условию (2) и позволяет представить, как меняет-
ся длина усиления L s-компоненты при измене-
нии энергии ее фотона ħω. Соответствующую
форму зависимости L(ħω) схематично иллюстри-
рует кривая на рис. 5б. Спектр длин усиления
L(ħω) был определен в [27] и уточнен в [30] следу-
ющим образом.

На рис. 7 показаны интегральные по времени
экспериментальные спектры: стимулированного
излучения Ws(ħω), кривая 1, и спонтанного излу-
чения Wsр(ħω), кривая 2. Была измерена часть
спонтанного излучения, выходившего приблизи-
тельно ортогонально плоскости эпитаксиальных
слоев настолько совершенной гетероструктуры,
что рассеиваемая в том же направлении часть сти-
мулированного излучения была много меньше.
Указанный выше спектр Ws(ħω) в действительности
является суммой спектров стимулированного и
спонтанного излучений. В том спектральном диа-
пазоне, где усиление излучения значительно, вкла-
дом спонтанного излучения пренебрегалось из-за
его малости по сравнению со стимулированным
излучением. Но та коротковолновая часть спек-
тра Ws(ħω), где усиления нет, а есть поглощение
света, представляет собой спонтанное излучение.
То есть в этой “коротковолновой” спектральной об-
ласти спектры Ws(ħω) и Wsр(ħω) должны быть оди-
наковы. Чтобы это выполнялось, спектр Wsр(ħω),
измеренный еще в 1996 г. в другой работе нежели
спектр Ws(ħω), был соответственно отнормирован.
В том, что на рис. 7 коэффициент α = 0 при ħω =
= 1.42 эВ, а спектры еще немного отличались, по-
ка было ħω ≤ 1.434 эВ, нет противоречия. Дело в
том, что вблизи последней энергии фотона была
сначала расположена коротковолновая граница
мгновенного спектра стимулированного излуче-
ния, которая со временем из-за перенормировки Eg
сдвигалась вместе со спектром в длинноволновую
сторону [20]. Спектр усиления 3 (при α < 0) был из-
мерен, когда его коротковолновая граница уже
сместились в длинноволновую сторону до ħω ≈
≈ 1.42 эВ.

Экспериментальный спектр усиления отлича-
ется “выжженным” s-излучением провалом от
того расчетного спектра, кривая 4 на рис. 7, какой
бы был при фермиевском распределении носите-
лей заряда. Наличие провала свидетельствует о
насыщении усиления, в условиях которого излу-
чение должно усиливаться, не экспоненциально,
а линейно согласно [5, 6]. Этому отвечает и то,
что, как описано далее в разд. 13, на фронте ин-
тенсивность s-излучения только в самом начале
растет экспоненциально, а затем интенсивность

Рис. 6. Зависимости плотности интегральной по
спектру энергии s-излучения Ds (a), плотности энер-
гии s-компоненты ds при ħωs = 1.39 (б) и 1.42 эВ (в) от
плотности энергии возбуждающего импульса dex при
ħωex= 1.485 эВ и Dex = 0.2 (1), 0.7 мм (2).
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увеличивается со временем линейно. В согласии с
этим и с рассмотрением провала в [3] очевидно,
что насыщение усиления имеет место на протяже-
нии большей части времени s-излучения, и поэтому
можно принять, что приближенно при ħω < 1.42 эВ
выполняется соотношение

(8)

Получаемый с помощью (8) спектр длины усиления

(9)

представлен на рис. 7 (кривая 5). Установлено,
что s-компонента, длина усиления которой равна
диаметру Dex, расположена в области максимума
спектра s-излучения (разд. 12). Как показано на
рис. 7 (штрихпунктир), подобное справедливо для
полученного спектра длин усиления. Этим допол-
нительно подтверждается его реалистичность.

В работе [30] в выражение, связывающее Ws,
Wsр, α и L, был добавлен член, учитывающий ко-
эффициент RB отражения s-излучения, создавае-
мого РБО (см. разд. 3). Выражение, из которого
стало определяться L, приобрело вид

(10)

Спектр длины усиления s-компоненты L(ħω) с
поправкой на коэффициент RB приведен далее.

Приемлемость сделанной поправки и включа-
ющего ее выражения (10) для оценки L была до-
казана еще и удовлетворительным совпадением в

sp.sW LW≈ −α

sp( ) ( )sL W W f ћ≈ −α = ω

sp(1 ) .s BW W R L= −α +

[30] следующих трех зависимостей характерного
времени релаксации:

1) s-излучения, интегрального по спектру, в
функции от диаметра луча накачки Dex, прирав-
ниваемого к диаметру активной области;

2) s-компоненты в функции от длины усиле-
ния L при RB ≈ 0.38;

3) другой s-компоненты в функции L при RB ≈
≈ 0.08.

Эти зависимости, подробно представляемые
далее в разд. 12, к тому же в хорошем согласии с
теорией определяют остаточное характерное вре-
мя релаксации. Наконец, как будет видно далее,
оцениваемые по (10) значения L позволяют пред-
ставить экспериментальные зависимости различ-
ных параметров s-излучения и его компонент в
достаточно простой и объяснимой аналитиче-
ской форме. Вышеописанное к тому же эмпири-
чески подтверждает реалистичность представле-
ния стимулированного излучения как усиленного
спонтанного.

5. НАСЫЩАЮЩЕЕСЯ СУЖЕНИЕ СПЕКТРА 
СОБСТВЕННОГО ИЗЛУЧЕНИЯ GaAs

По мере увеличения плотности dex заселен-
ность электронов на дне зоны проводимости ста-
новится инверсной. Когда созданное инверсией
усиление спонтанного излучения превысит поте-
ри, тогда появится s-излучение. Сначала оно со-

Рис. 7. Интегральные по времени спектры: кривая 1 – энергии симулированного излучения Ws(ħω), кривая 2 – энер-
гии спонтанного излучения Wsp(ħω); кривая 3 – спектр поглощения зондирующего импульса света, измеренного при
τd = –3 пс, α(ħω); кривая 4 – расчетный спектр поглощения при фермиевском распределении ЭДП; кривая 5 – спектр
длины усиления L.
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здает на длинноволновом склоне спектра спонтан-
ного излучения узкий выступ, который становится
максимумом спектра ds(ħωs), при дальнейшем
увеличении dex s-излучение, как и создаваемый им
максимум, растет, составляя все большую часть
спектра ds(ħωs) (см. [26], рис. 3б, 3а). Это сопро-
вождается уменьшением ширины на полувысоте
(FWHM) Δħωs указанного спектра. По мере уве-
личения dex уменьшение Δħωs замедляется и до-
стигает насыщения (рис. 8).

Как видно из рис. 8, при изменении диаметра
Dex зависимость Δħωs(dex) менялась. При большем
диаметре Dex = 0.7 мм уменьшение Δħωs при уве-
личении dex происходило существенно быстрее, и
насыщение зависимости Δħωs(dex) наступало при
меньшей dex, чем при Dex = 0.2 мм. Однако изме-
нение диаметра Dex не влияло на то значение Δħωs ≈
≈ 23 мэВ, при котором уменьшение Δħωs насыща-
лось. С последним значением Δħωs, при котором
s-излучение уже определенно доминирует над
спонтанным излучением, удовлетворительно со-
гласуется значение Δħωs = 24 мэВ для спектра s-
излучения [20, рис. 5, кривая 2]. Результаты изме-
рений зависимостей Δħωs = f(dex) при диаметрах
Dex = 0.2 и 0.7 мм представлены рис. 8 (вставка) в
виде функции Δħωs = f(dexDex). Обнаруживается,
что при обоих диаметрах экспериментальные
точки ложатся приблизительно на одну кривую.
Каждую из трех зависимостей, представленных
на рис. 8, грубо можно аппроксимировать экспо-
нентой (на рисунке не показано).

Ширина Δħωs-m спектров s-излучения в разные
моменты времени внутри интервала t = 6…32 пс,
тоже не превышала 24 мэВ в работе [20, рис. 3].
Уменьшение Δħωs при увеличении диаметра Dex и
фиксированной dex, представленное на рис. 9, на-
блюдалось в [16]. Видно, что зависимость
Δħωs(Dex) не противоречит эмпирической зависи-
мости Δħωs(dexDex).

О ширине δħωs основания (по уровню 0.1 ампли-
туды) спектра излучения, когда в нем доминирует s-
излучение, получены следующие данные. В работе
[20] ширина δħωs-m основания мгновенных спек-
тров s-излучения, измеренных в реальном времени,
не выходила за пределы 37…43 мэВ, хотя ширина
δħωs основания спектра, интегрального по време-
ни, составила 49 мэВ. Последнее, по-видимому,
связано с перенормировкой Eg из-за кулоновско-
го взаимодействия носителей, очевидной из экс-
периментальных графиков, приводимых ниже, из
рис. 5 в [31] и др. В [31] при возрастании ħωех и
фиксированной в каждой серии измерений плот-
ности dex максимальная ширина δħωs спектров
излучения была в пределах 45…39 мэВ. Значения
dex для разных серий отличались в шесть раз или
менее. В упомянутых работах диаметр луча накач-
ки составлял Dex = 0.6 и 0.5 мм соответственно.

Объяснение приблизительного насыщения
ширины спектра s-излучения гипотетически мо-
жет быть следующим. По мере увеличения Wex
интенсивность s-излучения и вынужденная ре-
комбинация носителей (ВРН) растут. На каком-

Рис. 8. Зависимость ширины Δħωs спектра s-излучения от dex при ħωex = 1.485 эВ и Dex = 0.2 (1) и 0.7 мм (2); на вставке –
соответствующие зависимости Δħωs от произведения dexDex.
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то этапе этого роста начнется требуемое для ба-
ланса ВРН и ЭТН обеднение инверсной населен-
ности электронов по сравнению с той, которая бы
была при их фермиевском распределении на дне
зоны проводимости. Иными словами, произойдет
“выжигание дыры” в области усиления в спектре
поглощения света. Образующееся обеднение, или
провал, населенности транслируется с периодом
ħωLO вверх по зоне проводимости (ħωLO – энергия
продольного оптического (LO) фонона). Когда
ширина провала в инверсной населенности до-
стигнет ħωLO, то выше в зоне проводимости конец
каждого провала совместится с началом следую-
щего и дальнейшее уширение провалов прекра-
тится (насытится) [32, рис. 1]. После этого инвер-
сия населенности будет сконцентрирована в ос-
новном внутри области шириной ~ħωLO.

В итоге из-за трансляции обеднения инверс-
ной населенности, требуемого для баланса ВРН и
ЭТН, ширина спектра усиления и основания
мгновенного спектра s-излучения не будет пре-
вышать ΔLO ≈ 40 мэВ, что не противоречит приве-
денным выше значениям δħωs в экспериментах,

LO LO( )1 ,e hћ m mΔ ≈ ω +

где me и mh – эффективные массы электрона и тя-
желой дырки соответственно. Описанная гипоте-
за согласуется также с экспериментально наблю-
давшейся “дырой” в области усиления и с ее
трансляцией в спектре фундаментального погло-
щения света, ограничивающей полосу усиления
шириной ΔLO (см. рис. 7). Согласуется гипотеза
еще и с тем выводом анализа измеренных спек-
тров просветления в работе [13] (cм. разд. 1), что
при s-излучении ширина спектральной области,
где свет усиливается, ограничивалась величиной
38 мэВ ~ΔLO. При поддерживаемой приблизительно
фиксированной ширине основания δħωs ≈ 40 мэВ
спектр s-излучения имеет квазигауссову форму
(рис. 10, кривая 1), в соответствии с которой ши-
рина спектра на полувысоте и должна быть, как
наблюдалось в эксперименте, Δħωs ≈ 23 мэВ.

Насыщающееся сужение ширины Δħωs спек-
тра s-излучения при неизменной плотности dex
энергии накачки и возрастании диаметра ее луча
Dex можно связать, тоже гипотетически, и со сле-
дующим. Интенсивность накачки была макси-
мальной в центральной части накачиваемой об-
ласти, и там она была приблизительно одинако-
вой при всех Dех. Пусть s-излучение движется с
каждого участка у наружной границы накаченной
области по диаметру, при этом большую часть пу-
ти в режиме насыщения усиления. Все лучи, диа-
метрально пересекающие накаченную область,
фокусируются в ее центре. Благодаря этому в цен-
тральной части накаченной области s-излучение
имеет максимальную интенсивность. При увели-
чении Dех в накаченной области будет возрастать
разогрев носителей заряда s-излучением, замед-
ляющий их остывание. Влияние этого замедле-
ния на скорость ВРН, среднюю по активной об-
ласти, оказывается сильнее, чем насыщающегося
усиления s-излучения (см. далее, разд. 9). Об этом
свидетельствует уменьшение максимальной ин-

Рис. 9. Зависимость от диаметра Dex: а – ширины
спектра s-излучения Δħωs, б – энергии фотона ħωе ≈
≈ Eg (1) и максимальной плотности носителей nmax (2).
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тенсивности IΣ-max s-излучения, средней по актив-
ной области, при увеличении Dех (см. далее
разд. 11). Но в центральной области скорость
ВРН будет расти пока Dex < Db ≈ 0.7 мм. Этот рост
вызван тем, что от той добавки к площади актив-
ной области, которая создается при увеличении
Dех, возникает дополнительный вклад в интенсив-
ность s-излучения в его фокусе. И пока Dех < Db,
этот вклад преобладает над указанным выше
ослаблением s-излучения из-за возрастания разо-
грева носителей. Происходящее таким образом
при увеличении Dех до Db возрастание интенсив-
ности s-излучения в центре области приводит к
уменьшению ширины спектра s-излучения и на-
сыщению при δħωs ≈ ΔLO, Δħωs ≈ 23 мэВ подобно
тому, как описано выше для следствия увеличе-
ния Wex. При Dех > Db указанное уменьшение ин-
тенсивности s-излучения из-за разогрева носителей
становится доминирующим уже и в центре области.
Из-за этого скорость ВРН чуть уменьшалась, а ши-
рина спектра незначительно возрастала (рис. 9а).
Отметим далее еще два подтверждения формиру-
ющемуся представлению.

Энергия фотона ħωе, условно определяющая
длинноволновый край спектра s-излучения, и
оцениваемая из него (см. разд. 7), максимальная в
активной среде (и расположенная в ее центре)
плотность nmax носителей менялись при увеличении

Dех (см. рис. 9б, кривые 1 и 2). На том же рисунке
видно, что изменение nmax с Dех имеет сходство с из-
менением Δħωs. Это, в свою очередь, соответствует
согласованности изменения nmax и Δħωs согласно
схеме на рис. 5.

На рис. 8 при dex ≈ 56 отн. ед. ширина Δħωs при-
мерно одинакова при Dex 0.2 и 0.7 мм. Поэтому
исходя из отмеченного подобия графиков
nmax(Dex) и Δħωs(Dex) на рис. 9 можно предполо-
жить, что при указанных Dex и dex плотность nmax
будет приблизительно одинаковой. Этому соот-
ветствует приблизительное равенство как ампли-
туд просветления на зависимости lg(T1/T0) = f(τd)
в [33, рис. 1] при dex ≈ 56 отн. ед., так и ширины
Δħωs спектров s-излучения в [33, рис. 5] для двух
указанных диаметров. Одновременно подтвер-
ждается определение nmax на основании измерен-
ной ħωе.

Наблюдавшееся насыщающееся сужение ши-
рины спектра s-излучения слоя GaAs, подвергну-
того оптической пикосекундной пространствен-
но неоднородной накачке, имеет некоторое сход-
ство с сужением спектра в теории [5] излучения в
лазерной среде без резонатора при стационарной
пространственно однородной накачке. В работе
[5] получалось, что увеличение интенсивности
излучения при возрастании длины l1 его пути в
одномерной активной среде приводит к про-
странственной неоднородности его усиления и
изменению ширины его спектра. Согласно [5]
ширина неоднородно суженной линии, что бли-
же к нашему случаю, по мере увеличения Zh = ghl1
до ~ 10 (gh – коэффициент ненасыщенного усиле-
ния) сужается и затем возрастает приблизительно
до исходного уровня. В нашем же случае последу-
ющее возрастание ширины спектра было незна-
чительным. Хотя, судя по обсуждаемым ниже гра-
фикам δħωs(ħωех) (рис. 11), при увеличении ħωех
зависимость Δħωs(dex) может несколько изме-
ниться (минимум стать глубже) по сравнению с
показанной на рис. 8. Так что пока нам не извест-
на теория, точно объясняющая изменение Δħωs
при увеличении dex или Dex, экспериментально
обнаруженное при пикосекундной накачке с про-
странственно неоднородной интенсивностью.
Подчеркнем еще, что наблюдавшееся сужение
спектра s-излучения при увеличении плотности
энергии возбуждающего импульса противопо-
ложно тому, что происходило бы, если излучение
было бы спонтанным. Спектр спонтанного излу-
чения согласно расчетам [34] становится шире и
распространяется в коротковолновую область
при усилении накачки полупроводника.

Дополним уже сказанное выше о работе [31],
где была измерена зависимость δħωs(ħωех) (см.
рис. 11). Изменение δħωs по мере возрастания ħωех

Рис. 11. Зависимость ширины спектра δħωs от энер-
гии фотона ħωех при энергии накачки Wex = 0.1 (1),
0.2 (2), 0.4 (3), 0.6 отн.ед. (4).
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можно интерпретировать следующим образом.
Сначала образование стимулированного излуче-
ния приводит к уменьшению δħωs. Малости δħωs
способствует близость энергетического уровня,
на который накачивались электроны, к краю зо-
ны проводимости, ограничивающая ширину по-
лосы инверсии населенности. Далее этот уровень
отодвигается от края зоны, и ширина полосы ин-
версии растет. Ее росту способствует и возраста-
ние плотности накачиваемых носителей при уве-
личении ħωех. Рост δħωs насыщался, достигнув
значения δħωs ≈ 40 мэВ. При еще больших ħωех,
по-видимому, возрастающий разогрев накачива-
емых электронов приводит к сужению полосы
инверсии и δħωs. При Wex = 0.1 отн. ед. зависи-
мость δħωs(ħωех) (рис. 11, кривая 1) была модули-
рована с периодом ΔLO, по-видимому, вследствие
ВКР (вынужденного комбинационного рассея-
ния) света накачки, происходившего с участием
LO-фононов. При увеличении Wex от 0.1 до
0.2 отн. ед. и фиксированной ħωех > 1.47 эВ шири-
на δħωs возрастала, видимо, из-за увеличения
плотности носителей. При дальнейшем увеличе-
нии Wex > 0.2 отн. ед. зависимость δħωs(ħωех) на
рис. 11 почти не менялась. Отметим, что при
ħωех = 1.485 эВ возрастание δħωs при увеличении
Wex от 0.1 до 0.2 отн. ед. небольшое и с ним согла-
суется некоторое возрастание Δħωs при увеличе-
нии dex > 20 отн. ед., наблюдавшееся при накачке
с этой энергией фотона (см. рис. 8).

Таким образом, эмпирически установлено:
а) следуя какой закономерности (ее можно грубо
аппроксимировать экспонентой) и до какого пре-
дела уменьшение ширины спектра усиленного
спонтанного излучения происходит при увеличе-
нии энергии и диаметра луча импульса накачки;
б) роль изменения энергии и диаметра приблизи-
тельно эквивалентна; в) при фиксированной
плотности энергии накачки и увеличении диа-
метра изменение ширины спектра и изменение
плотности носителей происходят одно подобно
другому; г) насыщенная ширина основания спек-
тра излучения близка к ΔLO; д) как на ширину
спектра влияет энергия фотона накачки; видно,
что до насыщения ширины спектра на нее влияет
много факторов.

Интерпретация этих спектральных явлений s-
излучения, согласующихся с другими эффектами
s-излучения, пока только качественная, гипоте-
тическая и неполная.

6. ПОРОГОВОЕ СОСТОЯНИЕ ЭДП, 
СВЯЗЫВАЮЩЕЕ ЕЕ ПЛОТНОСТЬ 

С ТЕМПЕРАТУРОЙ

Как показано в [1 и др.], s-излучение поддер-
живает ЭДП в состоянии, близком к пороговому,

поскольку ограничивает плотность носителей. В
пороговом состоянии расстояние между квази-
уровнями Ферми электронов μe и дырок μh равно
ширине запрещенной зоны Eg, и выполняется
условие электронейтральности:

(11)

где p – суммарная плотность тяжелых и легких
дырок; n, nΓ и nL – плотность электронов соот-
ветственно полная и в долинах Γ6 и L6. В прибли-
жении (11) возникает взаимосвязь между плот-
ностью n и температурой Тс ЭДП [35] (рис. 12,
кривая 1), там же представлена эксперименталь-
ная зависимость, близкая к расчетной (символы 3,
4). Последнее подтверждает допустимость при-
ближения, что во время s-излучения можно счи-
тать ЭДП находящимся в пороговом состоянии.
Экспериментальные значения n и Tc были получе-
ны в работах [10, 13] с помощью подгонки расчет-
ных спектров просветления к эксперименталь-
ным. Расчетная и экспериментальная зависимости
удовлетворительно аппроксимируются зависи-
мостью [36]

(12)

(k = const) с незначительно отличающимися nth –
пороговой для возникновения s-излучения плот-
ностью ЭДП и TR.

L, ,e h gE n n n pΓμ − μ ≈ = + =

( )3 2
th c Rn n k T T− = −

Рис. 12. Расчетная (кривая 1) и экспериментальная
(точки 3 [10] и 4 [13]) зависимости полной плотности
электронов n от температуры Tc, кривая 2 – зависи-
мость плотности электронов nΓ в долине Γ6 от темпе-
ратуры Tc; кривая 5 – аппроксимация эксперимен-

тальных данных 3, 4 зависимостью n ~ .
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Прямое подтверждение взаимосвязи плотно-
сти n с температурой Tc получено в работе [37].
Было измерено просветление lg(T1/T0) в зависи-
мости от времени задержки τd при облучении
GaAs наряду с возбуждающим импульсом одно-
временно дополнительным греющим импульсом
с энергией фотона ħω < Eg. Обнаружено, что на
зависимости

существенно увеличивался обратимый вклад (см.
[37, рис. 2] или [1, рис. 15]). Этот результат пока-
зал, что обратимый вклад в просветление связан с
обратимым разогревом ЭДП и соответствующим
увеличением ее плотности, которое обеспечивает
выполнение условия (11). Здесь можно упомянуть
еще и следующее подтверждение. В [38] было об-
наружено, что величина просветления в области

1 0( ) ( )lg dT T f= τ

значительных обратимых изменений прозрачно-
сти GaAs определяется интенсивностью возбуж-
дающего импульса и практически не зависит от
предшествующего светового воздействия на об-
разец [1, рис. 19, 20].

7. ЗАВИСИМОСТЬ ДЛИННОВОЛНОВОЙ 
ГРАНИЦЫ СПЕКТРА ОТ ПЛОТНОСТИ 

ЭНЕРГИИ s-ИЗЛУЧЕНИЯ, 
ОТОБРАЖАЮЩАЯ ПЕРЕНОРМИРОВКУ 

ЗАПРЕЩЕННОЙ ЗОНЫ 
ИЗ-ЗА КУЛОНОВСКОГО 

ВЗАИМОДЕЙСТВИЯ НОСИТЕЛЕЙ
В работе [35] была экспериментально обнару-

жена связь между длинноволновой границей ħωe
спектра и плотностью Ds энергии s-излучения.
Зависимость ħωe(Ds) представлена на рис. 13 при
различных параметрах возбуждающего импульса
света (табл. 1).

Изменение параметров возбуждающего им-
пульса, естественно, сопровождалось изменени-
ем плотности и температуры ЭДП, тогда как
разогревом кристаллической решетки можно
пренебречь. Примеры интегральных по времени
спектров s-излучения иллюстрирует в полулога-
рифмическом масштабе рис. 14 [35]. Видно, что
длинноволновый склон спектра сдвигается в
длинноволновую сторону при увеличении пло-
щади под спектральной кривой, т.е. при увеличе-
нии энергии Ws-Σ, а значит, и плотности Ds. Сдвиг
длинноволнового края спектра характеризовался
изменением условно определявшей этот край
энергии фотона ħωe. Она определялась из усло-

вия, что при энергии фотона ħωe величина 
имеет фиксированное значение, немного превы-
шающее нулевое (см. рис. 14). Аналогичный ме-
тод определения края спектра ħωe использовался
в работах [39, 40].

Предполагалось, что ħωe ≈ Eg и, соответствен-
но, сдвиг длинноволнового края спектра отобра-
жает сужение ΔEg запрещенной зоны, происходя-
щее из-за кулоновского взаимодействия между
носителями заряда [40, 41]. Оценки, выполнен-
ные с помощью формул, приведенных в [42], по-

2
exsW D

Рис. 13. Экспериментальные зависимости энергии
фотона ħωe (точки 1–6) от плотности энергии s-излу-
чения Ds при различных параметрах возбуждающего
импульса света (табл. 1); расчетная зависимость ши-
рины запрещенной зоны Eg от плотности n при поро-
говом состоянии ЭДП (сплошная кривая).
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Таблица 1. Параметры возбуждающего импульса света (см. рис. 13)

Номер кривой на рис. 13 Dex, мм dex, отн. ед. ħωex, эВ

1 0.2 1…5.6 1.485
2 0.2 5.5 1.424…1.502
3 0.35 2.5 1.449…1.516
4 0.35 7.4 1.434…1.516
5 0.35 25 1.423…1.528
6 0.7 1…4.5 1.485
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казали, что в сужение запрещенной зоны вклад
корреляционной энергии мал. Тогда, с учетом
только обменной энергии можно записать

(13)

где  и  – обменная энергия соответственно
электрона и дырки:

(14)

e – заряд электрона, ε = 12.85 – статическая ди-
электрическая проницаемость, η = 0.73 – коэф-
фициент, учитывающий “зацепление” легких и
тяжелых дырок [43]. Зависимость Eg = Eg0 + ΔEg(n)
была рассчитана по формулам (13), (14) и с учетом
незначительного вклада корреляционной энер-
гии. Этот расчет сделан в приближении порого-
вого состояния ЭДП, при котором плотность,
температура и распределение неравновесных
электронов по долинам однозначно взаимосвязаны
(см. разд. 6). Обнаружилось, что график рассчитан-
ной зависимости Eg(n) и график зависимости
ħωe(Ds) можно совместить так, что они будут пред-
ставлены одной сплошной кривой (см. рис. 13). Для
“привязки” расчетной зависимости Eg(n) к экспе-
риментальной ħωe(Ds) принималось, что Eg = ħωe =
= 1.382 эВ при n ≈ 1.32 × 1018 см–3. Тогда ширина
запрещенной зоны невозбужденного GaAs будет
равна Eg0 = 1.407 эВ, что примерно согласуется с
энергией фотона длинноволнового края спектра
излучения “невозбужденного” GaAs [44, 45].
Указанное совпадение расчетной и эксперимен-
тальной зависимостей получено, несмотря на то
что в расчете не учитывалось изменение обменной
энергии с температурой, как и в [40, 46]. Видимо,
это не приводит к существенным погрешностям в
наших условиях, когда электроны вырождены, а со-
стояние дырок промежуточное между вырожден-
ным и больцмановским. Зависимость Eg(n) оказа-
лась слабой при больших плотностях n. Это свя-
зывается с тем, что при наличии s-излучения
увеличение плотности n приводит к увеличению
температуры ЭДП, так что все большая часть элек-
тронов оказывается в L6-долине, тогда как сужение
запрещенной зоны определяется в основном элек-
тронами Γ6-долины (см. рис. 12). Удовлетворитель-
ное совпадение указанных экспериментальной и
расчетной зависимостей свидетельствует в пользу
правильности этого предположения.

Значение ħωe соответствует максимально до-
стигавшемуся во время s-излучения сужению Eg,
происходившему, когда плотность фотогенери-
рованных пар электронов и дырок становилась
максимальной. Поэтому из описанного совпаде-
ния зависимостей ħωe(Ds) и Eg(n) вытекает эмпи-
рический вывод, что при Dex = 0.2…0.35 мм плот-

( )ex ex4 3 ,e h
gE E EΔ = +
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eE ex

hE

1 32 2
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1 32 2
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,
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E e p
Γ= − π πε

= − η π πε

ность энергии s-излучения Ds приближенно про-
порциональна плотности фотогенерированных
пар электронов и дырок, максимально достигав-
шейся во время импульса s-излучения:

(15)
При Dex = 0.7 мм наблюдалось систематическое
отклонение экспериментальных точек ħωe(Ds) от
расчетной зависимости Eg(n). Отклонение воз-
растало при увеличении Ds. Правильность зави-
симости Eg(n) подтверждена в данном обзоре еще
и разнообразными примерами согласования экс-
периментальных зависимостей с теми расчетны-
ми, которые были получены при использовании
указанной Eg(n). Отмеченное отклонение вызва-
но описанным в разд. 5 уменьшением максималь-
ной плотности носителей nmax при увеличении Dex
(см. рис. 9, кривая 2). То есть отклонение указы-
вает на то, что соотношение между Ds и nmax зави-
сит еще и от диаметра Dex.

Подобие зависимостей ħωe(Ds) и Eg(n) подтвер-
ждает и демонстрирует перенормировку запрещен-
ной зоны из-за кулоновского взаимодействия но-
сителей, а также подтверждает правомочность при-
ближения порогового состояния ЭДП.

Отметим, что изменение ширины запрещен-
ной зоны Eg в GaAs исследовалось в заметном
числе работ (см., например, [28, 39, 40, 46–49]).
Во всех этих работах температура носителей заря-
да не поднималась выше 300 К, электроны зоны
проводимости считались сосредоточенными в
Γ6-долине, и при этих условиях не должно быть
интенсивного стимулированного излучения. Так
что в указанных работах не рассматривали изме-

max max -max L-max .~sD p n n nΓ= = +

Рис. 14. Спектры s-излучения при Dex = 0.35 мм: кри-
вая 1 – dex = 2.5 отн. ед., ħωex = 1.455 эВ; 2 – dex =
= 2.5 отн. ед., ħωex = 1.485 эВ; 3 – dex = 7.4 отн. ед.,
ħωex = 1.455 эВ; стрелками отмечено положение
длинноволнового края спектров ħωe.
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нение Eg в описанном выше аспекте (при s-излу-
чении и пороговом состоянии ЭДП).

8. ВКР С УЧАСТИЕМ 
ОПТИЧЕСКИХ ПЛАЗМОНОВ

Допустимость использования приближения
“порогового” состояния ЭДП подтвердилась и в
обнаруженном ВКР света накачки и s-излучения,
происходившем при участии связанных колебаний
оптического плазмона и LO-фонона (далее – опти-
ческий плазмон). В работе [50] изучалось измене-
ние спектра Ws(ħωs) s-излучения при изменении
энергии фотонов накачки ħωex и фиксированной
плотности dex энергии возбуждающего импульса.
На кривых зависимости энергии в максимуме
спектра  от ħωex была обнаружена ступенеоб-
разная особенность. При изменении плотности
dex изменялась энергия фотона накачки, при ко-

торой располагалась на зависимости (ħωex)
вершина особенности (рис. 15а). Вершиной счи-
тается та точка особенности (излома) на спектре,
где располагается максимум отрицательной кри-
визны. Эти особенности были интерпретированы
как следствие усиления s-излучения в результате
названного выше ВКР. Из условия ħωe ≈ Eg(n) бы-
ла определена по графику рис. 13 максимальная
плотность n пар электронов и дырок при энергии
возбуждающего фотона ħωex. На рис. 16 представ-
лена экспериментальная зависимость разности
ħωex –  от n при трех плотностях dex энергии

возбуждающего импульса (  – энергия фото-
на, при которой располагается максимум спектра

M
sW

M
sW

m
sω

m
sω

s-излучения). На рис. 16 также представлена рас-
считанная по формуле (16) зависимость энергии
оптического плазмона ħωop от плотности n. От-
клонение выделенных экспериментальных точек
от этой расчетной зависимости незначительно.
Таким образом, для найденных значений n экспе-
риментально определенные энергии оптического
плазмона ħωоp не противоречили расчетной зави-
симости ħωоp(n). ВКР представлялось как верти-
кальный переход электрона, происходящий при
поглощении им фотона накачки, из максимума
валентной зоны в виртуальное состояние зоны
проводимости, затем переход этого электрона на
дно зоны проводимости с излучением плазмона и
переход электрона в валентную зону с излучени-
ем фотона. Переход (первый) электрона именно
в виртуальное состояние объясняется требова-
нием выполнения закона сохранения волновых
векторов.

Напомним, что на начальном этапе спонтан-
ного комбинационного рассеяния света накачки
генерируется стоксова гармоника, и ее интенсив-
ность растет линейно. Когда начинается ВКР,
интенсивность стоксовой гармоники растет ква-
зиэкспоненциально. На следующем этапе возрас-
тание стоксовой гармоники стремится к насыще-
нию. График, иллюстрирующий такое изменение
стоксовой гармоники при ВКР, взятый из [51],
представлен на рис. 15б. Дополнительный вклад в
s-излучение, создаваемый ВКР, обозначен ,
выделен на рис. 15а и отложен в функции Wex на

рис. 15б. Видно, что зависимость (Wex) име-
ет вид, типичный для ВКР с насыщением.

M
sWΔ

M
sWΔ

Рис. 15. Зависимость энергии  в максимуме спектра от энергии фотона ħωex (а) при Dex = 0.35 мм и плотности dex =
= 2.5 (1), 7.4 (2), 25 отн. ед. (3), стрелками указаны максимумы усиления s-излучения в результате ВКР; б – зависи-

мость  от Wex (1) и типичная зависимость интенсивности Ist стоксовой гармоники (кривая 2), усиливаемой ВКР
в кювете с нитробензолом длиной 10 см, от мощности лазерной накачки Ppump [51].

0.10

0.04

0.20

0

0

0.5

2

1
1.0

0.5 1.0

Wex, отн. ед.

Ppump, отн. ед.

ΔW
 M

, о
тн

. е
д.

sW
 M

, о
тн

. е
д.

s
1.2

0.8

0.4

0
1.40 1.44 1.48

×2.9

×1.7

1.52

3

2

1

"ωex, эВ

(б)(а)

ΔWs
M

I s
t, 

от
н.

 е
д.

105

103

101

10–1

M
sW

M
sWΔ



РАДИОТЕХНИКА И ЭЛЕКТРОНИКА  том 68  № 3  2023

СОБСТВЕННОЕ СТИМУЛИРОВАННОЕ ИНТЕНСИВНОЕ ПИКОСЕКУНДНОЕ... 227

Для расчета частоты связанных колебаний оп-
тического плазмона и LO-фонона ωop использо-
вались выражения (см., например, [52])

(16)

где  (см. ниже),  = 0.4m0, mhh = 0.62m0, mlh =
= 0.075 m0 – эффективные массы соответственно
электронов в долине Γ6 и в долине L6, тяжелых ды-
рок и легких дырок, m0 – масса покоя электрона,
ωLО = 292 см–1 и ωТО = 269 см–1 – частоты оптиче-
ских соответственно продольного и поперечного
фононов. Учитывалось изменение массы  =
= 0.074…0.088m0 при изменении n и Тc [53, ф-ла
(74)]. Приведенные значения эффективных масс
электронов и дырок являются реалистичными,
но их точное определение затруднительно по
многим причинам: из-за разброса эксперимен-
тальных результатов, полученных в разных рабо-
тах, из-за анизотропии масс (особенно в подзоне
тяжелых дырок и в долине L6), из-за непарабо-
личности и гофрирования энергетических зон,
из-за изменения “кажущейся” массы в результате
обменного взаимодействия [44, 54–56]. Анизо-
тропию масс следовало бы учитывать в соответ-
ствии с анизотропией волнового вектора плазмона,
излучавшегося при ВКР. Волновой вектор плаз-
мона равен разности волнового вектора возбуж-
дающего фотона, приблизительно ортогонально-
го слою GaAs (т.е. плоскости (100)), и волнового
вектора фотона s-излучения, преимущественно
параллельного поверхности слоя GaAs (т.е. лежа-
щего в плоскости (100)). Значение  для долины
L6 было выбрано с приближенным учетом указан-
ной анизотропии. При этом исходили из данных
о циклотронной массе Ge [57], поскольку в GaAs
и Ge эллипсоидальные изоэнергетические по-
верхности в L-долинах сходны.

Описанное исследование интегральных по вре-
мени спектров s-излучения, сконцентрированное
на проявлении в них ВКР с участием плазмонов,
еще раз экспериментально подтвердило следую-
щее. При пикосекундном s-излучении в GaAs допу-
стимо использование приближения порогового
состояния многокомпонентной ЭДП. В этом при-
ближении полная концентрация пар электронов и
дырок, температура носителей и распределение
электронов по долинам, сужение запрещенной зо-
ны из-за кулоновского взаимодействия носителей
становятся однозначно взаимосвязанными (см.
разд. 6 и 7). Кроме того, это исследование обнару-
жило активность s-излучения по отношению к
ВКР. В согласии с этим позднее проявилось ВКР
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с участием света накачки, s-излучения и LO-фо-
нонов [3].

9. СВЯЗЬ ХАРАКТЕРНЫХ ВРЕМЕН 
РЕЛАКСАЦИИ s-ИЗЛУЧЕНИЯ 

И ОСТЫВАНИЯ НОСИТЕЛЕЙ ЗАРЯДА

В работе [33] исследовалась пикосекундная ре-
лаксация обратимого просветления слоя GaAs.
Измеренная корреляционным методом накачки-
зондирования она отображала релаксацию заселен-
ности носителями заряда энергетических уровней,
располагавшихся в зонах проводимости и валент-
ной и связанных прямым оптическим переходом.
Характерное время той релаксации τb возрастало
при увеличении диаметра луча накачки Dex, про-
изводимого с сохранением плотности энергии
накачки dex. Предположительное объяснение воз-
растания τb с Dex базировалось, во-первых, на вза-
имосвязи плотности и температуры ЭДП в поро-
говом состоянии, во-вторых, на функциональной
зависимости характерного времени остывания
ЭДП в присутствии стимулированного излуче-
ния, теоретически определенной в [7]. В работе
[15] при одном диаметре Dex было измерено в ре-
альном времени s-излучение и обнаружено, что
оно релаксирует с характерным временем около
12 пс, совпадающем с его оценкой, которая тоже
базировалась на положениях, названных выше.

Рис. 16. Экспериментальная зависимость разности

ħωex –  от полной плотности n пар электронов и
дырок при Dex = 0.35 мм и dex = 2.5 (1), 7.4 (2), 25 отн. ед.
(3); обведены кружочками точки с максимальным
значением усиления s-излучения, вызванного ВКР
(соответствующие им точки на рис. 15а указаны
стрелками); сплошная линия – расчетная зависи-
мость кванта энергии ħωop связанных колебаний оп-
тического плазмона и LO-фонона от n.
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В [36] при фиксированной dex измерены зави-
симости от Dex: 1) спектра s-излучения, инте-
грального по времени; 2) характерного времени
τR релаксации s-излучения. Зависимость 1) поз-
волила определить ширину запрещенной зоны,
плотность и температуру неравновесных носите-
лей заряда в функции от диаметра Dex. Данные за-
висимостей 1) и 2) позволили выявить связь ре-
лаксации s-излучения с характерным временем τT
остывания носителей заряда, экспериментально
подтвердив аналитическое выражение характер-
ного времени τR релаксации интенсивности s-из-
лучения и плотности носителей заряда, основан-
ное на этой связи.

Диаметр Dex последовательно изменяли от 0.2
до 1.1 мм при dex = const. Измерение диаметра Dex
предварительно проводилось с помощью веб-ка-
меры. При каждом фиксированном Dex измеря-
лись хронограммы следующих импульсов: s-излу-
чения (интегрального по спектру) IΣ(t), накачки
Iex(t) и опорного (p) Ip(t). С помощью опорного
импульса определялось взаимное распределение
во времени импульсов накачки и s-излучения
(подробнее см. в [29]).

На рис. 17 представлены хронограммы s-излу-
чения при Dex = 0.21 и 1.1 мм. Хронограммы нор-
мированы на эффективный объем активной зоны
V =  (смысл нормировки пояснен далее).
Релаксацию s-излучения в некотором интервале
времени, в котором оно ослабевает более чем на
порядок, можно аппроксимировать как экспо-
ненциальную с характерным временем τR. Обна-

2
ex 4d Dπ

ружено возрастание τR при увеличении Dex в диа-
пазоне от 0.2 до 1.1 мм, насыщающееся в конце
этого диапазона (рис. 18).

Допустимо предполагать, что, во-первых, в
каждый момент времени вытекающая ортого-
нально эпитаксиальным слоям часть s-излучения
пропорциональна, как и все s-излучение, скоро-
сти cтимулированной излучательной рекомбина-
ции носителей заряда; во-вторых, что последняя
намного больше скорости других типов рекомби-
нации, которые поэтому можно не учитывать.
Тогда измерявшуюся в эксперименте хронограм-
му s-излучения IΣ(t) связывает с плотностью ЭДП
соотношение

(17)

Отсюда следует, что графики IΣ/V = f(t) на рис. 17
одновременно иллюстрируют относительное из-
менение со временем t скорости стимулирован-
ной рекомбинации для двух диаметров Dex

В некотором интервале времени, с некоего мо-
мента, обозначим его t0, наблюдается экспонен-
циальное уменьшение IΣ со временем t (см.
рис. 17). Это можно представить в виде

(18)

Соответственно, и скорость стимулированной
рекомбинации в том же интервале времени, учи-
тывая (17), уменьшается с тем же характерным
временем τR

(19)

Σ .I dn
V dt

∝

st ( ).dnR f t
dt

= =

( )
0

0exp( ).R
t t

I I t t
V V

Σ Σ

=

 = − − τ  

( )
0

0exp( ).R
t t

dn dn t t
dt dt =

 = − − τ  

Рис. 17. Нормированные на объем V хронограммы s-
излучения для Dex = 0.21 (1) и 1.1 мм (2), представлен-
ные в полулогарифмическом масштабе; τR – харак-
терное время релаксации s-излучения.
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Рис. 18. Экспериментальная (1) и расчетная (2) зави-
симости времени τR от диаметра Dex.
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Решением уравнения (19) является следующее
выражение для плотности носителей:

(20)

В (20) учтено, что, когда плотность носителей спа-
дает до nth, s-излучение прекращается и носители
далее уже не рекомбинируют стимулировано.

Из (20) видно, что плотность ЭДП релаксирует
с характерным временем τR. Дифференцируя (20),
получаем то же, по сути, выражение, что и (19), но
в виде, общепринятом для рекомбинации:

(21)

Из (21) следует, что скорость стимулированной
пикосекундной рекомбинации определяется от-
ношением той надпороговой части плотности
ЭДП Δn = n – nth, которая стимулированно ре-
комбинирует, к характерному времени ее релак-
сации τR. Напомним, что последнее определяется
экспериментально как характерное время релак-
сации s-излучения. Объяснение, чему соответ-
ствует время t0, дано далее в разд. 11.

Для разных типов безызлучательной рекомби-
нации и спонтанной излучательной рекомбина-
ции время τR в формуле, подобной (21), отличает-
ся определяющим его выражением [58].

Изменение τR с Dex (см. рис. 18) можно интер-
претировать с помощью следующего представле-
ния, использовавшегося в [15] и еще ранее при
рассмотрении релаксации просветления фотона-
каченного слоя GaAs [33]. Как объяснялось в
разд. 6, s-излучение поддерживает ЭДП в состоя-
нии, близком к пороговому, что позволяет ис-
пользовать аппроксимацию (12).

Из соотношений (12) и (20) элементарно мате-
матически выводится, что температура Тс релак-
сирует экспоненциально с характерным време-
нем τТ, которое связано с τR соотношением

(22)

В теории [7], разработанной практически для тех
же условий, что и в анализируемом эксперименте,
было учтено следующее. Интенсивное стимулиро-
ванное излучение приводит к дополнительному
разогреву ЭДП, замедляющему ее охлаждение. В
[7] было получено следующее аналитическое вы-
ражение для характерного времени релаксации
температуры ЭДП в GaAs при наличии интенсив-
ного собственного стимулированного излучения:

(23)

( ) ( )
0 th 0 thexp( ) .t t Rn n n t t n== − − − τ +

th .
R

n ndn
dt

−=
τ

( )2 3 .R Тτ ≈ τ

( )1 2 .Т p c g hA B T Eτ ≈ + τ τ

Подставляя это выражение в (22), получаем ана-
литическое выражение для времени τR, отличаю-
щееся от (23) только числовым коэффициентом:

(24)

здесь А = 6.3, В = 0.36; τh ≈ 0.8 пс – время релакса-
ции энергии ЭДП за счет эмиссии оптических
фононов с учетом разогрева последних [59], τR, τp,
τh измеряются в пс, Tc – в К, Eg – в эВ. Для лучше-
го согласия с экспериментом значения А и В не-
значительно изменены по сравнению с получен-
ными в [7]: А = 6.2 и В = 0.34. Первое слагаемое в
выражении (24) учитывает разогрев ЭДП, связан-
ный с тем, что энергия носителей заряда, участву-
ющих в стимулированной рекомбинации, мень-
ше средней энергии носителей в ЭДП. Второе
слагаемое учитывает разогрев ЭДП из-за внутри-
зонного поглощения собственного излучения.
Отметим, что совместное влияние на Тс и n обоих
механизмов разогрева наблюдалось, например, в
[38], а только внутризонного поглощения света –
в [37]. Время τp – это характерное время движения
фотона излучения в активной среде, пока фотон
не покинет эту среду или не будет поглощен:

(25)

где γ = σn – коэффициент внутризонного погло-
щения света, σ = 1.5 × 10–17 см2 [44].

Максимальную плотность ЭДП nmax = pmax при
каждом Dex определяли с помощью ħωe и расчет-
ной зависимости Eg = f(n), предполагая, что при
фиксированном Dex предельно суженная ширина
запрещенной зоны – это Eg-min ≈ ħωe (см. разд. 7).
Полученные указанным путем из эксперимента
значения ħωe и nmax представлены в функции Dex в
работе [36, рис. 5]. Как и в [15, 33], в формулу (24)
будем подставлять параметры, соответствующие
средней плотности электронов за время релакса-
ции излучения nav = (nmax + nth)/2. Соответствую-
щие nav значения температуры Tc, определялись
из проведенной через экспериментальные точки
зависимости n(Tc) (см. рис. 12, штриховая линия).
Подставляя полученные параметры в формулу (24),
рассчитывали значения τR, представленные на
графике τR(Dex) (рис. 18, светлые кружочки). Вид-
но, что экспериментальные и расчетные значе-
ния τR близки. Это согласие является доказатель-
ством связи времени остывания носителей заряда
и релаксации s-излучения. Таким образом, ис-
пользуя формулу (24), удается получить правиль-
ную оценку времени τR и его зависимости от диа-
метра Dex. Отметим, что выше определялось при-
близительно среднее экспериментальное и
среднее оценочное характерное время релакса-
ция s-излучения. Однако в течение релаксации s-
излучения взаимосвязанные параметры Eg, Tc и τp

( ) ( )1 22 3 ,R p c g hA B T Eτ ≈ + τ τ

1 1 1
0 ex( ),p cn D− − −τ ≈ γ +



230

РАДИОТЕХНИКА И ЭЛЕКТРОНИКА  том 68  № 3  2023

АГЕЕВА и др.

меняются, поэтому в соответствии с (24) может
меняться и τR. В первом приближении это не учиты-
валось. Добавим, что релаксация просветления,
представленная в работе [36, рис. 6], тоже позволяет
считать, что характерное время релаксации надпо-
роговой части плотности ЭДП Δn = n – nth не про-
тиворечит (24).

В итоге экспериментально обнаружено увели-
чение характерного пикосекундного времени τR
релаксации как s-излучения, так и плотности носи-
телей n, происходившее при увеличении диаметра
импульса накачки. Плотность энергии импульса
накачки была фиксированной. Предложенное ана-
литическое выражение для τR согласуется с экспе-
риментальными результатами и является функцией
характерного времени релаксации температуры τT
фотонакаченных носителей. Время τT было опре-
делено в [7] с учетом нагрева носителей, вызван-
ного излучением. Этот экспериментальный ре-
зультат позволяет считать, что на спаде s-излуче-
ния его интенсивностью “управляет” ЭТН.

10. АНТИКОРРЕЛЯЦИЯ 
МЕЖДУ МАКСИМАЛЬНОЙ 

ИНТЕНСИВНОСТЬЮ
s-ИЗЛУЧЕНИЯ И ХАРАКТЕРНЫМ 

ВРЕМЕНЕМ ОСТЫВАНИЯ
НОСИТЕЛЕЙ ЗАРЯДА

Изменение интенсивности стимулированного
излучения при увеличении длины активной обла-
сти до той степени, когда излучение уже влияет на

его собственное усиление, т.е. при насыщении
усиления, анализировалось ранее, например, в
работах [5, 24]. Однако это делалось для стацио-
нарной накачки и других отличий от эксперимен-
тов, рассматриваемых в обзоре, и в значительной
степени математически. В описываемых ниже ис-
следованиях был обнаружен иной, чем предпола-
галось ранее, характер зависимости интенсивно-
сти s-излучения от диаметра активной области
[16]. Диаметр активной области в экспериментах
меняли с помощью последовательного измене-
ния диаметра луча накачки Dex. Изменение ин-
тенсивности света по сечению луча накачки было
приблизительно гауссовым. При всех Dex плот-
ность dex энергии накачки поддерживалась неиз-
менной. Из измерений прозрачности образца для
импульсов накачки диаметром Dex = 0.2 и 1.1 мм
следовало, что плотность поглощаемой в образце
энергии импульса накачки отличается на 2%, т.е.
практически не зависит от Dex. Скорость стиму-
лированной рекомбинации по оценкам намного
превышает скорость других типов рекомбинации.
С учетом этого при всех Dex плотность энергии
s-излучения Ds можно принять одинаковой, пре-
небрегая некоторым различием плотности поро-
говой энергии накачки.

Сопоставим интенсивность s-излучения при
разных Dех. Такая интенсивность, обозначим ее
IΣ–n, связана с измеренными хронограммами со-
отношением IΣ–n = IΣ/kS, где k ≈ const – характе-
ризует долю s-излучения, которая рассеивалась
(выходила из накаченной области слоя GaAs) орто-
гонально плоскости слоя. Воспользуемся тем, что
площадь под графиком хронограммы излучения

можно представить как Schr = bSDs, где коэффи-
циент b, а также Ds – это константы в условиях на-
шего эксперимента. Тогда для сравнения интенсив-
ность s-излучения можно представить в относи-
тельных единицах как IΣ-n = IΣ/Schr. В качестве
примера на рис. 19 представлены графики IΣ-n = f(t)
при Dех = 0.21 и 1.1 мм и аналогично нормирован-
ной хронограммы накачки

где  площадь под графиком хроно-
граммы накачки. Видно, что амплитуда хроно-
граммы IΣ-n(t) (обозначим амплитуду – IΣ-max) при
Dex = 0.21 мм больше и релаксация s-излучения
быстрее, чем при Dex = 1.1 мм. Обнаруженное
уменьшение максимальной интенсивности s-из-
лучения при возрастании диаметра накаченной
области иллюстрирует график IΣ-max(Dex) на
рис. 20. На спаде s-излучение релаксирует с ха-
рактерным временем τR, зависимость которого от

Σ= chrS I dt

( )ex- ex ex ,nI I S f t= =

ex exS I dt= 

Рис. 19. Нормированные хронограммы накачки
Iex-n(t) (кривая 1), а также s-излучения IΣ-n(t) при
Dex = 0.21 (2) и 1.1 мм (3).
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Dex выявлена в предыдущем параграфе и пред-
ставлена на рис. 20 (темные точки). Обнаружи-
вается антикорреляция между зависимостями
IΣ-max(Dex) и τR(Dex).

Из антикорреляции зависимостей IΣ-max(Dex) и
τR(Dex) (см. рис. 20) следует, что максимальную
интенсивность s-излучения и характерное время
его релаксации связывает соотношение

(26)

где b1 – коэффициент пропорциональности
(рис. 21, нижняя ось абсцисс).

Для s-излучения время τR связано с характер-
ным временем релаксации температуры носите-
лей τТ соотношением (22). При определении τТ ис-
ходя из измеренного τR и выражения (22) следует из
(26) обратно пропорциональная зависимость

(27)

(см. рис. 21, верхняя ось абсцисс).
Как иллюстрирует рис. 20, измеренное τR удо-

влетворительно согласуется с его оценкой по (24),
аналогичной описанной в разд. 9. Только значе-
ние Eg определялось теперь по длинноволновому
краю нормированного спектра

где . Нормировка на Sspec (анало-
гичная описанной выше для хронограмм) приво-
дит спектры к одинаковой энергии излучения.

Таким образом, обнаружено следующее:
1) максимальная интенсивность IΣ-max соб-

ственного стимулированного пикосекундного
излучения GaAs уменьшается при увеличении
диаметра луча накачки Dex (плотность энергии

-max 1 ,RI bΣ = τ

-max 13 2 ТI bΣ = τ

- spec ,( ) ( )s n sW ћ W ћ Sω = ω

spec ( )sS W d= ω 

накачки фиксирована), что противоположно за-
кону Бугера в линейной оптике;

2) зависимость IΣ-max(Dex) антикоррелирует с
зависимостью от диаметра Dex характерного вре-
мени τR релаксации s-излучения;

3) время τR пропорционально характерному
времени τТ остывания носителей заряда, которое
поэтому тоже антикоррелирует с максимальной
интенсивностью s-излучения.

Эти экспериментальные результаты выявляют
роль ЭТН для генерации s-излучения в режиме на-
сыщения его усиления. Охлаждение носителей –
это их внутризонные переходы (транспорт) на
нижележащие энергетические уровни. Чем мень-
ше τТ, тем интенсивнее (быстрее) ЭТН в область
экстремумов зон проводимости и валентной, от-
куда носители рекомбинируют. Такой транспорт
происходит и во время накачки носителей, и по-
сле нее, пока релаксируют неравновесные носи-
тели. ЭТН замедляется из-за разогрева носителей
излучением, увеличивающего время их охлажде-
ния τТ. Между скоростью ВРН и ЭТН баланс под-
держивается автоматически s-излучением, путем
регулирования обеднения инверсной заселенно-
сти электронами энергетических уровней зоны
проводимости. Вызванный обеднением провал в
области усиления в спектре поглощения света
(см. рис. 7) наблюдался в [23]. При увеличении Dex
возрастает разогрев носителей s-излучением, за-
медляющий их остывание и, соответственно,
ЭТН. При поддержании баланса между ВРН и
ЭТН замедление ЭТН приводит к уменьшению
ВРН и, значит, к уменьшению интенсивности
s-излучения и к замедлению его релаксации, что
соответствует эксперименту.

Рис. 20. Зависимость от диаметра Dex максимальной
интенсивности s-излучения IΣ-max (1) и характерного
времени релаксации s-излучения τR (2 –экспери-
мент, 3 – расчет).
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Рис. 21. Зависимость максимальной интенсивности
s-излучения IΣ-max от характерного времени релакса-
ции: s-излучения τR и температуры носителей заряда
τT. Сплошная линия – зависимость IΣ-max = b1/τR
(b1 = const).
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Рис. 22. Хронограмммы импульса накачки Iex(t) (1) и s-излучения IΣ(t) (2) при диаметре луча накачки Dex = 0.54 мм; на
вставке – в полулогарифмическом масштабе хронограммы накачки (3) и спектральной моды (4) с энергией фотона
ħωs = 1.401 эВ [20] (τr-m – характерное время ее релаксации).

t, пс

τr-m = 10.4 пс

δτm

I e
x,

 I
s-

m
, о

тн
. е

д.

I e
x,

 о
тн

. е
д.

I Σ
, о

тн
. е

д.

0 20 40 60

4
3

80

e6

e4

t, пс

Ts

0 40

1 2

80

1600

800

1400

700

τd-max

11. ВЛИЯНИЕ НА ОГИБАЮЩУЮ 
ИМПУЛЬСА s-ИЗЛУЧЕНИЯ, 

ИНТЕГРАЛЬНОГО ПО СПЕКТРУ, 
РАЗОГРЕВА НОСИТЕЛЕЙ ЗАРЯДА 

ЭТИМ ИЗЛУЧЕНИЕМ

Между временем τТ и интенсивностью IΣ-max
s-излучения в его максимуме существует, как вы-
яснилось, антикорреляция. Следовательно, вре-
мя τТ влияло не только на релаксацию, но и на
возрастание s-излучения. Это соответствовало
предположению, что ЭТН определяет интенсив-
ность s-излучения при насыщении усиления, и
время τТ характеризует ЭТН. В работе [60] было
обнаружено: а) запаздывание максимума s-излуче-
ния от максимума накачки; б) еще большее запаз-
дывание начала экспоненциальной релаксации s-
излучения, существенно увеличивающее длитель-
ность s-излучения; в) итоговое превышение дли-
тельности s-излучения над длительностью накачки
и т.д. Показано, что все это определяется временем
τТ и, по сути, вызвано замедлением ЭТН из-за на-
грева носителей заряда s-излучением.

Начнем с описания экспериментальных резуль-
татов. В эксперименте при dex = const изменение τТ
создавали путем изменения Dex в согласии с (23),

(25). На рис. 22 представлены хронограммы накач-
ки и s-излучения, измеренные при Dex = 0.54 мм.
Видно, что длительность s-излучения на полувы-
соте (FWHM) Ts существенно больше длительно-
сти накачки tp, а максимум s-излучения достига-
ется с задержкой τd-max относительно максимума
накачки. При увеличении диаметра Dex возраста-
ли и Ts, и τd-max, а к концу исследуемого интервала
Dex они начинали слегка уменьшаться [60, рис. 2,
3]. В течение времени texp с того момента, как на-
качка достигнет максимума, и до того, когда s-из-
лучение начинает экспоненциально релаксиро-
вать с характерным временем τR, интенсивность
s-излучения спадает относительно медленно
(рис. 23). Время texp росло приблизительно про-
порционально увеличению диаметра Dex [60,
рис. 2] и по величине texp  τd-max.

Интенсивность s-излучения определяется ЭТН,
который, следовательно, в значительной степени
определяет, когда s-излучение достигнет макси-
мума, когда и с какой скоростью будет происхо-
дить его релаксация. Полагая, что именно с ЭТН,
а значит в значительной степени с τТ, преимуще-
ственно связано превышение длительности s-из-
лучения над длительностью накачки, будем сопо-

@
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ставлять экспериментальные результаты далее со
временем τR, пользуясь его прямой связью с
τТ (22). Это удобнее, поскольку τR это реально из-
меряемое время. Как видно из нижеследующего,
отличие длительности s-излучения от длительно-
сти накачки и особенности огибающей s-излуче-
ния можно охарактеризовать эмпирическими за-
висимостями от τR. С учетом (22) это подтвержда-
ет, что в τТ заключены свойства ЭТН не только во
время релаксации, но и в значительной степени
во время возрастания s-излучения.

Энергетический транспорт носителей и ин-
тенсивность s-излучения растут во время накачки
до того момента уже на ее спаде, когда скорость
накачки носителей сравнивается со скоростью
ЭТН. В этот момент ts-max интенсивность s-излу-
чения достигает максимума. Это доказывается в
первом приближении подобием зависимостей
Iex(ts-max) = f(Dex) и IΣ-max = f(Dex) (рис. 24). Если учесть
описанную в разд. 10 антикорреляцию IΣ-max ~ 1/τR,
то несложно вывести график зависимости τd-max =
= f(τR) (рис. 23). Он отображает логарифмическую
зависимость (как и должно быть в свете сказанного
выше при квазигауссовом импульсе накачки)

(28)

удовлетворительно согласующуюся с эксперимен-
тальными точками. Последние определяли из экс-
периментальных зависимостей τR = f(Dex) и τd-max =
= f(Dex) (см. [60, рис. 3]). Таким образом, задержка
τd-max растет приблизительно логарифмически

-max 1.84 1. ( )7 ln 8.2 ,d Rτ ≈ + τ −

при увеличении τR, как представлено выражени-
ем (28).

Спектральные моды s-излучения не одновре-
менно, а последовательно достигли своего макси-
мума интенсивности, а потом экспоненциально
релаксировали [20]. Пока это продолжалось до
момента начала экспоненциальной релаксации
s-излучения, отделяемого от максимума излуче-
ния интервалом времени texp, интенсивность s-из-

Рис. 23. Хронограмма s-излучения IΣ(t) (1) и вершина хронограммы накачки Iex(t) (2) при Dex = 0.82 мм; касательной
прямой отмечен участок экспоненциальной релаксации излучения, texp – интервал времени между моментом макси-
мальной интенсивности накачки и началом экспоненциальной релаксации; на вставке – время τd-max как функция τR:
3 – при dex = const, 4 – данные [29], 5 – данные [20], кривая 6 – зависимость (28).
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лучения уменьшалась “замедленно”. Как показы-
вает график задержки texp в функции τR (рис. 25а),
полученный из экспериментальных графиков texp,
τR = = f(Dex), эту функцию можно аппроксимиро-
вать выражением

(29)

(сплошная прямая 4). То есть время texp растет
пропорционально τR и, значит, определяется то-
же нагревом носителей s-излучением.

exp 2.5 16.8 псRt = τ −

В работе [20] задержка texp = 8.5 пс для s-излу-
чения была равна задержке δtm = 8.5 пс максиму-
ма спектральной моды с ħωm = 1.401 эВ относи-
тельно максимума накачки (δtm см. на вставке к
рис. 22). Характерные времена релаксации s-из-
лучения τR = 10 пс и указанной моды τr-m = 10.4 пс
практически совпадали. Эта мода относилась к
числу самых интенсивных в спектре, и во время
экспоненциальной релаксации s-излучения ее
интенсивность значительно преобладала над ин-
тенсивностью других мод. Мода с ħωm = 1.401 эВ
особенна еще и тем, что генерируется при рекомби-
нации электронов с одного из самых низкоэнерге-
тичных уровней из числа тех, которые существова-
ли до перенормировки запрещенной зоны. Таким
образом, такая мода и определяет преимуще-
ственно релаксацию s-излучения, интегрального
по спектру.

Превышение длительности s-излучения Ts над
длительностью накачки tp – это суммарный про-
дукт задержки texp и релаксации со временем τR,
связанных с разогревом носителей. На рис. 25б
(прямая 4) представлен график Ts в функции τR,
которая аппроксимируется выражением

(30)

Столь простая связь с τR подтверждает, что Ts, как
и рассмотренные выше texp и τd-max, – все определя-
ются разогревом носителей, создаваемым s-излуче-
нием и характеризуемым временем τТ, связанным с
τR соотношением (22). Для практического исполь-
зования, по-видимому, существенно то, что пре-
вышение длительности s-излучения над длитель-
ностью накачки пропорционально τR. Например,
как видно из рис. 25б, путем уменьшения τR время
Ts уменьшалось вдвое. В прикладном аспекте это
указывает на возможный способ сокращения
длительности излучения.

12. ЗАВИСИМОСТЬ ХАРАКТЕРНОГО 
ВРЕМЕНИ РЕЛАКСАЦИИ s-КОМПОНЕНТЫ 

ОТ ДЛИНЫ ЕЕ УСИЛЕНИЯ 
И МИНИМАЛЬНОЕ ОСТАТОЧНОЕ 

ЗНАЧЕНИЕ ЭТОГО ВРЕМЕНИ

При пространственно неоднородном, квази-
гауссовом распределении интенсивности света
накачки по сечению ее луча, длины L усиления
различных s-компонент должны быть различны.
В разд. 4 было описано определение спектра
L(ħωs), позволяющее установить затем зависи-
мость характерного времени релаксации s-ком-
понент τr-m от L. Аналогичная зависимость, но
только характерного времени τR релаксации s-из-
лучения, интегрального по спектру, и в функции
от диаметра луча накачки Dex была эксперимен-

2.4 6 пс.s RT = τ −

Рис. 25. Интервал времени texp (а) и длительность им-
пульса s-излучения Ts (б) в функции от характерного
времени релаксации s-излучения τR: 1 – при dex =
= const; 2 – данные [20], 3 – данные [29] при Wex =
= 6.8 отн. ед., 4 – аппроксимация функции (см.
текст); Tex – длительность импульса накачки
(FWHM).
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тально получена, описана в разд. 9 и вновь пред-
ставлена символами 1 на рис. 26.

В описываемых ниже оценках зависимости τr-m(L)
использовались результаты измерений в работах
[15, 20]. Они не всегда проводились в абсолютно
одинаковых условиях, но некоторое различие в
накачке близких по структуре образцов, не влия-
ло на очевидность основных выводов.

Для хронограмм s-компонент, измеренных в
работе [20], были определены времена τr-m, и по-
лучившийся спектр τr-m(ħωs) представлен на рис. 27а
[27]. Спектр длин усиления s-компонент был по-
лучен следующим образом. Как подтверждаетcя
рис. 27б, формы спектров s-излучения Ws1(ħωs) и
Ws2(ħωs), измеренных в работах соответственно
[23] и [20] (кривая 1 нижняя ось абсцисс и кривая 2
верхняя ось абсцисс), приблизительно совпада-
ют, хотя они сдвинуты один относительно друго-
го на 12 мэВ. Сдвиг вызван, видимо, различием
ширины запрещенной зоны Eg, произошедшем,
скорее всего, из-за разной напряженности кри-
сталлов GaAs или др. Естественно предположить,
что спектры длины усиления в этих работах, тоже
имеют одинаковую форму и одинаково спек-
трально расположены по отношению к указан-
ным спектрам s-излучения, имеющим одинако-
вую форму. В соответствии с этим получаем
спектр L(ħωs), причисляемый к [20] и представ-
ленный на рис. 27б, кривая 3, относящимся к
верхней оси абсцисс.

Выражение L в абсолютных единицах длины,
как представлено на рис. 27б, было получено следу-
ющим путем. Вытекающая из (24) и (25) взаимо-
связь времени τR и диаметра Dex удовлетворительно
согласовалась с измеренной в эксперименте [36] за-

висимостью τR(Dex) (см. рис. 26, символы 1). Для
этого графика диаметр активной области считал-
ся равным диаметру Dex. На рис. 28 (кривая 1) в
полулогарифмическом масштабе показана хро-
нограмма IΣ(t) интегрального по спектру s-излу-
чения, и к ее спаду проведена касательная линия,
показывающая, что релаксацию излучения мож-
но аппроксимировать как экспоненциальную с
характерным временем τR указанным рядом с ка-
сательной. В разд. 11 отмечалось, что время τR
совпадало с характерным временем релаксации
τr-m той s-компоненты, интенсивность которой
превышала на спаде излучения интенсивность
остальных s-компонент. Для результатов работы
[20] подобную роль выполняла s-компонента с
ħωs = 1.401 эВ, хронограмма которой показана на
рис. 28 (кривая 2). Для s-компоненты с ħωs = 1.401 эВ
и s-излучения практически выполняется равен-
ство τr-m ≈ τR, что видно при сопоставлении кри-
вых 2 и 1. Но при таком равенстве, как того требу-
ют (24) и (25), длина усиления этой s-компоненты

Рис. 26. Экспериментальные зависимости: 1 – харак-
терного времени τR релаксации интенсивности инте-
грального по спектру s-излучения от диаметра Dex
[36]; 2 – характерного времени τr-m релаксации ин-
тенсивности s-компоненты, вышедшей из гетеро-
структуры, от длины L усиления s-компоненты, дан-
ные [27] уточнены по (10), 3 – то же, данные из [30].
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равна диаметру луча накачки, т.е. при ħωs =
= 1.401 эВ L ≈ Dex = 0.06 cм. Приравнивая этому
значению L при ħωs = 1.401 эВ на спектре L(ħωs)
для [20], как иллюстрируется штриховой линией
на рис. 27, отсюда выводят значения L (см) для
всего спектра (см. рис. 27б, кривая 3).

Зависимость τr-m(L) можно определить из со-
поставления полученного графика L(ħωs) с гра-
фиком экспериментальной зависимости τr-m(ħωs)
на рис. 27. Символами 2 на рис. 26 представлена
зависимость τr-m = f(L), получающаяся для ре-
зультатов работы [20], уточненная согласно (10)
при коэффициенте RB ≈ 0.38, определенном в
[21]. Спектр τr-m(ħωs) для хронограмм s-компо-
нент, измеренных в работе [15], и спектр L(ħω)
были получены аналогичным образом. При этом
для спектра L(ħωs) в [30, рис. 2] коэффициент RB ≈
≈ 0.08 был оценен из интерференционной карти-
ны мгновенных спектров на фронте излучения.
График τr-m(L), полученный в работе [30] из спек-
тров τr-m(ħωs) и L(ħωs), представлен на рис. 26
(символы 3). Доступные для определения мини-
мальные значения L составляли 41 и 46 мкм соответ-
ственно для двух названных зависимостей τr-m(L).
Согласно графикам 2 и 3 на рис. 26 характерное
время релаксации составляло: τr-m = 5 пс при L =
= 41 мкм и τr = 4.2 пс при L = 46 мкм. Это близко к
остаточному значению времени релаксации τR =
= 3.4 пс при Dex = 0, следующему из аналитиче-
ского выражения (24). Экстраполяция к L = 0
экспериментальных зависимостей 2 и 3, дает зна-
чение τr-m ≈ 3.5 пс, близкое к указанному выше
остаточному значению τR = 3.4 пс.

Полученная оценка зависимости характерного
времени τr-m релаксации s-компонент от длины L
их усиления оказалась близка к зависимости ха-
рактерного времени τR релаксации интегрального
по спектру излучения от диаметра Dex луча накачки.
Это, во-первых, подтвердило различие и опреде-
ление длин усиления s-компонент. Во-вторых,
позволяет предполагать, что при обнаружив-
шемся различии времени τr-m для различных s-
компонент это время подчиняется тем же зако-
номерностям (24), (25), что и время τR. В допол-
нение, теоретическое значение остаточного ха-
рактерного времени релаксации в формуле (24)
подтвердилось экспериментом в пределах его
возможностей. А это позволяет в настоящее вре-
мя считать определенное выше остаточное время
релаксации универсальным в том смысле, что ни-
какая миниатюризация активной области пред-
положительно не может сделать его меньше при
горячей ЭДП.

13. ВЛИЯНИЕ РАЗОГРЕВА НОСИТЕЛЕЙ 
ЗАРЯДА s-ИЗЛУЧЕНИЕМ НА ЛИНЕЙНОЕ 

ВОЗРАСТАНИЕ s-КОМПОНЕНТЫ 
И ЕЕ ДЛИТЕЛЬНОСТЬ

Представим влияние нагрева носителей s-из-
лучением на фронт и длительность s-компонент,
экспериментально выявленное в работе [61]. Как
видно из рис. 29, интенсивность s-компоненты
растет со временем: (а) в начале фронта, пока она
относительно мала, экспоненциально (аналогич-
но закону Бугера для слабой бегущей волны)
(кривая 2); (б) на основной части фронта, где ин-
тенсивность уже большая, – линейно (прямая 3).

Указанное экспоненциальное возрастание ин-
тенсивности s-компоненты аппроксимируется
выражением

(31)

где I0 – интенсивность собственного излучения
при t ≈ 0, когда в GaAs предположительно доми-
нирует еще спонтанное излучение. Характерное
время τi-m экспоненциального возрастания ин-
тенсивности s-компоненты увеличивалось при
уменьшении энергии ее фотона (рис. 30, кривая 1),
характерное время τr-m релаксации интенсивно-
сти Is-m s-компоненты менялось с ħωs (кривая 2,
полученная в [15]). Спектр длительности на полу-
высоте (FWHM) s-компоненты Tm(ħωs) также был
получен в [15] (рис. 31, вставка). Сопоставляя его
со спектрами τr-m(ħωs) и τi-m(ħωs), обнаруживается
приблизительно линейная зависимость

(32)
На основной части фронта интенсивность s-ком-
поненты возрастала со временем линейно (см.
рис. 29). Переход от экспоненциального к линей-

( )- 0 -exp ,s m i mI I t= τ

- -(6.2 0.57 .)m i m r mT ≈ + τ + τ

Рис. 28. Хронограммы импульса s-излучения, инте-
грального по спектру IΣ(t) (кривая 1) и s-компоненты
Is-m(t) (кривая 2) с ħωs = 1.401 эВ в полулогарифмиче-
ском масштабе [20]; на касательных указаны харак-
терные времена релаксации интенсивности s-излуче-
ния и s-компоненты, τR ≈ τr−m.
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ному возрастанию происходит так, что существу-
ет интервал времени, где экспоненциальное и ли-
нейное усиление перекрываются. Линейное воз-
растание аппроксимируется формулой

(33)

где индекс 1 – начало линейного участка фронта,
а γL – коэффициент линейного возрастания. Об-
наруженный спектр γL(ħωs) представлен на рис. 32а,
а к графику проведена штриховая касательная,
чтобы нагляднее показать, что, во-первых, два
излома на графике при ħωs ≈ 1.390 и 1.422 эВ могут
интерпретироваться, как модуляция, возникающая
из-за интерференции; во-вторых, нивелированный
спектр может рассматриваться как квазилинейный.
Возникновение интерференции в волноводной ге-
тероструктуре объяснено в [21] и кратко в разд. 3.
Было установлено, что для гетероструктур, ис-
пользуемых в наших опытах, период интерферен-
ционной модуляции должен быть

(34)

где m – целое число, ξВ ≈ 10 мэВ. В [21] m = 1 соот-
ветствовало более мощному, а m = 2 более слабому
s-излучению. Теперь мы получили проявление мо-
дуляции с m = 3, как свидетельствует интервал меж-
ду изломами Р ≈ 32 мэВ ≈ 3ξB, (рис. 32). Обнару-
живается, как описано ниже, что коэффициент γL
связан с характерными временами τi-m и τr-m.

На рис. 33 (кривая 1) представлен спектр ко-
эффициента экспоненциального усиления в на-
чале фронта γi = 1/τi-m = f(ħωs), соответствующий
спектру 1 на рис. 30. Экспериментальные точки

- 1 11 ( ],[ )s m LI I t t= + γ −

,BР m≈ ξ

аппроксимируются гладкой кривой, являющейся
графиком зависимости

(35)

где k = const, Eg = 1.376 эВ – величина, следующая
из подгонки кривой к точкам и представляющая-
ся реалистичной в качестве ширины перенорми-
рованной запрещенной зоны. Выражение (35) со-
ответствует хорошо известной зависимости от ħω
и Eg коэффициента ненасыщенного усиления
“слабого” света.

1 2( ) ,i s g sk ћ E ћγ = ω − ω

Рис. 29. Хронограмма Is-m(t) s-компоненты при ħωs =
= 1.403 эВ (1); экспоненциальная (2) и прямая (3) ка-
сательные к графику указанной зависимости.
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терного времени τi-m экспоненциального возраста-
ния (1) и характерного время τr-m релаксации (2) ин-
тенсивности s-компоненты.
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Можно предположить, что скорость ЭТН на
конкретный энергетический уровень обратно
пропорциональна характерному времени релак-
сации на этот уровень остывающих носителей, а
значит, учитывая (22), обратно пропорциональна
τr-m. Допустим, что вклад ЭТН в усиление на фрон-
те s-компоненты характеризуется коэффициентом
усиления

(36)

Спектр γr(ħωs) представлен на рис. 33 (кривая 2).
Обнаруживается, что сумма спектров коэффициен-
тов усиления, экспоненциального и обусловленно-

-1 .r r mγ = τ

го ЭТН, представленная на рис. 32б, приблизитель-
но равна спектру линейного усиления, т.е.

(37)
Это приближенное равенство иллюстрирует рис. 32в.
Отклонение от строгого равенства создается, во-
первых, обсуждавшейся выше модуляцией спек-
тра γL(ħωs). Во-вторых, обнаруживающейся моду-
ляцией суммарного спектра γi(ħωs) + γr(ħωs). Для
того чтобы представить ее нагляднее, на рис. 32в
проведена штриховая прямая через график спек-
тра. Как видно из рис. 32в, при ħωs ≈ 1.422 эВ ло-
кальные максимумы модуляции спектров γi(ħωs) +
+ γr(ħωs) и γL(ħωs) совпадают, а при ħωs ≈ 1.390 эВ
локальному минимуму модуляции суммарного
спектра γi(ħωs) + γr(ħωs) соответствует локальный
максимум модуляции спектра γL(ħωs), т.е. перио-
ды сравниваемых двух модуляций отличаются в
два раза. Модуляция спектра γi(ħωs) + γr(ħωs) во
многом возникает благодаря немонотонности
спектра γr(ħωs), которая, по-видимому, корректиру-
ется условием (34). На этом этапе можно сделать
вывод, что равенство (37) приближенно выполняет-
ся с погрешностью, отображаемой отклонениями
кривых на рис. 32в от проведенной через них штри-
ховой прямой.

Определение коэффициента линейного воз-
растания выражением (37) было, по сути, получе-
но эмпирически. Оно прояснило, каким должен
быть коэффициент в режиме насыщения усиле-
ния. В (37) присутствует член γr, определяющий
влияние ЭТН, замедленного из-за нагрева носи-
телей s-излучением, на линейное возрастание.
Тем самым доказывается, что нагрев s-излучени-
ем тормозит не только релаксацию, но и возрас-
тание s-компоненты на фронте.

Таким образом, на фронте по мере увеличения
интенсивности s-компоненты ее экспоненциаль-

( ) ( ) ( ).i s r s L sћ ћ ћγ ω + γ ω ≈ γ ω

Рис. 32. Спектры коэффициента линейного усиления
γL (ħωs) (а) и суммы (γi(ħωs) + γr(ħωs)) коэффициентов
усиления (б), экспоненциального и обусловленного
ЭТН, сопоставление представленных на рис. (а) и (б)
спектров линейного усиления γL (ħωs) и суммы
(γi(ħωs) + γr(ħωs)) (в).
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ное усиление сменяется линейным возрастанием
во времени. Это нелинейное оптическое явление.
Подобное изменение характера усиления излуче-
ния, но только в пространстве, было получено тео-
ретически в работе [5]. Но там коэффициент нена-
сыщенного экспоненциального и коэффициент
линейного усиления оказывались одинаковыми.
В описанном же эксперименте аналогичные коэф-
фициенты отличаются один от другого. Коэффици-
ент γL линейного возрастания в эксперименте полу-
чается, если к коэффициенту γi ненасыщенного
усиления добавить еще и коэффициент усиления γr,
определяемый ЭТН. Поскольку ЭТН замедлен из-
за нагрева носителей s-излучением, то тем самым
выявляется замедление возрастания излучения на
фронте, вызванное таким нагревом. Отличается и
форма спектров названных коэффициентов.
Вместо корневого спектра коэффициента γi воз-
никает квазилинейный спектр коэффициента γL.
В каждом из режимов (экспоненциального усиле-
ния и линейного возрастания) соответствующие
им коэффициенты γi и γL, отличные один от дру-
гого, оставались неизменными. Длительность s-
компоненты оказалась пропорциональна опять
же двум параметрам режимов ненасыщенного
усиления и релаксации: сумме характерных вре-
мен первого и второго.

14. ФУНКЦИОНАЛЬНЫЕ ЗАВИСИМОСТИ 
МАКСИМАЛЬНОЙ ПЛОТНОСТИ ЭНЕРГИИ 

s-КОМПОНЕНТЫ
Динамика, тем более пикосекундная, спек-

тральных компонент стимулированного излуче-
ния полупроводника изучена недостаточно. Вос-
полнению этого пробела отчасти способствуют
описываемые в обзоре эксперименты. Данный
раздел посвящен выявлению зависимостей, свя-
зывающих максимальную плотность энергии

s-компоненты с другими параметрами s-компо-
ненты. Очевидно, что интенсивность s-компо-
ненты на приемной площадке фотоприемника
имеет вид

где Es – энергия s-компоненты в активной среде в
момент времени t, δt – время движения света от
образца до фотоприемника, не учитываемое да-
лее. Возрастание со временем интенсивности Is-m
и, соответственно, энергии Es происходит экспо-
ненциально, согласно (31), в режиме ненасыщен-
ного усиления, пока интенсивность относительно
мала. Следом за экспоненциальным усилением да-
лее на фронте s-компоненты интенсивность Is-m и
энергия Es возрастают со временем линейно, в ре-
жиме насыщения усиления, (33). Естественно
принять, что диаметр активной области s-компо-
ненты равен длине усиления L. Тогда величина

(38)

(k = const, А – амплитуда хронограммы s-компо-
ненты) характеризует максимальное значение
плотности энергии Еs, средней по активной обла-
сти слоя GaAs. Определим спектр Еs-max(ħωs). На
рис. 34 (кривая 1) представлен спектр А(ħωs). От
него незначительно отличается по форме спектр
энергии измеряемого излучения, интегральной
по времени (кривая 2). Этот спектр можно считать
спектром интегральной по времени энергии s-излу-
чения Ws(ħωs), если пренебречь незначительным
вкладом спонтанного излучения. Спектр длины
усиления L(ħωs) (см. рис. 34, кривая 3) был опреде-
лен так же, как в разд. 4 и 12, с использованием из-
меренного спектра Ws(ħωs). Также на рис. 34 пред-
ставлен соответствующий (38) спектр Еs-max(ħωs)
(кривая 4). Полулогарифмический масштаб из-

- ( ) ~ ( ,)s m sI t E t t− δ

2
-maxsЕ kА L≈

Рис. 34. Спектры амплитуды хронограммы s-компоненты А(ħωs) (кривая 1), интегральной по времени энергии s-из-
лучения Ws(ħωs) (2), длины усиления s-компоненты L(ħωs) (3), максимальной плотности энергии s-компоненты в ее
активной области Еs-max(ħωs) (4).

0.03

1
40.06

500

0

1500

1000

ħωs, эВ
1.421.401.38 1.44

L
, с

м

E
s-

m
ax

, о
тн

. е
д.

W
s ,

 A
, о

тн
. е

д.

2

3

0.327

0.044



240

РАДИОТЕХНИКА И ЭЛЕКТРОНИКА  том 68  № 3  2023

АГЕЕВА и др.

бран, чтобы не скрадывалось различие малых
значений Еs-max в длинноволновой области.

Как отмечалось выше, интенсивность Is-m и
пропорциональная ей энергия Es, прежде чем до-
стигнуть своего максимума, возрастают со време-

нем сначала экспоненциально, а затем линейно,
поэтому, учитывая соотношения (31), (33), (37) и
(36), можно предположить связь Еs-max с определяю-
щими это возрастание параметрами γi и τr-m. Дей-
ствительно, эмпирически обнаруживается экспо-
ненциально спадающая зависимость

(39)

иллюстрированная в полулогарифмическом мас-
штабе на рис. 35.

Максимальная плотность энергии Еs-max до-
стигаетcя, как и максимум Is-m, с задержкой δtm от-
носительно максимума накачки (см. рис. 22,
вставка). Спектр δtm(ħωs) измерен в [15] и пред-
ставлен на рис. 36 (вставка). Выясняется, что этот
спектр аппроксимируется экспоненциальной за-
висимостью

(40)

где 1.42 эВ ≈ Eg0, ħωs – в эВ, δtm – в пс. Из сопо-
ставления спектра δtm(ħωs) и спектров 1/γi = τi-m =
= f(ħωs) (см. рис. 30, кривая 1) и 1/γL = f(ħωs), по-
лученного из спектра γL(ħωs) на рис. 32а, обнару-
живается эмпирическая зависимость (см. рис. 36)

(41)

-max -( (23 exp 1 2. ,) )1s i r mЕ = − γ + τ

exp 74 1.42[ ( )],m st ћδ = − ω

δ = γ + γ −( )4 1 1 12.3 пс.m i Lt

Рис. 35. Зависимость максимальной плотности энер-
гии Еs-max от суммы 1/γi + τr-m.
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Из изложенного выше следует, что максимальная
плотность энергии s-компоненты Еs-max тем мень-
ше и достигается с тем большей задержкой δtm,
чем меньше коэффициент γi ненасыщенного уси-
ления и больше время τr-m релаксации этой s-ком-
поненты, по сути же, чем меньше вероятность
вынужденных межзонных переходов электронов,
которые уменьшали бы инверсию населенности,
и чем медленнее энергетический транспорт носи-
телей, пополняющих инверсию населенности.

Таким образом, экспериментально были вы-
явлены следующие функциональные зависимо-
сти максимальной плотности энергии s-компо-
ненты: 1) спектр плотности Еs-max(ħωs); 2) экспо-
ненциальная связь этой плотности с суммой
обратного коэффициента ненасыщенного усиле-
ния и характерного времени релаксации s-компо-
ненты; 3) экспоненциальная зависимость от ħωs
задержки максимума s-компоненты относитель-
но максимума накачки; 4) линейная связь между
указанной задержкой и суммой обратных коэф-
фициентов ненасыщенного усиления и линейно-
го возрастания s-компоненты.

Соответственно, для четырех установленных
зависимостей представлены описывающие их
эмпирические формулы. Используя ранее уста-
новленный факт, что время релаксации и коэф-
фициент линейного возрастания s-компоненты в
значительной степени определяются взаимодей-
ствием носителей с s-излучением, сделано следую-
щее заключение. Это взаимодействие тормозит воз-
растание энергии s-компоненты внутри активной
среды и способствует увеличению задержки ее
максимума.

Следует отметить, что достижение своего мак-
симума Еs-max s-компонентами в разные моменты
времени может свидетельствовать и об асинхрон-
ности энергетических микропотоков электронов
(МТН) на разные уровни на дне зоны проводимо-
сти. В таком случае это было бы еще одним свиде-
тельством в дополнение к указанным в [3], что
электрон-электронное рассеяние замедляется в
электромагнитном поле собственного излучения.
Из-за этого замедления и становится возможным
образование: 1) обеднения заселенности, приво-
дящего к “провалу” в спектре усиления; 2) меж-
зонных осцилляций электронов, не разрушаемых
электрон-электронным рассеянием [3]. Причем
замедляется и рассеяние дырок на дырках, или
электрон-электронное рассеяние в валентной зо-
не. Если бы электро-электронное рассеяние до-
минировало, то все время поддерживалось бы
фермиевское распределение носителей, отчего,
казалось бы, МТН были бы синхронны (одновре-
менно росли и спадали). Не исключено, что асин-
хронность МТН приводит и к замедлению переме-
щения длинноволнового склона спектра s-излуче-
ния в длинноволновую же сторону. Такую задержку

в [29] приняли (до обнаружения асинхронности) за
признак замедления перенормировки ширины
запрещенной зоны.

Можно было бы предположить, что замедле-
ние неупругого рассеяния носителей заряда друг
на друге возникает по следующей причине (как
некоторой аналогии предсказанного Дике [62]
перехода системы двухуровневых атомов в коге-
рентное состояние). Собственное переменное
электромагнитное поле (s-излучение) прямозонно-
го полупроводника связывает электрон с дыркой.
Пара электрон-дырка образует микроосциллятор,
или осциллирующий диполь. Эта связь делает элек-
трон и дырку инерционнее по отношению к их
рассеянию другими носителями заряда. Одинако-
вые осцилляторы, воздействуя друг на друга излуча-
емым полем, синхронизуются. Так связанные, син-
хронизующиеся осцилляторы излучают когерент-
но. Отсюда могла бы происходить и когерентность
s-компонент. Связь между осцилляторами, их коге-
рентные колебания дополнительно делают элек-
трон и дырку инерционнее по отношению к их рас-
сеянию другими носителями заряда.

15. ПЕРЕХОД ОТ ЭКСПОНЕНЦИАЛЬНОГО
К ЛИНЕЙНОМУ ВОЗРАСТАНИЮ

s-КОМПОНЕНТЫ

В работе [63] исследовались параметры и зако-
номерности перехода от экспоненциального к
линейному возрастанию s-компоненты. Место
перекрытия кривых 2 и 3 на рис. 29 представляет
собой область, где происходит переход от экспо-
ненциального к линейному возрастанию интен-
сивности s-компоненты (далее – g-переход). Ин-
тервал времени, в которое происходит g-переход,
и его середина представлены отрезком прямой и
точкой соответственно на графике ttr(ħωs) (рис. 37).
Интервал интенсивности Is-m, в котором происхо-
дит g-переход, и середина интервала представле-
ны на графике Itr(ħωs) (рис. 38). В работе [63] при-
водятся и другие экспериментальные спектры:
спектр L(ħωs) диаметра L активной области, в ко-
торой генерируется s-компонента (подобный
спектр см. на рис. 7, кривая 5); спектр характер-
ного времени релаксации интенсивности Is-m на
спаде s-компоненты τr-m(ħωs) (см. рис. 30, кривая 2);
спектр обратного коэффициента ненасыщенного
экспоненциального усиления 1/γi = τi-m = f(ħωs)
(см. рис. 30, кривая 1).

Обсудим, какие закономерности g-перехода
следуют из перечисленных экспериментальных
результатов. Обнаруженное возрастание времени
ttr (в пс) при уменьшении ħωs (в эВ) (см. рис. 37)
имеет экспоненциальный характер и может быть
аппроксимировано эмпирической формулой

(42)tr 7.4 0.6 exp 80( ( 1.4 )2 ,)st ћ= + − ω −
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где 1.42 эВ ≈ Eg0. Сопоставление форм спектров
ttr(ħω) и 1/γi = f(ħωs) позволяет предположить
связь ttr и 1/γi. Действительно, как обнаруживает-
ся из графика на рис. 39, между этими параметра-
ми существует линейная зависимость

(43)tr 4.2 .it = γ

Из нее следует, что g-переход происходит, когда
будет выполнено универсальное условие

(44)

Подобное (44) по сути условие перехода от экспо-
ненциального к линейному возрастанию, но
только в одномерной, стационарно и однородно
накачиваемой активной среде, было теоретиче-
ски предсказано в работе [5] и уже приводилось в
разд. 4:

(45)

Условие (45) – это один из результатов решения
уравнений насыщения для беззеркальных лазер-
ных усилителей в указанной работе. Корректно
сравнить количественно условия (44) и (45) за-
труднительно, в частности, из-за следующего от-
личия. В нашем случае излучение генерируется в
динамическом режиме, при пикосекундной про-
странственно неоднородной накачке, в активной
среде волноводной гетероструктуры, где форми-
руются почти стоячие волны [21], и пр. Как гру-
бое приближение, только чтобы сравнить произ-
ведения (44) и (45) по порядку величины, можно
принять соотношение

(46)

где коэффициент 2 введен в предположении, что
усиление происходит только в местоположении
пучностей почти стоячей волны. Принимая так-
же, что l1 = cttr/n0, а gh определяется из выраже-
ния (46), учитывая (44), получаем gh l1 ≈ 8.4. Такое
значение ghl1 не противоречит условию (45), ука-
зывающему только порядок величины этого про-
изведения.

tr 4.2.itγ =

1 ~ 10.hg l

02 ,i hg с nγ ≈

Рис. 38. Интервал интенсивности s-компоненты от
начала до конца g-перехода (вертикальные отрезки) и
интенсивность Itr в середине интервала (темные точ-
ки) в функции от энергии фотона ħωs s-компоненты
(сказанное относится к интенсивности, непосред-
ственно измеренной фотоприемником) (условно
кривая 1); средняя по активной среде плотность
энергии Etr s-компоненты во время g-перехода (свет-
лые квадраты), тоже в функции от ħωs. Кривые 1 и 2
проведены для наглядности.
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Рис. 39. Зависимость момента времени ttr в середине
g-перехода от обратной величины коэффициента не-
насыщенного усиления 1/γi; сплошная прямая по-
строена по формуле (43).
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Рис. 37. Интервал времени от начала до конца g-пере-
хода s-компоненты с энергией фотона ħωs (верти-
кальные отрезки) и момент времени ttr, на который
приходится середина интервала (точки); сплошная
кривая построена по формуле (42).
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Таким образом, экспериментально получено
универсальное условие (45) перехода от экспо-
ненциального к линейному возрастанию во вре-
мени (или от режима ненасыщенного усиления к
режиму насыщения усиления) стимулированного
излучения, генерируемого в волноводной полу-
проводниковой гетероструктуре при ее пикосе-
кундной накачке. И это условие не противоречит
предсказанному ранее теоретически для усиления в
пространстве в существенно иных условиях.

Учитывая, что в соответствии с круглым фо-
кусным пятном луча накачки активная среда в
волноводной гетероструктуре для каждой s-ком-
поненты по форме похожа на диск, предположе-
но следующее. Спектральная компонента в ак-
тивной области подобна цилиндрической волне,
частично стоячей (можно сказать, и частично бегу-
щей). При таком представлении излучения кор-
ректнее считать, как и в разд.14, что Is-m(t) ~ Es(t). То-
гда из спектра интенсивности Itr(ħωs) во время
g-перехода и спектра диаметра активной области
L(ħωs) s-компоненты получаем спектр средней по
активной среде плотности энергии s-компоненты
во время g-перехода

где k = const. Обоснованность подобного рода
процедуры очевидна еще и из пояснений в [30].
Спектр Еtr(ħωs) представлен в полулогарифмиче-
ском масштабе (для большей ясности мелкомас-
штабных особенностей) на рис. 38. Обращает на се-
бя внимание то, что такой график качественно ан-
тикоррелирует с графиком спектра характерного
времени релаксации s-компоненты τr-m = f(ħωs) (см.
рис. 30). Точнее, плотность энергии Еtr связана с
суммой (1/γi + τr-m) зависимостью

(47)

график которой представлен на рис. 40 (сплош-
ная кривая). Этот график и экспериментальные
точки даны в полулогарифмическом масштабе
опять же для большей ясности мелкомасштаб-
ных особенностей и их соответствия аппрокси-
мации (47). Зависимость (47) подтверждается и
тем, что экспериментальные точки Etr, относящи-
еся к разным ħωs, τr-m и γi, практически совпадают
на графике Etr = f(1/γi + τr-m) при одинаковом зна-
чении суммы (1/γi + τr-m).

В области экстремумов зон проводимости и
валентной ЭТН делится на части. Напомним, что
МТН – это часть ЭТН, заполняющая носителями
(электронами и дырками) пары одночастичных
квантовых состояний, связанных прямым опти-
ческим переходом с фиксированной ħωs. Одно
состояние из каждой пары находится на энерге-
тическом уровне в зоне проводимости (с), другое
на энергетическом уровне в валентной зоне (v).

2
tr tr ,( )sЕ kI L f ћ= = ω

− +γ= + τtr -(0.045 250 exp 1 .( ),6) 1i r mE

До наступления g-перехода спектр коэффициен-
та усиления неизменен, γi = const при фиксиро-
ванной ħωs [61]. Поэтому в первом приближении
можно представить, что скорость вынужденной
рекомбинации носителей с каждой пары оптиче-
ски связанных cv-уровней и МТН на эту пару
уровней находятся в динамическом равновесии,
возрастая экспоненциально со временем. Это ре-
жим ненасыщенного усиления. Наступает мо-
мент, когда скорость рекомбинации возрастет на-
столько, что МТН не сможет далее компенсиро-
вать рекомбинацию носителей, доставленных им
на пару cv-уровней. Начинается обеднение ин-
версной населенности. Возникает провал в спек-
тре усиления (см. рис. 7). Начинается режим на-
сыщения усиления. Далее на фронте энергия
s-компоненты в активной среде растет уже ли-
нейно со временем

(48)
Это вытекает из пропорциональности Is-m(t) ~
~ Es(t) и (33). Формулу (37) представим в несколь-
ко ином виде

(49)
В наших условиях изменение γi с ħωs обусловлено,
в частности, изменением комбинированной, или
объединенной, плотности состояний ρ ~ (ħωs –
‒ Eg)1/2, т.е. плотности указанных пар одноча-
стичных квантовых состояний в паре cv-уровней
[4, 25]. Естественно, что, во-первых, МТН тем
больше, чем больше плотность ρ, которой про-
порционален γi. Отсюда следует, что МТН тем
больше, чем больше γi. Во-вторых, чтобы нача-
лось насыщение усиления, нужна рекомбинация
с превышающей МТН скоростью. Эта скорость

tr tr[ (1 .)]s LЕ Е t t= + γ −

-( ) ( ) 1 .( )L i s r m sћ ћ ћγ ω ≈ γ ω + τ ω

Рис. 40. Зависимость плотности энергии Еtr s-компо-
ненты во время g-перехода, средней по активной сре-
де, от суммы (1/γi + τr-m).
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пропорциональна Es (в согласии с [36]), и во вре-
мя g-перехода она пропорциональна Еtr. Вкупе из
первого и второго следует, что увеличение γi
должно вызывать увеличение Еtr. Это качественно
поясняет зависимость Еtr от γi в (47).

Аналитическое выражение времени τТ (23) бы-
ло получено в теории [7] для случая, когда излуче-
ние одномодовое. Но в работе [36] подтвердилось
предположение, что это выражение можно рас-
пространить и на случай, когда излучение являет-
ся световым континуумом, как в GaAs. Подтвер-
ждением было то, что выражениям (22) и (24) удо-
влетворяла экспериментальная зависимость τR(Dex).
К последней зависимости впоследствии оказа-
лись близки зависимости τr-m(L). Это позволяет
предположить следующее. Поскольку время τТ, а
значит и время τR, характеризует ЭТН, то время
τr-m характеризует МТН. Тогда той s-компоненте,
у которой τr-m меньше, соответствует б�льший
МТН, а значит, б�льшая Еtr. Это соответствует за-
висимости (47). В целом присутствие γi и τr-m в (47)
означает, что плотность энергии Еtr тем больше,
чем: а) больше плотность состояний, на которые
МТН доставляет носители; б) интенсивнее до-
ставляющий эти носители МТН.

Данное исследование позволило установить
экспериментально условия перехода от режима
ненасыщенного усиления к режиму насыщения
усиления, иначе говоря, функциональные зави-
симости параметров s-компоненты при переходе.
Тем самым было восполнено не достававшее зве-
но, чтобы вместе с предшествовавшими исследо-
ваниями можно было представить, в первом при-
ближении, эволюцию “каждой” s-компоненты на
всех ее этапах.

16. АНОМАЛЬНО БЫСТРОЕ 
ВОЗНИКНОВЕНИЕ s-ИЗЛУЧЕНИЯ 
И ВОЗМОЖНАЯ ЗАВИСИМОСТЬ 

ЕГО ИНТЕНСИВНОСТИ 
ОТ ПЛОТНОСТИ ЭДП

Приведем оценку, позволяющую понять воз-
никновение стимулированного излучения уже в
начале мощной пикосекундной накачки. Вос-
пользуемся при оценке данными из [29]. В едини-
це объема максимальная скорость стимулирован-
ной рекомбинации равна

(50)

где nmax = 7 × 1018 см–3, τR = 12.2 пс при Dex = 0.05 см.
Скорость стимулированной рекомбинации во
время перехода (tr) от экспоненциального к ли-
нейному возрастанию s-излучения со временем
составляет

(51)

где IΣ-max ≈ 1301 отн. ед., IΣ-tr ≈ 214 отн. ед. – интен-
сивность s-излучения, интегрального по спектру,
во время указанного перехода (рис. 41).

Величина ненасыщенного коэффициента уси-
ления, полученная из графика IΣ(t) (см. рис. 41),
равна γi = 0.55 пс–1. Переход от экспоненциально-
го к линейному возрастанию s-излучения проис-
ходил приблизительно в момент времени ttr ≈ 7.1 пс.
Произведение γittr= 3.91, что близко к условию g-
перехода (44), полученному для s-компонент.
Скорость пороговой спонтанной рекомбинации,
генерировавшей спонтанное излучение, с усиле-
ния которого начиналось стимулированное излу-
чение, равнялась

(52)

Так как спектральная полоса усиления света не-
сколько уже (максимум, вдвое, см. рис. 7) ширины
спектра спонтанного излучения, то скорость полной
спонтанной рекомбинации Rsp при пороге образова-
ния стимулированного излучения, по-видимому,
находится в диапазоне 1.2 × 1027 см−3 с−1 < Rsp < 2.4 ×
× 1027 см−3 с−1. Скорость спонтанной рекомбина-
ции определяется выражением

(53)

где B = 7.2 × 10–10 см3/с при комнатной темпера-
туре ТR = 294 К. Получаем оценку пороговой
плотности носителей nth ≈ (1.3…1.8) × 1018 см–3,
близкую к оценкам из [10, 13, 35], при которой
уже должна существовать инверсия населенности
согласно расчетам [45, 64].

( )
− −

= − τ =
= ×

st-max max max
29 3 13.6 10 см с ,

RR n n e

st-tr st-max -tr -max
28 3 15.97 10

)

с ,

(

см

R R I IΣ Σ
− −

= ≈
≈ ×

27 3 1
sp- st-tr trexp( ) 1.2 10 см с .e iR R t − −= γ = ×

sp ,R Bnp=

Рис. 41. Хронограмма интегрального по спектру s-из-
лучения при энергии импульса накачки Wex =
= 3.3 отн. ед. (1) из [29] и касательные к хронограмме:
экспоненциальная (2) и линейная (3).
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Таким образом, оценки, основанные на экспе-
риментальных данных, подтверждают предло-
женное в [63] объяснение аномально быстрого
возникновения стимулированного излучения. Та-
кое возникновение вызвано тем, что скорость спон-
танной рекомбинации приобретает значение, соот-
ветствующее пороговой плотности nth накаченных
носителей, с инерционностью, не превышающей
нескольких пикосекунд. Увеличение времени
возникновения стимулированного излучения по
отношению к началу накачки, наблюдавшееся,
например, при уменьшении Wex в [29], объясняется
просто. Чем меньше Wex, тем позднее плотность на-
качиваемых носителей достигнет пороговой плот-
ности nth и начнется усиление спонтанного излу-
чения.

Отметим вытекающую из изложенного в
разд. 9 и далее небезынтересную перспективу. Из
выражений (17) и (21) следует

(54)

То есть при релаксации интенсивность s-излуче-
ния, интегрального по спектру, пропорциональ-
на надпороговой плотности носителей. Релакса-
цией плотности носителей “управляет”, как сле-
дует из (22), их охлаждение или, иначе говоря,
ЭТН. Поскольку эксперименты выявили влия-
ние ЭТН и на фронте, и в максимуме s-излуче-
ния, то естественно предположить, что, хотя бы в
первом приближении ЭТН определяет интенсив-
ность s-излучения на всем его протяжении, где
тогда справедливо и соотношение (54). В этом
случае в течение s-излучения его интенсивность
пропорциональна превышению плотности носи-
телей над пороговым уровнем, точнее, величине
(n – nth)/τR. Как проиллюстрировано в [1, рис. 11],
при пороговом состоянии ЭДП на изменение
просветления в большей степени влияет измене-
ние плотности неравновесных носителей, чем их

th .
R

n ndnI
dtΣ

−=
τ



температуры. Поэтому изменение надпороговой
плотности (n – nth) со временем приближенно
отображает обратимое просветление. Из-за необ-
ходимости минимизировать энергию зондирую-
щего импульса обычно измеряют просветление
корреляционным методом, в функции от време-
ни задержки τd зондирующего импульса относи-
тельно накачки. Д.Н. Забегаевым была создана
программа математического получения из изме-
нения просветления с τd его обратимого измене-
ния в реальном времени ln(T1/T0) = f(t). Не распо-
лагая результатами измерений просветления и s-
излучения в строго одинаковых условиях, были
взяты для примера измеренные в разное время
хронограммы s-излучения на рис. 42 (кривые 1 и 2)
и зависимость ln(T1/T0) = f(t) (кривая 3). Одна из
хронограмм оказалась несколько уже, другая не-
много шире кривой обратимого просветления.
Активный рост s-излучения, представляемого
кривой 1, начинается примерно, когда просветле-
ние достигает порогового уровня, равного вели-
чине остаточного просветления при t > 50 пс, ко-
торому соответствует плотность nth. Это предпо-
лагалось выше в этом параграфе и согласуется со
сделанной там оценкой. На графике 2 s-излуче-
ние возникает несколько раньше того, когда про-
светление на графике 3 достигает порогового
уровня. Это, видимо, свидетельствует о том, что
такое s-излучение генерировалось при большей
Wex, чем просветление на графике 3, отчего поро-
говый уровень достигался раньше.

При сопоставлении хронограмм s-излучения и
графика обратимого просветления обнаружено,
что они достаточно близки. Это позволяет счи-
тать реалистичным как исходное предположение,
что интенсивность s-излучения пропорциональ-
на превышению плотности носителей над поро-
говым уровнем, так и его предпосылку, что в пер-
вом приближении ЭТН определяет интенсив-
ность s-излучения на всем его протяжении.

Рис. 42. Хронограммы IΣ(t) s-излучения при несколько отличных Wex и диаметре Dex = 0.5 [29] (1) и 0.54 мм [36] (2);
график просветления в реальном времени (3).
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АГЕЕВА и др.

ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Экспериментально получено следующее пред-
ставление о собственном стимулированном (уси-
ленном спонтанном) пикосекундном излучении
(s-излучении) в режиме насыщения усиления в
гетероструктуре из полупроводников А3В5. Мощная
оптическая накачка создает в GaAs пороговую для
образования s-излучения плотность носителей за
несколько пикосекунд. Скорость спонтанной ре-
комбинации достигает расчетного для этой плот-
ности значения с инерционностью ~1 пс. Отсюда
аномально быстрое возникновение s-излучения.
Внутри гетероструктуры s-излучение наводит
брэгговскую решетку населенности. Интерфе-
ренционная картина спектра излучения, вызван-
ная отражением решеткой спектральных компо-
нент излучения (s-компонент), свидетельствует о
существенной когерентности s-излучении, ранее
предполагавшейся низкой для стимулированного
излучения. Когда произведение коэффициента γi
ненасыщенного усиления s-компоненты на вре-
мя ttr, отсчитываемое от начала s-компоненты, до-
стигает экспериментально установленной кон-
станты γittr = 4.2, возрастание плотности энергии
моды в активной среде меняется с экспоненци-
ального на линейное. Во время достижения этого
условия происходит переход от режима ненасы-
щенного усиления к режиму насыщения усиле-
ния, в котором обнаружены перечисляемые ниже
явления.

Для того чтобы энергетический транспорт на-
каченных носителей в область экстремумов зон
проводимости и валентной, откуда носители ре-
комбинируют, был сбалансирован с их вынужден-
ной рекомбинацией, происходит обеднение ин-
версной населенности электронов (“выжигание”
провала в спектре усиления). Электрон-электрон-
ное рассеяние оказывается не способным залечи-
вать подобное отклонение от фермиевского распре-
деления носителей, образуемое s-излучением. При
условии достаточного совершенства кристалличе-
ской решетки возникает периодическая трансля-
ция провала по спектру фундаментального погло-
щения света, требуемая для детального равновесия
переходов электронов с излучением и поглощением
LO-фононов. Благодаря этой трансляции ширина
~ΔLO спектра усиления и основания мгновенного
спектра s-излучения лишь ненамного превышает
энергию LO-фонона. При такой “узкой” полосе
усиления ею можно пренебречь в некоторых слу-
чаях, и соответствующее состояние электронно-
дырочной плазмы считать пороговым. В таком
приближении температура и плотность ЭДП ста-
новятся взаимосвязаны. Из-за этого, во-первых,
с плотностью электронов становятся однозначно
связаны: перенормировка запрещенной зоны из-
за их кулоновского взаимодействия, их распреде-
ление между долинами, частота плазмонов и др.

Во-вторых, возникает связь характерного пико-
секундного времени τR релаксации как плотности
ЭДП, так и интенсивности s-излучения (инте-
грального по спектру) с характерным временем τT
остывания носителей заряда. Взаимодействие
носителей с s-излучением замедляет время τT, и,
значит, замедляет ЭТН. При балансе ЭТН и ВНР
образуется связь времени τR с теми параметрами
ЭДП, s-излучения и GaAs, от которых зависит
время τT. Возникает антикорреляция между мак-
симальной интенсивностью s-излучения и време-
нами τT и τR. Превышение длительности s-излуче-
ния, интегрального по спектру, над длительностью
пикосекундной накачки и особенности формы
огибающей s-излучения определяются тоже вре-
менем τR или τT, а фактически замедлением ЭТН.
Из-за пространственно неоднородной накачки
длина L усиления (диаметр активной области)
s-компоненты оказывается разной для разных
s-компонент. Возникает зависимость характер-
ного пикосекундного времени τr-m релаксации
s-компоненты от L. Обнаруживается остаточное
характерное время релаксации, универсальное в
том смысле, что никакая миниатюризация актив-
ной области предположительно не может сделать
его меньше при горячей ЭДП. Коэффициент ли-
нейного возрастания на фронте, максимальная
плотность энергии s-компоненты в ее активной
среде, время достижения этого максимума, дли-
тельность s-компоненты, плотность ее энергии во
время перехода от экспоненциального к линей-
ному возрастанию, – все оказывается зависящим
от коэффициента γi и времени τr-m s-компоненты.
Названные параметры различаются для разных
s-компонент и закономерно меняются при изме-
нении энергии фотона s-компоненты. То, что из-
менения со временем интенсивности s-компонент
протекают в итоге асинхронно, дает, видимо, но-
вое свидетельство замедления рассеяния носите-
лей друг на друге, когда они находятся в поле соб-
ственного электромагнитного излучения.

На основании полученных экспериментальных
результатов квинтэссенцию генерации интенсив-
ного излучения при насыщении его усиления мож-
но предположить следующей. ЭТН представляет
собой релаксацию накаченных носителей в энер-
гетическом пространстве на нижерасположенные
энергетические уровни. Он доставляет накачен-
ные носители к экстремумам зон проводимости и
валентной. Оттуда носители вынужденно реком-
бинируют при ширине спектра усиления ~<ΔLO.
ВРН находится в динамическом равновесии (сба-
лансирована) с ЭТН. Генерируемое при ВРН из-
лучение, взаимодействуя с носителями, подогре-
вает их, замедляя их охлаждение и ЭТН. Послед-
нее замедляет ВРН, что влияет на интенсивность
излучения. Подобная отрицательная обратная
связь (ООС) предложена в [7]. Изменения ЭТН и
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ВРН, в том числе и в процессе ООС, идут так,
чтобы соотношение плотности носителей и их
температуры соответствовало пороговому состо-
янию ЭДП. Образующаяся в таких условиях ВРН
определяет интенсивность излучения.

В таком представлении интенсивность s-излу-
чения определяется без необходимости измере-
ния или расчета спектра коэффициента усиления
с учетом всех влияющих на него факторов в ре-
альных условиях эксперимента. Во-первых, до-
статочно знать превышение плотности носителей
заряда над тем её остаточным значением, когда s-
излучение заканчивается и температура GaAs
комнатная. Во-вторых, надо знать характерное
время охлаждения накаченных носителей заряда,
которое связано простым соотношением с изме-
ряемым в реальном времени характерным време-
нем релаксации интенсивности s-излучения.

Экспериментально полученное и суммиро-
ванное в обзоре представление о стимулирован-
ном излучении в режиме насыщения усиления
существенно пополнено и конкретизировано по
сравнению с предполагавшимся ранее. К тому же,
наконец, экспериментально прямо доказана связь
стимулированного и спонтанного излучения. Боль-
шинство закономерностей в перечисленных выше
явлениях аппроксимируются эмпирическими фор-
мулами, доказывающими определяющую роль:
(а) энергетического транспорта носителей, замед-
ленного из-за их взаимодействия с излучением, (б)
порогового состояния ЭДП. Эти закономерности
уже можно учитывать, решая и чисто научные, и
прикладные задачи.

Можно надеяться, что обзор представляет так-
же необходимую экспериментальную базу для
развития теоретического и дальнейшего экспери-
ментального исследования режима насыщения
усиления, одного из разделов еще недостаточно
исследованной нелинейной динамики генерации
интенсивного стимулированного излучения в ге-
тероструктурах прямозонных полупроводников.
Теория нужна, в частности, чтобы объяснить
предполагавшееся и в [3] снижение эффективности
неупругого рассеяния носителей друг на друге, ко-
гда они находятся в поле собственного излучения.
Здесь оно делает возможной асинхронность микро-
потоков носителей на энергетические уровни, с
которых они рекомбинируют. Различие микро-
потоков тоже представляет интерес для теорети-
ческих и экспериментальных исследований.

Отметим также, что развитие эксперименталь-
ных и теоретических исследований в представ-
ленной актуальной области отвечало бы и инте-
ресам совершенствования сверхбыстродействую-
щей полупроводниковой оптоэлектроники.

Авторы заявляют об отсутствии конфликта
интересов.
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ВВЕДЕНИЕ
Повышение разрешающей способности угло-

мерных систем – современное направление их
развития и совершенствования. В силу важности
задачи во многих странах разрабатываются методы
достижения углового сверхразрешения. Наиболее
известны: метод MUSIC, ESPRIT, методы сверх-
высокого разрешения, обратной свертки сигналов,
фазовых взвешивающих коэффициентов, методы
углового взвешивания, максимальной энтропии
Берга, “теплового шума”, Борджотти–Лагунаса
[1–6].

Большинство известных методов предназна-
чено только для решения одномерных задач. Их
обобщение на двумерные задачи существенно
усложняет алгоритмы, повышает степень не-
устойчивости решений, резко повышается время
обработки сигналов.

От перечисленных выше недостатков во мно-
гом свободны рассматриваемые в работе методы,
названные алгебраическими. Они заключаются в
том, что в области расположения источника зада-
ются системы ортогональных функций {h} и пред-
ставляется приближенное решение в виде конеч-
ного разложения по этим функциям [8–12].

1. ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ
Поставим задачу получения радиоизображе-

ний исследуемых объектов I(α, ϕ) с возможно
большим разрешением на основе анализа полу-
ченного при сканировании сигнала U(α, ϕ). За-
данной считается диаграмма направленности
(ДН) антенной системы f(α, ϕ) и принятый сиг-

нал U(α, ϕ). Обозначим как I(α, ϕ) подлежащее
определению угловое распределение амплитуды
отраженного объектом сигнала в задачах актив-
ной локации или же излучаемого сигнала в зада-
чах пассивной локации.

Тогда принятый сигнал представляет собой
двумерную свертку:

(1)

где Ω – телесный угол, в котором расположен ис-
точник излучения.

Максимальное разрешение, обеспечиваемое
по каждому из углов, определяется, как известно,
критерием Рэлея:

(2)

где Dα,ϕ – линейные размеры антенной системы
по соответствующим направлениям, λ – исполь-
зуемая длина волны.

Таким образом, при прямых измерениях рас-
пределение I(α, ϕ) находится с разрешением не
лучше δα и δϕ. Возникает задача цифровой обра-
ботки сигнала вида (1), которая позволила бы по-
высить качество двумерного изображения объек-
та за счет превышения критерия Рэлея.

Математически задача состоит в поиске при-
ближенного решения интегрального уравнения
(ИУ) Фредгольма первого рода типа двумерной
свертки (1) относительно I(α, ϕ) со сверхразреше-
нием.

( , ) ( ', ') ( ', ') ' ',U f I d d
Ω

α ϕ = α − α ϕ − ϕ α ϕ ϕ α

, ,D Dα ϕδα ≅ λ δϕ ≅ λ
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Поставленная задача является обратной и не-
корректной по Адамару, что часто приводит к по-
лучению неустойчивых и неадекватных решений.

2. МЕТОД 
ДВОЙНОЙ ОРТОГОНАЛИЗАЦИИ

При решении алгебраическими методами
приближенное решение представляется в виде
разложения по конечной системе ортонормиро-
ванных в области Ω функций hm(α, ϕ) с неизвест-
ными коэффициентами am:

(3)

(4)

Проведенная параметризация позволила свести
решение обратной задачи к определению коэф-
фициентов am, m = 1, 2, …, N. В подобных задачах
коэффициенты обычно определяются из условий
минимума среднеквадратичного отклонения – в
данном случае (4) от U(α, ϕ). Тогда приходим к
системе линейных алгебраических уравнений
(СЛАУ):

(5)

Интегрирование в (5) проводится по области Ψ > Ω,
где Ψ – телесный угол, в пределах которого отно-
шение сигнал/шум (ОСШ) в сигнале U(α, ϕ) еще
позволяет получать устойчивые решения.

Решение (5) дает возможность найти матрицу-
столбец A коэффициентов am, т.е. приближенное
решение обратной задачи (3).

Получаемые СЛАУ (5) обычно плохо обуслов-
лены, т.к. решается обратная некорректная зада-
ча. С увеличением N, т.е. при попытках повысить
разрешение, устойчивость решений резко падает,
что подтверждается экспоненциальным ростом
чисел обусловленности матриц F [13…15].

Существенное повышение устойчивости мо-
жет быть достигнуто, если функции Hj(α, ϕ) из (4)
оказываются ортогональными в области Ψ. Тогда

1
( , ) ( , ),

N

m m
m

I a h
=

α ϕ ≅ α ϕ

1
( , ) ( , ),

( , ) ( ', ') ( ', ) ' .

N

m m
m

m m

U a H

H f h d d
=

Ψ

α ϕ ≅ α ϕ

α ϕ = α − α ϕ − ϕ α ϕ α ϕ




 = ,

Ψ

,

( , ) ( , ) ,

( , ) ( , ) .

j

j m m j

U H d d

H H d d
Ψ

≅ α ϕ α ϕ α ϕ

= α ϕ α ϕ α ϕ




V FA

V

F

j

матрица F становится диагональной, и коэффи-
циенты aj легко найти из соотношений

(6)

Возникает задача нахождения ортогональной си-
стемы функций {H} в области Ψ, которая является
образом ортогональной в области расположения
источника Ω системы функций {h}, т.е. требуется
одновременная ортогонализация двух связанных
между собой систем функций.

Этому требованию удовлетворяют собственные
функции ИУ. Численные исследования показали,
что задача поиска собственных функций ИУ менее
устойчива, чем решение основной задачи в виде (5),
что делает бессмысленным использование соб-
ственных функций ИУ в (5), (6) [17, 18].

Покажем, что не только собственные функции
ИУ могут удовлетворять требованию двойной ор-
тогональности. Используем вначале какую-либо
ортонормированную в области Ω конечную си-
стему функций {h}. На ее основе в соответствии с
(4) получаем систему неортогональных в области
Ψ функций {H}. Далее, составляем матрицу Гра-
ма, т.е. матрицу скалярных произведений дву-
мерных функций S со следующими элементами:

(7)

Матрица S симметричная, положительно опреде-
лена, поэтому существует преобразование T, при-
водящее ее к диагональному виду

(8)

где столбцы матрицы T – собственные векторы
матрицы S, а TT – транспонированная матрица.

Используя найденную матрицу T, введем но-
вую систему функций {G}:

(9)

Полученная система (9) оказывается ортогональ-
ной в области Ψ, так как скалярные произведения
образуют диагональную матрицу:

(10)

где  – элементы матрицы (8).

Ω

Ω

α ϕ α ϕ α ϕ =

= α ϕ α ϕ =


 2
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( , ) , 1,2, , .

j

j j

U H d d

a H d d j N

, ( , ) ( , ) ( , ) .i j i j i jS H H H H d d
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= = α ϕ α ϕ α ϕ
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Найдем теперь систему функций {g}, которая
порождает полученную ортогональную в области
Ψ систему {G} (9):

(11)

Из (9) следует:

(12)

Сравнивая (11) и (12), получим

(13)

Найденная система (13) оказывается ортогональ-
ной в области расположения источника Ω, так
как в силу ортогональности функций hm(α, ϕ) и
ортогональности собственных векторов матрицы
S, образующих матрицу T, получим:

(14)

Из (13) и (14) следует, что искомая система функ-
ций {g} определяется тем же линейным преобра-
зованием (9), что и {G}.

В итоге построена новая система из N функ-
ций gm(α, ϕ), ортогональная в области Ω, которая
порождает ортогональную систему функций Gm(α,
ϕ) в области Ψ.

Используя полученную систему Gm(α, ϕ), на-
ходим принятый сигнал

(15)

и коэффициенты разложения

(16)

Ψ
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Принятый сигнал (15), используя (1), (12), (14),
можно также представить и в несколько ином ви-
де, основанном на первоначальной системе {h}:

(17)

Приравнивая подынтегральные выражения в (17),
получим приближенное решение рассматривае-
мой обратной задачи в виде разложения и по вве-
денной новой системе функций, и по исходной
системе:

(18)

В итоге новые системы функций (9) и (13) позволя-
ют одновременно представить искомое решение (3)
и исследуемый сигнал U(α, ϕ) в виде разложений по
ортогональным функциям, что упрощает анализ
задачи, повышает устойчивость численных реше-
ний и, в конечном счете, позволяет повысить до-
стигаемую степень сверхразрешения.

В качестве систем двумерных функций удобно
использовать разделимые системы, т.е. системы
функций, для которых возможно представление

так как быстродействие алгоритмов в этом случае
заметно выше. Тогда получаем

(19)

и, обозначив

приходим к матричному уравнению
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относительно матрицы коэффициентов am,n, ре-
шение которого обеспечивает решение всей об-
ратной задачи:

(21)

Разделимые системы удобно использовать при
анализе сигналов, получаемых АР. Для плоской
АР ДН f(α, ϕ) может быть представлена как f(α, ϕ) =
= fα(α) fϕ(ϕ), и формулы (19)–(21) упрощаются, в
частности

(22)

тогда процедуру двойной ортогонализации можно
проводить раздельно для каждой из систем функ-
ций  и  по описанной выше схеме.

Для этого следует представить область Ψ в виде
некоторой новой прямоугольной области углов

что всегда возможно, например, за счет расшире-
ния или же некоторого сужения первоначальной
области используемых при представлении сигна-
ла U(α, ϕ) углов Ψ.

Найденная ортогональная система Gm(α)Gn(ϕ),
m = 1, 2, …, M, n = 1, 2, …, N позволяет выразить
принятый сигнал в виде

(23)

и найти коэффициенты разложения без решения
матричного уравнения (20):

(24)

Тогда решение обратной задачи будет иметь вид

(25)

где gm(α)gn(ϕ), m = 1, 2, …, M, n = 1, 2, …, N – система,
порождающая Gm(α)Gn(ϕ). Функции gm(α) и gn(ϕ)
находятся так же, как и в одномерном случае.

Алгебраические методы предполагают итера-
ционный процесс решения при последователь-
ном увеличении числа используемых функций N.
На каждом шаге итерационного процесса систе-
мы {g} и {G} изменяются в соответствии с (7)–(9)
и (13), хотя исходная система {h} остается неиз-
менной. Эта особенность алгоритма незначительно
сказывается на времени работы программы, так как
основные расчеты, касающиеся СЛАУ, выполня-
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ются с помощью стандартных быстродействую-
щих и хорошо отработанных алгоритмов.

Решение каждой из рассматриваемых задач
начинается с выбора первоначальной системы
функций {h} для представления решения. Выбор
следует основывать либо на априорной информа-
ции об источнике сигналов, либо на разумных пред-
положениях о его характеристиках. Использование
априорной информации об источнике сигналов
позволяет, кроме того, ввести в задачу дополнитель-
ные условия в виде уравнений и неравенств, а также
уменьшить прогнозируемые размеры области
расположения источника Ω, что повышает устой-
чивость решений [16–18].

В процессе проведения итераций возникает
дополнительная интересная и полезная возмож-
ность: выявляется новая, не заданная ранее, т.е.
“скрытая” информация об источнике сигналов.
На каждом шаге итерационного процесса полу-
ченная “скрытая” информация позволяет допол-
нять решаемые системы (5) или (7)–(10) новыми
условиями и ограничениями. Более того, выяв-
ленная новая информация может показать, что
для лучшего описания источника следует изме-
нить и первоначально выбранную систему орто-
гональных функций {h}.

Таким образом, предложенные алгебраиче-
ские методы позволяют учитывать предваритель-
ную информацию о решении и, последовательно
увеличивая число используемых функций, при-
ближаться к предельной для каждой задачи степе-
ни углового сверхразрешения [19, 20].

3. РЕЗУЛЬТАТЫ 
ЧИСЛЕННЫХ ЭКСПЕРИМЕНТОВ

Рассмотрим ряд примеров применения опи-
санных методов при решении обратных задач. В
качестве антенной системы была выбрана плос-
кая антенная решетка из 21 × 21 элементов с за-
данной ДН f(α, ϕ). Источник сигналов в виде раз-
личных двумерных функций I(α, ϕ) был задан в
прямоугольной области

где θ0.5 – ширина ДН по половинной мощности.
Границы области Ψ для используемых при обра-
ботке значений U(α, ϕ) определялись величинами
углов (α, ϕ), при которых мощность принимаемо-
го сигнала снижалась в два раза по сравнению с
максимальным значением.

Далее решалась обратная задача – восстанов-
ление I(α, ϕ) посредством решения СЛАУ (5) или
(7)–(10).

Задача 1. Априори было известно, что источ-
ник сигнала описывается гладкой функцией
I(α, ϕ) с относительно небольшими значениями

0.5 0.5 0.5 0.5

, ,( ) ( ) ( )
( ) ( , ,), и

α ϕΩ α ϕ = Ω α Ω ϕ
α ∈ −θ θ ϕ ∈ −θ θ
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градиента. Это предопределило использование
тригонометрических функций в качестве началь-
ной системы функций {h}.

На рис. 1а приведена одна из функций систе-
мы {h}:

а на рис. 1б ее модификация – функция g1,1(α, ϕ)
из системы {g}, полученная в результате выполне-
ния процедуры двойной ортогонализации (13)
для системы функций вида (22).

На всех рисунках в горизонтальной плоскости
по осям отложены углы α,ϕ ∈ (–θ0.5,θ0.5). За нулевое
принято направление нормали к плоскости АР.

На рис. 2а в виде редкой сетки показаны значе-
ния принятого сигнала U(α, ϕ). На рис. 2б приве-
дено решение обратной задачи при использова-
нии метода двойной отрогонализации. Решение в
целом хорошо передало распределение I(α, ϕ),
хотя и с небольшими неточностями в виде расши-

1,1 , cos 2 cos 2 ,( ) ( ) ( )h α ϕα ϕ = πα Ω πϕ Ω

ренных по сравнению с истинными областей с
повышенными значениями амплитуды излучае-
мого сигнала.

Решение той же задачи, полученное на основе (5),
т.е. без двойной ортогонализации, заметно боль-
ше расширило упомянутые выше области. Кроме
того, появились ложные источники сигнала, и ис-
тинный источник с минимальной амплитудой на
их фоне стал неотличим от ложных.

Задача 2. На рис. 3а показан заданный в области
Ψ принимаемый сигнал – сетчатая поверхность, и
искомый истинный источник сигнала I(α, ϕ) в виде
совокупности четырех малоразмерных раздельных
источников в области Ω ∈ Ψ, α, ϕ ∈ (–θ0,θ0), θ0 =
= θ0.5/2.

Поиск I(α, ϕ) строился без использования ка-
кой-либо априорной информации. Вначале были
применены системы тригонометрических функций.
Решение на их основе в области Ψ с максимально
достигнутым разрешением не намного изменило
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вид решения по сравнению с исходным U(α, ϕ).
Это означало, что либо искомая функция I(α, ϕ)
действительно имеет плавный вид, близкий к полу-
ченному, либо имеется ряд близко расположенных
малоразмерных источников со значительными зна-
чениями амплитуд отражаемого сигнала.

Для уточнения ситуации была использована
система ступенчатых функций. Ее применение
позволило ограничить область расположения ис-
точника до области Ω, где α ∈ (–θ1, θ1) и ϕ ∈ (–θ1,θ1),
θ1 = θ0/2, т.е. в два раза уменьшить оценку ее раз-
меров и далее получить решение, показанное на
рис. 3б. Решение правильно локализовало четыре
области с большими значениями I(α, ϕ). При
этом появились ложные цели с небольшой ам-
плитудой. Достигнутое угловое разрешение ока-
залось равным 1/4θ0.5, т.е. в четыре раза превыси-
ло критерий Рэлея.

Решение без двойной ортогонализации также
позволило локализовать четыре области, но ампли-

туды ложных источников оказались существенно
больше – около 0.5 от амплитуд истинных, что при
использовании порогового напряжения при реги-
страции сигналов значительно снижает вероят-
ность правильного обнаружения целей в условиях
шумов и помех. Кроме того, подобный уровень
ошибок не позволяет восстанавливать радио-
изображения групповых целей, состоящих из ма-
лоразмерных объектов с заметно различающимися
амплитудами отраженного сигнала.

Задача 3. Заранее было известно, что источник
сигнала описывается гладкой функцией I(α, ϕ) с
небольшими значениями градиента и, возможно,
имеется небольшой участок с резко выделяю-
щимся значением I(α, ϕ).

На рис. 4а приведено истинное искомое рас-
пределение I(α, ϕ) в виде мелкоячеистой поверх-
ности и заданные значения принятого сигнала
U(α, ϕ) в виде редкой сетки. Предварительная ин-
формация предопределила использование систем
{h} на основе вейвлетов. Применение двумерных

Рис. 3.
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вейвлетов за счет их масштабирования и сдвига
по осям дает возможность описать и общий вид
распределения I(α, ϕ), и его локальные характе-
ристики.

При построении итерационного решения об-
ратной задачи применялись MHAT-вейвлеты. На
рис. 4б приведены результаты восстановления
изображения источника. Сравнение истинного и
восстановленного изображения показывает вы-
сокое качество полученного решения. Некоторые
искажения проявились в виде расширенной на
5…10% области с большими значениями I(α, ϕ) и
в виде небольших плавных осцилляций вокруг
истинного значения I(α, ϕ) в остальной области.

ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Предложенные методы обработки двумерных
сигналов на основе двойной ортогонализации си-
стем функций обеспечивают превышение критерия
Рэлея в три–семь раз, а иногда и более, и локализа-
цию источников сигналов с точностью θ0.5/4…θ0.5/8.
Выбор системы функций для представления ре-
шения следует осуществлять на основе априор-
ной информации о характеристиках источника
сигналов. Эффективным оказывается использо-
вание новой информации об источнике, выявля-
емой по ходу итерационного процесса поиска ре-
шения.

Представленные методы интеллектуальной
обработки сигналов могут быть использованы си-
стемами в оптическом и инфракрасном диапазо-
нах длин волн, в астрономии и радиоастрономии,
в гидролокации, при решении задач распознава-
ния образов.

Авторы заявляют об отсутствии конфликта
интересов.
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Рассмотрены свойства угловых шумов радиолокационных отражений от втулки винта. На основе
многоточечной геометрической модели втулки винта получены аналитические выражения, позво-
ляющие рассчитать параметры плотности распределения вероятности угловых шумов для плоско-
стей азимут и угол места для втулки однолопастного винта при произвольном угле поворота втулки.
Соотношения, полученные для втулки с одной лопастью, обобщены на случай втулки винта с про-
извольным количеством лопастей. Показано, что угловой шум втулки представляет собой случай-
ный процесс с периодически изменяющимися параметрами. Теоретические результаты подтвер-
ждены математическим моделированием.
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ВВЕДЕНИЕ
Современные радиолокационные станции (РЛС)

измеряют и оценивают большое количество пара-
метров электромагнитного поля, рассеянного ра-
диолокационным объектом. По результатам их
оценки определяются такие параметры, как даль-
ность до объекта, скорость сближения, угловое
положение объекта, размер и форма объекта.

На различных этапах разработки РЛС, а также
при выполнении их модернизации широко ис-
пользуется моделирование [1, 2]. Полнота и досто-
верность моделирования во многом определяются
номенклатурой и проработанностью математиче-
ских моделей радиолокационных объектов [3]. Та-
ким образом, актуальна задача разработки новых
и уточнения существующих моделей радиолока-
ционных объектов.

Одним из классов радиолокационных объек-
тов, представляющим существенный интерес при
моделировании, является летательный аппарат с
вращающимися лопастями. К этому классу объ-
ектов можно отнести вертолеты, беспилотные ле-
тательные аппараты (например, квадро- и ок-
такоптеры).

Известно, что эхосигнал от таких объектов
формируется за счет отражений от фюзеляжа, ло-
пастей и втулки винта и является нестационар-
ным [4]. При моделировании отражений от них

широко используются геометрические модели,
представляющие собой совокупность независи-
мых точек, имеющих геометрическую конфигу-
рацию, совпадающую с реальным объектом, каж-
дая из которых излучает сигналы, эквивалентные
отражениям от замещаемого фрагмента объекта
[5]. Например, при моделировании отражений от
вертолета для РЛС Х-диапазона фюзеляж состав-
ляется из десятков точек [6], втулка и каждая из
лопастей требуют сотен точек [7]. Это существен-
но ограничивает применимость таких моделей
при формировании эхосигнала в реальном мас-
штабе времени.

Кроме того, реальным радиолокационным
объектам присуще явление углового шума –
флуктуации фазового фронта отраженной элек-
тромагнитной волны, вызванные многоточечной
структурой радиолокационного объекта. Угловой
шум – важная характеристика, позволяющая
определить угловое положение и угловые размеры
отражающего объекта [8, 9]. Как правило, он ха-
рактеризуется плотностью распределения веро-
ятности (ПРВ) и спектральной плотностью мощ-
ности [10, 11].

Плотность распределения вероятности ха-
рактеризует угловые размеры объекта, и для
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каждой угловой координаты определяется вы-
ражением [10]

(1)

где  – обобщенная координата (азимут или угол
места);  – математическое ожидание угловых
шумов по рассматриваемой обобщенной коорди-
нате ;  – величина, характеризующая ширину
распределения по рассматриваемой обобщенной
координате .

Спектральные свойства угловых шумов харак-
теризуют скорость флуктуаций кажущегося цен-
тра излучения и определяются параметрами вза-
имного движения объекта и РЛС.

Анализ статистических свойств угловых шу-
мов объектов, отражающих нестационарный эхо-
сигнал, не проводился.

В то же время в литературе отмечается, что не-
стационарность отражений от вертолетов приводит
к ошибкам измерения их координат и сопровожде-
ния [7]. Это свидетельствует о том, что формирова-
ние углового шума (по сути, воспроизведение
пространственной конфигурации радиолокаци-
онного объекта и ее изменение во времени) при
проведении моделирования таких объектов явля-
ется значимым.

Традиционным подходом к анализу отраже-
ний от сложных радиолокационных объектов яв-
ляется декомпозиция этого объекта на составные
части, раздельный анализ отражений для каждой
из этих частей и последующее обобщение полу-
ченных результатов [6, 12, 13]. Как отмечалось ра-
нее, декомпозиция вертолета производится на
три элемента: фюзеляж, лопасти и втулка.

Объектом исследования данной работы явля-
ются параметры угловых шумов втулки вертолета.
Таким образом, цель работы – определить зави-
симость параметров плотности распределения
вероятности угловых шумов втулки винта верто-
лета от угла поворота втулки.

1. МНОГОТОЧЕЧНАЯ МОДЕЛЬ 
ВТУЛКИ ВИНТА

Втулка винта представляет собой геометриче-
ски сложный объект. В ряде источников предла-
гается для моделирования не воспроизводить
полностью конфигурацию втулки, а использовать
геометрическую модель, составленную из набора
отражателей, распределенных в пространстве с
заданной плотностью вероятности по координа-

( )
( )( )3/222

,
2 1

W
m

μξ =
+ μ ξ −

ξ
m

ξ μ

ξ

там радиус ( ), азимут ( ) и высота ( )
[7, 14, 15]:

(2)

где ,  – радиус и высота втулки;  – уг-
ловое положение лопасти в начальный момент
времени;  – угол поворота лопасти относительно
начального момента времени;  – угловая ши-
рина порядка 1 град;  – количество лопастей
винта;  – равномерное распределение в
диапазоне от  до ;  – нормальное
распределение с математическим ожиданием  и
дисперсией ;  и  – весовые коэффициенты,
определяющие распределение отражателей во
втулке (их сумма должна быть равна единице).

Параметры  и  могут изменяться для моде-
лирования втулок различных летательных аппа-
ратов и различных видов (шарнирные, упругие,
жесткие) [7]. Во втулке выделяют две группы от-
ражающих элементов. Во-первых, элементы, име-
ющие цилиндрическую симметрию (шайба, крыш-
ка ступицы, вал ротора). Во-вторых, элементы, со-
средоточенные вокруг азимутального положения
лопасти несущего винта (управляющие стержни,
основания лопастей). Например, из (2) видно,
что увеличение параметра  приведет к концен-
трации отражателей втулки в области крепления
лопастей.

Начало цилиндрической системы координат
совмещено с геометрическим центром втулки.
Ось Oz сонаправлена с осью втулки. Как уже от-
мечалось, для моделирования втулки необходимо
не менее ста точек на каждую область крепления
лопасти винта [7].

Каждая из точек втулки отражает сигнал с до-
плеровским сдвигом, пропорциональным скоро-
сти сближения точки и РЛС. Амплитуда отражен-
ного сигнала для всех точек геометрической мо-
дели втулки полагается одинаковой. Начальные
фазы случайны и распределены равновероятно в
интервале 0…360 град. В [7, 14, 15] отмечается, что
временная и спектральная реализация эхосигна-
ла от такой геометрической модели соответствует
характеристикам реальной втулки. В данной работе
применим эту модель для расчета параметров ПРВ
углового шума отражений от втулки винта.
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2. СООТНОШЕНИЯ ДЛЯ РАСЧЕТА 
ПАРАМЕТРОВ ПРВ ВТУЛКИ ВИНТА

Зная многоточечную модель втулки, можно
рассчитать параметры ПРВ угловых шумов для
угловых координат азимут и угол места. Для этого
перейдем в нормированные координаты. По оси
Oz проведем нормировку к половине высоты
втулки hвтул/2. По оси Or проведем нормировку к
радиусу втулки . Таким образом, в плоскостях
азимут и угол места координаты отражателей бу-
дут принимать значения в диапазоне .

Как видно из (2), для плоскости угол места на-
блюдается равномерное распределение отражателей
в пространстве. Параметры ПРВ угловых шумов для
радиолокационного объекта с таким распределени-
ем отражающей способности в пространстве опре-
делены в [10]: , .

Рассчитаем параметры ПРВ угловых шумов
втулки винта для плоскости азимута по приведен-
ным в [10] соотношениям:

(3)

(4)

где  – функция, определяющая распределе-
ние плотность интенсивности отражения вдоль
рассматриваемой обобщенной координаты  (ази-
мут или угол места).

Для горизонтальной плоскости функция 
определяется направлением визирования втулки
винта и количеством лопастей винта. Рассмотрим

втулr
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изменение функции  на примере винта с од-
ной лопастью. При визировании втулки по нор-
мали к лопасти винта (рис. 1а [16]) функция рас-
пределения отражателей геометрической модели
определяется первым выражением системы (2).

Функция , определяющая плотность рас-
пределения интенсивности отражения в азимуталь-
ной плоскости, как видно из второго выражения
системы (2), состоит из двух компонент (слагае-
мых). Первое слагаемое определяется отражателя-
ми, равномерно распределенными по всем углам
вокруг оси втулки. Оно не зависит от угла поворота
втулки. По радиальной компоненте отражатели
распределены по экспоненциальному закону, сим-
метрично относительно оси втулки. Второе слагае-
мое определяет концентрацию отражающих то-
чек вблизи лопасти. При вращении втулки винта
происходит изменение конфигурации отражаю-
щих точек в пространстве. При направлении ви-
зирования, нормальном к линии расположения
лопастей, угловой размер максимален. Визирова-
ние втулки по направлению, параллельном лопа-
сти (рис. 1б [16]), приводит к концентрации отра-
жателей втулки в центре двухточечной модели –
угловой размер минимален.

Таким образом, функция, характеризующая
плотность распределения отражающей способ-
ности по радиальной координате при произволь-
ном угле поворота втулки винта, определяется
выражением

(5)

где  – угол между лопастью и направлением ви-
зирования (см. рис. 1).

Расчет математического ожидания углового
шума в плоскости азимута по (3), с учетом норми-
ровки геометрической модели к радиусу втулки
дает:

(6)

Второй интеграл в числителе (6) имеет пределы
. Эти пределы соответствуют  (ло-

пасть располагается справа относительно точки
наблюдения). При  (лопасть располага-
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Рис. 1. Варианты визирования втулки и лопастей
винта [16]: а – визирование по нормали к лопасти; б –
визирование вдоль лопасти.
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ется слева от точки наблюдения) пределы инте-
грирования сменятся на . В этом случае при
вычислении (6) перед переменной А появится
знак минус. Выражение для определения матема-
тического ожидания угловых шумов втулки одно-
лопастного винта можно записать в общем виде:

(7)

где

Рассмотрим выражение (4) для втулки одноло-
пастного винта. С учетом нормировки координат
точек геометрической модели подставим 
в (4):

Вычислив все интегралы, получим выражение, определяющее параметр  [16]:

(8)

Соотношения (7) и (8), определяющие параметры ПРВ угловых шумов в плоскости азимута для втулки
винта с одной лопастью не сложно обобщить на случай винта с произвольным числом лопастей. Для
этого запишем выражение, определяющее плотность распределения интенсивности отражения втул-
ки такого винта, обозначив  – угол визирования -й лопасти:

С учетом этого параметры ПРВ угловых шумов в плоскости азимута для втулки многолопастного вин-
та определяются выражениями

(9)

(10)

3. АПРОБАЦИЯ 
ПОЛУЧЕННЫХ СООТНОШЕНИЙ

По выражениям (9) и (10) произведем расчет
параметров ПРВ угловых шумов в плоскости ази-
мута в зависимости от угла визирования. Расчет
произведен для втулок с количеством лопастей от
1 до 5. Для всех втулок полагалось, что лопасти
расположены эквидистантно по углу с шагом

. Расчет проведен для двух втулок, различа-
ющихся значениями параметров A и B. Результа-

ты расчета зависимости параметров ПРВ угловых
шумов от угла визирования приведены на рис. 2а,
2в для значений ,  и на рис. 2б, 2г
для , .

Результаты расчетов подтверждены математи-
ческим моделированием. При этом была сформи-
рована многоточечная геометрическая модель
втулки. Точки модели распределены в простран-
стве согласно (2). В модели втулки для каждой из
областей крепления лопасти использовалось
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100 отражающих точек. В процессе моделирова-
ния для определенного угла поворота втулки фор-
мировались отраженные сигналы от каждой из
точек многоточечной модели. Их амплитуды по-
лагались одинаковыми, начальные фазы равно-
мерно распределены в интервале , допле-
ровская частота определялась исходя из скорости
сближения точки втулки и точки наблюдения. В
плоскости азимута и угла места осуществлялась
моноимпульсная пеленгация совокупности отра-
женных сигналов с использованием пеленгаци-
онного соотношения [17, 18]:

[ ]0;360°

( ) ( ) ( )
( ) ( )

Re ,i i

i i

F s t
t

F s t
Δ

Σ

 ξξ =  ξ 




где  – комплексная огибающая сигнала, от-
раженного от -й точки;  – разностная диаграм-
ма направленности;  – суммарная диаграмма
направленности;  – обобщенная (азимут или
угол места) координата -й точки.

По полученной реализации пеленга из 32768
отсчетов была построена гистограмма. Гистограм-
мы усредняли по 20 реализациям, различающимся
начальными случайными фазами сигналов, отра-
женных от точек модели. По усредненной гисто-
грамме определяли параметры ПРВ угловых шумов
(  и ) для заданного угла поворота втулки. В ре-
зультате моделирования для плоскости азимута по-
лучены зависимости, аналогичные изображен-
ным на рис. 2. Среднеквадратическое отклонение

( )is t
i FΔ

FΣ

iξ
i

m μ

Рис. 2. Зависимость параметров ПРВ угловых шумов в плоскости азимута втулки винта от угла визирования: а, б – ма-
тематическое ожидание; в, г – параметр  для ,  (а, в) и , (б, г).
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рассчитанных зависимостей параметров ПРВ уг-
ловых шумов от моделированных не превышает
3%. В плоскости угла места, как и ожидалось, па-
раметры ПРВ угловых шумов не зависят от угла
поворота втулки и совпадают с теоретическим
значением ( , ).

Примеры ПРВ угловых шумов в плоскости
азимута, рассчитанные по выражению (1) с подста-
новкой в него  и , для втулки трехлопастного
винта с параметрами А = 0.75 и В = 0.25 для углов
поворота втулки, равных 0, 45 и 90 град (см. рис. 2а,
2в) приведены на рис. 3. На этом же рисунке
представлены ПРВ, полученные в результате мо-
делирования втулки винта с использованием
многоточечной геометрической модели, при тех
же условиях. Видно хорошее совпадение резуль-
татов моделирования и теоретического расчета.

По результатам расчетов можно сделать следу-
ющие выводы. В плоскости угла места флуктуа-
ции кажущегося центра излучения стационарны.
В плоскости азимута параметры ПРВ угловых шу-
мов являются периодическими функциями от угла
поворота втулки. Период повторения равен .
Нестационарность проявляется тем сильнее, чем
больший вклад в отражение вносят фрагменты
втулки, к которым крепятся лопасти (это прояв-
ляется в увеличении параметра A). С учетом этого
можно ожидать широкого диапазона изменения
параметров ПРВ угловых шумов от лопастей винта.
При четном количестве лопастей винта при лю-
бом угле поворота втулки имеем . Это объ-
ясняется симметричным расположением отража-
ющих точек относительно оси втулки при любом
ее угле поворота.

Параметр  зависит от угла поворота втулки
при любом количестве лопастей винта. По мере
увеличения числа лопастей диапазон изменения

0mθ = 3θμ =

m μ

2 Nπ

0mα ≡

αμ

параметров ПРВ сужается. Так, при пяти лопастях
диапазон изменения параметров ПРВ угловых шу-
мов не превышает 5% от среднего значения.

ЗАКЛЮЧЕНИЕ
Показано, что в плоскости азимута флуктуа-

ции кажущегося центра отражения втулки винта
представляют собой нестационарный случайный
процесс. Получены соотношения, позволяющие
определить параметры ПРВ угловых шумов при
заданном угле поворота втулки. Результирующие
выражения (9) и (10), определяющие параметры
ПРВ углового шума втулки вертолета, являются
функциями параметров А и В. То есть, подставляя
разные значения этих параметров (для разных ви-
дов втулок), можно получить параметры ПРВ угло-
вых шумов. Теоретические расчеты подтверждены
математическим моделированием с использовани-
ем многоточечной модели втулки винта.
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тым переключением базы сигналов от средней мощности оптимизированной помехи.
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ВВЕДЕНИЕ
Данная работа продолжает исследования ме-

тодов анализа и оптимизации параметров и режима
обработки сигналов в системе передачи информа-
ции (СПИ), функционирующей в условиях воздей-
ствия преднамеренных помех, структура которых
может подбираться с позиции нарушения (ухуд-
шения) работы системы [1–4].

Вопросам обеспечения гарантированных по-
казателей СПИ, в частности функционирующей
в условиях преднамеренных помех, в литературе
уделяется значительное внимание (см., напри-
мер, работы [1–23] и библиографию в них). На
основе теоретических исследований разработаны,
внедрены и широко используются в различных
сферах линии связи с псевдослучайными сигнала-
ми (ПСС) [1–13]. Вместе с тем задачи построения и
исследования эффективности оптимальных алго-
ритмов работы СПИ на различных уровнях функ-
циональной архитектуры изучены весьма в малой
степени. В этом отношении к решенным вопро-
сам в области передачи дискретных сообщений
можно отнести лишь вопросы построения и ана-
лиза помехоустойчивости алгоритмов формиро-
вания и приема двоичных сигналов, являющихся

оптимальными с позиции обеспечения мини-
мальной вероятности ошибочного приема бита

информации в соответствующих классах помех. А
именно, в [5–7] для класса помех с ограничения-
ми на среднюю и пиковую мощность построены
оптимальные приемники псевдослучайных сиг-
налов, модулированных по фазе псевдослучай-
ной {–1,1}-последовательностью (ФМ ПСС). В
[1–3] построены оптимальные алгоритмы фор-
мирования и приема амплитудно-фазоманипули-
рованных сигналов при ограничениях на энер-
гию, а также на среднюю мощность помехи и
установлена их асимптотическая оптимальность
для сигналов с большой базой. Существенное
расхождение оценок показателей СПИ, исполь-
зующих двоичные сигналы, с полученными верх-
ними границами (расхождение составляет около
6 дБ [2]) дает основания для поиска более эффек-
тивных алгоритмов передачи информации в усло-
виях преднамеренных помех.

Цель данной работы – разработка методики и
получение оценок выигрыша в гарантированной
скорости передачи сообщений за счет рандоми-
зированного переключения базы ПСС при воз-
действии наихудшей по структуре помехи в классе
помех с ограничением на среднюю мощность.
Такой тип ограничений представляет наиболь-
ший практический интерес с учетом следующих
обстоятельств:

­ε

­ε

УДК 621.391.2

ТЕОРИЯ И МЕТОДЫ
ОБРАБОТКИ СИГНАЛОВ
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− существующие и проектируемые комплексы
радиоэлектронного противодействия способны
формировать помехи с весьма большими значе-
ниями пикфактора, и степень их воздействия на
СПИ в основном определяется средним значени-
ем мощности источника [14, 15];

− источники помех (ИП), как правило, ориен-
тированы на подавление группы радиолиний, что
позволяет перераспределять энергию между эти-
ми линиями с обеспечением наихудшего воздей-
ствия на подавляемые линии в рамках ограниче-
ний на общую среднюю мощность источника;

− класс помех с ограничениями на среднюю
мощность является наиболее широким: оценки
гарантированной помехоустойчивости для этого
случая представляют собой соответствующие оцен-
ки и для других классов помех.

Исследуемые в работе задачи в общем плане
соответствуют постановкам, рассмотренным в
[1–4] и направленным на оптимизацию СПИ с
обратной связью, в которых канальный блок
формируется в виде слов избыточного кода, рабо-
тающего в режиме исправления и обнаружения
ошибок с использованием ФМ ПСС для передачи
битов на физическом уровне. Вместе с тем для
упрощения представления основного результата,
а именно влияния рандомизации базы ПСС на
гарантированный показатель скорости передачи
данных, параметры кода и режима декодирова-
ния канального блока полагаются фиксирован-
ными. Ясно, что при согласованном переключе-
нии других параметров СПИ совместно с пара-
метрами базы можно получить дополнительный
эффект, который также может быть оценен в рам-
ках предложенной методики.

1. МОДЕЛЬ СПИ 
В УСЛОВИЯХ ПРЕДНАМЕРЕННЫХ ПОМЕХ 

И ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ

1.1. Теоретико-игровая модель
взаимодействия СПИ и ИП

Опишем задачу в терминах теории игр следую-
щим образом. Имеется класс  допустимых вари-
антов построения СПИ (в данном случае с двух-
уровневой базой ПСС, далее – СПИ-2) и класс 
вариантов постановки помех (с ограниченной сред-
ней мощностью). Для каждой системы U ∈  и за-
данных условий V ∈  в соответствии с формализо-
ванной моделью далее определим показатель эф-
фективности функционирования СПИ Q(U, V),
характеризующий среднюю скорость передачи
информации, как функцию Q:  → [0, ∞).
Тогда в классе условий  критерий оптимально-
сти системы оценивается величиной

8

9

8
9

×8 9
9

( ) ,( )inf ,VQ U Q U V− ∈= 9

интерпретируемой как гарантировано обеспечива-
емая эффективность функционирования системы
U в классе условий . Задача синтеза системы со-
стоит в максимизации этого показателя выбором
(определением) допустимого в определенном клас-
се 8 варианта построения системы U ∈  и пред-
ставляется выражением

(1)

Задача (1) является составной частью теоретико-
игровой задачи, представленной игрой  = (Q,

, ) [13, 16, 24] с множествами ,  стратегий
игроков (СПИ и источника помехи) и функцией
выигрыша первого игрока (СПИ) Q(⋅, ⋅). Пара (U,
V) ∈  называется ситуацией игры &, для за-
данной СПИ U ' величины Q – (U ') и  = sup U ∈ 8
Q – (U) – гарантированным значением показателя
эффективности, обеспечиваемым при использо-
вании варианта системы U ' и нижним значением
(нижней ценой) игры соответственно.

Формализация задачи (1) проводится на осно-
ве конкретизации конструкций , , Q, пред-
ставленных ниже моделями СПИ и ИП. При этом
расширение множества  допустимых вариантов
СПИ относительно исходного множества  си-
стем с нерандомизированной базой ПСС (далее –
СПИ-1) позволяет получить дополнительный
выигрыш.

1.2. Формирование, передача 
и обработка данных в СПИ

Процессы формирования, обработки и пере-
дачи данных на физическом и канальном уровнях
СПИ-2 иллюстрируются функциональной схе-
мой, представленной на рис. 1.

Поступающие от источника данных информаци-
онные символы ai ∈ {0, 1} подаются в кодирующее
устройство (КУ), которое формирует канальные
блоки (a1, …, an), представляющие собой кодовые
слова (n, k)-кода (n – длина блока, k – число со-
держащихся в нем информационных элементов),
и подает их в модуль рандомизации базы (МРБ).
МРБ преобразует символы кодовых слов в псев-
дослучайную {–1,1}-последовательность, длина β
которой (база ПСС) выбирается псевдослучай-
ным образом: β1 с вероятностью Pr{β = β1}= Pβ
или β2 с вероятностью Pr{β = β2} = 1 – Pβ, после
чего передает ее в перемежающий модуль (ПМ). В
перемежающем модуле из определенного числа L
канальных блоков формируется макроблок, со-
стоящий из nL символов, которые перемешива-
ются по псевдослучайному закону, известному
как на передающем, так и принимающем концах
СПИ, и затем подаются в модулятор (М), где осу-
ществляется их фазовая модуляция. Сформиро-

9

8

( ) (inf , max) .V UQ U Q U V− ∈ ∈= →9 8

& &
8 9 8 9

×8 9

*Q

8 9

8
18



РАДИОТЕХНИКА И ЭЛЕКТРОНИКА  том 68  № 3  2023

ОПТИМИЗАЦИЯ ГАРАНТИРОВАННОЙ СКОРОСТИ ПЕРЕДАЧИ ИНФОРМАЦИИ 265

ванные таким образом на передающем конце сиг-
налы s(t) поступают в канал связи (КС1), в котором
они смешиваются с преднамеренной помехой v(t),
генерируемой источником противодействующей
системы и совокупностью случайных помех (шу-
мов) ξ(t). При этом принимаемый из КС1 сигнал
имеет вид

Поступающие из КС1 сигналы u1(t), u2(t), по-
даются на вход демодулятора (ДМ), который об-
рабатывает их в соответствии с величиной базы и
подает зарегистрированные данные в перемежа-
ющий модуль (ПМ*), осуществляющий обратное
перемежение (восстановление исходного поряд-
ка следования) символов макроблока и выдачу
сформированных канальных блоков (c1, …, cn) в
декодирующее устройство (ДКУ).

Декодирующее устройство работает в режиме
исправления ошибок кратности менее или рав-
ной r, причем r ≤ t, где t – максимальная кратность
гарантированно исправляемых заданным кодом
ошибок [25]. Так что не исправленные кодом
ошибки либо переспрашиваются по обратному
каналу связи (КС2) модулем переспроса (МП*) и
повторяются на передаче модулем повторения
(МП), либо декодируются неправильно и выда-
ются получателю с ошибкой.

Отметим, что приведенная модель СПИ при
Pβ = 1 и/или β1 = β2 описывает систему с нерандо-
мизированной базой.

1.3. Воздействие на СПИ преднамеренной помехи

Рассматривается модель источника помех с
“сильной инерционностью” контура управления
[16], в соответствии с которой невозможна поста-
новка так называемой “помехи вслед сигналу”,
т.е. помехи, воздействующей на символ каналь-
ного блока ai с использованием информации о ра-
нее принятой части этого же символа. Вместе с
тем источнику помех известны все параметры, ха-
рактеризующие СПИ.

Для описания показателей, характеризующих
воздействие помехи на процесс передачи данных,

( ) ( ) .( ) ( )u t s t t t= + + ξv

введем дополнительно обозначения: Es, Ev – соот-
ветственно энергия реализации сигнала и предна-
меренной помехи на длительности сигнала, Eξ –
спектральная плотность мощности шума; δv =
= Ev/Es, δξ = Eξ/2Es. На физическом уровне вероят-
ность ошибки на бит будем оценивать на основе ин-
теграла вероятностей Гаусса Φ(⋅) выражением

(2)

где  = δv + βδξ, являющимся асимптотически
(при β → ∞) точным и дающим хорошее прибли-
жение уже при β ≥ 10 [2, 3, 5].

С учетом псевдослучайного перемежения сим-
волов в макроблоке суммарная помеха v(t) + ξ(t),
действующая на канальный блок, задается рас-
пределением F(x) = Pr{δ ≤ x} случайной величины
δ, порожденной реализацией (δ1, …, δn) на симво-
лах канального блока (a1, …, an), при этом ограни-
чение на величину средней мощности преднаме-
ренной помехи M[δv] описывается неравенством

(3)

Множество распределений, удовлетворяющих
неравенству (3), обозначается .

1.4. Постановка задачи анализа
и оптимизации СПИ

При оценке выигрыша, обеспечиваемого ран-
домизацией базы ПСС, будем фиксировать пара-
метры n, k кода и параметр r, характеризующий
режим его декодирования. Принимая во внима-
ние, что информационная скорость кода, равная
k/n, одинакова для всех рассматриваемых случа-
ев, анализ эффективности СПИ при текущих зна-
чениях базы β и величины δv будем проводить без
учета коэффициента k/n по формуле

(4)

( )1   ,p p ξ
δ = + δ ≈ − Φ β δ β 

v

δ

[ ] ( )  
0

  .M xdF x
∞

−δ = ≤ δv v

( ) 
−δ^

( ) ( )1, ,R Gδ β = δ β
β

Рис. 1.
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где G(δ/β) – вероятность выдачи получателю по-
ступившего из КС1 канального блока, которая
оценивается выражением [4, 25]

(5)

Оптимальное значения базы ПСС для СПИ-1
определяется выражением

(6)

Скорость передачи информации, гарантиро-
ванная в классе помех с ограниченной средней
мощностью δ¯ и параметрами ПСС β1, β2, Pβ,
определяется условием

(7)

где R(δ, β1, β2, Pβ ) – величина скорости для СПИ
с заданным параметром . Задача оптимизации
ПСС с двухуровневой рандомизированной базой
принимает вид

при β1, β2 ∈ [0, ∞), Pβ ∈ [0, 1].

2. МЕТОДИКА ОЦЕНКИ 
ПОКАЗАТЕЛЕЙ СПИ 

С РАНДОМИЗИРОВАННОЙ БАЗОЙ ПСС

Теперь получим расчетные соотношения для
величин, определяющих введенные показатели
(3)–(7). Отдельные положения формулируются в
виде утверждений, для которых оговаривается
ход доказательства.

Для заданных значений β1, β2, Pβ, δ1, δ2 (β1≤ β2,
δ1 ≤δ2) ведем обозначения:

( ) ( )    
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Предложение 1. Зависимость R(δ, β1, β2, Pβ)
определяется выражением

(8)

Формула (8) может быть обоснована исходя из
принципов усреднения производительности при
выполнении различных типов работ с различной
производительностью. Более строго ее можно по-
лучить на основе представления процесса переда-
чи канальных блоков цепью Маркова и вычисле-
ния производящей функции вероятностей време-
ни передачи канального блока. Выражение для
среднего времени перехода марковской цепи из
одного состояния в другое удобно выводить с ис-
пользованием преобразований графа переходов,
сохраняющих вероятностно-временные характе-
ристики процесса передачи информации (см.,
например, [16]). Процедура преобразования гра-
фа переходов, приводящая к соотношению (8),
иллюстрируется рис. 2: вершины соответствуют
состояниям, возникающим при передаче каналь-
ного блока: v0 – исходное состояние, v01 – блоку
назначен ПСС с β1, v02 – с β2, v1 – блок выдан по-
лучателю, а дуги отображают переходы между со-
стояниями с указанными производящими функ-
циями вероятностей перехода, где

Графы, показанные на рис. 2б, 2в, где

получены в результате преобразований исходного
графа, сохраняющих финальное распределение
времени перехода из v0 в v1. Известно [16], что для
графа с петлей (см. рис. 2в) производящая функ-
ция вероятностей времени перехода из v0 в v1 опре-
деляется выражением
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с учетом которого, а также представления мате-
матического ожидания времени перехода через
производящую функцию

и соотношения R(δv, β1, β2, Pβ) = 1/T нетрудно полу-
чить выражение для среднего времени задержки в
СПИ-2 переданного канального блока 
и формулу (8) для скорости передачи информа-
ции СПИ-2.

Следующее утверждение позволяет редуциро-
вать область  поиска оптимальной (ε-опти-
мальной) точки в выражении (7) и получить расчет-
ное соотношение для величины R– (δ–, β1, β2, Pβ).

Для его формулировки в множестве распреде-
лений  выделим подмножество 
так называемых [16, 26] двухточечных (или двух-
атомных) распределений, для которых функция
распределения вероятностей имеет не более двух
точек роста δ', δ'' и, таким образом, может быть за-
дана значениями δ', δ–, δ'', где δ' ≤ δ– ≤ δ'', причем

При этом аналогично [1–4] используем следую-
щее утверждение, представляющее собой простое
следствие теоремы Каратеодори с интерпретацией
Рисса к распределениям вероятностных мер [26].

Предложение 2. Функция R– (δ, β1, β2, Pβ) является
выпуклой оболочкой зависимости  по
аргументу , при этом наихудшая помеха в классе

 имеет двухточечное распределение, опре-
деленное параметрами δ', δ–, δ''.

С учетом данного утверждения можно записать

откуда видно, что задача поиска наихудшего рас-
пределения из  сводится к задаче двухпара-
метрической оптимизации, состоящей в вычис-
лении выпуклой оболочки функции R(δ, β1, β2, Pβ )
по аргументу .

Для выпуклой оболочки некоторой функции
 по аргументу  будем использовать обозна-
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чение f v(·), с учетом которого предложение 2 мож-
но записать в виде соотношения

Оценку выигрыша за счет использования ПСС
с рандомизированной базой проведем для случая
nδξ  δ, что, как правило, обеспечивается на
практике заданием требуемой для этого длитель-
ности сигнала Ts  Eξ/  при известной его мощ-
ности . Кроме того, условие δξ = 0 может ис-
пользоваться для получения гарантированных
показателей СПИ в классе помех с неизвестной
структурой, если параметром δv учитываются как
преднамеренные, так и случайные помехи.

Для удобства выполнения и представления ре-
зультатов расчетов величины δ, δ–, δv, β1, β2 нор-
мируются относительно параметра β* (формула
(6)), значение которого для рассматриваемых па-
раметров СПИ при δξ = 0 составляет величину
β* ≈ 4.71δ¯. Соответствующие перечисленным по-
казателям нормированные величины обозначаются
как z– = δ–/β*, zv = δv/β*, b1 = β1/β*, b2 = β2/β*. Вы-
игрыш в скорости передачи информации СПИ-2
по отношению к СПИ-1 оценивается на основе
сравнения нормированных показателей скорости
R1(z) и R2(z), определяемых соответственно соот-
ношениями:

3. ПРИМЕРЫ АНАЛИЗА, 
ОПТИМИЗАЦИИ СПИ 

И ОБСУЖДЕНИЕ РЕЗУЛЬТАТОВ
3.1. Анализ и оптимизация ПСС 

с нерандомизированной базой

Пример зависимости , об-
разованной в виде выпуклой оболочки функции

 для СПИ-1 с нерандомизиро-
ванной базой ПСС β1 = β2 = β* и параметрами n =
= 127, r = 3, δξ  δv/β, показан на рис. 3, где пред-
ставлены зависимости R1(z) (сплошная кривая) и

 (штриховая). Как видно, в данном случае
задача построения выпуклой оболочки функции
R1(z) сводится к задаче однопараметрической оп-
тимизации нахождения точки касания прямой

проходящей через (0, R1(0)) к линии R1(z) (в при-
мере z' ≈ 0.364). При этом значение z' определяет
стратегию постановки помехи, а именно:
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1) при z– ≤ z' оптимальная помеха формируется
в импульсном режиме с мощностью импульса δ' =
= z'β* и его вероятностью Pδ = δ–/δ' ;

2) при z– > z' ИП формирует помеху с постоян-
ной мощностью δ–. С учетом структуры зависи-
мости R1(z) значение z' легко находится методом
сечений.

Таким образом, СПИ-1 в классе помех 
гарантированно обеспечивает скорость передачи
информации, определяемую выражением

3.2. Анализ и оптимизация ПСС
с рандомизированной базой

По приведенной методике оценим гарантиро-
ванную скорость передачи информации СПИ-2

Для этого сначала в соответствии с формулами (2),
(4)–(6), (8) получим соотношение для функции
R(z, b1, b2, Pβ) с заданными значениями b1, b2, Pβ, а
затем, выполнив операцию выпуклого замыка-
ния этой функции по аргументу z, построим зави-
симость

На рис. 4 представлены графики функций R2(z),

 для β1 = 0.25, β2 = 1.4, Pβ = 0.5, причем гра-

фик  составлен из четырех линий:
1) отрезок (пунктирная линия), соединяющий

точки (0, R2(0)), (z1, R2(z1)), где z1 ≈ 0.087 – первая
точка касания прямой, к графику R2(z);

2) часть кривой R2(z) (сплошная линия) в ин-
тервале (z2, z3), где z2 ≈ 0.094, z3 ≈ 0.0492 – точки
касания прямой к графику R2(z) такой, что z1 ≤ z2;

( )z−^

( ) ( )( )
( )

1
1

1

1 1 ' ' , '; 
 , ' .

z R z z z z
R z

R z z z
− − ≤=  >

v

( ) ( )2 1 2* , ,  ,  .R z R z b b Pβ= βv v

( ) ( )2 1 2* , ,  ,  .R z R z b b Pβ= βv v

( )2R zv

( )2R zv

3) отрезок (пунктирная линия), соединяющий
точки (z2, R2(z2)), (z3, R2(z3)); 4) часть кривой R2(z)
(сплошная линия) в интервале (z3, ∞).

Значение z1 найдено методом сечений в предва-
рительно определенной области, поиск значений
z2, z3 осуществлялся путем поочередной оптимиза-
ции величин z2, z3 методом сечений до перехода в ε-
оптимальную точку.

Как видно, наихудшая в классе  для
СПИ-2 помеха действует следующим образом:

1) при z– ≤ z1 в импульсном режиме, опреде-
ленном параметрами z0 = 0, z–, z1;

2) при z1 ≤ z– ≤ z2 – с постоянной мощностью δ–;
3) при z2 ≤ z– ≤ z3 – с переключением двух уров-

ней мощности, соответствующих значениям z2, z3;
4) при z3 ≤ z– – с постоянной мощностью δ–.
Кроме того, на рис. 4 для сравнения приведены

графики функций R1(z), (z), из анализа которых
нетрудно определить область значений величины
z–, в которой СПИ-2 выигрывает у СПИ-1 по гаран-
тированной скорости передачи информации. Мож-
но отметить, что если ИП не использует информа-
цию о параметрах СПИ-2 и воздействует оптималь-
ной для СПИ-1 помехой, то в области z– ∈ [0, z']
значения скорости передачи информации СПИ-2
лежат на отрезке  (см. рис. 4) и, как видно,
СПИ-2 существенно (20…100%) выигрывает в
скорости передачи информации у СПИ-1 в этой
области.

Для проработки вопроса о существовании алго-
ритма передачи информации с рандомизированным
переключением базы ПСС, который выигрывал бы
по гарантированной скорости передачи информа-
ции у СПИ-1 при всех значениях z– ∈ [0, ∞], в рабо-
те решалась задача оптимизации соответствую-
щей величины выигрыша. На рис. 5, 6 приведены

( )z−^

1Rv

,
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зависимости R1(z), (z), R2(z), (z), полученные
в результате такой оптимизации для абсолютной
и относительной величин выигрыша соответ-
ственно:

Так, для СПИ-2 с параметрами b1 = 0.56, b2 = 1.28,

Pβ = 0.5, как видно из графиков , при-
веденных на рис. 5, абсолютный выигрыш в ско-
рости в области значений z– ∈ [0, z'] не менее 0.04,
а для СПИ-2 с параметрами b1 = 0.51, b2 = 1.21,

Pβ = 0.5 графики , приведенные на
рис. 6, представляют пример рандомизации базы
ПСС, обеспечивающей относительный выигрыш
в скорости передачи информации не менее 16.6%
при всех возможных значениях δ–.

3.3. Оценка достоверности 
передачи данных в СПИ-1 и СПИ-2

Корректная постановка задачи оптимизации
скорости передачи информации параметрами
СПИ, естественно, предполагает учет и обеспече-
ние требований по показателям достоверности
передачи информации. Приведем соотношения
для оценки вероятности выдачи системой блока с
необнаруженной ошибкой и покажем, что вероят-
ность ошибки Pно2 в СПИ-2 не превышает соответ-
ствующую величину Pно1 в СПИ-1. Так, величины
Pно1, Pно2 можно оценить на основе выражения для
вероятности необнаруженной ошибки ,
справедливого для фиксированных значений :

1Rv

2Rv

[ ]
( ) ( )( )2 10,  '

min   .
z z

R z R z
∈

Δ = −v v

[ ]
( ) ( )( )2 10,  '
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z z

R z R z
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η = v v

( ) ( )1 2, R z R zv v

( ) ( )1 2, R z R zv v

( )но , P z b
, z b

( ) { }но ош, Pr ,P z b N r= χ >

где  – функция, характеризующая
условную вероятность необнаружения ошибки в
кодовом блоке, принятом с числом ошибок более
r, определяемая параметрами и структурой кода
[4, 25, 27], Pr{Nош > r} = 1 ‒ G(z) – вероятность ис-
кажения в блоке длины n более r символов. Для
СПИ-1 и СПИ-2 средняя вероятность необнару-
женной ошибки в принятом блоке определяется
выражениями

(9)

причем при полученных оптимальных параметрах
 СПИ и z', z" ИП имеем z' < z", G(z') < G(z") и,

следовательно, Pно2 < Pно1.
Соотношения (9) могут использоваться для за-

дания ограничений на область поиска в рассмот-
ренной оптимизационной задаче.

ЗАКЛЮЧЕНИЕ
Показано, что алгоритм рандомизированного

управления базой ПСС позволяет повысить ско-
рость передачи информации в условиях воздей-
ствия преднамеренных помех при обеспечении
исходных показателей достоверности. Так, уже
при использовании сигналов с двухуровневой базой
выигрыш в гарантированной скорости передачи
информации может достигать 10…20%. Предло-
женная методика и общие заключения могут быть
применимы для СПИ с другими зависимостями
p(δ/b) вероятности ошибки на символ, учитываю-
щими специфику обработки сигналов на физиче-
ском уровне.

Полученные результаты предполагают даль-
нейшую проработку затронутых вопросов в на-
правлениях поиска оптимального распределения
базы ПСС на (0, ∞), рандомизированного управ-

( )χ χ , ,n k r=

( )( ) ( )( )но1 но2 1 ' ,  1 " ,
' "

z zP G z P G z
z z

− −
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1 2*,  , b b b

Рис. 5.

Ri(z), Ri(z)̌

R2

R1

R2

̌

R1 ̌0.2

0.4

0.6

0.8

1.2

1.0

0.1 0.2 0.3 0.4 z0

Рис. 6.

Ri(z), Ri(z)̌

R2

R1

R2

̌

R1 ̌0.2

0.4

0.6

0.8

1.2

1.0

0.1 0.2 0.3 0.4 z0



270

РАДИОТЕХНИКА И ЭЛЕКТРОНИКА  том 68  № 3  2023

ЧУДНОВ и др.

ления базой ПСС совместно с параметрами кода
и режимами декодирования канальных блоков, а
также получения оценок эффективности рандо-
мизированного управления сигнально-кодовыми
конструкциям с учетом способов использования
и свойств обратного канала.
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ВВЕДЕНИЕ
Исследование окружающей среды дистанцион-

ными методами требует разработки математиче-
ских моделей и методов принятия оптимальных ре-
шений в условиях априорной неопределенности
[1–4]. В таких ситуациях для получения гаранти-
рованного результата приходится рассматривать
внешнюю среду как активного игрока, настроен-
ного антагонистически. Данная работа и посвя-
щена исследованию такой ситуации. Подобная
постановка задачи актуальна, например, в мони-
торинге воздушного пространства.

1. ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ
Пусть имеется два источника S1 и S2 бинарных

сигналов. Каждый из источников может посы-
лать два различных сигнала m1 и m2, причем на
каждом следующим один за другим интервале
времени происходит включение источников в ка-
нал связи случайным образом.

Вероятность включения источника S1 равна Р,
а источника S2 – (1–Р). Сигналы поступают в си-
стему наблюдения по каналу без памяти при дей-
ствии нейтральных помех трансформирующего
типа и помех стирания, где под помехой стирания
понимается появление сигнала m3, отличного от
m1 и m2. Вероятность трансформации сигнала m1 в
m2 или сигнала m2 в m1 равна Р0, а вероятность
стирания – S. При этом предполагается, что веро-
ятность искажения сигнала не превосходит 1/2,
т.е. выполняется неравенство

(1)

На выходе канала связи имеется система наблю-
дения, в задачу которой входит обработка посту-
пающих сигналов по определенному правилу и
вынесение решения о наличии в данном дискрет-
ном интервале времени источника либо S1, либо
S2. По условию задачи система наблюдения знает,
какой из сигналов (m1 или m2) на данном интерва-
ле времени источник S1 должен посылать. Тем не
менее это не исключает ошибок при вынесении
решений. Действительно, система наблюдения
не знает, какой из источников был включен в ка-
нал связи; второй причиной ошибок является на-
личие помех трансформирующего типа и помех
стирания.

Показателем качества работы системы наблюде-
ния принимается средний выигрыш. Предполага-
ется, что система наблюдения не имеет информа-
ции о том, какой из сигналов посылает источник S2,
более того, источник S2 ведет себя наихудшим об-
разом с точки зрения системы наблюдения. Та-
ким образом, данную ситуацию можно описать
антагонистической игрой, в которой первым иг-
роком является система наблюдения в коалиции
с источником S1, вторым игроком является источ-
ник S2. 

Пусть а – выигрыш системы наблюдения за
правильное решение, b – за неверное решение,
причем a ≥ b ≥ 0.

Первый игрок стремится увеличить свой сред-
ний выигрыш; второй игрок стремится умень-
шить средний выигрыш. Схема взаимодействия
источников сигналов и системы наблюдения
представлена на рис. 2.0 1 2.Р S+ ≤

УДК 621.391.2

ТЕОРИЯ И МЕТОДЫ
ОБРАБОТКИ СИГНАЛОВ
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2. ПОСТРОЕНИЕ 
РЕШАЮЩЕГО ПРАВИЛА

Опишем теперь множество чистых стратегий
игроков. Источник S2 может посылать один из
двух сигналом m1 или m2. Таким образом, у второ-
го игрока имеется только две чистых стратегий.
Чистыми стратегиями первого игрока являются
решающие функции. Выпишем все чистые стра-
тегии:

(2)

(3)

где элементы  матрицы I имеют следующий вид:
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Отметим, что

Элементы  матрицы I имеют следующий вид:
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[ ]
[ ]

1
5 0 0

0 0

( )( )
(

1 1
1 1 ,) ( )

I a PP P P
b P P P P

= + − − +
+ − + −

[ ]
[ ]

1
6 0 0

0 0

( ) ( )( )
( ) ( )(1 )

1 1
1 ,

I a P P S P P S
b P P S P P S

= − − + − + +
+ + + − − −

[ ]
[ ]

1
7 0 0

0 0

( ) (1 1
) )1(1

)
( ,

I a P P P P
b PP P P

= − + − +
+ + − −

[ ]
[ ]

1
8 0 0

0 0

1 1) ( )( )
( ) ( )(1 1 )+ ,

I a P S P P S
b P P S P P S
= + + − − − +

− − + − +

[ ]
[ ]

1
9 ( )( )1 1

( ) (1 1 ,)+
I a PS P S

b P S P S
= + − − +

− + −

[ ]
[ ]

1
10 ( ) (1 1 )

( )(+ 1 )1 ,
I a P S P S

b PS P S
= − + − +

+ − −
1
11 1 ,( )I aP b P= + −
1
12 1 ) ,(I a P bP= − +

[ ]
[ ]

1
13 ( )( )1 1

( ) (1 1 ,)+
I a PS P S

b P S P S
= + − − +

− + −

[ ]
[ ]

1
14 ( ) (1 1 )

( )(+ 1 )1 .
I a P S P S

b PS P S
= − + − +

+ − −

1 1 1 1
13 9 14 10, .I I I I= =

2
iI

[ ]
[ ]

2
1 0 0

0 0

( ) ( )( )
( ) ( )(1 )

1 1
1 ,

I a P P S P P S
b P P S P P S

= − − + − + +
+ + + − − −

[ ]
[ ]

2
2 0 0

0 0

( )( )
(

1 1
1 1 ,) ( )

I a PP P P
b P P P P

= + − − +
+ − + −

Рис. 1. Взаимодействие источников сигналов и системы наблюдения.
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(5)

Отметим, что, как и в случае  , выполняется

Таким образом, стратегии I13 и I14 можно опустить.
Рассмотрим случай, когда включение источ-

ника S1 в канал связи достаточно маловероятно,
т.е. пусть Р ≤ 1/2.

Исследуем матрицу с элементами  на нали-
чие в ней доминируемых стратегий, учитывая со-
отношение

(6)

Сравнивая строки матрицы , получим

(7)

[ ]
[ ]

2
3 0 0

0 0

( ) ( )( )1 1
1( ) ( )( )1 ,

I a P P S P P S
b P P S P P S

= + + − − − +
+ − − + − +

[ ]
[ ]

2
4 0 0

0 0

( ) (1 1
) )1(1

)
( ,

I a P P P P
b PP P P

= − + − +
+ + − −

[ ]
[ ]

2
5 0 0

0 0

( )( )
( ) ( )( )

1
1 1 1 ,

I a PP P P S
b P P P P S

= + − + +
+ − + − − −

[ ]
[ ]

2
6 0 0

0 0

( ) ( )1 1 ( )
( 1) (

1
,)

I a P P S P P
b P P S P P

= − − + − − +
+ + + −

[ ]
[ ]

2
7 0 0

0 0

( ) ( )( )
( )(

1 1 1
1 ,)

I a P P P P S
b PP P P S

= − + − − − +
+ + − +

[ ]
[ ]

2
8 0 0

0 0

1( ) ( )
1 1 1 ,( ) ( )( )

I a P P S P P
b P P S P P

= + + − +
+ − − + − −

[ ]
[ ]

2
9 ( )( )1 1

1 1( ) ( ,)
I a PS P S

b P S P S
= + − − +

+ − + −

[ ]
[ ]

2
10 ( ) ( )

( )( )
1 1

1 1 ,
I a P S P S

b PS P S
= − + − +

+ + − −
2

11 1 ,( )I aP b P= + −
2

12 1 ) ,(I a P bP= − +

[ ]
[ ]

2
13 ( )( )1 1

1 1( ) ( ,)
I a PS P S

b P S P S
= + − − +

+ − + −

[ ]
[ ]

2
14 ( ) ( )

( )( )
1 1

1 1 .
I a P S P S

b PS P S
= − + − +

+ + − −
1
iI

2 2 2 2
13 9 14 10, .I I I I= =

j
iI

0 1 2.P S+ ≤
j

iI

1 4 при 1,2,j jI I j≥ =

2 3 при 1,2,j jI I j≥ =

5 8 при 1,2;j jI I j≥ =

6 7 при 1,2,j jI I j≥ =

Вычеркивая четвертую, третью, восьмую, седь-
мую, десятую, одиннадцатую, пятую, вторую, де-
вятую стратегию (строку), получим в итоге три
стратегии, I1, I6, I12.

Таким образом, задача сводится к решению иг-
ры I размером (3 × 2), где матрица I им примет вид

(8)

где

Будем решать полученную игру графическим ме-
тодом.

Пусть y – вероятность выбора вторым игроком
первой стратегии, (1 – y) – вероятность выбора
вторым игроком второй стратегии, а Zi – выиг-
рыш первого игрока при выборе им i-й чистой
стратегии.

Очевидно,

Имеем

(9)

где

9 10 при 1,2,j jI I j≥ =

12 11 при 1,2,j jI I j≥ =

1 5 при 1,2,j jI I j≥ =

6 2 при 1,2,j jI I j≥ =

12 9 при 1,2.j jI I j≥ =

1 2
1

6

12

,

m m
A B
B A
E E

=
I

I I
I

0 0( ) ( )1 ,A a P PS b P PS= − − + +

0 0

0 0

2 2
1 2 2 ,

( )
( )

B a P P S PP PS
b P P S PP PS
= + + − − +

+ − − − + +

1 .( )E a P bP− +=

11, когда выбрана стратегия ;i = I

62, когда выбрана стратегия ;i = I

123, когда выбрана стратегия .i = I

1

2

3

1

,

y y
Z

A B
Z

B A
Z

E E

−

1  ( )1 ,Z Ay B y= + −

2 1 ,( )Z By A y= + −

3 .Z E=
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Таким образом, имеем

(10)

Очевидно, что

(11)

Таким образом, получили соотношение A ≥ B, ко-
торое понадобится нам в графическом методе.
Рассмотрим два случая, которые соответствуют
разным частям диапазона изменения параметра
Р ∈ [0, 1/2].

I случай:

Выигрыш первого игрока при P ≥ P1 представлен
на рис. 2.

Из курса по теории игр [5] известно, что

(12)

На рис. 2 жирной линией представлен график
функции

(13)

Как следует из рис. 2, минимальное значение этой
функции достигается при y = 1/2 и равно (A + B)/2.

Таким образом, цена игры равна

(14)

Оптимальная стратегия второго игрока имеет вид

(15)

Оптимальная стратегия первого игрока находит-
ся в результате решения уравнения

(16)

( )
( )

1

2

3

,
,

.

Z A B y B
Z B A y A

Z E

= − +
= − +

=

0

0

( )(( ) 1 1 2
( ) 1 1 2 0.

)
( )( )

A B a b P P S
a b P P S

− = − − − − ≥
≥ − − − − ≥

( )
1 0

2
(

, т.е.
1 2 )3 3 .) (

E A B
P P S S P

≤ +
≥ = − − −

1,3
min max .( )iy i

Z y
=

=v

1,3
m (x ,)a ii

Z Z y
=

=

( ) 2.A B= +v

1

2

* 1 2,

* 1 2.

y

y

=

=

( )1 – 1 )–(  .xA x B xB x А+ = +

Итак, решая это уравнение относительно x, получим

(17)

По определению переменных имеем

(18)

(19)
По предположению случая I имеем

(20)
Это неравенство эквивалентно другому неравен-
ству

(21)
из которого следует

(22)
Цена игры как функция входящих параметров
имеет вид

(23)
Перейдем к оставшейся части диапазона пара-
метра P.

II случай:

Выигрыш первого игрока при P ≤ P1 представлен
на рис. 3.

Как это следует из теории игр [5], цена игры

На рис. 3 жирной линией представлен график
функции

(24)

1

6

12

* 1 2,

* 1 2.

* 0.

x

x

x

=

=

=

0( )  ( ,)A E a b P P PS− = − − −

0 0( ) 2( )2 2 1 .B E a b P P S PP PS− = − + + − − −

.( ) 2E A B≤ +

,A E E B− ≥ −

1 0( ) (1 3 3 2 ).P P S S P≥ = − − −

0( )( ) 2 ( ) 2 3 2.a b a b P S PP PS= + + − + − −v

1 0

( ) 2, т.е.
1 3 –( ) – )3  2 .(

E A B
P P S S P

≥ +
≤ = −

1,3
min max .( )iy i

Z y
=

=v

1,3
( ) max ( ),ii

Z y Z y
=

=

Рис. 3. Выигрыш первого игрока при P ≤ P1.
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Рис. 2. Выигрыш первого игрока при P ≥ P1.
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Очевидно, минимум этой функции достигается
на [y0, y0].

Таким образом, оптимальная стратегия второ-
го игрока имеет вид

(25)

(26)

Из требования E ≤ A следует, что

(27)

Границы диапазона находятся решением уравнений

(28)

(29)

Сравнивая значения y0 и y0, легко заметить, что
эти значения симметричны относительно точки
y = 1/2, т.е.

(30)
Из предложения случая II следует, что

(31)
из которого следует, что

(32)
и это приводит к неравенству

(33)
Оптимальная стратегия первого игрока имеет

вид

(34)

Цена игры в этом случае равна
(35)

Итак, оптимальная стратегия системы наблю-
дения при условии

(36)
Рассмотрим теперь случай, когда включение

источника S1 в канал связи достаточно вероятно,
т.е. пусть выполняется соотношение

Исследуем матрицу I на наличие в ней доминиру-
емых стратегий, учитывая соотношение

(37)
Сравнивая элементы строк матрицы I, получим

(38)

Вычеркивая третью, восьмую, вторую, пятую,
двенадцатую, девятую, первую, шестую, десятую
стратегию (строку), получим в итоге три страте-
гии: I4, I7, I11.

Таким образом, задача сводится к решению
игры с платежной матрицей I размером (3 × 2),
где элементы матрицы имеют следующий вид:

(39)

где

Будем решать полученную игру графическим ме-
тодом. Пусть y – вероятность выбора вторым иг-
роком первой стратегии, (1 – y) – вероятность
выбора вторым игроком второй стратегии, а Zi –
выигрыш первого игрока при выборе им i-й чи-
стой стратегии.

Очевидно, случаю

[ ]0
1 0
* ,  ,y y y∈

2 1
* *1 .y y= −

( )0 0
1 . S

P P S P≥ − =

0

0 0( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )

1 1 2  ) .(
y E A B A A E A B

P P PS P P S
= − − = − − =
= − − − − −

0
0 0 0

0 0

( ) ( )(( ) ( ) 1 2 2 2 1 – 1 – 2 –
1 2 1 1 1 2 .

)
( )( ) ( )( )

y E B A B P P S PP PS P P S
P S P P P S

= − − = − − − + +
= − − − − − −

=

0
01 .y y= −

,( ) 2E A B≥ +

A E E B− ≤ −

1 0( ) (1 3 3 2 ).P P S S P≤ = − − −

1

6

12

* 0,

* 0.

* 1.

x

x

x

=

=

=

(1 ) .E a P bP= = − +v

12 2*  ] .[x I S= =

1 2.Р ≥

0 1 2.P S+ ≤

1 3 при 1,2;j jI I j≥ =

6 8 при 1,2;j jI I j≥ =

4 2 при 1,2;j jI I j≥ =

7 5 при 1,2;j jI I j≥ =

11 12 при 1,2;j jI I j≥ =

10 9 при 1,2;j jI I j≥ =

4 1 при 1,2;j jI I j≥ =

7 6 при 1,2;j jI I j≥ =

11 10 при 1,2.j jI I j≥ =

1 2
4

7

11

,

m m
C D
D C
F F

=
I

I I
I

0 0 1( ) ( ),C a P S PS b P S PS= − − + + + −

0 0 0 02( ) ( )1 2 ,D a P P PP b P P PP= + − + − − +
(1 .)F aP b P= + −

41, соответствует стратегия ,i = I

72, соответствует стратегия ,i = I

123, соответствует стратегия .i = I
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Итак, имеем

(40)

где

Приведя подобные члены, получим

(41)

Сравнивая между собой значения C и D, получим

(42)

I случай: F ≤ (C + D)/2, или P ≤ (1 – S)/(1 – S) +
+ 2P0) = P2.

Выигрыш первого игрока при P ≤ P2 представ-
лен на рис. 4:

На рис. 4 жирной линией представлен график
функции

Как следует из графика, минимальное значение
функции Z(y) достигается при y = 1/2 и равно (C +
+ D)/2. Значит, цена игры

(43)

1

2

3

1

,

y y
Z

C D
Z

D C
Z

F F

−

1 1 ,( )Z Cy D y= + −

2 1 ,( )Z Dy C y= + −

3 .Z F=

( )1 ,Z C D y D= − +

( )2 ,Z D C y C= − +

3 .Z F=

0

0 0

0

0

1 2 1
2 1 2
( ) 1 1 2

( ) 1 1 2 2 0

( ( ) )

 .

( )
( )( )

( )( )

C D a P P P S PS
b P S PS P PP

a b P P S
a b P P S

− = − − − − + +
+ + − − + − =

= − − − − ≥
≥ − − − − ≥

1,3
min max .( )iy i

Z y
=

=v

1,3
( ) max ( ).ii

Z y Z y
=

=

( ) 2.C D= +v

Оптимальная стратегия второго игрока имеет вид

(44)

Оптимальная стратегия первого игрока находит-
ся в виде решения относительно x уравнения

(45)

Итак, решение этого уравнения дает

(46)

Очевидно, неравенство F ≤ (C + D)/2 равносильно
неравенству

(47)

(48)

(49)

Отсюда следует

(50)

Цена игры в этом случае

(51)

Перейдем к оставшейся части диапазона пара-
метра Р.

Выигрыш первого игрока при P ≥ P2 представлен
на рис. 5.

1

2

* 1 2,

* 1 2.

y

y

=

=

( ) ( )1 1 .xC x D xD x С+ − = + −

4

7
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* 1 2,

* 1 2,

* 0.

x

x

x

=

=

=

( ) ( ) 0,C F D F− + − ≥

0

0

0

1
1 –

( ) 1
(

),

( )
)

(

C F a P S PS P
b P P S PS
a b P P S P

− = − − + − +
+ − + + + =
= − − − − +

0 0

0 0 0

( )
( ) ( )

2
2 ( ) 1 2 .

D F a P PP
b P PP a b P P

− = − +
+ − + = − −

0 2( )1 2 .(1 )P S S P P≤ − − + =

0( ) 2( ) 2 ( ) 2 .a b a b P S PP PS= + + − − − +v

0 2( ) 2 (, или 1 1 – 2 .) ( )F C D P S S P P≥ + ≥ − + =

Рис. 4. Выигрыш первого игрока при P ≤ P2.
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Рис. 5. Выигрыш первого игрока при P ≥ P2.
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Из теории игр известно [5], что цена игры равна

На рис. 5 жирной линией представлен график
функции

Минимум ее достигается на отрезке [y0, y0].
Таким образом, оптимальная стратегия второ-

го игрока имеет вид

Границы данного диапазона имеют вид

(52)

(53)

Легко видеть, что y0 и y0 симметричны относи-
тельно y =1/2, т.е.

Оптимальная стратегия первого игрока имеет вид

(54)

Цена игры на этой части диапазона равна
(55)

Итак, получим четыре интервала параметра Р:

Зависимость цены игры от априорной вероятно-
сти представлена на рис. 6.

1,3
min max .( )iy i

Z y
=

=v
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( ) max ( ).ii

Z y Z y
=

=

[ ]0
1 0
* ,  ,y y y∈

2 1
* *1 .y y= −

0
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1 1 1 2( ),

y F C D C C F C D
P P S PS P P S

= − − = − =
= − − − + − − −
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2 1 1 2 .
y F D C D

PP P P P S
= − − =

= − − − −

0
0 1 .y y= −
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7
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* 0,

* 0,

* 1.

x

x

x

=

=

=

(1 ) .aP b P= + −v

1 1 2 2[ ], [ ], [0, ],,1 2 1 2, ,1[ ].P P P P

На графике приведены также и частные случаи
задачи: полное отсутствие помех (P0 = 0, S = 0),
случай отсутствия стирания (S = 0), случай отсут-
ствия помех трансформации (P0 = 0).

Значения параметров, отмеченных на графи-
ке, имеют вид

(56)

(57)

(58)

(59)

Итак, при P ≤ P1 цена игры равна

(60)

при P1 ≤ P ≤ 1/2 цена игры –

(61)

при 1/2 ≤ P ≤ P2 цена игры –

(62)

при P2 ≤ P цена игры –

(63)

Оптимальная стратегия второго игрока представ-
лена на рис. 7.

Значения параметров имеют вид

(64)

(65)

Очевидно, что P0S и P1S симметричны относитель-
но P = 1/2,

(66)

1 0 1 1 3 2( ) ( ),P S S P= − − −

2 01 1 2 ,( ) ( )P S S P= − − +

0
1 01 3( )2 ,P P= −

0
2 01 1( )2 .P P= +

)1 ,(a P bP= − +v

0( )( ) 2 ( ) 2 3 2,a b a b P S PP PS= + + − + − −v

0( ) 2( ) 2 ( ) 2 ,a b a b P S PP PS= + + − − − +v

(1 ).aP b P= + −v

0 0 (1 ,)SP P S= −

1 0( ) .1 1( )SP P S S= − − −

0 11 .S SP P= −

Рис. 6. Зависимость цены игры от априорной вероят-
ности.
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Рис. 7. Оптимальная стратегия второго игрока.
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3. ИТОГОВОЕ ПРАВИЛО
Решающее правило системы имеет вид:

на отрезке [0, P1] принимается решение “S2”

(67)
на отрезке [P1, 1/2] – решение

(68)
или решение

(69)
на отрезке [1/2, P2] – решение

(70)
на отрезке [P2, 1] принимается решение “S1”.

Оптимальное решение можно представить при
(i ≠ j) на рис. 8.

Решающее правило системы наблюдения
можно представить и в другой форме. Итоговое
решающее правило системы наблюдения пред-
ставлено на рис. 9.

}1 2 3 1: c вероятностью 1 2,m m m m

}2 1 3 2: c вероятностью 1 2,m m m m

}1 3 2 1: c вероятностью 1 2,m m m m

}2 3 1 2: c вероятностью 1 2,m m m m
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ВВЕДЕНИЕ

Магнитостатические волны, распространяющи-
еся в пленках железо-иттриевого граната (ЖИГ),
являются основой для широкого класса устройств
обработки информации в СВЧ-диапазоне [1–6].
В последнее время значительное развитие полу-
чило исследование волновых процессов в маг-
нитных средах, подверженных воздействию мощ-
ных импульсов света от фемтосекундного лазера
[7–17]. Порождаемые при этом интенсивные
упругие волны за счет магнитострикции дают на-
чало магнитоупругим и чисто магнитным – магни-
тостатическим волнам, что находит свое отраже-
ние в развитии широкого направления, именуемо-
го “сверхбыстрой магнитоакустикой” [18].

В большинстве известных работ описаны маг-
нитостатические волны, распространяющиеся в
однородном поле, так что их пучок является пря-
молинейным. Дополнительные весьма широкие
функциональные возможности открывает распро-
странение магнитостатических волн в неоднород-
ных полях [19–21], где траектория волнового пучка
изгибается в соответствии с характером неоднород-
ности поля. При неизменном направлении поля
наиболее простыми конфигурациями неоднород-
ности является “линейно неоднородное поле”, а
также поля в виде “долины” и “вала” [21, с. 165].

Характерным свойством воздействия на магнит-
ную среду импульсом света от фемтосекундного ла-
зера является резкое, происходящее в фемтосе-
кундном временном масштабе уменьшение на-
магниченности среды за счет повышения ее
температуры [8, 22, 23]. При распространении
магнитостатической волны в неоднородном поле
изменение намагниченности среды должно при-
водить к изменению конфигурации траектории
волнового пучка.

Цель данной работы – рассмотреть трансфор-
мацию траекторий поверхностных магнитостати-
ческих волн в линейно неоднородном поле, про-
исходящую в результате резкого изменения на-
магниченности среды под действием мощного
импульса света от фемтосекундного лазера.

1. ОБЩАЯ ГЕОМЕТРИЯ ЗАДАЧИ
Общая геометрия задачи показана на рис. 1. В

ее основе лежит ферритовая пленка (пластина)
толщиной , намагниченная постоянным полем

 в ее плоскости. Декартова система координат
 выбрана таким образом, что плоскость 

совпадает с плоскостью пленки, ось  ей пер-
пендикулярна, а ось  ориентирована вдоль на-
правления поля . Направление этого поля по

d
0H

Oxyz Oyz
Ox

Oz
0H

УДК 537.874;537.624

РАДИОФИЗИЧЕСКИЕ ЯВЛЕНИЯ
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всей плоскости пленки сохраняется постоянным,
а его величина меняется. В рамках данной работы
предполагается, что компонента поля  по мере
увеличения координаты  возрастает по линейно-
му закону.

Для возбуждения и приема магнитостатических
волн используются два преобразователя – АВ и CD,
в простейшем случае выполненные в виде прямо-
линейных антенн, наложенных на поверхность
пленки.

Начало системы координат О приходится на
середину возбуждающего преобразователя AB.
Преобразователь АВ возбуждает пучок магнито-
статических волн, показанный на рис. 1 в виде па-
раллельных изогнутых линий. Стрелки указывают
направление распространения пучка. Благодаря
неоднородности поля  траектория пучка изги-
бается, приводя его к приемному преобразовате-
лю CD.

Волна, возбуждаемая преобразователем АВ, име-
ет волновой вектор , перпендикулярный длине
преобразователя. Азимутальный угол между вол-
новым вектором и осью  обозначен через ϕ.
Вследствие гиротропии материала пленки вектор
групповой скорости  той же волны направлен в
противоположную сторону относительно оси ,
составляя с этой осью азимутальный угол . В
процессе распространения волны вектор группо-
вой скорости  всегда ориентирован вдоль траек-
тории распространения, а проекция волнового
вектора  на ось  сохраняется. Таким образом,
в процессе распространения волны углы ϕ и 
могут изменяться.

При положительном значении угла  в точке
исхода волны от излучающего преобразователя
AB, а также при линейном возрастании поля
вдоль координаты , траектория имеет V-образный

zH
z

0H


k

Oy

s
Oy

ψ
s

k


Oy
ψ

φ

z

вид, т.е. сначала волна идет в сторону меньшего по-
ля, после чего, пройдя минимум, устремляется к
большему значению поля, вплоть до достижения
верхней полевой границы существования магни-
тостатических волн [21, с. 166, рис. 4.2, кривая ].

Основная задача данной работы – рассмотреть
трансформацию траекторий под действием мощ-
ного импульса света. В данной геометрии лучи
света падают на всю рабочую поверхность пленки
в целом (см. рис. 1, широкие стрелки сверху), од-
нако время падения света определяется началом
и продолжительностью импульса фемтосекунд-
ного лазера и может быть согласовано со време-
нем распространения магнитостатической волны
вдоль траектории.

2. МАТЕМАТИЧЕСКИЙ АППАРАТ
РАСЧЕТА ТРАЕКТОРИЙ

Распространение поверхностных магнитостати-
ческих волн в приведенной геометрии описывается
в рамках задачи Дэймона–Эшбаха [21, с. 50–76].
Дисперсионное соотношение, используемое да-
лее, имеет вид [21, с. 67, ф-лы (2.299)–(2.305)]:

(1)
где

(2)

(3)

(4)

(5)

(6)

Здесь  – намагниченность насыщения матери-
ала пленки,  – частота волны,  – гиромагнит-

3L

( )[ ] 11 2 th 0,kd −β − − μα α =

( )2 2 2cos ;β = ν − μ + μ ϕ − μ

( )2 21 ;H Hμ = + Ω Ω − Ω

( )2 2 ;Hν = Ω Ω − Ω

04 ;MΩ = ω πγ

0 04 .H H MΩ = π

0M
ω γ

Рис. 1. Общая геометрия задачи.
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ная постоянная (2.8 МГц Э–1), параметр  опре-
деляется соотношением [21, с. 66, ф-ла (2.289)]:

(7)

Предельные значения дисперсионного соотно-
шения (1) при  и  позволяют опреде-
лить область существования поверхностных маг-
нитостатических волн по частоте, заключенную в
следующих пределах:

(8)

(9)

где .
Формулы (8), (9) дают допустимый интервал

существования тех же волн по полю:

(10)

(11)

где .
Дисперсионное соотношение (1) позволяет на

плоскости  построить систему вложенных
друг в друга изочастотных кривых, близких по ви-
ду к гиперболам, симметричным относительно
оси . В каждой точке изочастотной кривой за-
канчивается волновой вектор и начинается со-
ответствующий вектор групповой скорости ,
причем вектор групповой скорости  всегда пер-
пендикулярен касательной к изочастотной кри-
вой [21, с. 96, рис. 2.9].

Для расчета траекторий магнитостатических
волн в неоднородном поле далее будем использо-
вать метод Гамильтона–Аулда [21, с. 99–106], со-
стоящий в решении системы уравнений [21, с. 106,
ф-лы (2.649)–(2.651)]:

(12)

(13)

(14)

В рамках данной работы эта система решалась ме-
тодом Рунге–Кутта четвертого порядка [24, с. 702,
табл. 20.8-1, вариант “с”].

α

2 2cos sin .α = ϕ + ϕ μ

0k → k → ∞

( ) ( )1
0 0 04 ;H H Mω = γ + π

( ) ( )2
0 02 ,H Mω = γ + π

( ) ( )1 2ω < ω

( ) ( ) ( )( )221 1
0 0 02 2 ;H M M= − π + π + ω γ

( ) ( )2 2
0 02 ,H M= ω γ − π

( ) ( )1 2
0 0H H>

y zO k k

yO k
k


s

s

1

cos sin

cos sin ;

dk k kk
dy y z

kk
−

 ∂ ∂= ϕ + ϕ × ∂ ∂ 
 ∂× ϕ + ϕ ∂φ 

1

sin cos

cos sin ;

d k k
dy y z

kk
−

ϕ  ∂ ∂= − ϕ − ϕ × ∂ ∂ 
 ∂× ϕ + ϕ ∂φ 

1

sin cos cos sin .dz k kk k
dy

−
   ∂ ∂= ϕ − ϕ ϕ + ϕ   ∂ϕ ∂φ   

3. ПАРАМЕТРЫ ЗАДАЧИ
Используем параметры, характерные для задач

о распространении поверхностных магнитоста-
тических воле в пленках ЖИГ [21].

Намагниченность насыщения пленки: началь-
ная  = 1750 Гс, уменьшенная в результате
действия импульса света 1400…1600 Гс. Толщина
пленки  = 15 мкм. Частота СВЧ 3000 МГц, т.е.

 с–1. Начальный угол (при  = 0)
между волновым вектором  и осью :  = 30°.

Постоянное поле полагаем линейно возраста-
ющим вдоль оси  в виде

(15)

где  = 437.5 Э,  = 0.03125 Э см–1,  измеря-
ется в Э, а  – в см.

4. СКАЧОК ТРАЕКТОРИИ 
ПОД ДЕЙСТВИЕМ ИМПУЛЬСА СВЕТА
Качественная картина трансформации траек-

тории поверхностной магнитостатической волны
под действием импульса света представлена на
рис. 2.

Траектория строится в координатах y и  пу-
тем прохождения по шагам  системы уравне-
ний (12)–(14). В общем случае эта система не со-
держит явной зависимости от времени, так что
описывает конфигурацию траектории волнового
пучка в стационарном режиме. Однако если воз-
буждающий СВЧ-сигнал не является непрерыв-
ным во времени, а представляет собой достаточно
короткий импульс, то возбуждение магнитной
среды, создаваемое этим импульсом, будет рас-
пространяться по той же траектории, что и волна в
стационарном режиме. Полагая, что длительность
импульса возбуждающего СВЧ-сигнала значитель-
но меньше полного времени прохождения маг-
нитного импульса по всей траектории, получаем,
что развертка по времени движения импульса эк-
вивалентна развертке траектории по координате
y. Таким образом, далее будем рассматривать раз-
витие процесса распространения магнитного им-
пульса не по времени, а по координате .

Согласно рис. 2а, будем полагать, что свет ха-
рактеризуется двумя уровнями интенсивности:

, когда он отсутствует, и , когда он максима-
лен. При этом до момента времени, когда магнит-
ный импульс достигает координаты , интенсив-
ность света  равна нулю, после чего резко воз-
растает до уровня , а в момент времени, когда
магнитный импульс достигает координаты ,
снова падает до нуля, оставаясь такой до оконча-
ния прохождения магнитного импульса по всей
траектории.

04 Mπ
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Согласно рис. 2б, скачкообразное увеличение
интенсивности света при координате  приводит
к резкому падению намагниченности пленки с на-
чального значения  до значительно более низ-
кого уровня . Окончание действия импульса
света при координате  возвращает намагничен-
ность к прежнему значению .

Траектория движения магнитного импульса
по плоскости пленки показана на рис. 2в. В отсут-
ствие светового импульса траектория проходит
через точки A–B–C–D (кривая 1), соответствую-
щие намагниченности , представляя собой
классический вид траектории “плюс-типа”, харак-
терный для намагничивания пленки линейно воз-
растающим полем [21, с. 166, рис. 4.2, кривая ].

1y

01M
02M

2y
01M

01M

3L

Световой импульс при координате  настига-
ет траекторию в точке С, где намагниченность
резко падает, так что далее  магнитный импульс
движется по значительно более пологой траекто-
рии С–Е–G (кривая 3), имеющей тот же “плюс-
тип”, но соответствующий меньшему значению
намагниченности  (см. рис. 2б).

Однако продолжительность светового импульса
ограничена, так что он заканчивается при коорди-
нате , в результате чего намагниченность возвра-
щается к прежнему значению  (см. рис. 2б). Тра-
ектория магнитного импульса в точке E, соответ-
ствующей координате , возвращается к прежнему
виду “плюс-типа” с тем отличием, что здесь она на-
чинается в другой точке и соответствующий ее уча-
сток принимает виде E–F (кривая 2). Таким обра-
зом, полная траектория движения магнитного
импульса, подверженная действию импульса све-
та, имеет вид A–B–C–E–F.

Замечание. Проведенное рассмотрение пред-
полагает, что изменение намагниченности следует
за изменением интенсивности света полностью
синхронно, т.е. мгновенным образом. Однако в
реальном случае намагниченность при изменении
температуры пленки меняется по экспоненциаль-
ному закону [17]. Влияние магнитоупругости вно-
сит дополнительные особенности [16]. Учет таких
особенностей может составить предмет для от-
дельного исследования.

5. ИНТЕРПРЕТАЦИЯ СКАЧКА 
ТРАЕКТОРИИ НА ОСНОВЕ МЕТОДА 

ИЗОЧАСТОТНЫХ КРИВЫХ
Рассмотрим теперь интерпретацию скачка

траектории на основе метода изочастотных кривых.
Будем считать, что скачок траектории обусловлен
скачкообразным уменьшением намагниченности.
Для подробного рассмотрения обратимся к рис. 3.
В соответствии с геометрией, представленной на
рис. 1, постоянное поле  направлено вдоль оси

, причем величина поля вдоль этой координа-
ты линейно увеличивается в соответствии с фор-
мулой (15). Для построения изочастотных кривых
используется система , оси которой парал-
лельны осям системы . Все изочастотные кри-
вые 1–3 на рис. 3а и кривые 4, 5 на рис. 3в постро-
ены при одной и той же частоте, которая остается
постоянной на всей траектории волнового пучка.
Верхние части изочастотных кривых 1–3 на рис. 3а
(выше горизонтальной оси при ) соответ-
ствуют последовательному прохождению волно-
вого пучка из области большего поля к области
меньшего поля. Нижние части тех же кривых со-
ответствуют движению волнового пучка в обрат-
ном направлении. Изочастотная кривая 3 на
рис. 3а соответствует такой же кривой 3 на

1y
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02M

2y
01M

2y

0H
Oz

y zO k k
Oyz

0zk =

Рис. 2. Иллюстрация скачка магнитной траектории
под действием импульса света. а – импульс света; б –
намагниченность; в – траектория магнитного им-
пульса.
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рис. 3в. Все кривые 1–3 на рис. 3а и 3 на рис. 3в
соответствуют начальному значению намагничен-
ности до скачка. Кривые 4 и 5 на рис. 3в соответ-
ствуют значению намагниченности, уменьшенно-
му в результате скачка. Видно, что эти кривые, оста-
ваясь подобными кривым 1–3, как бы
“выдвинуты” из них в сторону больших значений 
(так, кривая 4 расположена правее кривой 1, а кри-
вая 5 – правее кривой 3).

На рис. 3а показаны изочастотные кривые до
скачка намагниченности. Волновой пучок воз-
буждается в точке А, где ему соответствует волно-
вой вектор  и вектор групповой скорости ,
перпендикулярный касательной к изочастотной
кривой 3 в точке конца вектора . Траектория,

yk

Ak


As

Ak


исходящая из точки А на рис. 3б, в соответствии с
направлением вектора  устремляется вниз по
рисунку в область, соответствующую меньшему
значению поля . В результате такого движения,
волновой пучок переходит в область меньшего
значения поля, чем в точке А, так что изочастотная
кривая 2 имеет меньший раскрыв, чем кривая 3.
Поскольку поле на всем протяжении траектории
всегда остается направленным вдоль оси , то
компонента волнового вектора, перпендикуляр-
ная направлению поля, т.е.  всегда остается по-
стоянной (см. рис. 3а, пунктир проведен через
точки А–В–С–D–Е, а также рис. 3в, пунктир че-
рез точки G–H).
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0H

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Рис. 3. Схема интерпретации скачка траектории на основе метода изочастотных кривых. а – изочастотные кривые до
скачка; б – траектория до скачка; в – изочастотные кривые после скачка; г – траектория после скачка. Масштаб по
осям изменен для повышения наглядности.
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Таким образом, в точке В изочастотной кри-
вой 2 волновой вектор принимает значение , а
вектор групповой скорости – значение . Вектор

 наклонен относительно оси  меньше, чем
вектор , так что падение траектории вниз замед-
ляется.

При переходе волнового пучка к еще меньшему
значению поля наступает момент, когда волно-
вой вектор  ориентируется точно вдоль оси ,
что соответствует точке С и изочастотной кривой 1.
При этом вектор групповой скорости  также
выстраивается вдоль оси , так что свое паде-
ние прекращает и дальше переходит на ветвь,
стремящуюся вверх.

Волновой пучок переходит в область большего
поля, что соответствует расширению изочастот-
ной кривой, принимающей вид кривой 2 (см.
рис. 3а). Волновой вектор в точке D принимает
значение , а вектор групповой скорости – зна-
чение , отклоненное от горизонтальной оси
вверх, в результате чего траектория, пройдя точку
С, переходит к точке D, расположенной выше
точки С. Таким образом, траектория, минуя ми-
нимум в точке С, устремляется вверх в сторону
большего поля.

Дальнейшее распространение волнового пуч-
ка происходит с переходом от точки D к точке Е, с
изочастотной кривой 2 на кривую 3, где волновой
вектор принимает значение , а вектор группо-
вой скорости – значение , так что траектория
проходит от точки D к точке Е, принимая в це-
лом V-образный характер [21, стр. 166, рис. 4.2,
кривая ].

Такой вид траектории и распространение волно-
вого пучка происходит при сохранении постоянного
значения намагниченности. Если же намагничен-
ность где-то между точками D и Е скачкообразно
уменьшается, то переход по изочастотным кри-
вым происходит на систему кривых 4, 5, “выдви-
нутых” из системы 1–3, как это показано на рис. 3в.
При этом при условии сохранения компоненты
волнового вектора  (см. рис. 3в, штриховая ли-
ния) происходит переход от точки G к точке Н, где
волновой вектор принимает значение , а век-
тор групповой скорости – значение . Как ви-
дим, отклонение вектора  от горизонтальной
оси значительно меньше, чем отклонение векто-
ра , так что траектория претерпевает излом, со-
ответствующий скачку в изменении ориентации
вектора  на ориентацию вектора , в результа-
те чего ее движение вверх замедляется. На рис. 3в
такой излом траектории соответствует скачку по
изочастотным кривым от точки G на точку H, так
что на траектории эти точки сливаются воедино.
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Дальнейший ход траектории подобен таковому до
скачка намагниченности (выше точки Е на рис. 3б),
так что она идет вверх, как и ранее, в сторону
увеличения поля, т.е. уже без каких-либо осо-
бенностей.

Трансформацию траектории при втором скачке
намагниченности, в том числе при восстановле-
нии ее до начального значения, можно рассмот-
реть подобным же способом, используя вместо си-
стемы изочастотных кривых на рис. 3в первона-
чальную систему кривых, приведенную на рис. 3а.
При этом траектория на рис. 3г получит продол-
жение далее точки Н с точки, где произойдет вто-
рой скачок намагниченности, соответствующий
возвращению намагниченности к начальному
значению, т.е. пойдет далее вверх более круто, по-
добно продолжению участка D–E на рис. 3б.

Таким образом, качественно можно полагать,
что изначально траектория стремится к большему
значению поля, а действие импульса, уменьшаю-
щего намагниченность, этому стремлению меша-
ет, так что движение траектории вверх по полю
замедляется, однако после окончания импульса,
когда намагниченность восстанавливается до
прежнего значения, стремление траектории к
большему значению поля возобновляется с преж-
ней силой.

6. ИНТЕРПРЕТАЦИЯ 
СКАЧКА ТРАЕКТОРИИ НА ОСНОВЕ 

МЕТОДА ГАМИЛЬТОНА–АУЛДА
Рассмотрим теперь обусловленное импульсом

света скачкообразное изменении траектории ме-
тодом Гамильтона–Аулда.

На рис. 4 показаны траектории и соответству-
ющие им зависимости от координаты  волнового
числа , азимутальных углов волнового вектора ϕ
и вектора групповой скорости  при различных
значениях скачка намагниченности.

Из рис. 4а видно, что все траектории имеют
вид “плюс-типа”, подобный показанной на рис.
3в кривой A–B–C–E–F. При этом излом, соот-
ветствующий действию импульса света, по мере
увеличения скачка намагниченности, от кривой 1
до кривой 4, также увеличивается. При  =
= 1750 Гс, т.е. до начала импульса света и после
его окончания, границы интервала существова-
ния поверхностных магнитостатических волн в
соответствии с формулами (11) и (10) равны:

 = 196.43 Э и  = 508.32 Э. Эти поля соот-
ветствуют интервалу координаты z от –4.41 до
1.29 см. Из рис. 4а можно видеть, что все траекто-
рии заканчиваются при координате z = 1.29 см,
соответствующей верхнему пределу поля .
Нижний предел поля , соответствующий ко-
ординате  = – 4.41 см не достигается, так как тра-
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ектория поворачивает в сторону большего поля
значительно раньше.

Из рис. 4б видно, что кривые 1–4 для волно-
вых чисел до начала действия импульса света пол-
ностью совпадают, после чего расходятся тем
сильнее, чем скачок намагниченности больше.
Все кривые заканчиваются при значениях y, соот-
ветствующих окончанию траекторий на рис. 4а.
При этом излом кривых заметен только при y1,
причем является незначительным, а при  види-
мый излом вообще отсутствует.

2y

Из рис. 4в видно, что азимутальные углы вол-
нового вектора ϕ также расщепляются, начиная с

, причем отщепление тем заметнее, чем скачок
намагниченности больше. Излом кривых также
заметен только при , а при  уже отсутству-
ет. Кривые заканчиваются при значениях , соот-
ветствующих окончанию траекторий на рис. 4а, а
предельные достигаемые значения углов ϕ опре-
деляются углами отсечки [21, с. 72–74].

Из рис. 4г видно, что азимутальные углы век-
тора групповой скорости  в интервале действия
импульса света имеют резко выраженный провал,

1y

1y y= 2y
y

ψ

Рис. 4. Траектории волнового пучка (а) и соответствующие им зависимости от координаты y волнового числа k (б),
азимутальных углов волнового вектора ϕ (в) и вектора групповой скорости  (г) при различных значениях скачка на-
магниченности:  = 1750 Гс (кривые 1–4) и  = 1750 (1), 1600 (2), 1500 (3), 1400 Гс (4); координаты  = 2 см и =
= 4 см (пунктирные стрелки) соответствуют началу и концу импульса света; поле  определяется формулой (15).
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тем более глубокий, чем скачок намагниченности
больше. Скачкообразное изменение угла  имеет
место как при начале действия импульса света,
т.е. при , так и при его окончании, т.е. при .
Окончание кривых 1–4 по  также соответствует
окончаниям траекторий на рис. 4а. Резкое умень-
шение угла  при  соответствует переходу с
изочастотной кривой 5 на изочастотную кривую
3, как это показано на рис. 3в. Увеличение того же
угла при  соответствует возвращению век-
тора групповой скорости с кривой 3 обратно на
кривую 5.

ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Таким образом, в работе рассмотрена трансфор-
мация траекторий поверхностных магнитостати-
ческих волн, распространяющихся в ферритовой
пленке, намагниченной линейно неоднородным
полем, вызванная воздействием мощного им-
пульса света от фемтосекундного лазера. Отмечено,
что действие света приводит к резкому уменьше-
нию намагниченности пленки за счет повышения
ее температуры. В случае, когда длительность им-
пульса значительно меньше времени прохожде-
ния волны по всей траектории, часть своего пути
волна проходит в среде с меньшей намагниченно-
стью, что приводит к появлению на траектории
излома ступенчатого вида. Ступенчатая транс-
формация траектории качественно интерпрети-
рована с помощью метода изочастотных кривых.
Количественная интерпретация явления выпол-
нена на основе метода Гамильтона–Аулда. Полу-
чены конфигурации траекторий при различных
значениях скачка намагниченности. Отмечено, что
увеличение скачка приводит к усилению транс-
формации траектории. Получены зависимости вол-
нового числа, а также азимутальных углов волново-
го вектора и вектора групповой скорости от коор-
динаты по ходу траектории. Наиболее заметный
скачок выявлен для азимутального угла вектора
групповой скорости. Характер и величина этого
скачка интерпретированы на основе изочастот-
ных кривых.

Авторы заявляют об отсутствии конфликта
интересов.
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Проведены экспериментальные исследования акустических сигналов, поступающих из головы че-
ловека при умственной деятельности. Обнаружены акустические сигналы, отличающиеся от сигна-
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наиболее информативные сигналы, связанные с дыханием, наблюдаются из области макушки
(в точке, близкой к Cz, используемой в энцефалографии), а сигналы, связанные с пульсовой дея-
тельностью – из области висков (в точке T3).
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ВВЕДЕНИЕ

Исследованию влияния умственной деятель-
ности человека на различные параметры других
видов жизнедеятельности был посвящен значи-
тельный объем как экспериментальных, так и тео-
ретических исследований. Наиболее интересной
оказалась связь умственной деятельности с парамет-
рами дыхания. Основными способами исследовать
параметры дыхания являются спирометрия – изме-
рение объема воздуха, проходящего через легкие,
тензометрия – измерение изменения охвата груд-
ной клетки и живота при дыхании, применение
акустического микрофона, устанавливаемого око-
ло носа или рта испытуемых, а также ряд других.

Исследованию зависимости параметров дыха-
ния от когнитивной деятельности был посвящен
целый ряд работ, например, [1–7]. Наиболее по-
дробный анализ выполнен в работе [8], в которой
довольно детально было изучено влияние ампли-
туды дыхания, его периода и других параметров
при различных видах умственной деятельности
для различных групп людей. Часть работ была по-
священа исследованию акустических сигналов из
головы человека [9–13]. Так, в [9] показана пер-
спективность применения акустических датчи-
ков в области от 0 до 10 кГц для регистрации раз-
личного рода сигналов. В [10] показано, что такие
датчики позволяют регистрировать не только
сигналы пульса и дыхания, но и акустомиографи-
ческие сигналы из височной области. В работах
[11, 12] приведены результаты исследования аку-

стических сигналов с теменных областей головы с
помощью как пьезодатчиков, так и индукцион-
ных вибродатчиков в диапазоне низких частот
(до 27 Гц). В работе [13] впервые было показано,
что при изменении когнитивной деятельности
при специальной обработке сигналов выявляют-
ся низкочастотные особенности в сигналах в об-
ласти 0.2…0.6 Гц, которые связаны с дыханием.

Во всех проведенных исследованиях остался
невыясненным целый ряд вопросов, в частности,
какие именно особенности дыхания наблюдают-
ся при когнитивной деятельности. Кроме того,
изучение характера дыхания человека акустически-
ми методами обладает целым рядом преимуществ
перед остальными: более высокой чувствительно-
стью, позволяющей наблюдать крайне слабое дыха-
ние; более четкое выявление начала вдоха и выдоха;
более стабильные сигналы; независимость интен-
сивности сигналов от направления движения воз-
духа, присущее регистрации сигналов дыхания
микрофоном. Кроме того, очень важным преиму-
ществом исследования дыхания акустическими ме-
тодами из головы человека перед другими методами
является отсутствие влияния измерительных датчи-
ков на сам процесс дыхания, чего нет при спиро-
метрии и тензометрии.

1. МЕТОДИКА ИССЛЕДОВАНИЙ
Измерения проводили на группе испытуемых

в возрасте от 29 до 83 лет как мужского, так и жен-
ского пола. В испытаниях приняло участие 15 че-
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ловек. Все испытуемые дали письменное согла-
сие на проведение опытов. В работе использова-
лись акустические датчики из пьезокерамики,
собранные в одном корпусе с усилителем сигна-
лов, детально описанные в [9]. Эти приемники
располагались на висках (в точке T3) и в районе
макушки (в точке Cz) испытуемых. Приемники
закрепляли на голове с помощью резинового
бинта. Макушкой мы здесь и далее называем уча-
сток в теменной части головы в районе точки Сz, ис-
пользуемой при энцефалографии, а виском – точку
T3. При измерениях сигналов в области макушки
оптимальное положение датчика подбиралось пере-
мещением, ориентируясь на максимальную ампли-
туду сигналов дыхания. В экспериментах контроли-
ровалось отсутствие касания проводами частей
головы и посторонних предметов. Связующие ге-
ли в опытах не использовались, поскольку в экс-
периментах исследовалась низкочастотная часть
спектра возможных сигналов. Испытуемые сиде-
ли в кресле в расслабленной позе. Сигналы от
акустических приемников через anti-aliasing-
фильтры поступали на вход аналого-цифрового
преобразователя со времени выборки 20 мкс. Эти
сигналы одновременно с двух каналов регистри-
ровались, записывались, а затем обрабатывались.
Испытуемые по команде экспериментатора должны
были в течение 1 мин в уме считать таблицу умно-
жения, затем в течение 1 мин релаксировать. Та-
кие циклы повторялись пять раз. Таким образом,
время измерений занимало 10 мин. После приема
сигналов производилась их обработка.

Сигналы, принятые с виска, обрабатывали для
получения информации о сердечной деятельно-
сти, а сигналы с макушки – для получения ин-
формации о дыхании. Оказалось, что в области
макушки интенсивность сигналов дыхания очень
велика. Она примерно на порядок превышает ин-
тенсивность сигналов дыхания, полученных с
висков. Даже крайне слабое дыхание, практиче-
ски не слышимое экспериментатору, было хоро-
шо видно и без обработки. У большинства испы-

туемых гораздо лучше были видны пульсовые
сигналы, поступающие из височной области.

2. РЕГИСТРАЦИЯ 
КОГНИТИВНОЙ ДЕЯТЕЛЬНОСТИ 
ПО АКУСТИЧЕСКИМ СИГНАЛАМ

На первом этапе работы принятые сигналы с
висков и макушки обрабатывались следующим об-
разом. Сначала производилось скользящее усредне-
ние по 400 точкам исходных сигналов как во время
счета, так и релаксации. Это усреднение отвечало
времени усреднения 8 мс. Затем этот сглаженный
сигнал вычитался из исходного сигнала. После это-
го производилось скользящее вычисление сред-
неквадратичного сигнала в этом же окне (8 мс). А
затем производилось скользящее дискретное
преобразование Фурье в окне 20 с. Такая проце-
дура позволяла выявлять наличие периодических
сигналов неизвестной частоты. Анализ получив-
шихся спектров показал, что практически у всех
испытуемых наблюдаются отчетливые различия в
низкочастотной части спектров в области от 0 до
1 Гц в зависимости от того, заняты ли испытуе-
мые умственной деятельностью или находятся в
состоянии релаксации. На рис. 1а приведены ха-
рактерные, обработанные таким способом спек-
тры во время релаксации для одного из испытуе-
мых. На рис. 1б и 1в – два типа таких же спектров,
отвечающих разным временам, во время устного
счета. Время на оси абсцисс здесь и далее отвеча-
ло началу каждого временного окна длительно-
стью 20 с.

На рис. 1а во время релаксации наблюдаются
отчетливые пики на частотах 0.25 и 0.5 Гц. Во время
счета эти пики либо сдвигаются на 0.3 и 0.65 Гц (см.
рис. 1б), либо размываются (см. рис. 1в). У части
испытуемых более характерным был сдвиг пиков,
а у части – размывание. При дальнейшей обра-
ботке сигналов мы использовали две методики.

По первой методике для первого временного
окна длительностью 20 с, производили дискретное
преобразование Фурье для принятых сигналов в

Рис. 1. Характерные спектры обработанных сигналов: a – релаксация, б, в – счет.

50

40

30

20

10

0
0.2 0.6 1.0 1.4 1.8

f, Гц

(а)
С

пе
кт

р

40

30

20

10

0
0.2 0.6 1.0 1.4 1.8

f, Гц

(б)

С
пе

кт
р

40

30

20

10

0
0.2 0.6 1.0 1.4 1.8

f, Гц

(в)

С
пе

кт
р



РАДИОТЕХНИКА И ЭЛЕКТРОНИКА  том 68  № 3  2023

АКУСТИЧЕСКИЕ ИССЛЕДОВАНИЯ ИЗМЕНЕНИЯ ХАРАКТЕРА ДЫХАНИЯ 289

диапазоне 0.45…0.55 Гц, находили максимальное
значение амплитуды спектральной компоненты.
Затем проводили аналогичную процедуру для
диапазона 0.6…0.7 Гц. После этого делили одну
величину на другую, сдвигали окно на 8 мс и про-
цедуру продолжали, просматривая весь диапазон
сигналов.

По второй методике мы также вычисляли ам-
плитуды спектральных компонент для диапазона
0.45…0.55 Гц, а также диапазона 1.4…2 Гц – диа-
пазона, где спектры меняются относительно
плавно. После чего определяли отношение мак-
симума в первом диапазоне к среднему значению
второго диапазона. У одних испытуемых, у которых
более отчетливо наблюдался сдвиг пиков, более
четкая картина получалась при использовании пер-
вой методики, у других – при второй. Можно бы-
ло отслеживать изменение положения более низ-
кочастотного пика, отвечающего частоте ~0.25 Гц,
но для более высокочастотного пика картина, как
правило, получалась более контрастной.

На рис. 2 приведена зависимость от времени
величины A – отношения максимального значе-
ния спектральной компоненты основного пика к
среднему значению величины спектральной ком-
поненты в диапазоне, где нет резких пиков для
одного из испытуемых. Регистрировали сигналы,
поступавшие из области макушки. Вертикальны-
ми прямыми на этом графике здесь и далее отме-
чены смены счета на релаксацию (через 1 мин).
Видно, что наблюдается отчетливая периодич-
ность кривой: при счете значение величины A за-
метно меньше, чем при релаксации во все время
эксперимента. То, что на кривых перепады вели-

чины A происходят не точно в момент смены ко-
гнитивной деятельности, связано с особенностью
обработки. В первые 40 с в каждой фазе имеется
чистый сигнал, а в последние 20 с (каждой фазы)
сигнал представляет собой смесь обеих фаз. Это
связано с тем, что в точках на графиках, отвечаю-
щих временам более 40 с в каждой минуте, во вре-
менное окно (20 с) попадали точки как из области
счета, так и релаксации. То есть при скользящем
сдвиге происходило перемешивание этих фаз.
При рассмотрении “укороченных” фаз длиной 40 с,
где регистрировались чистые спектры, у этого ис-
пытуемого имеет место практически полное соот-
ветствие величины A типу когнитивной деятельно-
сти. Следует отметить, что подобные зависимости
наблюдались практически для всех испытуемых вне
зависимости от пола и возраста. Не у всех испыту-
емых отмеченное соответствие было полным,
иногда наблюдались незначительные сбои, осо-
бенно ближе к концу эксперимента, что, возмож-
но, связано с усталостью, потерей концентрации
во время счета или недостаточной степенью ре-
лаксации.

Интересным оказалось то, что у некоторых ис-
пытуемых наблюдался обратный эффект – более
сильный и характерный пик наблюдался на низ-
кой частоте – 0.35 Гц во время счета. При релак-
сации этот пик сдвигался в более низкочастотную
сторону до 0.25…0.3 Гц и становился менее выра-
женным. На рис. 3 изображены зависимости ве-
личины A от времени у другого испытуемого.
Сигналы были зарегистрированы как с левого
виска, так и с макушки. Видно, что кривые похо-
жи между собой. У большинства испытуемых сиг-

Рис. 2. Зависимость от времени величины A – отношения максимальной спектральной компоненты в диапазоне
0.55…0.65 Гц к среднему значению компоненты в диапазоне 1.4…2 Гц.
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налы, снятые с макушки, носят более контраст-
ный характер, чем от сигналов с виска.

3. ИССЛЕДОВАНИЕ ПУЛЬСА ПРИ СМЕНЕ 
КОГНИТИВНОЙ ДЕЯТЕЛЬНОСТИ

Результаты предыдущего раздела показали связь
когнитивной деятельности с акустическими сиг-
налами, полученными с головы человека. Далее
мы покажем связь этих сигналов с различными
аспектами жизнедеятельности человека. Сначала
мы обрабатывали пульсовые сигналы, снятые с
височных областей. Для улучшения отношения
сигнал/шум производилась частотная фильтра-
ция с целью отсечения высокочастотных компо-
нент. После этого фиксировались наиболее силь-
ные (первые) пульсовые удары в каждой из пуль-
совых серий. Затем записывался интервал между
соседними импульсами и их амплитуда. На рис. 4
приведены усредненные скользящие по 10 изме-
рениям зависимости от времени амплитуды и пе-
риода для одного из испытуемого. Из графиков
видно, что когнитивная деятельность данного ис-
пытуемого не коррелирует с периодом пульса, но
наблюдается не очень сильное соответствие ам-
плитуде пульса. У ряда других испытуемых наобо-
рот наблюдалась не очень сильная связь когни-
тивной деятельности с периодом пульса. У испы-
туемого со значительной сердечной аритмией не
было корреляции ни с амплитудой пульса, ни с
его периодом.

4. ИССЛЕДОВАНИЕ ИЗМЕНЕНИЯ 
ПАТТЕРНА ДЫХАНИЯ

Регистрация акустических сигналов от головы
человека, как указывалось, позволяет детально
изучать довольно слабые дыхательные сигналы.
Наиболее сильные сигналы, связанные с дыхани-
ем, регистрировались из области макушки. В этих
опытах принятые сигналы затем проходили ча-
стотную цифровую обработку с помощью поло-
сового фильтра 180…280 Гц. На рис. 5 изображена
часть таким образом обработанных сигналов,
снятая во время счета у одного из испытуемых.
Видно, что как вдох, так и выдох начинаются с до-
вольно резкого перепада, позволяющего с этих
перепадов фиксировать начало дыхания. В этой
части работы мы анализировали, как в процессе
экспериментов меняются периоды дыхания, сред-
ние времена вдоха и выдоха, интенсивность дыха-
ния, соотношение между интенсивностями вдоха
и выдоха при смене умственной деятельности на
релаксацию. Интенсивность дыхания определя-
ли путем вычисления среднеквадратичного сиг-
нала в первые полсекунды после начала соответ-
ствующей фазы дыхания.

На рис. 6 приведены усредненные периоды
дыхания, длительности вдоха, выдоха, отноше-
ние длительности выдоха к длительности вдоха и
величины A, описанной в разд. 2. Проводилось
скользящее усреднение по 5 периодам дыхания
(около 20 с). Из рисунка видно, что как период
дыхания, так времена вдоха и выдоха очень хорошо
соответствуют ходу величины A (верхняя кривая).
Более плавный ход периода дыхания по сравне-

Рис. 3. Зависимость от времени величины A – отношения максимальной спектральной компоненты в диапазоне
0.25…0.3 Гц к значению компоненты на частоте 0.35 Гц; 1 – макушка, 2 – висок.
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нию с ходом величины A объясняется процедурой
сглаживания. Без этого сглаживания кривые пе-
риода дыхания и времен остальных фаз оказыва-
ются более резкими, но сильно зашумленными.
Видно также, что в процессе эксперимента у это-
го испытуемого, начиная с 4-й минуты, меняется
отношение времени выдоха к времени вдоха при
смене деятельности. Такие зависимости наблюда-
лись не у всех испытуемых, а менее чем у половины.

На рис. 7 приведен ход интенсивности вдоха,
выдоха и их отношение для одного из испытуемых.
Здесь также производилось скользящее усредне-
ние по 5 периодам. Видно, что наблюдается соот-
ветствие между типом умственной деятельности
и измеренными зависимостями. Но эта связь за-
метно хуже, чем для периода дыхания. Кроме того,
такая связь также наблюдалась не у всех испытуе-
мых. У большинства испытуемых интенсивность

Рис. 4. Зависимость периода пульса (1) и его амплитуды (2) от времени.
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вдоха во время счета, как правило, превышала
интенсивность выдоха. Во время релаксации си-
туация становилась обратной. Но такие зависи-
мости наблюдались менее чем у 20% испытуемых.

5. АНАЛИЗ 
ЭКСПЕРИМЕНТАЛЬНЫХ ДАННЫХ

В результате проведенных исследований было
установлено, что ход зависимости величины A от

времени не объясняется модуляцией пульса. Как
видно из рис. 4, временной ход и амплитуды, и
периода пульса имеется, но не совпадает с ходом
величины A и плохо коррелирует с ней. Такая
картина наблюдалась у всех испытуемых. Кроме
того, у одного из испытуемых со значительной
аритмией, у которого наблюдается очень хорошая
модуляция величины A при смене умственной де-
ятельности, вообще нет какой-либо видимой мо-
дуляции дыхания.

Рис. 6. Зависимость от времени величины A и параметров дыхания: 1 – величина А; 2 – отношение усредненного вре-
мени выдоха ко времени вдоха; 3 – среднее время выдоха, с; 4 – среднее время вдоха, с; 5 – период дыхания, с.
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Рис. 7. Зависимость от времени параметров интенсивности дыхания: 1 – отношение интенсивности выдоха к интен-
сивности вдоха; 2 – интенсивность выдоха, отн. ед.; 3 – интенсивность вдоха, отн. ед.

0

600

300

900

900

600

300

0.4

0.8

1.2

1.6

60 120 180 240 300 360 420 480 540

Счет

1

2

3

Счет Счет Счет Счет

6000
t, c



РАДИОТЕХНИКА И ЭЛЕКТРОНИКА  том 68  № 3  2023

АКУСТИЧЕСКИЕ ИССЛЕДОВАНИЯ ИЗМЕНЕНИЯ ХАРАКТЕРА ДЫХАНИЯ 293

Исследования паттерна дыхания наоборот по-
казали очень хорошую связь модуляции величи-
ны A с изменением периода дыхания. При счете у
практически всех испытуемых период дыхания
уменьшался. У одного из испытуемых, у которого
имеется серьезное заболевание легких, вообще не
наблюдалась модуляция, как величины A, так и
периода дыхания, а также параметров пульса. Но
у него наблюдалось неплохое соответствие соотно-
шения интенсивностей дыхания со сменой когни-
тивной деятельности. У большинства испытуемых
не отмечено каких-либо особенностей, связанных с
изменением средних времен вдоха и выдоха – они
менялись синхронно с изменением периода ды-
хания. Но у ряда испытуемых наблюдались не-
большие особенности хода отношения Твыдох/Твдох
во времени, отмеченные на рис. 6. У некоторых
испытуемых наблюдалась отчетливая модуляция
интенсивности дыхания при смене когнитивной
деятельности – при счете она заметно возрастала.
Следует отметить, что, поскольку частота дыха-
ния у разных людей бывает разной, то “краси-
вые” зависимости величины A от времени у раз-
ных испытуемых могут наблюдаться немного на
разных частотах.

Положение пиков на частотах 0.25…0.3 и
0.5…0.6 Гц (см. рис. 1) связано с тем, что первый
пик отвечает полному периоду дыхания, а второй –
различию амплитуд и времен вдоха и выдоха. Ин-
тересной и полезной особенностью временнóго хо-
да параметра A является то, что для определения ко-
гнитивной деятельности не требуется сравнения
этой величины в разных фазах деятельности, что
является необходимым при других типах измере-
ний. То есть такой способ является в определен-
ном смысле абсолютным. Следует отметить так-
же, что выявление когнитивной деятельности по
прямому измерению периода дыхания является
довольно трудоемкой задачей, поскольку само
дыхание имеет достаточно сложный временной
характер. Иногда человек может глубоко вздох-
нуть, иногда, наоборот, делать очень слабые вдох
и выдох. Автоматизировать регистрацию начала
вдоха и выдоха не удается и ее приходится делать
вручную. В отличие от этого измерять величину A
очень просто. Такой метод регистрации когни-
тивной деятельности, которая, главным образом,
связана с изменением периода дыхания, является
очень чувствительным. Сигналы, у целого ряда
испытуемых, снятые с виска и показанные на рис. 3,
даже после частотной фильтрации, вообще не
проявляют никакого видимого дыхания. Тем не
менее величина A очень хорошо модулируется
при смене умственной деятельности. Математиче-
ское моделирование показало, что амплитудная мо-
дуляция шумовых сигналов, снятых с наших аку-
стических датчиков, с глубиной модуляцией 0.5%
от величины среднеквадратичного шума позво-
ляет уверенно выявить ее наличие. Такой способ

обработки сигналов содержит известные методи-
ки, но их сочетание позволило выявить незначи-
тельные изменения периодических сигналов,
связанные со сменой умственной деятельности.
Наши исследования носят предварительный ха-
рактер. Мы исследовали только один тип ум-
ственной деятельности. Возможно, при других
типах проявятся другие особенности. Кроме того,
периодичность смены деятельности в 1 мин не
является единственно возможной. И мы практи-
чески не исследовали испытуемых с достаточно
тяжелыми заболеваниями, которые возможно да-
ли бы другие результаты. Такие исследования,
представляющие практический и научный инте-
рес, в дальнейшем было бы целесообразно прово-
дить совместно с медиками.

ЗАКЛЮЧЕНИЕ

В работе показано, что прием и обработка аку-
стических сигналов из различных областей голо-
вы человека позволяют оперативно и уверенно
отличать когнитивную деятельность от релаксации.
Установлено, что описанная в работе методика об-
работки сигналов является безотносительной, то
есть, не требует (сравнения результатов с) измере-
ниями в другой фазе когнитивной деятельности.
Кроме того, такой способ регистрации эффектов,
связанных с дыханием, не оказывает воздействия
на сам процесс дыхания, что может позволить об-
наруживать более тонкие, ранее не наблюдаемые
закономерности. Показано, что такой способ обра-
ботки сигналов позволяет определять когнитивную
деятельность практически у всех испытуемых.
Только у одного из испытуемых с заболеванием
легких не удалось выявить когнитивной деятель-
ности таким образом. Установлено, что такой ход
величины A при смене умственной деятельности
обусловлен, главным образом, сменой периода
дыхания. Другой причиной такого поведения вели-
чины A у значительной части испытуемых является
изменение соотношения между интенсивностями
вдоха и выдоха. Показано, что наилучшим участ-
ком головы для регистрации дыхания и определе-
ния умственной деятельности является макушка
человека. Показано также, что изменение перио-
да дыхания и смены когнитивной деятельности
по величине A обладает очень высокой чувстви-
тельностью – их удается установить даже в случа-
ях, когда сигналы дыхания, даже при частотной
фильтрации совсем не идентифицируются.

Авторы заявляют об отсутствии конфликта
интересов.
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Все пациенты приняли участие в исследовании
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Сделан переход от кусочно-непрерывных функций модели мемристора с переключением порогово-
го типа к дифференцируемым функциям, описываемым единой формулой. Получены и численно
решены системы уравнений для участков цепи, в которых мемристивное устройство включено по-
следовательно с другими дискретными элементами – обычным резистором, диодом, катушкой ин-
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проведено сравнение расчетных данных с экспериментом. Подробно исследован случай последова-
тельного соединения мемристора и полупроводникового диода. Изложены предположения, касаю-
щиеся математического описания и физической интерпретации влияния процесса формовки на
мемристивную систему.
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ВВЕДЕНИЕ
Мемристор – новый дискретный радиотехниче-

ский элемент (резистор с памятью), теоретически
предсказанный в 70-е годы ХХ в. [1, 2] и впервые ре-
ализованный на практике в 2008 г. в форме устрой-
ства с резистивным переключением (мемристивно-
го устройства) [3]. Многообещающие примене-
ния мемристивных устройств и их интеграция с
КМОП-схемами [4, 5] делают весьма актуальным
изучение электрических цепей, в состав которых
мемристоры входят наряду с обычными дискрет-
ными элементами. Последовательное подключение
мемристора и резистора может быть полезным при
проведении измерений (именно такое соединение
реализовано в экспериментальной части работы).
Соединение мемристора с реактивными элемен-
тами использовалось для построения моделей ра-
боты нервной системы: в 2009 г. в статье [6], по-
священной моделированию памяти амебы, были
найдены численные решения уравнений после-
довательного колебательного контура, в котором
параллельно с емкостью подключен мемристор
(описываемый моделью с переключением поро-
гового типа, введенной там же). В работах [7, 8]
изучалось последовательное соединение мемри-

стора с емкостью (“MC-цепь”) и с индуктивностью
(“ML-цепь”), причем была применена “модель с
дрейфом примеси”. Статьи, в которых использова-
лись уравнения, описывающие последовательное
соединение мемристора и полупроводникового ди-
ода, авторам неизвестны, за исключением работы
[9], в которой SPICE-модель мемристора [10]
комбинировалась с упрощенной идеализирован-
ной моделью диода Зенера (схемы с мемристор-
но-диодными ячейками предлагается использовать
в биоморфных нейропроцессорах [11]). Отметим,
что даже если какие-то комбинации в настоящее
время и не имеют практического применения
(например, комбинация мемристора и индуктив-
ности), все равно представляет интерес теоретиче-
ское исследование этих случаев, так как реальные
дискретные элементы могут иметь заметные “па-
разитные” свойства других элементов (например,
паразитную индуктивность).

Цель работы – получение и исследование
уравнений, описывающих участки радиотехниче-
ских цепей, в состав которых входят мемристоры,
последовательно соединенные с традиционными
дискретными элементами: резистором, диодом,
индуктивностью и емкостью. Рассмотрены мемри-
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сторы, управляемые напряжением и подчиняющи-
еся уравнениям модели с переключением порого-
вого типа. Предложены новые математические вы-
ражения для описания динамики внутреннего
параметра мемристора с переключением порого-
вого типа, которые использованы для численного
моделирования последовательного соединения
мемристора с упомянутыми элементами (в тради-
ционной модели используются кусочно-непре-
рывные функции, не всегда удобные для числен-
ного счета).

Калибровка модели проведена на основе экс-
периментальных данных, полученных для мемри-
стивного устройства на основе структуры “металл–
оксид–металл”, последовательно соединенного с
резистором. В качестве рабочего оксида в данной
структуре использован стабилизированный ит-
трием диоксид циркония – известный твердо-
тельный электролит с высокой подвижностью
ионов кислорода, хорошо показавший себя при
создании мемристивных устройств [12, 13]. Важ-
ной особенностью этого оксидного материала яв-
ляется то, что степень легирования иттрием обес-
печивает заданную концентрацию кислородных
вакансий, необходимую для формирования в ок-
сидном слое проводящих каналов (филаментов)
[14]. Воспроизводимое разрушение и восстанов-
ление филаментов при приложении к структуре
напряжения разной полярности обеспечивает би-
полярное резистивное переключение порогового
типа (с характерными порогами по напряжению).
Именно такое переключение моделируется в дан-
ной работе для случаев соединения мемристора с
резистором и конденсатором.

1. МЕТОДИКА

1.1. Моделирование мемристора

Получили известность следующие общие
уравнения [2] для мемристивных систем, управ-
ляемых напряжением:

(1)

Здесь I(t) – ток, протекающий через мемристор,
V(t) – напряжение, приложенное к мемристору,
x – внутренний параметр мемристора (или вектор-
столбец внутренних параметров, если их несколь-
ко). Внутренний параметр x может, в частности,
быть долей длины мемристора, обладающей умень-
шенным сопротивлением Ron (при этом (1 – x) – до-
ля длины резистора, обладающая увеличенным со-
противлением Roff). Полное сопротивление мемри-
стора R в этом случае можно выразить так:

( )( ) , ( , ).
( , )
V t dxI t f x V

R x V dt
= =

( )off on off .R R R R x= + −

В правой части второго уравнения (1) стоит f – не-
которая функция напряжения и внутреннего пара-
метра (или же вектора внутренних параметров).

В качестве примера функции состояния f в ста-
тье [15] приведена следующая разрывная функция:

(2)

Здесь α, β – скорости переключения, Vt+ и Vt– – по-
роги переключения (предполагается, что первый
порог имеет положительное значение, а второй –
отрицательное).

В данной работе исследуется поведение элек-
трических цепей с мемристором в том случае, ко-
гда пороги переключения “сглажены”, а заданное
внешнее напряжение V является последователь-
ностью треугольных импульсов, соответствую-
щей часто применяющейся в эксперименте ли-
нейной развертке по напряжению. Внутренний
параметр x будет считаться долей длины элемента
с уменьшенным сопротивлением.

1.2. Использование пороговых и оконных функций
Функцию (2) можно представить с помощью

единой формулы, используя ступенчатую функ-
цию Хевисайда h(y), равную 1, если y > 0, и 0, если
y < 0 (при нулевом значении y можно считать ее
равной 0.5):

(3)

Такая замена в некоторых случаях приводит к
упрощению программ для численных расчетов
(например, в системе “Wolfram Mathematica”).
Более того, такая запись позволяет легко перейти
от функции Хевисайда к сглаженным пороговым
функциям, что также может оказаться полезным
(в приложении “Wolfram Mathematica” это при-
мерно в два раза повышает скорость счета).

При проведении численных расчетов возмож-
на ситуация, когда решение x(t) выходит за грани-
цы [0,1] (это границы допустимых значений для x,
поскольку, как уже говорилось, x – это доля “низ-
коомной” длины мемристора). Чтобы избежать
возникновения такой ситуации, функцию (3)
можно умножить на “оконную” функцию. При-
мер степенной оконной функции [16]:

(4)
Целое число p достаточно велико (например, p = 10
(см. [16])).

В качестве подобной функции можно исполь-
зовать и функцию, которая экспоненциально
спадает до нуля на границах допустимого отрезка
значений x (рис. 1). Ее особенность состоит в том,

( )(1 ), ,
( , ) ( ) , ,

0, .

t t

t t

t t

V V x V V
f V x V V x V V

V V V

+ +

− −

− +

α − − >
= β − <
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что она почти равна нулю не только в малой
окрестности точек 0 и 1, но и во всей внешней ча-
сти оси x (за пределами промежутка [0,1]):

(5)
Здесь δ – некоторое малое по сравнению с едини-
цей число (“отступ” оконной функции от границ
промежутка), P0(x) – пороговая функция, в каче-
стве которой можно взять, например, следующую:

(6)
или же [10] –

Пороговая функция в формуле (6) выражается че-
рез “функцию ошибок”. Параметр ν0 определяет
быстроту спадания пороговых функций. Чем
большее значение имеет этот параметр, тем резче
перепад. Данные функции стремятся к нулю в
“минус-бесконечности” и к единице в “плюс-
бесконечности” (рис. 2).

Мы заменим обобщенные функции Хевисайда
в выражении (3) на аналогичные пороговые
функции, зависящие от напряжения:

(7)

Здесь параметр ν1 также определяет быстроту спа-
дания пороговой функции.

При больших значениях “параметра крутиз-
ны” ν1 функция состояния (7) почти не отличает-
ся от функции (2) и ее аналога (3). Если сравнить
вариант (2) с функциями состояния классических
моделей мемристора, которые представлены, на-
пример, в [17], то вариант (2) несколько проще,
чем выражения в моделях, которые авторами ра-
боты [17] охарактеризованы как достаточно точ-
ные (модель Якопчича [18] и модель TEAM). Этот
вариант, тем не менее, сохраняет основные их
черты – деление области изменения управляю-

0 0( ) ( ) ( ( (1 ))).W x P x P x= − δ − − − δ

0 0( ) 0.5erf( ) 0.5P x x= +v

0
0

1( ) .
1 exp( )
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1 1
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f V x P V V V V x
P V V V V x

P V V

+ +
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= − α − − +
+ − − β −

= +v

щего параметра на три части. Внутренний же па-
раметр x по своей сути тот же самый, что и в про-
стых моделях с дрейфом примеси. Отметим, что
предложенные в данной работе подходы могут
быть применены для развития этих и других мо-
делей.

Оказывается, что при использовании выраже-
ния (7) с достаточно резким перепадом пороговой
функции можно отказаться от умножения правой
части этого выражения на дополнительную окон-
ную функцию вида (4) или (5). Именно так мы и
поступим в дальнейшем.

1.3. Формирование и измерение
параметров мемристора

Для сравнения результатов расчета с экспери-
ментом в работе использовались эксперимен-
тальные данные, полученные для мемристивных
устройств в интегральном исполнении со струк-
турой “металл–оксид–металл” [19]. Использова-
лась мемристивная структура Au (20 нм) /ZrO2 (Y)
(20 нм) /Ta (20 нм) /Pt (50 нм) (рис. 3а), сформи-
рованная на окисленной подложке кремния.
Пленку ZrO2(Y) наносили при температуре 300°С
методом ВЧ-магнетронного распыления мишени из
смеси порошков ZrO2 (88 мол. %) и Y2O3 (12 мол. %).
Металлические электроды наносили методом
магнетронного распыления на постоянном токе
при температуре 200°С. Площадь мемристивного
устройства составляла 20 × 20 мкм.

Вольт-амперную характеристику (ВАХ) изме-
ряли путем подачи внешнего напряжения на цепь
“мемристор-резистор”, в которой резистор слу-
жит одновременно для физического ограничения
тока, протекающего через мемристор, и в каче-
стве датчика тока для его измерения. В качестве
источника внешнего напряжения и для измерения
падения напряжения на резисторе (и, соответствен-
но, тока) было использовано многофункциональ-
ное устройство ввода/вывода National Instruments
USB-6341 ADC/DAC. Схема измерения приведе-
на на рис. 3б. Сигнал подавался на нижний (Pt)

Рис. 1. Оконная функция.
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Рис. 2. Пороговая функция (вычислена по формуле (6)).
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электрод мемристивного устройства. Последова-
тельно к верхнему (Au/Ta) электроду был под-
ключен резистор номиналом 1000 Ом.

2. РЕЗУЛЬТАТЫ МОДЕЛИРОВАНИЯ
2.1. Одиночный мемристор

Вначале мы исследовали самый простой слу-
чай, когда управляющее напряжение приложено

непосредственно к мемристору. При этом реша-
ли второе из уравнений (1) – уравнение состоя-
ния (причем функция состояния f определяется
соотношением (7)). Затем с помощью первого
уравнения (1) определяли ток. Результаты числен-
ных расчетов в приложении “Wolfram Mathematica
9.0” приведены на рис. 4–8. Пороги переключения
симметричны относительно нуля и равны 0.7, –0.7.
Сопротивления Roff и Ron равны 10 и 1. Скорости
переключения равны 10. В качестве внешнего за-
данного напряжения V = V0(t) взята последова-
тельность треугольных импульсов (см. рис. 4). Ее
удобно выразить через конечный ряд Фурье
(в этом случае имеем дело с функцией, которая
обладает непрерывной производной).

2.2. Последовательное соединение 
мемристора и резистора

Следующий вариант (тоже достаточно про-
стой) – последовательное соединение мемристо-
ра и резистора. Пусть напряжение приложено к
участку цепи, содержащему оба элемента. В этом
случае мы должны решать комбинацию трех урав-
нений. Первое – это уравнение для участка цепи,
связывающее ток (общий для обоих дискретных
элементов) и приложенное к участку цепи внешнее
напряжение. Фактически это уравнение является

Рис. 3. Схематическое изображение структуры мемристивного устройства (а) и схема измерения (б).
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виде ряда Фурье с 20-ю слагаемыми).
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следствием второго закона Кирхгофа. Следующее
уравнение выражает сопротивление мемристора
через другие величины (внутренние параметры).
Третье уравнение – это дифференциальное уравне-
ние состояния мемристора, причем в него входит
напряжение, действующее именно на мемристор
(а не на весь участок цепи). Запишем эту систему
уравнений, первое и второе из которых в этом слу-
чае – конечные (алгебраические или трансцен-
дентные), третье же – дифференциальное.

(8)

Здесь V0 – приложенное к участку цепи напряже-
ние, Rm – сопротивление мемристора, R – сопро-
тивление резистора. Вместо величины V (как было
в формуле (1)) здесь в качестве одного из аргумен-
тов функции f подставлено произведение iRm (па-
дение напряжения на мемристоре).

Подставляя ток i из первого уравнения систе-
мы (8) в третье и учитывая второе уравнение для
Rm, записанное в форме

(9)

получим дифференциальное уравнение, связыва-
ющее внешнее напряжение V0 и внутренний па-
раметр x:

(10)

Решив это уравнение численно (и найдя x(t)), мы,
используя первое уравнение системы (8), далее
можем найти ток на участке цепи и напряжение
на мемристоре.

Для последовательной комбинации “мемри-
стор-резистор” было проведено сравнение ре-
зультатов численного расчета с экспериментом
(см. далее разд. 3).
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2.3. Последовательное соединение
мемристора и диода

Рассмотрим ситуацию, когда последовательно
с мемристором включен не резистор, а полупро-
водниковый диод. В этом случае первое токовое
уравнение будет более сложным – мы использу-
ем формулу для тока, проходящего через идеаль-
ный диод и резистор, соединенные последова-
тельно [20]:

(11)

Здесь U – внешнее напряжение, приложенное к
участку цепи с диодом и резистором, VT – темпера-
турный потенциал, R – сопротивление резистора,
подключенного последовательно с идеальным дио-
дом, Is – ток насыщения, W(x) – специальная
функция Ламберта [21]. В нашем случае роль ре-
зистора будет играть мемристор с сопротивлением
Rm, зависящим от внутреннего параметра x. Си-
стема уравнений будет следующая:

(12)

Для того чтобы наблюдать переключение сопро-
тивления в данной цепи, мемристор должен быть
униполярным (с положительными порогами пере-
ключения). В качестве модельного иллюстрирую-
щего примера рассмотрена система, по возможно-
сти близкая к описанной в п. 2.1, но функция f, взя-
тая из выражения (7), умножена на квадрат
функции ошибок от величины, пропорциональной
напряжению на мемристоре (erf 2(50iRm)) – чтобы
исключить изменение внутреннего параметра
мемристора при нулевом напряжении. Пороги
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Рис. 5. Зависимость внутреннего параметра мемри-
стора от времени.
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переключения следующие: Vt– = 0.65, Vt+ = 0.7,
скорости переключения равны 50, Is = 0.00000172,
VT = 0.044. Результаты расчета представлены на
рис. 9а. В случае же прежних значений парамет-
ров мемристора (как в п. 2.1, когда пороги пере-
ключения симметричны относительно нуля) си-
стема просто переходит в верхнее состояние (x → 1,
рис. 9б). На рис. 10 показан ток, протекающий че-
рез мемристор при симметричных пороговых на-
пряжениях (“закругленность” решения наблю-
дается лишь на первом периоде, когда система
еще не переключилась окончательно в верхнее
состояние).

На рис. 11 представлена ВАХ участка цепи с
униполярным мемристором и диодом. На рис. 12

пороговые напряжения симметричны, но ВАХ
вычисляется начиная с t = 5, т.е. со второго пери-
ода, когда переключение в верхнее состояние уже
произошло. Видно, что мы имеем обычную ха-
рактеристику полупроводникового диода (при
учете внутреннего омического сопротивления).

Если увеличить ток насыщения диода на не-
сколько порядков, то неидеальный диод с внут-
ренним сопротивлением почти не будет отли-
чаться от резистора (то же самое можно сказать и
о последовательной комбинации диода и “внеш-
него” резистора). На рис. 13 показана ВАХ для
этого случая (ток насыщения увеличен в миллион
раз, мемристор биполярный) – она не отличается
от графика рис. 8.

Рис. 7. Зависимость внутреннего параметра от внешнего напряжения (наблюдается гистерезис): графики заканчива-
ются в моменты времени t = 1 (а), 2.7 (б), 3.9 (в), 7.5 (г).
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Рис. 8. Зависимость тока, протекающего через мемристор, от напряжения: графики заканчиваются в моменты време-
ни t = 1 (а), 2.7 (б), 3.9 (в), 7.5 (г).
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2.4. Последовательное соединение мемристора 
с индуктивностью и конденсатором

Рассмотрим случай последовательного соеди-
нения мемристора и индуктивности. В этом слу-
чае первое уравнение будет дифференциальным.

(13)

Также можно записать уравнения для последова-
тельного соединения мемристора и емкости. При
этом в первое уравнение войдет интеграл тока.

(14)

Продифференцировав первое уравнение по вре-
мени (и помня о том, что сопротивление мемри-
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стора зависит от параметра x, который сам явля-
ется функцией времени), получим

(15)

Приведем результаты расчета внутреннего пара-
метра для случая, когда последовательно с мемри-
стором (биполярным, как в п. 2.1) подключена ем-
кость (рис. 14). Выбран вариант начальных условий,
когда явно просматривается длительный (по срав-
нению с периодом внешнего воздействия) переход-
ный процесс. На рис. 15 изображена осцилло-
грамма тока.

3. РЕЗУЛЬТАТЫ СРАВНЕНИЯ
С ЭКСПЕРИМЕНТОМ

Для случая последовательного соединения
мемристора и резистора было проведено сравне-
ние численного решения уравнений (8)–(10) с

+ =

= + −

=

0
m
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m
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dVi d R x i
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Рис. 9. Внутренний параметр мемристора при после-
довательном соединении мемристора и полупровод-
никового диода; пороговые напряжения несиммет-
ричны (а) и симметричны (б); штриховая линия –
внешнее напряжение, приложенное к участку цепи с
мемристором и диодом.
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Рис. 10. Ток, протекающий через мемристор, при по-
следовательном соединении мемристора и полупро-
водникового диода; пороговые напряжения симмет-
ричны.
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экспериментом. При расчете принималось, что
на участок цепи с этими элементами подается на-
пряжение, соответствующее данным рис. 4, сдви-
нутым влево на полпериода и смещенным на 0.15 В
(амплитуда данного пилообразного напряжения
составляла 1.15 В, таким образом, внешнее напря-
жение изменялось от –1 до 1.3 В, период равен
18 с). Для соответствия полярности переключе-
ния той, что была реализована в эксперименте
при заземлении верхнего электрода мемристив-

ной структуры, полярность напряжения в модели
также была изменена на противоположную.

Параметры в выражениях (7) и (9) были выбраны
следующие: α = 173.95, β = 0.7 (скорости пере-
ключения), Vt– = –0.48, Vt+ = 0.57 (пороги пере-
ключения), ν1 = 30 (параметр крутизны порого-
вой функции P1 – см. формулу (7)), Ron = 1400 Ом,
Roff = 17700 Ом, R = 1000 Ом (сопротивление по-
следовательно подключенного резистора). На-
чальное значение (при t = 0) внутреннего пара-
метра x было взято равным 0.2.

На рис. 16 изображена расчетная ВАХ после-
довательной цепи “мемристор-резистор”, а так-
же результаты измерений для 15 циклов переклю-
чения.

Следует отметить, что представленная на рис. 16
ВАХ цепи “мемристор–резистор” может быть опи-
сана с применением меньшего числа параметров.
Результат, например, почти не зависит от “пара-
метра крутизны” пороговой функции (главное,

Рис. 12. ВАХ участка цепи при последовательном со-
единении мемристора и полупроводникового диода
(время отсчитывается с t = 5); пороговые напряжения
симметричны.
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Рис. 13. ВАХ участка цепи при последовательном со-
единении мемристора и полупроводникового диода
при увеличенном токе насыщения; пороговые напря-
жения симметричны.
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Рис. 14. Внутренний параметр мемристора при по-
следовательном соединении мемристора и конденса-
тора.
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Рис. 15. Ток, протекающий через мемристор, при по-
следовательном соединении мемристора и конденса-
тора.
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Рис. 16. ВАХ цепи “мемристор–резистор”: штрихо-
вая кривая – расчет, сплошные кривые – экспери-
мент.
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чтобы он был достаточно большим – тогда поро-
говая функция будет практически неотличима от
идеальной функции Хевисайда). Однако этот и
другие параметры необходимы для сохранения
универсальности модели с точки зрения дальней-
ших исследований. Кроме того, формально сле-
довало уточнить их значения, использованные в
расчетах.

Экспериментальные ВАХ и количество требу-
емых для их описания параметров модели сильно
зависят от структуры и материалов мемристив-
ных устройств, а именно от механизма переклю-
чения и механизмов транспорта заряда в разных
состояниях устройства. Выбор оптимальных па-
раметров в каждом конкретном случае представ-
ляет собой актуальную задачу для отдельного ис-
следования (см., например, [22–24]).

4. ОБСУЖДЕНИЕ РЕЗУЛЬТАТОВ
Из сравнения расчетных и эксперименталь-

ных данных на рис. 16 видно, что, несмотря на
естественный разброс экспериментальных ВАХ
от цикла к циклу переключения, модель адекват-
но воспроизводит основные характеристики си-
стемы “мемристор–резистор”, такие как напря-
жения переключения и резистивные состояния
(в том числе Ron и Roff).

Вернемся к последовательному соединению
мемристора и диода. Известно, что тонкопленоч-
ные структуры, обладающие эффектом резистив-
ного переключения, могут в начальном состоя-
нии (до процесса электроформовки) иметь ВАХ,
похожую на характеристику полупроводникового
диода (см., например, [25]). Приведенные выше
данные наводят на мысль, что один из результа-
тов электроформовки математически эквивален-
тен резкому повышению тока насыщения во
“встроенном” в структуру диоде, благодаря чему
диодные свойства образца исчезают. “Выживают”
лишь резистивные свойства (осложненные при-
сутствием мемристорного эффекта). Предполо-
жим, что ток насыщения является переменной
величиной и его изменение с течением времени
определяется дифференциальным уравнением.
Например, таким:

(16)

где λ – некоторый коэффициент. Тогда динамика
мемристора (вместе со “встроенным” диодом)
будет описываться следующими уравнениями:

(17)
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Также в процессе формовки по аналогичному за-
кону может увеличиваться параметр ν1, определя-
ющий крутизну (быстроту спадания) пороговых
функций P1.

С точки зрения внутренней структуры мемри-
стивного устройства повышение тока насыщения
диода соответствует уменьшению энергетическо-
го барьера для транспорта носителей тока (напри-
мер, на границе металл–диэлектрик). В устрой-
ствах на основе оксидных материалов модуляция
барьера может быть связана с миграцией кисло-
родных вакансий под действием электрического
поля и джоулева разогрева [26].

Альтернативное объяснение выявленной за-
кономерности может базироваться на модели, со-
гласно которой мемристор представляется как
параллельное соединение двух участков цепи:
“мемристор–диод” и “мемристор–резистор”.
Причем до электроформовки сопротивление ре-
зистора бесконечно велико, а в ходе электрофор-
мовки оно снижается и шунтирует диод. Такое
объяснение хорошо согласуется с представлени-
ем о формировании проводящих каналов (фила-
ментов) по границам зерен в поликристалличе-
ской (столбчатой) пленке оксида [27].

Применимость данных моделей к описанию
электроформовки реальных мемристоров будет
объектом дополнительного исследования и силь-
но зависит от технологии создания и конкретной
структуры мемристивного устройства. Однако
обе эти модели соответствуют общепринятым ме-
ханизмам резистивного переключения и могут
быть реализованы с помощью математического
представления уравнений мемристора, предло-
женного в данной работе.

ЗАКЛЮЧЕНИЕ

В рамках обобщенной модели мемристивной
системы Чуа предложены математические выраже-
ния для описания динамики мемристора с биполяр-
ным резистивным переключением порогового типа,
которые позволяют избежать использования кусоч-
но-непрерывных пороговых и оконных функций и
удобны для численного счета. Получены числен-
ные решения уравнений модели мемристора при
действии на него треугольной последовательно-
сти импульсов. Выведены уравнения, описываю-
щие последовательное соединение мемристора с
дискретными радиотехническими элементами –
резистором, диодом, конденсатором и индуктив-
ностью. Приведены численные решения для ре-
зистора и конденсатора. Отмечено, что при по-
следовательном соединении мемристора и диода
режим переключений реализуется лишь при за-
мене биполярного мемристора на униполярный
(с положительными порогами переключения).
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Приведен модельный пример расчетов для этого
случая.

Для варианта последовательного соединения
“мемристор–резистор” проведено сравнение ре-
зультатов расчета с экспериментом. Подобраны
параметры математической модели, при исполь-
зовании которых результаты численного расчета
адекватно описывают экспериментальные вольт-
амперные характеристики и параметры резистив-
ного переключения.

Показано, что в случае соединения с конден-
сатором возможно существование переходных
процессов, по длительности значительно превы-
шающих период внешнего воздействия. Уравне-
ния, описывающие последовательное соедине-
ние мемристора и диода, могут быть полезны для
моделирования реальных мемристивных систем,
где наблюдаются вольт-амперные характеристи-
ки диодного типа. Для таких систем предложены
физические интерпретации обнаруженных зако-
номерностей в рамках общепринятых механиз-
мов резистивного переключения (интерфейсного
с модуляцией барьера по всей площади структуры
и филаментного с формированием локальных
проводящих каналов).

Авторы заявляют об отсутствии конфликта
интересов.
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ВВЕДЕНИЕ
Наиболее важной особенностью современных

мобильных устройств являются их массогабарит-
ные характеристики, возможность транспорти-
ровки и обеспечение работоспособности прибо-
ров независимо от физического местоположения
пользователя. Мобильность прибора требует ма-
логабаритных и надежных источников питания,
которые могли бы работать от общего первичного
источника питания – аккумулятора, батареи, а
иногда от единственного низковольтного элемента
питания, от которого необходимо обеспечить более
высокое напряжение питания или напряжение
иной полярности. Традиционно для источников
питания батарейных устройств используются дрос-
сельные DC/DC-преобразователи. Для преодоле-
ния некоторых ограничений, присущих встраивае-
мыми дроссельными DC/DC-преобразователям,
в малопотребляющих и высокоинтегрированных
электронных системах стали применять микро-
схемы DC/DC-преобразователей без использова-
ния индуктивных элементов. Функционально
они могут выполнять те же преобразования на-
пряжения, что и дроссельные, но при этом имеют
превосходные массогабаритные характеристики,
высокий КПД, совместимы с интегральной техно-
логией, не используют дорогие катушки индуктив-
ности, обеспечивают гальваническую развязку
входной и выходной цепи. Кроме того, прекрасно
работают в слаботочных портативных устройствах
с батарейным питанием, требующих нескольких
напряжений, где первостепенное значение имеет
комбинация малых габаритов, микропотребле-
ния, высокого КПД, не предъявляется жестких

требований к качеству стабилизации напряжения
даже при невысоких (до 100 мА) токах нагрузки [1].

1. СХЕМОТЕХНИКА
Топология базовых DC/DC-преобразователей

рассмотрена в [2]. Представлены схемотехнические
особенности преобразователей с единственным
“летающим” конденсатором и инвертирующего
повторителя (инвертора напряжения), обладающих
гальванической развязкой входной и выходной це-
пей, и удвоителем напряжения, но без гальваниче-
ской развязки входной и выходной цепей.

Однако на практике зачастую удвоения напря-
жения недостаточно (https://pdfserv.maximintegrat-
ed.com/en/an/AN725.pdf). Например, в мобильном
приборе с питанием цифровых интегральных схем
(ИС) от единственного гальванического элемента,
имеющего напряжение порядка 1.5 В, удвоения
напряжения недостаточно, а каскадно соединять
удвоители недопустимо, так как у них нет гальвани-
ческой развязки. Для подобных задач производи-
тель ИС Maxim Inc. выпустил семейство микросхем
для построения повышающих DC/DC-преобразо-
вателей с коммутацией двух “летающих” конденса-
торов, например MAX619, позволяющих утроить
выходное напряжение (http://www.gaw.ru/html.
cgi/txt/ic/Maxim/power/pwm/max619.htm).

На рис. 1а представлена схемотехника фазы
параллельного заряда “летающих” конденсато-
ров С1 и С2 до напряжения , а на рис. 1б –схе-
мотехника фазы разряда последовательно соеди-
ненных “летающих” конденсаторов с входным
напряжением. Схема коммутации усложнилась,

вхU
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требуется семь ключей S1…S7, с помощью кото-
рых реализуется утроитель напряжения

Сплошной линией со стрелкой на рисунке пока-
зано направление протекания тока при заряде
“летающих” конденсаторов, а пунктирной лини-
ей – тока перезаряда последовательно соединен-
ных конденсаторов С1, С2 на накопительный
конденсатор С4 = Свых. Часть выходного напря-
жения, регистрируемого делителем R1R2, ис-
пользуется как отрицательная обратная связь для
стабилизации выходного напряжения.

Согласно технической документации ИС
MAX619 DC/DC-преобразователь с подкачкой
заряда предназначен для использования в мало-
габаритных портативных системах с автономным
питанием. Рекомендуемая величина внешних
“летающих” конденсаторов С1 и С2 составляет
0.22 мкФ. Электролитические конденсаторы Свх =
= С3 = Свых = С4 = 10 мкФ сглаживают броски то-
ка на входе и выходе. ИС MAX619 обеспечивает
стабилизированное выходное напряжение 5 В
(с допустимым диапазоном отклонения ±4%) при
нагрузке 50 мА во всем диапазоне рабочих темпе-
ратур. Диапазон входных напряжений составляет
от 2.0 до 3.6 В (два элемента питания) при КПД
преобразования не хуже 82%. Встроенный генера-
тор обеспечивает работу на частоте 500 кГц. Вход
Старт/Стоп позволяет с помощью логического
сигнала управлять работой преобразователя.

В тех случаях, когда возникает необходимость
не только повысить, но и инвертировать выходное

вых вх 1 2 вх.3C CU U U U U= + + ≈

напряжение, целесообразно использовать ИС
MAX868 (рис. 2а), где два летающих конденсато-
ра С1 и С2 коммутируются шестью ключами
S1…S6.

Контроллер формирует два противофазных
сигнала Ф1, Ф2 с частотой 450 кГц и контролируе-
мой временной задержкой, получившей название
Dead Time (DT) – “мертвое время”.

Во время фазы заряда “летающие” конденсато-
ры С1 и С2 соединены параллельно и заряжаются от
входного источника до напряжения . При фазе
разряда конденсаторы С1 и С2 включены после-
довательно, формируя на выходе удвоенное на-
пряжение 2 . С учетом гальванического разделе-
ния входной и выходной цепей, к общему выводу
был подключен положительный вывод выходной
цепи, а отрицательный вывод является потенци-
альным выходом преобразователя с выходным
напряжением .

При входном положительном напряжении  =
= +1.0…+5.5 В напряжение на выходе может ре-
гулироваться делителем R1R2 до –2  при вы-
ходном токе до 35 мА.

В ИС MAX868 применена архитектура управле-
ния с частотно-импульсной модуляцией на прин-
ципе разрешения/запрета работы встроенного ге-
нератора 450 кГц при стабилизации выходного
напряжения. КПД в значительной степени зави-
сит от величины и соотношения входного и вы-
ходного напряжений и достигает 80%.

На рис. 2б показана схема включения инверто-
ра с подкачкой заряда MAX868. Согласно техни-

вхU

вхU

вых вх2U U≈ −

вхU

вхU

Рис. 1. Утроитель напряжения с двумя “летающими” конденсаторами: а – фаза заряда; б – фаза разряда; сплошные
линии со стрелкой – направление протекания тока при заряде “летающих” конденсаторов, штриховые – ток пере-
заряда.
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ческой документации рекомендуется в качестве
“летающих” использовать керамические конденса-
торы С1 = С2 = 0.22 мкФ, а для снижения влияния
импульсных помех на входе и выходе устанавливать
электролитические конденсаторы Свх = 1 мкФ, а
Свых = 10 мкФ.

2. СХЕМОТЕХНИЧЕСКОЕ 
МОДЕЛИРОВАНИЕ

Для схемотехнического моделирования преоб-
разователей была использована программа Elec-
tronics Workbench (EWB), а само моделирование
выполнено по методу, реализованному в [3].

Для моделирования DC/DC-преобразователя
с накачкой заряда был использован n-канальный
MOSFET-транзистор IRFZ44N из библиотеки
Intrtnl с параметрами по технической докумен-
тации:

— напряжение сток-исток  до 60 В,
— сопротивление канала в открытом состоя-

нии  = 28 мОм,
— пороговое напряжение на затворе 4 В,
— время задержки включения 12 нс,
— время нарастания 60 нс,
— время задержки выключения 44 нс,
— время спада 45 нс.
Однако необходимо было уточнить параметры

библиотечной модели IRFZ44N транзистора при
совместной работе с драйвером и сопоставить с
параметрами технической документации. Схема

сиU

сиr

для исследования ключевых свойств транзистора
приведена на рис. 3.

Исследуемый транзистор Q1 коммутирует ток
источника питания V1 = 10 В и сопротивления
нагрузки R1 = 10 Ом. В качестве драйвера ключа
использован библиотечный компонент V4 – Volt-
age-Controlled Voltage Source, обеспечивающий
преобразование логического сигнала управления
в такое же напряжение (коэффициент преобразо-
вания 1 V/V) между затвором и истоком транзи-
стора Q1, но с гальваническим разделением цепей
управления и коммутации.

Переключатель S1 позволяет изменять функ-
циональные возможности схемы. При положе-
нии “2" кнопочного переключателя S1 (см. рис. 3)
схема конфигурирована для исследования стати-
ческих характеристик ключа. С узла V3 (Pull-up
resistor) на вход драйвера V4 подается высокий ло-
гический уровень, обеспечивающий полное от-
крытие транзистора Q1. Падение напряжения на
канале открытого транзистора контролируется
вольтметром М1.

При переключении S1 в положение “1” пря-
моугольные импульсы с генератора V2 амплиту-
дой 5 В и частотой 1 МГц поступают на драйвер
V4, который формирует гальванически независи-
мое напряжение, подаваемое на вход затвор-исток
ключа Q1. Аналогичный драйвер V5, подключен-
ный параллельно выводам сток-исток транзистора
Q1, гальванически развязывает и преобразует на-
пряжение на канале транзистора в такое же напря-
жение, но относительно общей шины, позволяя

Рис. 2. Инвертирующий удвоитель напряжения с двумя “летающими” конденсаторами: а – функциональная схема;
б – схема включения MAX868; сплошная линия со стрелкой – ток заряда , штриховая – ток разряда .
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контролировать это напряжение с помощью ос-
циллографа.

Осциллограмма, приведенная на рис. 4, позво-
ляет оценить время задержки и длительность
фронтов при переключении транзисторного клю-
ча. По цифровой шкале реперов осциллографа
измеренное время включения  = 10 нс и вы-
ключения  = 30 нс, что согласуется с парамет-
рами технической документации транзистора с
учетом особенностей используемого драйвера.

вкл  t
выклt

При измерениях в статическом режиме, когда
между затвором и истоком подается постоянное
напряжение  = +5 В, падение напряжения на
открытом транзисторе (вольтметр М1) составляет

 ≈ 21 мВ, что при токе в нагрузке  =
= 1 А соответствует сопротивлению канала от-
крытого транзистора . Та-
кое значение достаточно хорошо соответствует
параметру  = 28 мОм из технической докумен-
тации и подтверждает целесообразность выбора
транзистора IRFZ44N в качестве ключа.

Для исследования выбрана схема преобразова-
теля с удвоением выходного напряжения, в кото-
рой условные ключи заменены на MOSFET [2].
Результирующая схема моделирования, приве-
денная на рис. 5, обеспечивает коммутацию токов
заряда/разряда “летающего” конденсатора С1 клю-
чевыми транзисторами Q1…Q4, управляемыми
драйверами V4…V7. Схема дополнена соответству-
ющим электронным обрамлением и необходи-
мыми элементами контроля. Источником входного
напряжения является библиотечный компонент
Battery V1 с напряжением  = 10 В. Выход пре-
образователя нагружен на резистор нагрузки R3 и
накопительный конденсатор С2.

Прямоугольные импульсы с генератора V2 по-
ступают на формирователь импульсов управле-
ния ключами – логические элементы U1, U2 и
элемент временной задержки R1C3. На выходе
логических элементов U1, U2 формируются им-

зиU

сиU н вх н  I U R=

си си н 0.021 О  мr U I= =

си  r

вх  U

Рис. 3. Схема для исследования ключевых свойств MOSFET.
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пульсы управления ключами Ф1, Ф2, сдвинутые
по фазе на 180° и имеющие блокирующий вре-
менной интервал DT для защиты от сквозных то-
ков. Необходимое время задержки DT обеспечи-
вается регулировкой постоянной времени цепи
R1C3. Сигналы Ф1, Ф2 поступают на потенциаль-
ные входы драйверов V4…V6, которые преобразу-
ют логический сигнал управления в гальваниче-
ски независимое напряжение, подаваемое между
затвором и истоком MOSFET ключей.

Ключи Q1, Q2, Q3 функционируют при поло-
жительном напряжении на стоке, поэтому в каче-
стве ключей Q1, Q2, Q3 целесообразно использо-
вать MOSFET с n-каналом типа IRFZ44N, для
управления которыми используются драйверы
V4…V6 с единичным коэффициентом преобразо-
вания. Транзисторные ключи отпираются при
подаче между затвором и истоком отпирающего
напряжения (  = +5 В), и запираются при пода-
че выключающего напряжения (  = 0 В).

А ключ Q4 в данной схеме выполняет коммута-
цию отрицательного напряжения, что потребовало
использовать комплементарный MOSFET с р-ка-
налом. Однако для надежного отпирания транзи-
стора Q4 типа IRFZ44N требуется напряжение

, превышающее –5 В, что потребовало не
только изменить полярность подключения драй-
вера V7, но и увеличить его коэффициент преоб-
разования .

зиU
зиU

зиU

u вых вх 2 1k U U= =

При моделировании следует учитывать наличие
у MOSFET технологического диода, существую-
щего всегда как “паразитный” элемент, который
шунтирует канал транзистора и ответственен за
низкое сопротивление ключа при смене полярно-
сти напряжения между стоком и истоком. Однако
для исследуемой схемы обратная проводимость
ключа недопустима, что приводит к необходимо-
сти подключения последовательно с ключами Q1,
Q4 дополнительных диодных ключей D1, D2,
блокирующих MOSFET при смене полярности.
Чтобы диодные ключи не слишком увеличивали
коммутационные потери, необходимо использо-
вать диоды с малыми потерями (диоды Шоттки).
На ключах Q2, Q3 при работе не происходит сме-
ны полярности напряжения и они не требуют
блокировки диодами.

Постоянную составляющую выходного напря-
жения и тока входного источника контролирова-
ли с помощью вольтметра М3 и амперметра М2.
Контроль переменной составляющей выполняли
с помощью осциллографа. Но осциллограф мо-
жет регистрировать только напряжение относи-
тельно общего вывода, поэтому для наблюдения
входного тока в токовую цепь источника V1 был
включен преобразователь ток-напряжение V3
(Current Controlled Voltage Source), преобразую-
щий ток в соответствующее гальванически развя-

Рис. 5. Схема для исследования преобразователя с накачкой заряда в режиме удвоителя напряжения.
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занное напряжение с коэффициентом преобразо-
вания .

Данные измерительных приборов (см. рис. 5)
соответствуют режиму с достаточно большим то-
ком нагрузки  = 341 мА при R3 = 50 Ом. Выход-
ное напряжение при этом составляло  = 17.0 В.
При уменьшении тока нагрузки до  = 1…3 мА
выходное напряжение достигало  = 20 В при
входном напряжении  = 10 В, т.е. удваивалось.

Регулировка схемы заключалась в первую оче-
редь в выборе интервала задержки DT, при котором
импульсы сквозного тока через ключи в момент
коммутации отсутствуют и выполняется гальва-
ническая изоляция входных и выходных цепей
преобразователя. Этот процесс иллюстрируется
осциллограммами входного тока, приведенными
на рис. 6. Для временной привязки приведены и
импульсы тактового генератора V2.

По логическому перепаду  тактового гене-
ратора замыкаются ключи Q1 и Q2 и происходит за-
ряд “летающего” конденсатора С1 от источника
входного напряжения V1. На осциллограмме “1”
(см. рис. 6а) виден короткий (  = 53 нс) импульс
входного тока, амплитуда которого = 12 А.

По логическому перепаду  тактового ге-
нератора замыкаются ключи Q3 и Q4, а “летаю-
щий” конденсатор С1 подключается последова-
тельно к входному источнику напряжения V1. На
осциллограмме входного тока формируется до-
полнительный импульс тока (осциллограмма “1”
на рис. 6б), с меньшей амплитудой  = 4 А и с
большей длительностью  = 150 нс.

При недостаточном времени задержки DT ( =
= 10 нс) на этот дополнительный импульс вход-
ного тока накладывается нерегулярный импульс

= = =вых вх 1  B A 1 Омk U I

нI
вых  U

нI
вых  U

вхU

1 0 →

иt
вх maxI

0 1 →
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и  t

з  t

сквозного тока, вызывающий флуктуации ампли-
туды (см. рис. 6б). При увеличении времени за-
держки до  = 100 нс сквозной нестабильный ток
исчезает и остается стабильный импульс тока пе-
резарядки конденсаторов (см. рис. 6а).

Временные диаграммы работы преобразова-
теля приведены на рис. 7. Время задержки им-
пульсов  в схеме управления коммутаторами
связано с искажением фронтов интегрирующей
RC-цепочкой R1C3 (рис. 7б).

Логическое комбинирование на элементах U1,
U2 входного импульса (рис. 7а) и импульса, за-
держанного после RC-цепи (рис. 7б), позволило
получить импульсы управления Ф1, Ф2 с времен-
ной задержкой DT (рис. 7в, 7г). Время задержки
коммутирующих импульсов составляло около

, что достаточно для блокирования
сквозных токов через ключи.

Форма входного тока преобразователя, пред-
ставленная на рис. 7д, содержит короткие им-
пульсы тока, возникающие в момент заряда “ле-
тающего” конденсатора. Пиковое значение вход-
ного тока составляет  80 А. Постоянная
составляющая входного тока  = 0.687 А, изме-
ряемая амперметром М1, существенно меньше
бросков тока и на диаграмме практически не за-
метна.

Пульсации выходного напряжения ΔUвых ≈
 (рис. 7е) складываются из участка “1”

экспоненциально нарастающего напряжения,
связанного с зарядом конденсатора С2 в момент
подключения “летающего” конденсатора С1 к ис-
точнику входного напряжения V1, и участка “2” –
разряда конденсатора С2 на сопротивление на-
грузки R3.

зt

з t

з 80  нсt =

вх  maxI ≈
вх=I

200  мВ≈

Рис. 6. Скриншот осциллограммы входного тока при интервале задержки DT tз = 100 (а) и 10 нс (б): 1 – входной ток;
2 – импульсы тактового генератора.
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При наладке схемы важно было обеспечить
достаточное время задержки DT для блокирова-
ния сквозных токов через ключи.

3. РЕЗУЛЬТАТЫ МОДЕЛИРОВАНИЯ

При моделировании постоянные составляющие
выходного тока  и напряжения  контро-
лировались приборами М3, М4, а форма пульсаций
выходного напряжения фиксировалась осцилло-
графом, вход которого был включен в режиме Alter-
native Current (без постоянной составляющей).
Ток нагрузки варьировался выбором соответству-
ющего сопротивления нагрузки R3.

Графики зависимости выходного напряжения
 от тока нагрузки  (нагрузочная характе-

ристика) приведены на рис. 8 (кривые 1 и 2). В ис-
следуемом диапазоне выходных напряжений

 графики имеют линейно падающий харак-
тер, который удобно описывать выходным экви-
валентным сопротивлением , часто называе-
мым динамическим сопротивлением

выхI = выхU =

выхU = выхI =

выхU =

эквR

вых
  вх

н

   при  const [4],i
UR U

I
Δ= =

Δ

зависящим от емкости “летающего” конденсато-
ра С1 и частоты преобразования f. При частоте

 и С1 = 0.5 мкФ величина 
= 11.2 Ом, а при С1 = 1 мкФ получают .
При малых выходных токах, характерных для ре-

500 кГц f = эквR =
экв 9.0  ОмR =

Рис. 7. Временные диаграммы: а – тактовые импульсы генератора V2; б – напряжение на конденсаторе С1; в, г – на-
пряжение задержанного импульса на выходе ЛЭ U1 и U2 соответственно; д – входной ток преобразователя; е – напря-
жение пульсаций на выходе преобразователя (“1” участок экспоненциально нарастающего напряжения, “2” участок
разряда конденсатора С2).
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Рис. 8. Зависимость энергетических характеристик
преобразователя от выходного тока :  по-
стоянная составляющая выходного напряжения “1”
для С1 = 0.5 мкФ и “2” – для С1 = 1.0 мкФ; 3 – выход-
ная мощность ; 4 – КПД.
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жима холостого хода, выходное напряжение до-
стигает величины 19.8 В, т.е. практически удвоен-
ного входного напряжения.

При увеличении выходного тока линейно рас-
тет и выходная мощность (см. рис. 8, кривая 3).
КПД достигает максимума (свыше 90%) при вы-
ходном токе  = 25…30 мА и падает до 80% при
токах 350…400 мА (рис. 8, кривая 4).

Зависимости выходного эквивалентного со-
противления  от емкости “летающего” кон-
денсатора и частоты коммутации приведены на
рис. 9. Величина  снижается при увеличении

выхI =

эквR

эквR

емкости конденсатора С1 и частоты коммутации
f, и при достаточно большой емкости конденсато-
ра С1 экспоненциально стремится к величине

 = 2…3 Ом, обусловленной потерями в ключах.

ЗАКЛЮЧЕНИЕ
Рассмотрена топология базовых узлов DC/DC-

преобразователей с накачкой заряда. Выполнено
схемотехническое моделирование с ключами на
MOSFET. Проведено исследование основных энер-
гетических характеристик. Максимальный КПД до-
стигается при сравнительно небольших выходных
токах ~30…50 мА. Выходное эквивалентное со-
противление, характеризующее нагрузочную харак-
теристику преобразователя, уменьшается при уве-
личении емкости “летающего” конденсатора и ча-
стоты преобразования и при емкости 0.5…1.0 мкФ
снижается до 2…3 Ом, ограниченной потерями в
MOSFET ключах.

Авторы заявляют об отсутствии конфликта
интересов.
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Рис. 9. Зависимость выходного эквивалентного со-
противления  от емкости конденсатора С1 при f =
= 200 (1), 500 (2) и 1000 кГц (3).
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