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ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ
Изучению спиральных линий и антенн на их 

основе посвящено множество работ, и в настоя-
щее время имеется значительная библиография 
на эту тему (см., например, [1, 2]). Большинство 
предыдущих исследований разных конструктив-
ных вариантов таких линий основаны на при-
ближенных аналитических и численно-анали-
тических методах. С помощью этих методов при 
определенных предположениях и ограничениях 
на параметры линий были получены дисперси-
онные уравнения для собственных волн регу-
лярной бесконечно протяженной линии, чис-
ленное решение которых позволило определить 
дисперсионные характеристики волн в линии в 
принятом при анализе приближении.

Среди использованных методов решения со-
ответствующих граничных задач отметим при-
менение анизотропных граничных условий, 
которые позволяют записать в аналитической 
форме дисперсионное уравнение для собствен-

ных волн спиралей с углами намотки, близкими 
к 90° [1]. Применение указанного подхода в слу-
чае малых и средних углов намотки невозможно.

Большей гибкостью обладает приближенный 
подход, позволяющий описывать собственные 
волны спиральных линий, выполненных из 
проводников с малым поперечным сечением [3]. 
Если речь идет о проводниках с круглым сечени-
ем, то условием малости являются неравенства  
ρ << P, R, где ρ – радиус проводника, Р – период  
спирали, R – ее радиус. Применение данного 
подхода приводит к дисперсионному уравнению 
в виде бесконечного ряда по цилиндрическим 
функциям и может использоваться независимо 
от угла намотки спирали.

В работе [4] анализируются волны в ленточ-
ной спирали. Граничная задача сводится к си-
стеме сингулярных интегральных уравнений, 
которая решается аналитически. Данный метод 
приводит к относительно простому дисперси-
онному уравнению, корректно описывающему 
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собственные волны в широком диапазоне изме-
нения параметров.

Таким образом, из опубликованных работ 
следует, что известные аналитические и числен-
но-аналитические методы решения граничных 
задач на собственные волны спиральных линий 
имеют существенные ограничения или на их па-
раметры, или на структуру. 

Отметим, что если построению математи-
ческих моделей одиночных спиральных линий 
было посвящено достаточно большое число ра-
бот, многие из которых стали классическими, то 
связанные спирали исследованы значительно 
менее детально, что неудивительно, поскольку 
их геометрическая структура намного сложнее 
геометрии одиночной линии и с трудом допуска-
ет аналитическое описание поля.

Наш интерес к связанным линиям переда-
чи разных типов обусловлен перспективами их 
применения в диаграммообразующих схемах 
(ДОС), формирующих систему лучей с сектор-
ными диаграммами направленности (ДН). Не-
которые результаты в этом направлении были 
получены и опубликованы нами ранее, в 2009–
2014 гг. В них впервые предложены и рассмотре-
ны одномерные решетки одинаковых связанных 
линий, содержащие систему фиксированных 
фазосдвигателей. В развитие этой темы была 
также предложена другая схема для построе-
ния ДОС на основе связанных линий переда-
чи с разными параметрами, которая не требует 
применения фазосдвигателей. В качестве линий 
передачи исследовались системы связанных 
двухсторонних щелевых волноводов, связанных 
диэлектрических волноводов, связанных EBG 
(electromagnetic bandgap)-волноводов, связан-
ных металлических волноводов. В недавней ра-
боте из этой серии рассматривается система ми-
крополосковых линий со шлейфной связью [5]. 
Также в наших более ранних работах результаты 
для одномерных ДОС были обобщены для слу-
чая двумерной схемы с прямоугольной и гекса-
гональной сетками.

С точки зрения построения ДОС спираль-
ные линии обладают рядом несомненных досто-
инств, к которым можно отнести:

–	 технологичность и простоту изготовления;

–	 простоту создания распределенной связи, 
которая достигается простым сближением спи-
ралей;

–	 простоту возбуждения широко распростра-
ненными коаксиальными линиями.

При проектировании ДОС связанные линии 
должны удовлетворять ряду технических требо-
ваний, которые часто не позволяют использо-
вать упомянутые выше приближенные методы. 
Поэтому построение универсальных моделей 
одиночных и связанных спиралей и исследова-
ние с их помощью электродинамических харак-
теристик этих структур представляется нам акту-
альной научной задачей.

В данной работе при исследовании диспер-
сионных свойств спиральных линий и перио-
дических решеток таких линий будем использо-
вать строгий численный метод, основанный на 
программе электромагнитного моделирования 
HFSS (https://ansys.com). Для численного иссле-
дования дисперсионных характеристик перио-
дических структур, к которым относится и спи-
ральная линия, наиболее подходящим является 
метод собственных значений в сочетании с гра-
ничными условиями периодического типа. С их 
помощью удается исследовать характеристики 
бесконечно протяженных спиралей в широкой 
области параметров.

2. ОДИНОЧНАЯ СПИРАЛЬНАЯ ЛИНИЯ

Рассмотрим уединенную бесконечно протя-
женную вдоль оси z спиральную линию (рис. 1), 
которая представляет собой однозаходную ци-
линдрическую спираль с постоянным шагом 
намотки p, изготовленную из металлического 
проводника с поперечным размером Dw. Сред-
ний и внешний диаметры спирали равны со-
ответственно Ds и Ds+Dw. Для исследования ее 
дисперсии будем использовать программу чис-
ленного моделирования HFSS (https://ansys.com)  
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X X
Y

Y
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Ds

p

Рис. 1. Модель трехмерной цилиндрической спиральной 
линии. 
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в режиме вычислений собственных значений. 
Этот подход предполагает построение модели 
единичной ячейки исследуемой линии и ис-
пользование граничных условий периодично-
сти. В данном случае такая ячейка представля-
ет собой один виток спирали, расположенный 
внутри воздушного бокса с достаточно большим 
поперечным сечением (рис. 2). На гранях бокса 
в направлении оси z используем условия пери-
одичности, связывающие поля в двух сечениях 
линии, расстояние между которыми равно пе-
риоду спирали. На границах бокса вдоль осей x 
и y используем поглощающие слои, описывае-
мые граничными условиями типа PML (Perfect 
Matched Layers). PML-слои (на рис. 2 не пока-
заны) расположены на некотором удалении от 
оси линии, ограничивая область решения зада-
чи в поперечной плоскости x0y. Использование 
периодических и граничных PML-условий по-
зволяет получать численное решение в задачах 
на собственные значения для открытых перио-
дических структур, в частности для спиральной 
линии. Поле замедленной собственной волны 
спиральной линии спадает при удалении от нее, 
поэтому поглощающие слои, расположенные на 
достаточном удалении от спирали, практически 
не влияют на постоянную распространения вол-
ны и дисперсионную характеристику линии. 

Обозначим через δφz величину фазового 
сдвига между плоскостями, ограничивающими 
единичную ячейку вдоль оси z, при этом фазо-
вая постоянная распространения волны равна 
βz = δφz/p. Для заданного значения δφz рассчи-
тываем соответствующую ему первую (мини-
мальную) собственную частоту эквивалентного 
резонатора, объем которого равен объему еди-
ничной ячейки линии. Эта частота соответствует 
основному типу волны в линии. Будем изменять 
δφz от нуля до 180°. В результате можем опреде-
лить частотную зависимость коэффициента за-
медления собственной волны вдоль оси линии 
U  =  βz/к, где к – волновое число свободного 

пространства, соответствующее собственной 
частоте при заданном δφz.

На рис. 3–5 представлены рассчитанные этим 
методом дисперсионные характеристики спи-
ральной линии при разных значениях периода p 
(рис. 3), среднего диаметра Ds (рис. 4) и попереч-
ного размера проводника Dw (рис. 5).
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Рис. 2. Модель единичной ячейки линии (PML-слои не по-
казаны).
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Рис. 3. Дисперсионные характеристики спиральной линии 
при Ds = 4 мм, Dw = 1 мм, p = 1 (1), 2 (2), 5 (3), 10 мм (4). 
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Рис. 4. Дисперсионные характеристики спиральной линии 
при p = 5 мм, Dw = 1 мм, Ds = 10 (1), 8 (2), 6 (3), 4 мм (4).
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Рис. 5. Дисперсионные характеристики спиральной линии 
при p = 5 мм, Ds = 4 мм, Dw  = 0.5 (1), 1 (2), 2 мм (3).
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Как видно из рис. 3, 4, с ростом частоты в ис-
следуемом частотном диапазоне значения замед-
ления стремятся к некоторой величине, которая 
следует из физического представления о волне 
тока, огибающей витки спирали. Это предельное 
значение замедления относительно оси z опре-
деляется отношением длины витка к периоду 
спирали L/p, где L = [(πDs)2 + p2]1/2 – длина вит-
ка, p – период. Нетрудно убедиться, что кривые 
на рис. 3, 4 с ростом частоты стремятся к соот-
ветствующим значениям этого отношения. При 
увеличении частоты быстрее всего замедляются 
меньшие значения p и большие значения Ds, т.е. 
с увеличением отношения L/p. Длина витка спи-
рали в первом приближении может быть опре-
делена по средней линии проводника, которая 
определяет размер Ds, поэтому при постоянной 
величине Ds и изменении ширины проводника 
Dw замедление волны в том же диапазоне частот 
изменяется сравнительно слабо (см. рис. 5). 

На низких частотах механизм распростране-
ния волны в спиральной линии изменяется за 
счет увеличения взаимной связи соседних вит-
ков. Как видно на рис. 3, с уменьшением частоты 
коэффициент замедления волны уменьшается и 
стремится к определенному значению, которое 
в пределе нулевой частоты определяется замед-
лением провода с анизотропными граничными 
условиями на поверхности. 

Для иллюстрации структуры поля в линии на 
рис. 6 показано мгновенное распределение ам-

плитуды напряженности электрического поля 
поверхностной волны в спиральной линии в 
плоскости XOY на частоте 9.633 ГГц, соответ-
ствующей набегу фазы на длине периода спира-
ли 135°. Анимация этого распределения по фазе 
в пределах периода колебаний в распространяю-
щейся волне показывает, что направление вра-
щения вектора поля происходит против часовой 
стрелки, в соответствии с направлением намот-
ки спирали в принятой модели на рис. 1.

Как отмечалось выше, дисперсионные кри-
вые на рис. 3 рассчитаны в интервале частот, 
верхняя граница которого определяется услови-
ем δφz = 180°. Эта частота определяет нижнюю 
границу первой запрещенной зоны спиральной 
линии. Интересно рассмотреть, как ведет себя 
дисперсия в окрестности этой зоны, включая 
частоты, которые лежат выше ее верхней грани-
цы. На рис. 7 приведена рассчитанная дисперси-

Рис. 6. Мгновенное распределение амплитуды напряжен-
ности электрического поля поверхностной волны спирали 
в поперечной плоскости XOY на частоте 9.633 ГГц.

1
10 12 14

f, ГГц

f, ГГц

8 9

6

5

3

4

2

7

11.5 11.7 11.9 12.1 12.3 12.5

11

(а)

(б)

13 15

1

1

4

4

2

2

3

3

U

3

2.5

2

U

Рис. 7. Дисперсионная характеристика спиральной линии в 
широком диапазоне частот (а) и в узкой окрестности запре-
щенной зоны (б) при p = 5 мм, Ds = 4 мм, Dw = 1 мм: прямая 
(1) и обратная волны (3) и соответствующие им встречные 
волны (2) и (4). 
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онная характеристика линии в интервале частот 
примерно от 8 до 14.5 ГГц, в который попадает 
запрещенная зона и ее окрестности. Соответ-
ствие ветвей характеристики и типов волн сле-
дующее: 1 и 3 – прямая и обратная волна [5, 6] 
(распространение вдоль оси +z), 2 и 4 – соот-
ветствующие им встречные волны (распростра-
нение вдоль оси –z). При обозначенных пара-
метрах линии ширина запрещенной зоны равна 
примерно 5.5 МГц. 

Анимация поля волны в поперечном се-
чении линии на частотах ниже запрещенной 
зоны (кривые 1, 2) показывает, что вращение 
вектора  Е в прямой волне (кривая 1) происхо-
дит против часовой стрелки, а в соответствую-
щей встречной волне (кривая 2) – по часовой 
стрелке, так как эти волны распространяются в 
противоположных направлениях. Аналогичная 
картина наблюдается и на частотах выше запре-
щенной зоны: вращение вектора Е в обратной 
волне (кривая 3) происходит против часовой 
стрелки, а в соответствующей встречной волне 
(кривая 4) – по часовой стрелке.

3. ЛИНЕЙНАЯ РЕШЕТКА  
СПИРАЛЬНЫХ ЛИНИЙ

Используем теперь тот же метод для исследо-
вания дисперсионных характеристик собствен-
ных волн в более сложных структурах, которые 
представляют бесконечную решетку спиралей, 
электромагнитно связанных через внешние поля. 
Рассмотрим одномерную периодическую решет-
ку спиральных линий с шагом намотки p, ориен-
тированных вдоль оси z и расположенных вдоль 
оси y c периодом Py (рис. 8). Эта структура явля-
ется бесконечно протяженной вдоль осей y и z. 

Пусть величина δφy обозначает фазовый 
сдвиг между соседними линиями. Для расче-
та дисперсионных характеристик собственных 
волн в решетке при разных значениях δφy ис-
пользуем метод, аналогичный описанному выше 
для одиночной линии. Так как в данной струк-
туре имеются два направления периодичности, 
выделяем одну ячейку структуры вдоль оси y и 
один виток спирали вдоль оси z и окружаем вы-
деленную ячейку прямоугольным воздушным 
боксом (рис. 9), который определяет область 
решения в данной модели. Размеры бокса вдоль 
осей y и z равны соответственно Py и p, а размер в 
направлении оси х ограничен PML-слоями, рас-
положенными на границах бокса вдоль этой оси. 
Так как структура не является периодической 
вдоль оси х, то размер ячейки вдоль нее не опре-

деляется однозначно параметрами структуры, и 
имеется определенная свобода выбора. 

При определении данного размера ячейки 
будем исходить из следующих соображений. 
Предполагаем, что исследуемые волны решет-
ки являются замедленными относительно пло-
ской волны в свободном пространстве и их 
поля сосредоточены в основном в окрестности 
плоскости решетки. Амплитуда замедленных 
волн спадает при удалении от решетки вдоль х 
с градиентом, определяемым величиной замед-
ления. Поэтому размер бокса следует выбирать 
достаточно большим, чтобы влиянием поглоща-
ющих слоев, расположенных на границах обла-
сти решения вдоль оси х, на дисперсию исследу-
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Рис. 8. Фрагмент линейной периодической решетки спи-
ральных линий. 
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Рис. 9. Модель единичной ячейки для линейной периоди-
ческой решетки спиральных линий. 
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емых волн решетки можно было бы пренебречь.  
Вместе с тем этот размер не должен быть слиш-
ком большим, чтобы не увеличивать чрезмерно 
область решения в задаче на собственные значе-
ния и время расчетов. В качестве компромисс-
ного значения размер вдоль оси х был выбран 
равным 3Py.

На гранях бокса вдоль оси z с расстоянием 
между ними, равным периоду спирали p, исполь-
зуем граничные условия периодического типа со 
сдвигом фазы δφz, аналогично тому, как это было 
описано выше. На другой паре граней вдоль оси 
y с расстоянием между ними, равном периоду 
Py, также используем граничные условия перио-
дичности, в которых набег фазы на длине пери-
ода Py равен δφy. Будем изменять величину δφz 
в пределах от нуля до 180° и рассчитывать соот-
ветствующие значения собственных частот, при 
этом величина δφy служит параметром. В дан-
ном исследовании ограничимся поиском первых 
двух собственных частот, которые соответствуют 
первым двум типам собственных волн решет-
ки. При расчете дисперсионных характеристик 
будем искать фазовые постоянные распростра-
нения этих волн вдоль осей z и y по заданным 
фазовым сдвигам δφz и δφy. Это позволит опре-
делить полную постоянную распространения 
волны в плоскости решетки y0z. Как отмечалось 
выше при выборе модели единичной ячейки, мы 
предполагаем, что эта величина для исследуемых 
волн больше постоянной распространения пло-
ской волны в свободном пространстве. Поэтому 
для них постоянная распространения вдоль оси 
x является мнимой величиной, а амплитуда поля 
спадает при удалении от плоскости решетки.

Сначала приведем результаты расчетов дис-
персии для основной волны, которой соответ-
ствует первая собственная частота. В расчетах за-
даны следующие параметры структуры: Py = 10 мм,  
p = 5 мм, Ds = 4 мм, Dw = 1 мм, для δφy = 0°, 45°, 
90°, 180°. На рис. 10а, 10б представлены рас-
считанные значения замедления этой волны 
вдоль осей линий z (U1z) и полного замедления 
U1= (U1z2+U1y2)1/2 , где U1y – замедление волны 
вдоль оси решетки (зависимость U1y от часто-
ты здесь не показана). Нижний индекс 1 в обо-
значениях показывает, что соответствующие 
величины относятся к первой (основной) вол-
не решетки. При δφy = 0° (синфазная решетка) 
величина U1y = 0, поэтому имеется только одна 
компонента волнового вектора волны, направ-
ленная вдоль оси z. При ненулевых значениях  
δφy (фазированная решетка) волна имеет обе 
компоненты постоянной распространения 
вдоль осей z и y.

Для основной волны величина U1z больше 
1 и монотонно растет при увеличении часто-
ты. В соответствии с расчетами величина U1y 
монотонно спадает с ростом частоты при тех же 
значениях δφy и может быть как больше, так и  
меньше 1 в зависимости от частоты. При этом 
полное замедление U1 больше 1. Противополож-
ный характер частотных зависимостей U1z и U1y 
приводит к тому, что для некоторых значений 
δφy имеется минимум в частотной зависимости 
величины U1, в окрестности которого она оста-
ется почти постоянной (см. рис. 10б, кривые 2,3).

Вторая собственная частота соответствует 
второму (высшему) типу волны решетки. На 
рис. 11а,11б приведены частотные зависимости 
составляющих замедления этой волны вдоль 
осей z и полного замедления U2 = (U2z2 + U2y2)1/2, 
где U2y – замедление волны вдоль оси решетки. 
Нижний индекс 2 показывает, что величины от-
носятся ко второму типу волны. 
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Рис. 10. Дисперсионные кривые для первой собственной 
волны в линейной решетке спиральных линий при δφy = 0° 
(1), 45° (2), 90° (3) и 180° (4): а – замедление относительно 
осей линий, б – полное замедление; штриховая кривая – 
дисперсия одиночной линии.
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На рис. 11а обозначены границы двух обла-
стей в соответствующих дисперсионных харак-
теристиках с разным знаком производной по 
частоте (точки). В самой точке производная по 
частоте обращается в бесконечность. Это озна-
чает, что на данной частоте волна второго типа 
в решетке не распространяется. В некоторой 
области частот, расположенной ниже частоты 
точки перегиба, в решетке могут распростра-
няться прямая и встречная волны этого типа. 
Выше точки перегиба имеется область частот, в 
которой распространяющиеся волны отсутству-
ют, т.е. имеет место типичная для периодических 
структур полоса запирания, обусловленная пе-
риодичностью решетки по оси y. Как и следова-
ло ожидать, эта полоса запирания расположена в 
окрестности частоты 15 ГГц, на которой период 
Py равен половине длины волны.

Как видим, дисперсионные кривые на  
рис. 11а и 11б качественно отличаются от соот-

ветствующих кривых для основной волны на 
рис. 10а и 10б. При ненулевом фазовом сдвиге 
замедление второй волны вдоль осей линий U2z 
может принимать значения как меньше, так и 
больше единицы. При этом (см. рис. 11б) величи-
на полного замедления второй волны U2 во всем 
исследованном диапазоне частот так же больше 
единицы, как и у основной волны. Однако дис-
персионные характеристики этих волн разные 
вследствие разной структуры их полей. Для бо-
лее наглядного сравнения характера частотной 
дисперсии и величины замедления обоих типов  
волн они приведены на рис. 12 на общем графи-
ке при δφy = 0° и 180°. Аналогичные зависимости 
имеют место и для промежуточных значений δφy 
(на рисунке не показаны).

Отметим, что при заданных параметрах спи-
ральных линий и периода решетки дисперсион-
ные кривые на рис. 10–12 лежат в области частот 
ниже 16 ГГц. Как было уже отмечено, макси-
мальная частота рассчитанных характеристик 
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Рис. 11. Дисперсионные кривые для второй собствен-
ной волны в линейной решетке спиральных линий при 
δφy = 0° (1), 45° (2), 90° (3), 180° (4): а – замедление относи-
тельно осей линий, б – полное замедление; светлые кружки 
на рис. (а) – точки перегиба.
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Рис. 12. Зависимости полного замедления первой (сплош-
ные кривые) и второй (штриховые линии) собственных 
волн линейной решетки от частоты при δφy = 0° (а) и 
180° (б). Светлые кружки на рис. (а) и (б) – точки перегиба.
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первых двух типов волн определялась при сдвиге 
фазы δφz = 180° для каждой из них на длине пе-
риода спиральной линии. Исследование диспер-
сии волн линейной решетки в более широком 
частотном диапазоне в данной работе не прово-
дилось. 

Полученные значения замедления вдоль осей 
z и y позволяют определить направление рас-
пространения собственных волн в плоскости 
решетки y0z. На рис. 13 приведены частотные 
зависимости угла распространения относитель-
но осей линий (ось z) для основной волны, рас-
считанные по формуле θ = arctg(U1y/U1z). В син-
фазной решетке направление распространения 
волны совпадает с осью z (θ = 0) и не зависит 
от частоты. При сдвиге фазы между линиями с 
ростом частоты направление распространения 
волны приближается к оси z тем быстрее, чем 
меньше величина фазового сдвига. 

Угол распространения волны в решетке пред-
ставляет интерес в первую очередь для основно-
го типа волны, поэтому для второго типа волны 
эта характеристика не представлена.

Как отмечалось выше, с точки зрения ис-
следования возможности применения решет-
ки спиральных линий в облучателях кластер-
ного типа интерес представляют зависимости 
величины замедления вдоль осей линий U1z от 
разности фаз между линиями при заданной ча-
стоте (рис. 14). На рисунке отмечены значения 
замедления при δφy = 0°, 15°, 30°, 45°, 90°, 135° 
и 180° (темные квадраты), а кривые построены 
как сплайн-аппроксимации по этим семи значе-
ниям. Расчеты показывают, что зависимости U1z 
(δφy) на рис. 14 являются четными относительно 
значения δφy = 0°. Из рисунка следует, что на за-
данной частоте величина замедления основной 
волны вдоль осей спиральных линий монотон-
но растет с ростом фазового сдвига между ними. 
Скорость возрастания зависит от частоты: чем 
выше частота, тем зависимость становится более 
пологой.

4. ДВУМЕРНО-ПЕРИОДИЧЕСКАЯ 
РЕШЕТКА СПИРАЛЬНЫХ ЛИНИЙ

Исследуем теперь дисперсию собственных 
волн в двумерно-периодической решетке спи-
ральных линий с шагом намотки p, ориенти-
рованных вдоль оси z (рис. 15). В общем случае 
периоды решетки вдоль осей x и y могут быть 
разными. Рассмотрим случай квадратной ре-
шетки с одинаковыми периодами Px = Py. 

Для исследования дисперсии ее собственных 
волн используем тот же метод, что и выше. Для 
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Рис. 13. Зависимость угла распространения основной вол-
ны относительно осей линий в линейной решетке от часто-
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Рис. 15. Фрагмент двумерно-периодической решетки спи-
ральных линий. 
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такой периодической структуры размеры еди-
ничной ячейки однозначно определяются вели-
чинами периодов вдоль каждой из осей (рис. 16). 
В этом случае граничные условия периодиче-
ского типа надо задавать на трех парах граней 
ячейки вдоль осей z, y и x c соответствующими 
сдвигами фазы δφz, δφy и δφx. Будем изменять 
величину фазового сдвига δφz в интервале от 0 
до 180° и определять собственные частоты для 
каждого значения этой переменной. При этом 
значения δφx и δφy, описывающие сдвиги фазы 
между соседними элементами решетки соответ-
ственно вдоль осей x и y, служат двумя независи-
мыми параметрами. 

Исследуем вариант решетки с одинаковыми 
значениями δφx = δφy = δφ. Для расчета диспер-
сии волн в такой решетке задаем значения пери-
одов p = 5 мм, Px = Py = 10 мм, параметры линий 
Ds = 4 мм, Dw = 1 мм. Как и в случае линейной 
решетки, будем рассчитывать первые две соб-
ственные частоты и дисперсионные характери-
стики соответствующих им волн решетки. На 
рис.  17а,17б представлены результаты расчета 
замедления основного типа волны, соответству-
ющего первой собственной частоте. Для ряда 
значений параметра δφ приведены значения за-
медления вдоль осей линий z (U1z), а также пол-
ного замедления U1= (U1z2 + U1xy2)1/2, где U1xy – 
замедление волны в поперечной плоскости; 
нижний индекс 1 означает, что соответствую-
щие величины относятся к первому (основному) 
типу волны.

Как и в линейной решетке, замедление основ-
ной волны U1z вдоль осей линий монотонно растет  
с ростом частоты, а величина замедления в пер-
пендикулярной плоскости U1xy при ненулевых 
значениях δφ монотонно убывает в том же час
тотном диапазоне (частотные зависимости U1xy 
не приводим). При этом полное замедление при 
некоторых значениях δφ может иметь пологий 
минимум по частоте и оставаться почти постоян-
ным в его окрестности (см. рис. 17б, кривые 2, 3). 
Сравнивая эти результаты с представленными на 
рис. 10а,10б для линейной решетки, видим, что 
дисперсионные кривые для основной волны в 
решетках обоих типов по форме соответствуют 
друг другу. Дисперсия основной волны в этих ре-
шетках определяется как дисперсией самих ли-
ний, так и их взаимной связью.

Также были рассчитаны дисперсионные ха-
рактеристики второго типа волны двумерной 
решетки, которому соответствует вторая соб-
ственная частота. Для этой волны частотные 
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Y

Рис. 16. Модель единичной ячейки двумерно-периодиче-
ской решетки спиральных линий.
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ное замедление; пунктирная кривая – дисперсия одиноч-
ной линии.
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зависимости U2z, U2xy (U2xy – замедление волны 
в поперечной плоскости) и полного замедления  
U2 = (U2z2  +  U2xy2)1/2 приведены на рис. 18а,18б. 
Как и в случае линейной решетки, нижний  
индекс 2 показывает, что физические величины 
относятся ко второму типу волны. Характер ча-
стотных зависимостей U2xy аналогичен характеру 
частотных зависимостей U2y в линейной решетке.

На рис. 18а также обозначены границы двух 
областей в дисперсионных характеристиках с 
разным знаком производной по частоте (точки). 
Такой характер частотных зависимостей свиде-
тельствует о том, что в некоторой области частот 
ниже точки перегиба в дисперсионной кривой 
в двумерной решетке также могут распростра-
няться две волны, аналогично тому, как это име-
ет место в линейной решетке. 

Частотные зависимости на рис. 18а,18б при 
изменении фазового сдвига между линиями ка-
чественно аналогичны соответствующим зави-
симостям для второй собственной волны в ли-

нейной решетке (см. рис. 11). Для решеток обоих 
типов есть области частот, в которых замедление 
второй собственной волны вдоль осей линий 
меньше единицы. При этом с учетом составля-
ющей замедления в перпендикулярной плоско-
сти полное замедление второй волны остается 
больше единицы во всем исследованном частот-
ном диапазоне. На рис. 19 приведены частотные 
зависимости замедления для двух собственных 
волн двумерной решетки в случае δφ = 0° и 180° 
Интересно сравнить эти графики с соответству-
ющими графиками на рис. 12 для линейной ре-
шетки.

На рис. 20 показаны рассчитанные по форму-
ле θ = arctg(U1xy/U1z) углы распространения от-
носительно осей линий (ось z) в зависимости от 
частоты для основной волны при изменении ве-
личины фазового сдвига между линиями. В этом 
случае волновой вектор собственной волны 
фазированной решетки лежит в диагональной 
плоскости, расположенной под углом 45° отно-
сительно осей x и y, что следует из условия оди-
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Рис. 18. Дисперсионные характеристики второй собствен-
ной волны в двумерной решетке спиральных линий при 
δφ = 0° (1), 45° (2), 90° (3), 180° (4): а – замедление относи-
тельно осей линий, б – полное замедление; светлые кружки 
на рис. (а) – точки перегиба.
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наковой фазировки вдоль этих осей. Как и в ли-
нейной решетке, с ростом частоты направление 
распространения волны в двумерной решетке 
приближается к оси z тем быстрее, чем меньше 
фазовый сдвиг между линиями. В случае син-
фазной решетки волна распространяется вдоль 
осей линий (θ = 0). 

На рис. 21 приведены зависимости замедле-
ния основной волны вдоль осей линий от раз-
ности фаз δφ для трех частот. Точки на кривых 
обозначают значения замедления при δφ = 0°, 
15°, 30°, 45°, 90°, 135° и 180°, а кривые для каждой 
из частот представляют сплайн-аппроксимацию. 
Как видим, эти зависимости подобны соответ-
ствующим зависимостям для линейной решетки 
(см. рис. 14). Как и в том случае, данные зависи-
мости являются четными относительно значе-
ния δφ = 0. Для решеток обоих типов величина 
замедления основной волны вдоль осей линий 
монотонно растет с ростом фазового сдвига меж-
ду ними.

ЗАКЛЮЧЕНИЕ
Проведенные численные исследования по-

зволили получить дисперсионные характери-
стики цилиндрических однозаходных спираль-
ных линий в широкой области параметров, 
включая такие, для которых условия примени-
мости известных приближенных аналитических 
методов, описанных в более ранних работах, не 
выполняются. Для одиночных линий исследова-
лась дисперсия основной замедленной волны в 
полосе пропускания, ограниченной сверху ниж-
ней частотой запрещенной зоны. В этой полосе 
частот коэффициент замедления волны может 
изменяться в широких пределах и достигать до-
статочно больших значений. 

Для одномерной и двумерной периодических 
решеток спиральных линий были исследованы 
дисперсионные характеристики первых двух ти-
пов волн для разных величин фазовых сдвигов 
между линиями. Первый тип волны представ-
ляет основную, замедленную вдоль осей линий 
волну, коэффициент замедления которой увели-
чивается как с ростом частоты, так и величины 
фазового сдвига между линиями. Направление 
вращения вектора поля в нем соответствует на-
правлению намотки спирали. Второй тип волны 
в фазированной решетке на нижних частотах 
имеет коэффициент замедления меньше едини-
цы, а на более высоких частотах он трансфор-
мируется в замедленную волну. Дисперсионная 
характеристика этого типа волны определяется 
наличием запрещенной зоны, обусловленной 
периодичностью структуры вдоль оси решетки.

Дальнейшее исследование в этом направле-
нии может включать, в частности, решение зада-
чи возбуждения спиральных линий и их решеток.

Авторы заявляют об отсутствии конфликта 
интересов.
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NUMERICAL STUDY OF DISPERSION CHARACTERISTICS  
OF CYLINDRICAL SPIRAL LINES  
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Numerical studies of the dispersion characteristics of cylindrical spiral lines have been carried out. One-
dimensional and two-dimensional periodic lattices formed by such lines are also considered. The eigenvalue 
method was used in combination with periodic boundary conditions. The dispersion characteristics are 
calculated in the range of parameters for which the conditions of applicability of the known approximate 
numerical-analytical methods for analyzing spiral lines are not met. The dispersion characteristics of the first 
two eigen-waves in one-dimensional and two-dimensional periodic lattices of spirals are obtained for different 
values of phase shifts between lattice periods. It is shown that the main type of wave in them is a wave slowed 
down relative to the axes of the lines with the direction of rotation of the field vector determined by the direction 
of winding of the spiral.

Keywords: dispersion characteristics, cylindrical spiral lines, beamforming patterns, sector radiation patterns, 
periodic boundary conditions.
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ВВЕДЕНИЕ

Искусственные магнитные проводники 
(ИМП) обычно относят к классу так называе-
мых метаматериалов, т.е. материалов с необыч-
ными электромагнитными характеристиками. 
Особенностью ИМП является то, что коэффи-
циент отражения от него равен +1, а не –1, как 
от металлической поверхности. Типичная кон-
струкция ИМП включает в свой состав емкост-
ную [1–5], либо частотно-селективную [6–9] 
решетку, помещенную на слой диэлектрика, ме-
таллизированный с противоположной стороны. 

В последнее время был опубликован ряд ра-
бот, посвященных различным применениям 
ИМП в радиоэлектронике и, в частности, в тех-
нике радиопоглощения [10–12]. Поглощающим 
элементом в РП такого типа является либо слой 
диэлектрика с потерями [11], либо резистивная 
пленка на поверхности ИМП [10, 12]. Известные 

РП на основе ИМП обладают хорошими частот-
но-угловыми характеристиками в ограниченном 
интервале углов падения (� � �0 45... ) при малых 
(по сравнению с длиной волны) толщинах кон-
струкций. При больших углах падения (� � �90 ) 
эффективность поглощения волн TE- и TM-по-
ляризаций падает. В то же время проблема по-
глощения электромагнитных волн и, в частно-
сти, волн TM-поляризации при больших углах 
падения остается актуальной, поскольку они 
являются источником, возбуждающим так на-
зываемые ползущие (creeping) волны и поверх-
ностные бегущие (surface travelling) волны на то-
копроводящих поверхностях [13, 14]. 

В настоящей статье предложен тонкий 
РП со структурой ИМП на основе полосно- 
отражающих и полосно-пропускающих решеток 
и изучены его частотно-угловые характеристи-
ки отражения при больших углах падения волн 
TM-поляризации.
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1. ИМП НА ОСНОВЕ  
ЧАСТОТНО-СЕЛЕКТИВНЫХ  
ПОЛОСНО-ОТРАЖАЮЩИХ  

И ПОЛОСНО-ПРОПУСКАЮЩИХ 
РЕШЕТОК

На рис. 1 представлена схема ИМП, в состав 
которого входят: полосно-отражающая или по-
лосно-пропускающая частотно-селективная ре-
шетка 1, слой диэлектрика 2 и металлический 
экран 3. Полосно-отражающая решетка состоит 
из металлических элементов, расположенных, 
например, на тонкой диэлектрической пленке, а 
полосно-пропускающая решетка – из отверстий 
в тонком металлическом экране.

В работе [9] были исследованы функциональ-
ные связи между характеристиками решетки 
(резонансная частота и Q-фактор) и характери-
стиками ИМП на ее основе (положение и шири-
на полосы рабочих частот). При этом было пока-
зано, что при диэлектрической проницаемости 

слоя � � 1  полоса рабочих частот ИМП лежит 
ниже резонансной частоты полосно-отражаю-
щей решетки и выше резонансной частоты по-
лосно-пропускающей. Ширина полосы рабочих 
частот ИМП зависит в основном от Q-фактора 
решетки, а также от электрической толщины 
слоя диэлектрика.

Предварительные численные расчеты угловых 
зависимостей фазы коэффициента отражения от 
ИМП показали, что при увеличении угла падения 
смещение резонансной частоты для волн TE-по-
ляризации существенно больше, чем для TM-по-
ляризации, а также имеет место расширение 
полосы рабочих частот ИМП для волн TM-поля-
ризации и сужение для волн TE-поляризации.

Эффективным способом повышения угло-
вой стабильности резонансной частоты являет-
ся увеличение диэлектрической проницаемости 
слоя между решеткой и экраном, хотя при этом 
сужается полоса рабочих частот ИМП.

2. ЧАСТОТНО-УГЛОВЫЕ ЗАВИСИМОСТИ 
ФАЗЫ КОЭФФИЦИЕНТА ОТРАЖЕНИЯ 

ВОЛН TM-ПОЛЯРИЗАЦИИ ОТ ИМП  
НА ОСНОВЕ ЧАСТОТНО-СЕЛЕКТИВНОЙ 

РЕШЕТКИ
В данном разделе подтверждена целесоо-

бразность применения в слое материала с высо-
кой диэлектрической проницаемостью � �� 1  и 
уменьшения толщины слоя до значения меньше 
1 мм, поскольку даже при таких условиях полоса 
ИМП при больших углах падения волн TM-по-
ляризации составляет десятки процентов. Раз-
меры элементов на рисунках указаны в мм.

На рис. 2 представлены два типа элементов 
частотно-селективных решеток: полосно-отра-

D

1 2 3

k
E

H 
ϑ

ε

Рис. 1. Схема ИМП: 1 – частотно-селективная решетка, 2 – 
слой диэлектрика толщиной D, 3 – металлический экран, 
ϑ– угол падения электромагнитной волны.

10 мм

8 мм

1

10 мм

4 мм
2

10.3 мм

10 мм

8 мм

3

Рис. 2. Три типа элементов частотно-селективных решеток: полосно-отражающих 1 и 2 и полосно-про-
пускающих 3.
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жающих 1, 2 и полосно-пропускающих 3. Эле-
менты полосно-отражающих решеток – это 
квадратные металлические петли, а элементы 
полосно-пропускающих решеток – квадратные 
щели в металлическом экране, период решеток 
P = 10 3.  мм. Толщина слоя диэлектрика между 
решеткой и экраном D = 0 5.  мм, а его диэлек-
трическая проницаемость � � 10 2. . Характери-
стики решеток, состоящих из элементов 1–3, в 
условиях свободного пространства (резонанс-
ная частота fр  и Q-фактор) приведены в табл. 1. 
В дальнейшем нумерацию ИМП и РП будем ис-
пользовать ту же, что и для элементов решеток.

Таблица 1. Характеристики решеток из элементов 1, 
2, 3 в условиях свободного пространства

Номер типа решетки fр, ГГц Q-фактор

1 7.72 0.81

2 17.68 0.8

3 7.65 0.73

На рис. 3а–3в представлены частотно-угло-
вые зависимости фазы коэффициента отраже-
ния от ИМП на основе решеток с элементами 
всех трех типоразмеров.

В табл. 2 для различных углов падения ϑ  ука-
заны резонансные частоты fр , на которых фаза 
коэффициента отражения равна нулю, и отно-
сительные полосы частот ∆f fр, в которых фаза 
меняется в интервале � �90 . 

Из рис. 3 и табл. 2 следует, что при увеличе-
нии угла падения ϑ  резонансные частоты прак-
тически не меняются, а полосы частот ∆f fр  
увеличиваются в десятки раз. 

3. ЧАСТОТНО-УГЛОВЫЕ ЗАВИСИМОСТИ 
КОЭФФИЦИЕНТА ОТРАЖЕНИЯ  

ОТ РАДИОПОГЛОТИТЕЛЯ  
НА ОСНОВЕ ИМП

В научной литературе рассмотрены два спо-
соба реализации радиопоглотителя на основе 
ИМП. Первый способ – использование слоя 
диэлектрика с потерями между решеткой и экра-
ном [10, 12], а второй – помещение на поверх-
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Рис. 3. Частотно-угловые зависимости фазы коэффициента 
отражения от ИМП на основе решеток с элементами трех 
типоразмеров 1 (а), 2 (б) и 3 (в). Углы падения ϑ равны 89° 
(1), 88° (2), 87° (3), 85° (4), 83° (5), 80° (6), 60° (7) и 0° (8).
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ность решетки резистивной пленки с сопро-
тивлением, равным волновому сопротивлению 
свободного пространства 120 Ом [11]. Нами 
рассмотрены частотно-угловые характеристики 
ИМП-радиопоглотителя (ИМП РП) на основе 
частотно-селективных решеток, реализованно-
го по первому способу.

Структура и размеры расчетной модели ИМП 
РП такие же, как и в модели, рассмотренной в 
разд. 1. Для каждого угла падения ϑ  подбиралась 
оптимальная величина тангенса угла потерь tgδ  
диэлектрического слоя, обеспечивающая мини-
мальный уровень отражения (<–25 дБ) на резо-
нансной частоте. На рис. 4а–4в представлены 
частотно-угловые зависимости коэффициента 
отражения от ИМП РП на основе частотно-се-
лективных решеток трех типоразмеров. 

В табл. 3 приведены резонансные частоты fр,  
полосы поглощения ∆f fр по уровню коэффи-
циента отражения –10 дБ и оптимальные тан-
генсы угла потерь tgδ  слоя диэлектрика. 

Из рис. 4 и табл. 3 следует, что с увеличени-
ем угла падения ϑ  полосы поглощения быстро 
расширяются, но при этом резонансные частоты 
несколько растут. При увеличении угла падения 
растет и такая характеристика РП, как отноше-
ние ∆λ D, где ��  – разность длин волн на краях 
полосы поглощения, а D  – толщина РП (диэ-
лектрического слоя). Так, при угле падения 87° 
это отношение равно 14, 33 и 30 для ИМП РП 1, 
2 и 3 соответственно.

На рис. 5 приведены частотно-угловые за-
висимости коэффициента отражения от ИМП 
РП 1 при фиксированном значении угла потерь  
tg .� � 0 112 , которое является оптимальным для 
угла падения � � �87 .

Определенный интерес представляет собой 
случай поглощения волн TM-поляризации при 
угле падения ϑ , стремящегося к 90°. Моделью 
такого случая может служить волна H10 в вол-
новоде прямоугольного сечения, поскольку эта 
волна представляет собой суперпозицию двух 

Таблица 2. Резонансные частоты и ширины полосы частот ИМП, в которых фаза меняется в интервале � �90  
при различных углах падения

, град
ИМП 1 ИМП 2 ИМП 3

fр, ГГц ∆  f / fр, % fр, ГГц ∆  f / fр, % fр, ГГц ∆  f / fр, %

0 2.85 0.8 3.734 2.4 5.648 3.3
60 2.867 1.4 3.762 4.2 5.649 5.5
80 2.87 4.0 3.77 11.4 5.65 14.9
85 2.87 8.1 3.77 22.5 5.65 29.0
86 2.87 10.2 3.77 24.4 5.65 35.9
87 2.87 14.3 3.77 36.7 5.65 46.1
88 2.87 23.1 3.77 52.1 5.65 63.7
89 2.87 56.4 3.77 89.0 5.65 95.5

Таблица 3. Резонансные частоты, ширины полосы частот ИМП РП и тангенсы угла потерь tgδ  слоя диэлек-
трика при различных углах падения

, град
ИМП РП 1 ИМП РП 2 ИМП РП 3

fр, ГГц ∆ f / fр, % tgδ fр, ГГц ∆ f / fр, % tgδ fр, ГГц ∆ f / fр, % tgδ
0 2.85 0.56 0.008 3.735 1.61 0.026 5.65 2.23 0.034

80 2.878 2.56 0.04 3.784 7.66 0.114 5.694 9.82 0.15
83 2.885 3.50 0.056 3.802 9.71 0.160 5.736 13.81 0.208
85 2.896 4.77 0.075 3.834 14.53 0.218 5.822 18.72 0.277
86 2.908 5.71 0.09 3.870 17.62 0.263 5.920 22.62 0.33
87 2.93 7.06 0.112 3.944 21.73 0.327 6.120 27.73 0.391
88 2.979 8.26 0.137 4.126 26.66 0.407 6.610 30.32 0.421
89 3.07 7.46 0.158 4.560 22.62 0.437 7.414 22.52 0.304
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плоских волн, распространяющихся под углом 
падения 90° по отношению к широким стенкам 
волновода.

4. ВОЛНОВОД ПРЯМОУГОЛЬНОГО 
СЕЧЕНИЯ С ИМП РП  

НА ШИРОКИХ СТЕНКАХ

На рис. 6 представлен волновод прямоуголь-
ного сечения 72.1 × 34 мм длиной 120 мм, на ши-
рокие стенки которого помещен ИМП РП на 
основе полосно-отражающих решеток первого 
типоразмера. Толщина диэлектрического слоя 
между решеткой и стенкой волновода 0.5 мм, его 
диэлектрическая проницаемость – 10.2, тангенс 
угла потерь – 0.112. Число элементов решетки 
на каждой стенке 7 × 10 = 70 (размер решетки 
72.1 × 103 мм2).

На рис. 7 представлена частотная зависимость 
коэффициента прохождения S1 2, и коэффициен-
та отражения S1 1,  в таком волноводе. 

При сравнении рис. 7 и 4а видно, что частота 
минимума S1 2, , равная 2.9 ГГц, находится в ин-
тервале частот поглощения ИМП РП при боль-
ших углах падения. 
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Рис. 4. Частотно-угловые зависимости коэффициента от-
ражения от ИМП РП на основе решеток с элементами трех 
типоразмеров 1 (а), 2 (б) и 3 при оптимальном значении tgδ 
диэлектрического слоя и ϑ = 80° (1), 85° (2), 87° (3), 88° (4) 
и 89° (5). 
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Рис. 5. Частотно-угловые зависимости коэффициента от-
ражения от ИМП РП на основе решетки с элементами 1 
при фиксированном значении tgδ = 0.112 диэлектрического 
слоя и ϑ = 85° (1), 86° (2), 87° (3), 88° (4) и 89° (5). 
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Все численные расчеты проведены методом 
моментов в программе FEKO.

ЗАКЛЮЧЕНИЕ
Предложен тонкий РП со структурой ИМП 

на основе полосно-отражающей и полосно-про-
пускающей решеток. 

Путем численного расчета получены частот-
но-угловые зависимости фазы и модуля коэф-
фициента отражения волн TM-поляризации от 
тонких (до 1/200 длины волны) ИМП и ИМП 
РП на основе полосно-отражающих и полос-
но-пропускающих решеток. Показано, что при 
увеличении угла падения частотные полосы 
ИМП и ИМП РП расширяются до нескольких 
десятков процентов. При этом, как положитель-

ный фактор, увеличивается и отношение ∆λ D   
(��  – разность длин волн на краях полосы по-
глощения по уровню отражения –10 дБ, а D  – 
толщина РП). Так, при угле падения 87° это от-
ношение достигает 30.

На модели волновода прямоугольного сече-
ния с волной H10 показана возможность погло-
щения энергии плоской волны при ее распро-
странении вдоль поверхности ИМП РП.

Авторы заявляют об отсутствии конфликта 
интересов.
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RADIO ABSORPTION IN STRUCTURES LIKE ARTIFICIAL MAGNETIC 
CONDUCTORS AT LARGE ANGLES OF INCIDENCE  

OF TM-POLARIZED WAVES
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The frequency-angular characteristics of the reflection of TM-polarized waves from thin (thickness up to 1/200 
wavelength) artificial magnetic conductor (AMC) and radio absorber (RA) based on band-reflecting and band-
passing gratings are presented. It is shown that the operating frequency bands of the AMC and RA expand tens 
of times when the angle of incidence changes from 0 to 89 degrees. In this case, the value of the ratio (is the 
difference in wavelengths at the edges of the absorption band and is the thickness of the RA) increases to 30.

Keywords: artificial magnetic conductors, radio absorber, frequency-selective band-reflective and band-pass 
gratings, rectangular waveguide
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Разработаны варианты построения матриц-циркулянтов любой М-последовательности (МП) на ос-
нове автоморфных мультипликативных групп расширенного поля Галуа, построенного при помощи 
неприводимого примитивного полинома, на основе которого сформирована исходная МП. Резуль-
татом данного подхода являются выявленные новые способы преобразования матриц-циркулянтов 
МП к матрице функций Уолша, упорядоченной по степеням первообразного элемента поля. Впервые 
показано, что в зависимости от начальных условий преобразования совокупность любого числа лю-
бых циклических сдвигов МП, сдвинутых друг относительно друга на один символ, может быть пре-
образована к любым строкам упорядоченной матрицы функций Уолша, следующим друг за другом. 
Данное обстоятельство позволяет упростить алгоритм синхронизации МП при известном диапазоне 
ее циклических сдвигов, особенно в случае больших периодов ее повторения, а также снизить вычис-
лительную сложность алгоритма обработки при работе в усеченном базисе функций Уолша–Адамара.
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ВВЕДЕНИЕ
В настоящее время М-последовательности 

(МП) используются для формирования пери-
одических шумоподобных сложных сигналов 
(СлС), применяемых в различных наземных и 
спутниковых радиосистемах [1–10]. На осно-
ве обработки таких СлС могут решаться задачи 
синхронизации по времени и частоте в каналах 
передачи информации [1, 11–13], позициони-
рования в системах радионавигации [3–5, 14], 
суммирования сигналов при их многолучевом 
распространении или излучении разнесенными 
ретрансляторами, включая спутниковые [1, 2, 5, 
12, 15], выявления всех наземных станций, ис-
пользующих спутниковую группировку, с целью 
контроля частотного ресурса [6, 7] и т.д. Во всех 
вышеперечисленных случаях ключевым этапом 
обработки СлС является синхронизация МП на 
основе многократного выполнения операции ее 
дискретной свертки на длительности времени 
одного, многих периодов ее повторения, либо ее 

сегмента значительной длины, порядка 2 29 17…  
и более [1, 3, 6, 16–18]. Это объясняется как тре-
бованиями к разрешающей способности при 
обнаружении-различении совокупности шумо-
подобных СлС, рассогласованных по частоте и 
временной задержке [7, 15], так и, как правило, 
низким отношением сигнал/помеха на входе 
приемника, когда помеха может превосходить 
полезный сигнал по мощности в сотни, тысячи,  
или десятки тысяч раз [6]. При этом ограниче-
ние по длительности времени обработки СлС в 
настоящее время связано только с высокой вы-
числительной сложностью алгоритма дискрет-
ной свертки соответствующих псевдослучайных 
последовательностей (ПСП), поскольку про-
блема нестабильности тактовых генераторов по-
следних решается при повторной дискретизации 
входного СлС со сдвигом по времени на поло-
вину длительности его элементарного импульса 
[13, 19, 20], а нестабильность его несущей часто-
ты приводит лишь к необходимости многократ-
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ных повторных вычислений дискретной свертки 
ПСП [8, 19]. 

Значительные успехи в области использова-
ния быстрых спектральных преобразований в 
базисе функций Виленкина–Крестенсона и, в 
частности, Уолша–Адамара, при обработке дис-
кретных сигналов были достигнуты в работах 
[4, 14, 21–28]. В [21] впервые предложены груп-
повые дискретные мультипликативные сигна-
лы, выявлена их связь с групповыми кодами и 
показано, что в основе оптимального правила 
их распознавания лежит спектральный анализ, 
при реализации которого можно использовать 
быстрые спектральные преобразования. В ра-
ботах [22–27] развиты методы использования 
этих преобразований в теории помехоустой-
чивого кодирования. Применительно к задаче 
декодирования p-ичных кодов максимальной 
длины использование быстрых спектральных 
преобразований в дискретном базисе функций 
Виленкина–Крестенсона рассматривалось в ра-
боте [28], а непосредственно для синхронизации 
псевдослучайных кодов, в том числе и МП, в ра-
ботах [4, 6, 14]. 

Также в [4] указывается на взаимосвязь задач 
поиска (синхронизации) СлС при их обработке 
в приемнике и декодирования блоковых кодов, 
построенных на основе циклических сдвигов их 
слов. В данной работе рассматривается задача 
синхронизации МП, чтобы подчеркнуть взаимос-
вязь решаемой задачи с синхронизацией перио-
дического СлС при его обработке в приемнике. 
Под синхронизацией МП понимается определе-
ние ее циклического сдвига, начиная с момента 
начала наблюдения СлС, на основе которой он 
сформирован. Вопросы, связанные с выделением 
МП из этого СлС, не рассматриваются.

При быстром декодировании кода на основе 
быстрых спектральных преобразований необ-
ходимо знать способ преобразования его слов к 
дискретным функциям Виленкина–Крестенсо-
на или, при использовании двоичных кодов, – к 
функциям Уолша [21]. В случае решения задачи 
синхронизации кода любой его циклический 
сдвиг должен преобразовываться к этим функ-
циям [4, 14]. Но в [4, 6, 14, 28] не выявлено мно-
гообразие вариантов преобразования цикли-
ческих сдвигов МП к дискретным функциями 
Уолша, вызванное как разнообразием мульти-
пликативных групп расширенного поля Галуа, 
так и использованием их циклических сдвигов 
при таком приведении. Знание о таком много-
образии делает алгоритм синхронизации МП 

более гибким и позволяет снизить его вычисли-
тельную сложность в определенных ситуациях, 
на которые указывается в данной статье. Кроме 
того, при решении задачи синхронизации МП с 
большими периодами повторения важное зна-
чение приобретает способ выявления соответ-
ствия номеров строк матрицы Уолша–Адамара 
и начальных блоков циклических сдвигов МП, 
т.е. в матричной интерпретации данной зада-
чи – строкам матрицы-циркулянта МП, которая 
может быть построена разными способами, что 
не рассматривается в этих работах.

Цель данной работы – исследование вари-
антов построения матриц-циркулянтов МП на 
основе мультипликативных групп расширенно-
го поля Галуа по модулю неприводимого при-
митивного полинома, а также вариантов при-
ведения этих матриц к полной или усеченной 
матрице Адамара для разработки ускоренных 
алгоритмов синхронизации МП при обработке 
шумоподобных сложных сигналов.

1. ПОСТРОЕНИЕ МАТРИЦ-ЦИРКУЛЯНТОВ 
МП НА ОСНОВЕ МУЛЬТИПЛИКАТИВНЫХ 

ГРУПП ПОЛЯ ГАЛУА
Представим любую МП с элементами (0,1), 

сформированную на основе неприводимого 
примитивного полинома f xm � � , в виде вектора- 
строки

 l
n

i i ki
x k NI � � � ��� ��, , , , ,� � 0 1

где i m� � �0 1, ,  – номер циклического сдвига 
МП на l Ni � � �� �0 1 1, ,  символов относительно 
МП 0 0

nI  с условно нулевым циклическим сдви-
гом, N m� �2 1  – длина (период) МП, m  – по-
рядок f xm � � , n  – номер выбранного способа 
упорядочения МП по их циклическим сдвигам 
[1, 29–32]. 

Как известно, можно выбрать такой способ 
упорядочения любых m  МП, описанных выше, 
при котором столбцы

��k
i k

T
x i m k N� � � ��� �� � � �, , , , , , , ,� � �0 1 0 1

образуют мультипликативную группу расши-
ренного поля Галуа GF m2� �  построенного по 
модулю f xm � � , где k  – номер элемента группы, 
�� �T – обозначение транспонированной матрицы  

[21, 29, 30]. Такая группа имеет циклическую 
структуру и состоит из максимально возможного 
числа N  несовпадающих ненулевых элементов, 
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являющихся степенями первообразного эле-
мента αα0  поля, причем �� ��k

n
k� �H 1 , где Hn  – 

сопровождающая матрица f xm � �  [30]. Обычно 
рассматривают четыре типа таких матриц [28]:
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где a a a am m0 1 2 1, , , ,� � � �� � �  – коэффициенты поли-
нома f xm � � , принадлежащие множеству 0 1,{ }; 
таким образом, размерность этих матриц будет 
m m× . Важным является свойство цикличности 
группы, т.е. , ,0 1 1N N  Кроме того, в 
качестве 0 можно выбрать любой ее элемент. 
Таким образом, m  циклических сдвигов МП 
на li  ее символов относительно 0 0

nI  с некото-
рым сдвигом, условно считающимся нулевым  
(l0 0= ), можно представить в виде матрицы: 
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  (2)

где столбцы kα  могут быть получены любым из 
возможных способов, т.е. при выборе матри-
цы Hn , что определяет значения циклических 

сдвигов МП li  i m� � �� �0 1, ,  относительно 
МП 0 0

nI  при выбранном 0. В качестве приме-
ра в табл. 1 приведены значения элементов че-
тырех максимальных мультипликативных групп 
поля Галуа, полученных на основе полинома 
f x x x5

5 3 1� � � � �  и представленных в десятич-
ной системе счисления. Такое их представление 
в дальнейшем обозначаем как k

10
α . Был вы-

бран первообразный элемент 0 1 0  0  0  0
т, так 

что во всех случаях 0

10
16α . 

Таблица 1. Максимальные мультипликативные группы 
поля Галуа по модулю полинома f x x x5

5 3 1� � � � �

k H1 H2 H3 H4

0 16 16 16 16
1 8 1 1 8
2 4 2 18 20
3 2 5 13 10
4 1 10 26 21
5 18 21 29 26
6 9 11 19 29
7 22 23 15 14
8 11 14 30 23
9 23 29 21 27
10 25 27 3 13
11 30 22 6 6
12 15 24 12 3
13 21 17 24 17
14 24 3 25 24
15 12 7 27 28
16 6 6 31 30
17 3 15 23 31
18 19 31 7 15
19 27 30 14 7
20 31 28 28 19
21 29 25 17 25
22 28 19 11 12
23 14 6 22 22
24 7 13 5 11
25 17 26 10 5
26 26 20 20 18
27 13 9 1 9
28 20 18 2 4
29 10 4 4 2
30 5 8 8 1
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Таким образом, например, для матрицы H1  
элементы мультипликативной группы поля Га-
луа можно вычислить по формуле
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причем m  циклических сдвигов порождаемой 
МП (т.е. на l l lm0 1 1, , ,� … −  символов относительно 
0
1

0I ) располагаются в строках матрицы � �Im,1  [30], 
соответствующей H1 :
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Ее столбцы представляют собой элементы 
мультипликативной группы поля Галуа по мо-
дулю f xm � �  с коэффициентами a a a am m0 1 2 1, , , ,� � � �� � � . 

В качестве примера в табл. 2 приводят-
ся элементы матрицы I5 1,  для полинома 
f x x x x x5

5 4 2 1� � � � � � � , а в табл. 3 – для двой-
ственного полинома f x x x x x5

5 4 3 1� � � � � � � .
Матрицу-циркулянт МП Im n ц, ,  с элемента-

ми (0,1), содержащую ее циклические сдвиги 
на l l lm0 1 1, , ,� � �  символов, а также все остальные 
сдвиги, не совпадающие с ними, сформируем в 
соответствии с правилом
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где C N
A N

m
� � � � ��

�
�

�

�
� � 1 , A N� �  – число, мак-

симально близкое к N , делящееся нацело на 
m  и удовлетворяющее неравенству A N N� � � .  

Таким образом, 
A N

m
� �  – это общее число бло-

Таблица 2. Элементы мультипликативной группы поля Галуа на основе сопровождающей матрицы H1 �   поли-
нома f x x x x x5

5 4 2 1� � � � � � �  

Элементы 
группы

k
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 21 22 23 24 25 26 27 28 29 30

[αk]10

16 8 4 2 1 27 22 11 30 15 28 14 7 24 12 6 3 26 13 29 21 17 19 18 9 31 20 10 5 25 23
х0,k 1 0 0 0 1 1 1 0 1 0 1 0 0 1 0 0 0 1 0 1 1 1 1 1 0 1 1 0 0 1 1
х1,k 0 1 0 0 0 1 0 1 1 1 1 1 0 1 1 0 0 1 1 1 0 0 0 0 1 1 0 1 0 1 0
х2,k 0 0 1 0 0 0 1 0 1 1 1 1 1 0 1 1 0 0 1 1 1 0 0 0 0 1 1 0 1 0 1
х3,k 0 0 0 1 0 1 1 1 1 1 0 1 1 0 0 1 1 1 0 0 0 0 1 1 0 1 0 1 0 0 1
х4,k 0 0 0 0 1 1 0 1 0 1 0 0 1 0 0 0 1 0 1 1 1 1 1 0 1 1 0 0 1 1 1

Таблица 3. Элементы мультипликативной группы поля Галуа на основе сопровождающей матрицы H1 �  поли-
нома f x x x x x5

5 4 3 1� � � � � � �

Элементы 
группы

k
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 21 22 23 24 25 26 27 28 29 30

[αk]10

16 8 4 2 1 27 22 11 30 15 28 14 7 24 12 6 3 26 13 29 21 17 19 18 9 31 20 10 5 25 23
х0,k 1 0 0 0 1 1 1 0 1 0 1 0 0 1 0 0 0 1 0 1 1 1 1 1 0 1 1 0 0 1 1
х1,k 0 1 0 0 0 1 0 1 1 1 1 1 0 1 1 0 0 1 1 1 0 0 0 0 1 1 0 1 0 1 0
х2,k 0 0 1 0 0 0 1 0 1 1 1 1 1 0 1 1 0 0 1 1 1 0 0 0 0 1 1 0 1 0 1
х3,k 0 0 0 1 0 1 1 1 1 1 0 1 1 0 0 1 1 1 0 0 0 0 1 1 0 1 0 1 0 0 1
х4,k 0 0 0 0 1 1 0 1 0 1 0 0 1 0 0 0 1 0 1 1 1 1 1 0 1 1 0 0 1 1 1
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ков в матрице Im n ц, , , содержащих матрицу Im n,  
или ее преобразование вида Hn

x
m nI , . Размер-

ность каждого блока составит m N� �� �1 . Та-
ким образом, размерность матрицы Im n ц, ,  бу-
дет A N N� � � �� �1 , в результате чего последний 
блок Im n ц, ,  в своих A N N� � �  строках будет со-
держать МП, циклические сдвиги которых со-
впадают со сдвигами МП первого блока. 

В качестве примера элементы I5 1, ,ц, сфор-
мированной на основе f x x x5

5 3 1� � � � �  и H1, 
приведены в табл. 4. Из анализа данных табл. 4 
следует, что последовательность l l l0 1 34, , ,� … , рас-
положенная в последнем столбце, выглядит слу-
чайной, хотя второй блок I5 1, ,ц  из m = 5  ее строк 
сдвинут относительно первого блока из такого 
же количества строк на пять символов МП, тре-
тий блок сдвинут относительно него на десять 
символов и т.д. Кроме того, столбцы I5 1, ,ц  не яв-
ляются МП.

Совершенно другую структуру имеет I5 2, ,ц,  
сформированная на основе того же полинома 
f x x x5

5 3 1� � � � �  и H2  и приведенная в табл. 5, 
поскольку в ее строках располагаются цикли-
ческие сдвиги МП, смещенные вправо на один 
символ друг относительно друга. Кроме того, в 
ее столбцах содержатся циклические сдвиги той 
же МП, причем в каждом последующем столб-
це МП сдвинута циклически на один символ, по 
сравнению с предыдущим столбцом. Очевидно, 
что данное свойство характерно для всех Im ц, ,2 ,  
построенных на основе H2, и оно не свой-
ственно Im ц, ,1 , Im ц, ,3 , Im ц, ,4 , сформированным 
на основе H1 , H3  и H4 соответственно. Будем 
называть все матрицы-циркулянты H2, упорядо-
ченными по циклическим сдвигам или просто 
упорядоченными. 

Важнейшим свойством упорядоченных ма-
триц-циркулянтов является очевидная и про-
стая взаимосвязь между номером их строки i  и 
абсолютным циклическим сдвигом МП в этой 

строке, который определяется набором m  ее 
символов:

	 H b2
0i

i�� � , 	 (6)

где bi i kx k m� � � ��� ��, , , ,� � 0 1  – начальный блок 
МП, находящейся в i -й строке матрицы-цирку-
лянта.

Другим важным свойством упорядоченной 
матрицы-циркулянта является циклический 
сдвиг последовательности элементов мульти-
пликативных групп H2

x
m nI ,  (x m m� �0 2, , ,� � ) на 

один элемент вправо при выборе каждого следу-
ющего элемента группы в качестве первообраз-
ного, в результате чего существует N -вариантов 
этой матрицы. В любом из них в строках от i -й 
до ( i m� � 1) -й будут располагаться элементы 
мультипликативной группы поля Галуа, цикли-
чески сдвинутые на i  символов относительно 
Im,2, где i  может принимать любое значение от 
1 до N �� �1 .

2. ПРЕОБРАЗОВАНИЕ МАТРИЦЫ-
ЦИРКУЛЯНТА МП К МАТРИЦЕ, 

СОСТОЯЩЕЙ ИЗ ФУНКЦИЙ УОЛША

Переставим столбцы матрицы Im ц, ,2  при 
любом значении 0α  по возрастанию значений 
элементов мультипликативной группы поля Га-
луа αk

10
, сформированной на основе H2  при 

таком же значении α0 [4, 14]. В результате Im,2  
будет преобразована в матрицу Rma , столбцы 
которой образуют так называемый простой дво-
ичный код, а строки являются аналогами функ-
ций Радемахера [31] без нулевого символа при 
нумерации символов с нуля: r0a, r r,� �� �m a1 . Ма-

трица R r r rma a a m a

T
� ��
�

�
��� �0 1 1�  при m = 5  показа-

на в табл. 6. 
Тогда Im ц, ,2  преобразуется в матрицу

	 W

R

H R

H R

H R

I

m р

ma

m
ma

m
ma

C N m
ma

m

, ,1 0

2

2
2

2

� �

� �

�

�

�

�
�
�
�
�
�
�

�

�

�
�
�
�
�
�
�

�

�

RR

H R

H R

H R

I

H

H

H

ma

m
ma

m
ma

C N m
ma

m

m

m

2

2
2

2
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2
2

� �
� �

�

�

�
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�

�

�
�
�
�
�
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22
C N m
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� �

�

�

�
�
�
�
�
�
�

�

�

�
�
�
�
�
�
�

R , 	 (7)

где Wm р, ,1 0� �  – расширенная матрица функций 
Уолша без нулевого символа с элементами (0,1), 
содержащая некоторое количество повторяю-
щихся строк; Im  – единичная матрица размером 

m m× . Строки матриц H R2
x

ma  ( x m m� �, ,� �2 ) 
представляют собой комбинации сумм строк ма-
трицы Rma  при сложении символов по модулю 2. 
Как известно, такие суммы образуют функции 
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Таблица 4. Матрица I5 1, ,ц , сформированная на основе f x x x5
5 3 1� � � � �

Циклические 
сдвиги

МП

k

i li0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 21 22 23 24 25 26 27 28 29 30

[αk]10

16 8 4 2 1 18 9 22 11 23 25 30 15 21 24 12 6 3 19 27 31 29 28 14 7 17 26 13 20 10 5
х0,k 1 0 0 0 0 1 0 1 0 1 1 1 0 1 1 0 0 0 1 1 1 1 1 0 0 1 1 0 1 0 0 0 0
х1,k 0 1 0 0 0 0 1 0 1 0 1 1 1 0 1 1 0 0 0 1 1 1 1 1 0 0 1 1 0 1 0 1 30
х2,k 0 0 1 0 0 0 0 1 0 1 0 1 1 1 0 1 1 0 0 0 1 1 1 1 1 0 0 1 1 0 1 2 29
х3,k 0 0 0 1 0 1 0 1 1 1 0 1 1 0 0 0 1 1 1 1 1 0 0 1 1 0 1 0 0 1 0 3 2
х4,k 0 0 0 0 1 0 1 0 1 1 1 0 1 1 0 0 0 1 1 1 1 1 0 0 1 1 0 1 0 0 1 4 1
х5,k 1 0 1 0 1 1 1 0 1 1 0 0 0 1 1 1 1 1 0 0 1 1 0 1 0 0 1 0 0 0 0 5 5
х6,k 0 1 0 1 0 1 1 1 0 1 1 0 0 0 1 1 1 1 1 0 0 1 1 0 1 0 0 1 0 0 0 6 4
х7,k 0 0 1 0 1 0 1 1 1 0 1 1 0 0 0 1 1 1 1 1 0 0 1 1 0 1 0 0 1 0 0 7 3
х8,k 1 0 1 1 1 0 1 1 0 0 0 1 1 1 1 1 0 0 1 1 0 1 0 0 1 0 0 0 0 1 0 8 7
х9,k 0 1 0 1 1 1 0 1 1 0 0 0 1 1 1 1 1 0 0 1 1 0 1 0 0 1 0 0 0 0 1 9 6
х10,k 1 1 0 1 1 0 0 0 1 1 1 1 1 0 0 1 1 0 1 0 0 1 0 0 0 0 1 0 1 0 1 10 10
х11,k 1 1 1 0 1 1 0 0 0 1 1 1 1 1 0 0 1 1 0 1 0 0 1 0 0 0 0 1 0 1 0 11 9
х12,k 0 1 1 1 0 1 1 0 0 0 1 1 1 1 1 0 0 1 1 0 1 0 0 1 0 0 0 0 1 0 1 12 8
х13,k 0 1 1 0 0 0 1 1 1 1 1 0 0 1 1 0 1 0 0 1 0 0 0 0 1 0 1 0 1 1 1 13 12
х14,k 1 0 1 1 0 0 0 1 1 1 1 1 0 0 1 1 0 1 0 0 1 0 0 0 0 1 0 1 0 1 1 14 11
х15,k 0 0 0 1 1 1 1 1 0 0 1 1 0 1 0 0 1 0 0 0 0 1 0 1 0 1 1 1 0 1 1 15 15
х16,k 1 0 0 0 1 1 1 1 1 0 0 1 1 0 1 0 0 1 0 0 0 0 1 0 1 0 1 1 1 0 1 16 14
х17,k 1 1 0 0 0 1 1 1 1 1 0 0 1 1 0 1 0 0 1 0 0 0 0 1 0 1 0 1 1 1 0 17 13
х18,k 0 1 1 1 1 1 0 0 1 1 0 1 0 0 1 0 0 0 0 1 0 1 0 1 1 1 0 1 1 0 0 18 17
х19,k 0 0 1 1 1 1 1 0 0 1 1 0 1 0 0 1 0 0 0 0 1 0 1 0 1 1 1 0 1 1 0 19 16
х20,k 1 1 1 0 0 1 1 0 1 0 0 1 0 0 0 0 1 0 1 0 1 1 1 0 1 1 0 0 0 1 1 20 20
х21,k 1 1 1 1 0 0 1 1 0 1 0 0 1 0 0 0 0 1 0 1 0 1 1 1 0 1 1 0 0 0 1 21 19
х22,k 1 1 1 1 1 0 0 1 1 0 1 0 0 1 0 0 0 0 1 0 1 0 1 1 1 0 1 1 0 0 0 22 18
х23,k 1 0 0 1 1 0 1 0 0 1 0 0 0 0 1 0 1 0 1 1 1 0 1 1 0 0 0 1 1 1 1 23 22
х24,k 1 1 0 0 1 1 0 1 0 0 1 0 0 0 0 1 0 1 0 1 1 1 0 1 1 0 0 0 1 1 1 24 21
х25,k 1 1 0 1 0 0 1 0 0 0 0 1 0 1 0 1 1 1 0 1 1 0 0 0 1 1 1 1 1 0 0 25 25
х26,k 0 1 1 0 1 0 0 1 0 0 0 0 1 0 1 0 1 1 1 0 1 1 0 0 0 1 1 1 1 1 0 26 24
х27,k 0 0 1 1 0 1 0 0 1 0 0 0 0 1 0 1 0 1 1 1 0 1 1 0 0 0 1 1 1 1 1 27 23
х28,k 0 1 0 0 1 0 0 0 0 1 0 1 0 1 1 1 0 1 1 0 0 0 1 1 1 1 1 0 0 1 1 28 27
х29,k 1 0 1 0 0 1 0 0 0 0 1 0 1 0 1 1 1 0 1 1 0 0 0 1 1 1 1 1 0 0 1 29 26
х30,k 0 1 0 0 0 0 1 0 1 0 1 1 1 0 1 1 0 0 0 1 1 1 1 1 0 0 1 1 0 1 0 30 30
х31,k 0 0 1 0 0 0 0 1 0 1 0 1 1 1 0 1 1 0 0 0 1 1 1 1 1 0 0 1 1 0 1 31 29
х32,k 1 0 0 1 0 0 0 0 1 0 1 0 1 1 1 0 1 1 0 0 0 1 1 1 1 1 0 0 1 1 0 32 28
х33,k 0 0 0 0 1 0 1 0 1 1 1 0 1 1 0 0 0 1 1 1 1 1 0 0 1 1 0 1 0 0 1 33 1
х34,k 1 0 0 0 0 1 0 1 0 1 1 1 0 1 1 0 0 0 1 1 1 1 1 0 0 1 1 0 1 0 0 34 0
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Таблица 5. Матрица I5 2, ,ц , сформированная на основе f x x x5
5 3 1� � � � �

Циклические 
сдвиги

МП

k

i li0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 21 22 23 24 25 26 27 28 29 30

[αk]10

16 1 2 5 10 21 11 23 14 29 27 22 12 24 17 3 7 15 31 30 28 25 19 6 13 26 20 9 18 4 8
х0,k 1 0 0 0 0 1 0 1 0 1 1 1 0 1 1 0 0 0 1 1 1 1 1 0 0 1 1 0 1 0 0 0 0
х1,k 0 0 0 0 1 0 1 0 1 1 1 0 1 1 0 0 0 1 1 1 1 1 0 0 1 1 0 1 0 0 1 1 1
х2,k 0 0 0 1 0 1 0 1 1 1 0 1 1 0 0 0 1 1 1 1 1 0 0 1 1 0 1 0 0 1 0 2 2
х3,k 0 0 1 0 1 0 1 1 1 0 1 1 0 0 0 1 1 1 1 1 0 0 1 1 0 1 0 0 1 0 0 3 3
х4,k 0 1 0 1 0 1 1 1 0 1 1 0 0 0 1 1 1 1 1 0 0 1 1 0 1 0 0 1 0 0 0 4 4
х5,k 1 0 1 0 1 1 1 0 1 1 0 0 0 1 1 1 1 1 0 0 1 1 0 1 0 0 1 0 0 0 0 5 5
х6,k 0 1 0 1 1 1 0 1 1 0 0 0 1 1 1 1 1 0 0 1 1 0 1 0 0 1 0 0 0 0 1 6 6
х7,k 1 0 1 1 1 0 1 1 0 0 0 1 1 1 1 1 0 0 1 1 0 1 0 0 1 0 0 0 0 1 0 7 7
х8,k 0 1 1 1 0 1 1 0 0 0 1 1 1 1 1 0 0 1 1 0 1 0 0 1 0 0 0 0 1 0 1 8 8
х9,k 1 1 1 0 1 1 0 0 0 1 1 1 1 1 0 0 1 1 0 1 0 0 1 0 0 0 0 1 0 1 0 9 9
х10,k 1 1 0 1 1 0 0 0 1 1 1 1 1 0 0 1 1 0 1 0 0 1 0 0 0 0 1 0 1 0 1 10 10
х11,k 1 0 1 1 0 0 0 1 1 1 1 1 0 0 1 1 0 1 0 0 1 0 0 0 0 1 0 1 0 1 1 11 11
х12,k 0 1 1 0 0 0 1 1 1 1 1 0 0 1 1 0 1 0 0 1 0 0 0 0 1 0 1 0 1 1 1 12 12
х13,k 1 1 0 0 0 1 1 1 1 1 0 0 1 1 0 1 0 0 1 0 0 0 0 1 0 1 0 1 1 1 0 13 13
х14,k 1 0 0 0 1 1 1 1 1 0 0 1 1 0 1 0 0 1 0 0 0 0 1 0 1 0 1 1 1 0 1 14 14
х15,k 0 0 0 1 1 1 1 1 0 0 1 1 0 1 0 0 1 0 0 0 0 1 0 1 0 1 1 1 0 1 1 15 15
х16,k 0 0 1 1 1 1 1 0 0 1 1 0 1 0 0 1 0 0 0 0 1 0 1 0 1 1 1 0 1 1 0 16 16
х17,k 0 1 1 1 1 1 0 0 1 1 0 1 0 0 1 0 0 0 0 1 0 1 0 1 1 1 0 1 1 0 0 17 17
х18,k 1 1 1 1 1 0 0 1 1 0 1 0 0 1 0 0 0 0 1 0 1 0 1 1 1 0 1 1 0 0 0 18 18
х19,k 1 1 1 1 0 0 1 1 0 1 0 0 1 0 0 0 0 1 0 1 0 1 1 1 0 1 1 0 0 0 1 19 19
х20,k 1 1 1 0 0 1 1 0 1 0 0 1 0 0 0 0 1 0 1 0 1 1 1 0 1 1 0 0 0 1 1 20 20
х21,k 1 1 0 0 1 1 0 1 0 0 1 0 0 0 0 1 0 1 0 1 1 1 0 1 1 0 0 0 1 1 1 21 21
х22,k 1 0 0 1 1 0 1 0 0 1 0 0 0 0 1 0 1 0 1 1 1 0 1 1 0 0 0 1 1 1 1 22 22
х23,k 0 0 1 1 0 1 0 0 1 0 0 0 0 1 0 1 0 1 1 1 0 1 1 0 0 0 1 1 1 1 1 23 23
х24,k 0 1 1 0 1 0 0 1 0 0 0 0 1 0 1 0 1 1 1 0 1 1 0 0 0 1 1 1 1 1 0 24 24
х25,k 1 1 0 1 0 0 1 0 0 0 0 1 0 1 0 1 1 1 0 1 1 0 0 0 1 1 1 1 1 0 0 25 25
х26,k 1 0 1 0 0 1 0 0 0 0 1 0 1 0 1 1 1 0 1 1 0 0 0 1 1 1 1 1 0 0 1 26 26
х27,k 0 1 0 0 1 0 0 0 0 1 0 1 0 1 1 1 0 1 1 0 0 0 1 1 1 1 1 0 0 1 1 27 27
х28,k 1 0 0 1 0 0 0 0 1 0 1 0 1 1 1 0 1 1 0 0 0 1 1 1 1 1 0 0 1 1 0 28 28
х29,k 0 0 1 0 0 0 0 1 0 1 0 1 1 1 0 1 1 0 0 0 1 1 1 1 1 0 0 1 1 0 1 29 29
х30,k 0 1 0 0 0 0 1 0 1 0 1 1 1 0 1 1 0 0 0 1 1 1 1 1 0 0 1 1 0 1 0 30 30
х31,k 1 0 0 0 0 1 0 1 0 1 1 1 0 1 1 0 0 0 1 1 1 1 1 0 0 1 1 0 1 0 0 31 0
х32,k 0 0 0 0 1 0 1 0 1 1 1 0 1 1 0 0 0 1 1 1 1 1 0 0 1 1 0 1 0 0 1 32 1
х33,k 0 0 0 1 0 1 0 1 1 1 0 1 1 0 0 0 1 1 1 1 1 0 0 1 1 0 1 0 0 1 0 33 2
х34,k 0 0 1 0 1 0 1 1 1 0 1 1 0 0 0 1 1 1 1 1 0 0 1 1 0 1 0 0 1 0 0 34 3
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Уолша без нулевых символов при нумерации 
символов с нуля. С целью выявления способа их 
упорядочения в (7) рассмотрим матрицу 
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Покажем, что ее строки образуют мультипли-
кативную группу поля Галуа, сформированную 
на основе H1 . Действительно, 

	

H H

H H H

= ( ) =

= ( )



 ( )



 ( )











( )

T T

T T m
T T T T

2 2

2

2

m C N m

�






=

= ( ) ( ) ( )





=

( )
( )

=
( )

T

T m T T
T

T

T

H H H

H

H

H

1 1

2

1

1

1
2

1

m C N m

m

m

C

�

�

NN m( )( )





























T

,

 (9)

поскольку H H2 1
T = . Кроме того, учтем, что 
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Далее, полагая, что первообразный эле-
мент группы совпадает с первым столб-
цом H1 , т.е. α0 0 1 0 0 0= …[ ]т, заметим, что 
H1

0 1 0 0 1 0 0α α= = …[ ]T и совпадает со вторым 
столбцом H1 , и т.д. Последний элемент ��m� �1  

H H1
2

1 0 0 0 1αm T− = …[ ] =� � � �  a a am0 1 1� � � � � � � � � ��� ��
T  совпа-

дает с последним столбцом H1 . Таким образом, 
H1

0 1 1= 





−α α α� m . Тогда 
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Аналогично получим 
H H H1

2
1

2 1
1

2 1 2 3 2( ) = ( ) = 





− − −m m m m mα α α�  и 
т.д. В результате

	 H = … …



 −( ) −( ) ( ) −( ) ( ) ( )+( ) −( )α α αα α αm m m C N m C N m C N m1 2 2 1 1 2

T T T T T T





T

, 	  (12)

где α0 0 1 0 0 0= …[ ]�� � � �� � T , причем H  в своих строках 
содержит элементы мультипликативной группы, 
построенной на основе сопровождающей ма-
трицы H1  – от m �� �1 -го до ( C N m� � �� � �1 2)-го 
(при m = 5  от 4-го до 33-го, всего 30), т.е. груп-

па, представленная в этой матрице, будет усе-
ченной. Первообразным элементом усеченной 
группы будет

m m
m

T
a a a1

1
1 0

0 1 1H .α α

Таблица 6. Аналоги функций Радемахера при m = 5  

Аналоги 
функций

Радемахера

k

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 21 22 23 24 25 26 27 28 29 30

r0a 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
r1a 0 0 0 0 0 0 0 1 1 1 1 1 1 1 1 0 0 0 0 0 0 0 0 1 1 1 1 1 1 1 1
r2a 0 0 0 1 1 1 1 0 0 0 0 1 1 1 1 0 0 0 0 1 1 1 1 0 0 0 0 1 1 1 1
r3a 0 1 1 0 0 1 1 0 0 1 1 0 0 1 1 0 0 1 1 0 0 1 1 0 0 1 1 0 0 1 1
r4a 1 0 1 0 1 0 1 0 1 0 1 0 1 0 1 0 1 0 1 0 1 0 1 0 1 0 1 0 1 0 1
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Из формул (7), (8), (12) следует:

	 W
I

H
R

H
Rm р

m
ma

р
ma, , ,1 0

1 0 0
� � �

�

�
�

�

�
� �

�

�
�

�

�
�

�
	 (13)

где H р  – расширенная матрица H , содержащая 
в своих строках элементы мультипликативной 
группы, построенной на основе H1  – от эле-

мента 0 00 0 1  0
Tα  до ( C N m� � �� � �1 2)-го 

элемента, всего C N m N� � �� � � �1 1  элементов. 
Далее отметим, что H1 1 0 0 0 0 1 0 0 0� � � � �� � � �…[ ] = …[ ]т т. То 
есть, сохранив в матрице Wm р, ,1 0� �  лишь N  пер-
вых строк, можно записать матрицу, состоящую 
из функций Уолша без нулевого символа при их 
нумерации от нуля в следующем виде:

	 W Rm m ma

m

m

N

x x x

x x x

x x

1 0 1

0 0 1 0 1 0

0 1 1 1 1 1

0 1

, ,

, , ,

, , ,

,

� �

�

�

�

� �

�

�

� � � �
I T

11 1 1 1, ,

,

N m N

ma

x� � ��

�

�

�
�
�
�
�

�

�

�
�
�
�
�

R 	 (14)

причем все строки матрицы Im
T

,1  – это элемен-
ты мультипликативной группы поля Галуа, по-
строенной на основе матрицы H1  с первообраз-
ным элементом

α 0
0 0 1 0 1 01

1 0 0 0H = …  = …[ ]−x x xm
T T

, , , .

Соответственно, для преобразования любого 
циклического сдвига МП в функцию Уолша без 
нулевого символа при их нумерации с нуля надо 
переставить ее элементарные символы по воз-
растанию значений элементов мультипликатив-
ной группы поля Галуа, построенной на основе 
сопровождающей матрицы полинома вида H2 . 

При этом важное значение имеет выбор перво-
образного элемента группы 0

2Hα , в зависимости 
от которого данный циклический сдвиг может 
быть преобразован к любой строке матрицы 
Wm 1 0,� �. Но при заданном αα0

2H соответствие 
между циклическими сдвигами преобразуемой 
МП и строками матрицы Wm 1 0,� �  будет взаимно 
однозначным, т.е. МП с абсолютным цикличе-
ским сдвигом b  будет преобразована в после-
довательность Уолша без нулевого символа при 
их нумерации с нуля, находящуюся в i -й строке 
матрицы Wm 1 0,� �, где i  можно найти, решив урав-

нение H bH2
0

2

i�� � . При этом в строках матрицы

	 W

r r r

r r
m

a a m m a

a a

x x x

x x x
1 0

0 0 0 1 0 1 1 0 1

0 1 0 1 1 1
,

, , ,

, ,
� �

� �� �

�

� ���

� ��� mm m a

N a N a m N m ax x x

� �� �

� � � � �� �� ���

�

�

�
�
�
�
�

1 1 1

0 1 0 1 1 1 1 1 1

,

, , ,

r

r r r

�

��

�

�

�
�
�
�
�
�

	 (15)

аналоги функций Радемахера складываются по 
модулю 2 с весовыми коэффициентами, пред-
ставляющими собой символы элементов муль-
типликативной группы поля, построенной на 
основе сопровождающей матрицы полинома H1  
с первообразным элементом α0

1
1 0 0 0H = …[ ]� � � � � T . 

(В (15) ⊕  – обозначение операции суммирова-
ния по модулю 2.) Соответственно, в i -й стро-
ке матрицы Wm 1 0,� �  будет находиться функция 
Уолша без нулевого символа при их нумерации 
с нуля, полученная путем суммирования анало-
гов функций Радемахера с весовыми коэффици-
ентами, равными значениям символов вектора 
x H H� 1

0
1

i�� . Таким образом, любая i -я строка 
матрицы (15)
	 w r r ri i a i a m i m ax x x1 0 0 0 1 1 1 1, , , ,� � � �� �� � ���    (16)

является функцией Уолша без нулевого символа 
при их нумерации с нуля, где

	

x

x

x

i

i

m i

i

0

1

1

1

1

0

0

,

,

,

.
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�

�

�

�
�
�
�

H 	 (17)

Произведя замену символов МП в Im n ц, ,  по 
правилу 0 1 1 1� � �, � , получим

	 W

r r r

r r r
m

x x
m

x

x x
m

m

1 1

0 1 1

0 1 1

0 0 1 0 1 0

0 1 1 1

,

, , ,

, ,

�� �

�� �

���

� �� �

� �� �

�

��

�� �

�

� � � �� �� �

�

�

�
�
�
�
�
�
�

�

�

�
�
�
�

x

x x
m

x

m

N N m N

1 1

0 1 1 1 1 1
0 1 1

,

, , ,

�

r r r

��
�
�

,   (18)



РАДИОТЕХНИКА  И  ЭЛЕКТРОНИКА        том   69       № 2        2024

131СИНХРОНИЗАЦИЯ М-ПОСЛЕДОВАТЕЛЬНОСТЕЙ

где r r0 1, ,� �� �m  – функции Радемахера с элемен-
тами (1,–1) без нулевого символа при их нуме-
рации с нуля. При этом i -я строка матрицы 
Wm 1 1,�� �  задается как

	w r r ri
x x

m
xi i m i i N1 1 0 1 1

0 1 1 0 1,
, , , , , , ,�� � �� �� � �� � � � �� �  (19)

где степени функций Радемахера по-прежнему 
рассчитываются по формуле (17). 

Дополнив матрицу функций Уолша (18) нуле-
вой строкой при их нумерации с нуля и крайним 
левым столбцом, состоящими из единиц, по-
лучим полный набор ортогональных базисных 
функций Уолша, способ упорядочения которых 
в этой матрице (кроме нулевой строки, состо-
ящей лишь из единиц) определяется последо-
вательностью элементов мультипликативной 
группы поля Галуа по модулю неприводимого 
примитивного полинома f xm � �  с коэффициен-
тами a a a am m0 1 2 1, , , ,� � � �� � �  и его сопровождающей 
матрицей вида H1  при первообразном элементе 
α0

1
1 0 0 0H = …[ ]T. 

Рассмотрим матрицу Wm
T

1 1,�� � . Она состоит 
из строк, в которых циклические сдвиги МП 
упорядочены по номеру строки, т.е. каждая МП 
начинается с блока из m  символов, соответству-
ющих двоичному представлению номера стро-
ки, в которой она находится в матрице Wm

T
1 1,�� � ,  

а по столбцам этой матрицы располагаются 
функции Уолша, упорядоченные по элементам 
мультипликативной группы поля Галуа, соответ-
ствующей матрице H1 . Поэтому перестановка 
столбцов этой матрицы по возрастанию значе-
ний элементов мультипликативной группы поля 
Галуа, построенной на основе сопровождающей 
матрицы ее полинома вида H1  при первообраз-
ном элементе α0

1
1 0 0 0H = …[ ]T, приводит эту 

матрицу к матрице Адамара без нулевых столбца 
и строки при их нумерации с нуля. В каждой i-й 
строке этой матрицы находится функция Уолша 
без нулевого символа при их нумерации с нуля

	
w r r ri

h h
m

hi i m i

i N

1 1 0 1 1
0 1 1

0 1

,
, , , ,

, , ,

−( ) −( )= ⋅ ⋅ …⋅

= … −

−
Ад �

	 (20)

где h h hi i m i0 1 1, , ,, , ,� �� �  – значения разрядов двоич-
ного представления номера строки j  ( hm i−1,  – 
младший разряд). 

3. СИНХРОНИЗАЦИЯ МП

Первый способ синхронизации МП пред-
полагает следующую последовательность дей-
ствий:

1)	значения дискретного сигнала X N ,  полу-
ченные с выхода синфазного или квадратурного 
канала приемника, переставляются по возрас-
танию значений элементов мультипликативной 
группы 0 1 1

2 2 2H H H, , Nα α α  при любом выбран-
ном 0

2Hα ; т.е. значения X N  записываются в за-
поминающее устройство, причем нулевое значе-
ние при их нумерации с нуля – в ячейку памяти с 
адресом �α0

2H , первое – в ячейку с адресом �α1
2H  и 

т.д. при нумерации ячеек памяти от 0 до N ; при 
этом нулевая ячейка памяти останется свобод-
ной, так как у мультипликативной группы поля 
Галуа отсутствует элемент 0 0 … 0;

2)	в ячейку памяти с номером 0 записывается 
единица, и производится быстрое преобразова-
ние Адамара (БПА) полученного вектора;

3)	считывается номер ячейки i , в которой 
оказалось наибольшее значение результата БПА 
(нулевая ячейка игнорируется); таким образом, 
идентифицируется строка матрицы Адамара, к 
которой преобразован циклический сдвиг ис-
ходной МП; 

4)	обратное двоичное представление i , т.е. 
h h hm i m i i� � �1 2 0, , ,  рассматривается как элемент 
мультипликативной группы поля Галуа, постро-
енного на основе сопровождающей матрицы H1  
используемого полинома при первообразном 
элементе α 0

2
1 0 0 0H = …[ ]T; 

5)	определяется номер строки, в которой на-
ходится полученная функция Уолша в Wm 1 1,�� � , 
упорядоченной по значениям элементов муль-
типликативной группы поля Галуа, построенной 
на основе H1 � (далее – группы 1), при решении 
уравнения H H1

0
1 2 01

i
m j m j j

тh h h�� � �� �[ ], , ,  отно-
сительно i ;

6)	искомый начальный блок МП вычисляется 
по формуле b H H2

0
2

i α .
На практике решение матричного уравне-

ния п. 5 и вычисления п. 6 можно реализовать 
с помощью генераторов мультипликативных 
групп поля Галуа, формируемых на основе со-
провождающих матриц исходного полинома H1  
и H2  (далее – группы 1 и 2). Для первого из них 
α0

1
1 0 0 0H = …[ ]� � � � � T , а для второго первообразный 
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элемент совпадает с �α0
2H , с которого начина-

лась перестановка значений X N . Когда числа 
на выходе этих генераторов совпадут, на выходе 
генератора группы 2 будет искомый начальный 
блок МП. 

Другой вариант этого алгоритма предполагает 
перестановку содержимого ячеек памяти запо-
минающего устройства после выполнения БПА 
в соответствии с последовательностью элемен-
тов группы 1. То есть после выполнения п. 2 надо 
запустить генератор этой группы с первообраз-
ным элементом α0

1
1 0 0 0H = …[ ]T  и переставить 

содержимое 1-й ячейки по адресу 0
1Hα , 2-й – по 

адресу 1
1Hα  и т.д. Затем необходимо определить 

номер ячейки с максимальным содержимым. 
Этот номер будет соответствовать искомому на-
чальному блоку МП, содержащейся в значения 
дискретного сигнала X N . Найденный началь-
ный блок надо записать в генератор группы 2, с 
выхода которого будет формироваться опорная 
МП.

Таким образом, ключевыми элементами 
устройства синхронизации МП на основе БПА 
являются генераторы мультипликативных групп 
поля Галуа. Нетрудно показать, что генерато-
ры групп 1 и 2 представляют собой варианты 
устройства формирования МП [1]. Действитель-
но, учитывая структуры матриц H1  и H2 , можно 
получить рекуррентные соотношения для эле-
ментов соответствующих мультипликативных 
групп:
для элементов группы 1 –

	

x a x a

x x a x

x x

i m i

i i m i

m i m

0 0 1 1 0

1 0 1 1 1 1

1
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,
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	 (21)

для элементов группы 2 –

	

x x

x x

x a x a x a x

i i

i i

m i i i m m

0 1 1

1 2 1

1 0 0 1 1 1 1 1
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�
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1 1, .i

  (22)

Следуя традиции рассматривать преобра-
зования в полях Галуа, а также формирователи 
МП в виде сдвиговых регистров на D -триггерах 
[1, 21], представим функциональные схемы гене-
раторов мультипликативных групп 1 и 2 так, как 

это показано на рис. 1а и 1б. Как видно, значе-
ния элементов групп считываются параллельно 
с выходов всех триггеров (ячеек памяти) сдвиго-
вых регистров, а с каждого триггера последова-
тельно – МП со сдвигами, соответствующими 
структуре матрицы H1  или H2 .

В момент, в который в ячейках памяти ге-
нератора группы 2 окажется искомый началь-
ный блок входной МП, последовательность 
x x xi i i0 0 1 0 2, , ,, ,� � �  с выхода его триггера D0 � бу-
дет формироваться синхронно с ней, если этот 
генератор, как и генератор группы 1, работает 
с тактовой частотой входной МП. Кроме того, 
необходимо, чтобы длительность времени всех 
преобразований и операций, описанных выше, 
была равно нулю, что невозможно. В действи-
тельности работа цифрового устройства син-
хронизации, разработанного с использованием 
современных микропроцессорных технологий, 
может осуществляться с максимально достижи-
мой для него скоростью и своей тактовой ча-
стотой, и, подчеркнем еще раз, представление 
в этой работе генераторов мультипликативных 
групп в виде сдвиговых регистров на D -тригге-
рах – лишь дань традиции.

Таким образом, необходимо, во-первых, фик-
сировать суммарную длительность времени всех 
выполненных операций, выражая ее в единицах 
длительности элементарного импульса входной 
МП, во-вторых, сдвинуть формируемую опор-
ную МП с выхода триггера D0  генератора груп-
пы 2 на соответствующее число элементарных 
символов; в-третьих, понизить тактовую частоту 
формируемой опорной МП до частоты входной 
МП. Таким образом, генератор группы 2 удобно 
использовать в качестве формирователя опор-
ной МП, синхронной с входной МП, посколь-
ку значения любых m  элементарных символов 
формируемой МП, следующих с триггера D0,  
совпадают с символами мультипликативной 
группы 2, оказавшихся записанными в ячейках 
памяти его сдвигового регистра в момент появ-
ления первого символа из этих m  символов.

Второй, более простой алгоритм синхро-
низации МП, соответствует матрице Wm

T
1 1,�� � : 

значения X N  надо переставить по возрастанию 
элементов мультипликативной группы поля Га-
луа, построенной на основе сопровождающей 
матрицы полинома вида H1 , но только лишь 
при первообразном элементе α0

1
1 0 0 0H = …[ ]� � � � � T . 

После выполнения БПА номер ячейки памяти 
запоминающего устройства, в которой оказа-
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лось максимальное значение, представленное 
в двоичной системе счисления, и будет началь-
ным блоком МП, содержавшейся в X N . Этот на-
чальный блок следует записать в ячейки памяти 
генератора группы 2, в результате чего опорная 
МП будет формироваться именно с этого на-
чального блока. Таким образом, в данном случае 
необходимо использовать как генератор груп-
пы 1, так и генератор группы 2.

Подчеркнем, что способ синхронизации МП, 
основанный на перестановке символов вход-

ной МП в соответствии с мультипликативной 
группой, формируемой на основе матрицы H1  
(более простой алгоритм), предполагает един-
ственный вариант перестановки такого рода, и 
мультипликативная группа, на основе которой 
она производится, всегда должна начинаться с 
α0

1
1 0 0 0H = …[ ]T. Перестановка в соответствии 

с той же мультипликативной группой, но с дру-
гим первообразным элементом не позволит пре-
образовать МП к виду функции Уолша. Кроме 
того, данный подход предполагает, что соответ-

0, i

(а)

ГТИ

(б)

ГТИ

D1 D2 Dm-2 m-1DD0

D1 D2 Dm-2 m-1DD0

a1 a2 am-1am-1

Ввод первообразованого элемента α0
H

2
  

Ввод первообразованого элемента α0
H

1
  

...

a1 a2 a3 am-1...

...x 1, ix 2, ix m-2,ix m-1,ix

0, i ...x 1, ix 2, ix m-2,ix m-1,ix

Рис. 1. Генераторы мультипликативных групп 1 (а) и 2 (б) поля Галуа по модулю неприводимого примитивного полинома 
с коэффициентами a a a am m0 1 2 1, , , ,� � � �� � � ; ГТИ – генератор тактовых импульсов. 
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ствие между циклическим сдвигом МП и функ-
цией Уолша в матрице Адамара является един-
ственно возможным.

Напротив, перестановка символов МП в со-
ответствии с мультипликативной группой, фор-
мируемой на основе матрицы H2  (более слож-
ный алгоритм), может производиться с любого 
первообразного элемента 0

2Hα , в результате чего 
любой циклический сдвиг входной МП мож-
но привести к любой функции Уолша, но при 
выбранном 0

2Hα  – только к одной такой функ-
ции. Кроме того, если заранее известен диапа-
зон циклических сдвигов, в пределах которого 
может находиться сдвиг входной МП, либо не-
сколько ее циклических сдвигов при многолуче-
вом распространении сигнала, то перестановка 
символов МП в соответствии с мультипликатив-
ной группой 2 преобразует их в последователь-
ности Уолша без нулевого символа при их нуме-
рации от нуля, следующие непосредственно друг 
за другом в матрице из этих функций, упорядо-
ченной в соответствии с мультипликативной 
группой 1. Тогда, учитывая, что в матрице Ада-
мара сохраняются только эти функции, можно 
оптимизировать алгоритм БПА, снизив его вы-
числительную сложность. Другие циклические 
сдвиги входной МП могут быть приведены к тем 
же функциям Уолша без нулевого символа при 
их нумерации с нуля при выборе 0

2Hα  группы 2, 
в соответствии с которой производится переста-
новка символов. 

Таким образом, если известен диапазон воз-
можных циклических сдвигов принимаемой 
МП, то можно выбрать соответствующее значе-
ние 0

2Hα  и преобразовать ее к одной из несколь-
ких функций Уолша, следующих друг за другом 
в матрице Адамара. Любой другой циклический 
сдвиг МП с той же шириной области неопреде-
ленности по времени может быть приведен к ка-
кой-то функции Уолша из того же их набора при 
выборе 0

2Hα . Таким образом, для обнаружения 
любого циклического сдвига МП можно исполь-
зовать БПА в одном и том же усеченном базисе 
функций Уолша–Адамара. Если этот усеченный 
базис содержит относительно небольшое число 
функций Уолша, то вычисления в соответствии 
с п. 5 и 6 могут не потребоваться.

ЗАКЛЮЧЕНИЕ
1.	 Алгоритм перестановки значений дискрет-

ного сигнала при его преобразовании к строке 
матрицы функций Уолша, а также способ иден-
тификации циклического сдвига соответствую-

щей ПСП после выполнения БПА, зависят от 
выбора структуры матрицы-циркулянта этой 
ПСП. 

2.	Матрица-циркулянт МП, строки которой 
начинаются с блоков двоичных символов, соот-
ветствующих десятичным номерам этих строк 
при их двоично-десятичном кодировании, мо-
жет быть приведена к матрице Адамара без нуле-
вых строки и столбца при их нумерации от нуля 
путем перестановки столбцов матрицы в соот-
ветствии со значениями единственной мульти-
пликативной группы расширенного поля Галуа. 
Способ формирования этой группы соответ-
ствует рис. 1а и виду H1  сопровождающей ма-
трицы исходного неприводимого примитивного 
полинома, и только при значении первообраз-
ного элемента этой группы α0

1
1 0 0 0H = …[ ]T. 

3.	Любая из N  упорядоченных матриц-цир-
кулянтов МП может быть приведена к матрице 
из функций Уолша, упорядоченной по степе-
ням мультипликативной группы расширенного 
поля Галуа, где N  – длина МП. В этом случае 
перестановка столбцов матрицы-циркулянта 
должна производиться по возрастанию значе-
ний элементов мультипликативной группы поля 
Галуа, соответствующей виду матрицы H2.  При 
этом любой циклический сдвиг МП может быть 
приведен к любой функции Уолша без нулево-
го символа при их нумерации от нуля в зависи-
мости от выбора первообразного элемента α0

2H  
данной группы, который и определяет структу-
ру матрицы-циркулянта. Но при данном зна-
чении α0

2H  соответствие между преобразуемым 
циклическим сдвигом МП и функцией Уолша 
без нулевого символа при их нумерации от нуля 
является взаимно однозначным. Таким обра-
зом, все возможные матрицы-циркулянты МП, 
каждая последующая строка которой сдвинута 
циклически относительно предыдущей строки 
на один символ, приводятся к одной и той же 
матрице функций Уолша без нулевых символов 
при их нумерации от нуля. Получаемая матрица 
функций Уолша упорядочена по степеням эле-
ментов мультипликативной группы поля Галуа 
с первообразным элементом α 0

1
1 0 0 0H = …[ ]т 

и соответствует сопровождающей матрице по-
линома вида H1 , Отметим также важное свой-
ство данного преобразования матриц: если при 
выбранном α0

2H , определяющем структуру ма-
трицы-циркулянта со строками, упорядочен-
ными по циклическим сдвигам МП, некоторая 
ее i-я строка приводится к u-й строке матрицы 
функций Уолша без нулевого символа при их 
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нумерации от нуля, то при выборе в качестве 
первообразного элемента α0

2

+ l
H  эта же стро-

ка матрицы-циркулянта приводится к u l�� � -й 
строке матрицы функций Уолша. 

4.	Матрица Адамара может быть получена из 
матрицы функций Уолша, упорядоченной по 
степеням максимальной мультипликативной 
группы поля Галуа, путем перестановки ее строк 
по возрастанию значений элементов этой груп-
пы и добавлением нулевой строки и нулевого 
столбца при их нумерации от нуля.

5.	Любой из способов преобразования МП 
в соответствии с правилами, описанными в 
п. 2 и 3, позволяет привести ее к функции Уолша 
без нулевого символа при их нумерации от нуля, 
а последующее добавление к ней этого символа 
и преобразование полученного вектора с помо-
щью БПА – быстро вычислить периодическую 
автокорреляционную функцию МП с поправкой 
на разницу в длинах МП и последовательностей 
Уолша; выигрыш по вычислительной сложно-
сти будет в N m  раз по сравнению с традици-
онным алгоритмом вычисления дискретной 
свертки МП.

Авторы заявляют об отсутствии конфликта 
интересов.
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Options have been developed for constructing circulant matrices of any M-sequence (MS) based on 
automorphic multiplicative groups of the extended Galois field, constructed using an irreducible primitive 
polynomial, on the basis of which the original MS is formed. The result of this approach is the identification 
of new methods for transforming MS circulant matrices to a matrix of Walsh functions, ordered by the powers 
of the antiderivative element of the field. It is shown for the first time that, depending on the initial conditions 
of the transformation, a set of any number of any cyclic shifts of the MP, shifted relative to each other by one 
symbol, can be transformed to any rows of the ordered matrix of Walsh functions, following one another. This 
circumstance makes it possible to simplify the MS synchronization algorithm for a known range of its cyclic 
shifts, especially in the case of large periods of its repetition, and also to reduce the computational complexity of 
the processing algorithm when working in a truncated basis of Walsh–Hadamard functions.

Keywords: M-sequences, circulant matrix, Walsh function matrix, noise-like complex signals, multiplicative 
Galois field groups, fast Hadamard transform.
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На основе анализа структур изоморфных мультипликативных групп расширенных полей Галуа уста-
новлено, что любой циклический сдвиг псевдослучайной последовательности Голда может быть 
преобразован к функции, принадлежащей к полному набору аналогов функций Радемахера соответ-
ствующей размерности. Это позволило разработать новый алгоритм быстрой синхронизации после-
довательностей Голда на основе вычисления их дискретной свертки с использованием быстрого спек-
трального преобразования в усеченном базисе функций Уолша–Адамара. Выигрыш разработанного 
алгоритма по числу арифметических операций по сравнению с традиционным способом вычисле-
ния дискретной свертки увеличивается с ростом длины последовательности N  и при N = 511 1023. �   
составляет приблизительно 3.4 раза.
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ВВЕДЕНИЕ
Проблема быстрой синхронизации шумопо-

добных сложных сигналов (СлС), формируемых 
на основе псевдослучайных последовательно-
стей (ПСП) Голда [1–6], используемых в насто-
ящее время во многих радиосистемах, включая 
спутниковые радионавигационные [1], не реше-
на. В последних работах, посвященных данной 
проблеме [5, 6], рассматриваются ПСП Голда, 
формируемые при помощи двоичного подклас-
са последовательностей Гордона–Милса–Велча 
(ГМВ-последовательности) [7], которые не су-
ществуют при N m� �2 1 где m = …5 7 11 13 17, , , , , .  
Учитывая, что отсутствуют ПСП Голда для ￼
m = 8 12 16, , , можно сделать вывод, что метод 
синхронизации ПСП Голда, предложенный 
в этих работах, может быть применим к ПСП 
лишь четырех длин, используемым в прак-
тических приложениях в настоящее время –  
511 1023 16283 32567, , ,� � . Основной проблемой дан-
ного подхода, используемого также и в более 
ранних работах [7, 8], но лишь применительно 

к ГМВ-последовательностям, является увеличе-
ние боковых пиков периодических автокорреля-
ционных функций (ПАКФ) [9] коротких ПСП, к 
которым преобразуется исходная более длинная 
ПСП, по отношению к неизменному по величи-
не центральному пику ПАКФ. 

В работах [7, 8], посвященных разработке ме-
тодов поиска (синхронизации) дискретных сиг-
налов на основе быстрых методов декодирова-
ния кодов, рассматриваются не отдельные ПСП 
Голда, а коды Голда, образованные на основе 
двух предпочтительных М-последовательно-
стей (МП), когда слова кода представляют собой 
разные по структуре ПСП [2, 3]. Очевидно, что 
решенная задача не имеет прямого отношения 
к проблеме синхронизации СлС по времени, 
поскольку необходимо рассматривать блоковый 
код, образованный циклическими сдвигами од-
ной и той же ПСП Голда. Но, очевидно, в этих 
работах не удалось установить взаимосвязь меж-
ду структурой матрицы-циркулянта ПСП Голда 
и изоморфными мультипликативными группа-
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бой циклический сдвиг МП может быть приве-
ден к любой функции Уолша без нулевого сим-
вола при их нумерации от нуля в зависимости от 
выбора первообразного элемента 0

2Hα  данной 
группы, который и определяет структуру матри-
цы-циркулянта и циклический сдвиг ее первой 
строки. Но при данном значении 0

2Hα  соответ-
ствие между преобразуемым циклическим сдви-
гом МП и функцией Уолша без нулевого симво-
ла при их нумерации от нуля является взаимно 
однозначным. Таким образом, все возможные 
матрицы-циркулянты МП, каждая последую-
щая строка которой сдвинута циклически отно-
сительно предыдущей строки на один символ, 
приводятся к одной и той же матрице функций 
Уолша без нулевых символов при их нумера-
ции от нуля. Строки этой матрицы упорядоче-
ны по степеням элементов мультипликативной 
группы поля Галуа с первообразным элементом 
α0

1
1 0 0 0H = …[ ]T  при сопровождающей матрице 

исходного полинома вида H1  [см. [13]). 
Цель данной работы1 – исследование способа 

построения матриц-циркулянтов ПСП Голда и 
взаимосвязи их структуры с изоморфными муль-
типликативными группами полей Галуа, а также 
способов приведения матриц-циркулянтов этих 

ПСП к функциям Уолша с целью разработки 
быстрого способа синхронизации ПСП Голда 
при обработке шумоподобных СлС.

1. ПОСТРОЕНИЕ МАТРИЦЫ-ЦИРКУЛЯНТА 
ПСП ГОЛДА

Матрицы-циркулянты последовательностей 
Голда получим путем суммирования по модулю 
2 (mod 2) матриц Im ц, ,2  (см. [13]) двух так назы-
ваемых предпочтительных МП [3, 4, 9]. Пусть на 
основе сопровождающей матрицы H2  первого 
предпочтительного полинома и первообразно-
го элемента �α0

1 2H  построена матрица-циркулянт 
МП α0

1 2

1
2

H
Im ц, , , а на основе матрицы H2 , но вто-

рого предпочтительного полинома и первооб-
разного элемента 0

2 2

z
Hα – матрица ��0

2 2

2
2� z m ц

H
I , , .  

Тогда матрицы-циркулянты всего набора после-
довательностей Голда, соответствующих этим 
двум предпочтительным МП, кроме них самих, 
можно описать как: 

	
I I Im ц g m ц m цz

z N

z, , . , , , , ,

, ,

2
1

2
2

20
1 2

0
2 2

0 1

( ) = ⊕

= … −

+α αH H 	 (1)

1	 Данная статья является продолжением [13], поэтому  
в дальнейшем используются обозначения, введенные 
в ней.

ми полей Галуа [10, 11], на основе которых по-
строены предпочтительные МП, образующие 
его. Это объясняется тем, что в работах [7, 8], а 
также [12], указывается лишь на одну структуру 
исходных матриц-циркулянтов МП, не позволя-
ющую выявить такую взаимосвязь. Строки та-
ких матриц начинаются с блоков двоичных сим-
волов, соответствующих десятичным номерам 
этих строк при их двоично-десятичном кодиро-
вании. Указывается лишь на очевидную возмож-
ность преобразования такого рода матриц-цир-
кулянтов МП к матрице Уолша–Адамара при 
перестановке ее столбцов по возрастанию зна-
чений элементов мультипликативной группы 
поля Галуа, построенного на основе исходного 
неприводимого примитивного полинома. Но, 
как показано в [13], в одном и том же поле Галуа 
существуют по меньшей мере четыре разные по 
структуре мультипликативные группы и показа-
но, как на основе любой такой группы постро-
ить матрицу-циркулянт МП, соответствующую 
ей. Таким образом, тип мультипликативной 
группы, соответствующий матрице-циркулянту 
МП, рассмотренной в [7, 8, 12], не выявлен. И 
лишь в [13] показано, что преобразование ма-
трицы-циркулянта МП, описанной выше, H1  
(см. [13]), и только для первообразного элемен-
та группы α 0

1
1 0 0 0 0H = [ ]T  ( �� �T  – обозначение 

операции транспонирования матрицы). Также 
показано, что в случае перестановки отсчетов 
входного СлС начиная с любого другого перво-
образного элемента этой группы или использо-
вания любой другой мультипликативной группы 
того же поля, указанная матрица не приводится 
к матрице Уолша–Адамара, т.е. при такой пере-
становке никакой циклический МП не приво-
дится ни к какой функции Уолша без нулевого 
символа при их нумерации от нуля. Кроме того, 
очевидно, что, суммируя матрицы-циркулянты 
предпочтительных МП структуры, описанной 
выше, невозможно получить матрицу-цирку-
лянт ПСП Голда, а лишь разные по структуре 
ПСП этого типа. 

В [13] впервые рассматриваются упорядочен-
ные матрицы-циркулянты МП любой размер-
ности N , в которых каждая последующая строка 
матрицы сдвинута циклически на один символ, 
по сравнению с предыдущей строкой. В этом 
случае перестановка столбцов матрицы-цирку-
лянта производится по возрастанию значений 
элементов мультипликативной группы поля Га-
луа, соответствующей виду сопровождающей 
матрицы полинома H2  (см. [13]). При этом лю-
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где ⊕  – обозначение операции суммирования 
по модулю 2.

В качестве примера матрица-циркулянт 
кода Голда, построенного на основе полиномов 
f x x x x x5

5 4 2 1� � � � � � �  и f x x x5
5 3 1� � � � �  

при α α0
1

0
22 2

10 0 0 0H H= = [ ]T  и z = 0  приведена 
в табл. 1. Как видно, она является упорядочен-
ной, т.е. каждая ее последующая строка цикли-
чески сдвинута на один символ, по сравнению с 
предыдущей (см. [16]).

На рис. 1 представлена периодическая вза-
имно корреляционная функция (ПВКФ) [2] 
χПВКФ i( ) этой ПСП Голда и МП, сформирован-
ной на основе второго из двух указанных выше 
полиномов. Значения ПВКФ при отрицатель-
ных i  получены при зеркальном отображении 
графика относительно оси ординат. Таким обра-
зом, матрица, приведенная в табл.1, соответству-
ет последовательности Голда, поскольку получе-
на трехуровневая ПВКФ. 

Таблица 1. Матрица-циркулянт кода Голда, соответствующая предпочтительным полиномам 
f x x x x x5

5 4 2 1� � � � � � �  и f x x x5
5 3 1� � � � �  при α α0

1
0

22 2
10 0 0 0H H= = [ ]T  и z = 0

Суммы  
по mod 2 

циклических 
сдвигов МП

k

i0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 21 22 23 24 25 26 27 28 29 30
[αk1H2 + α2H2]10

0 0 1 2 4 8 16 1 2 5 11 23 15 30 29 27 23 15 30 28 24 16 0 1 2 4 9 18 4 8 16
x1,0,k ⊕ x2,0,k 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 1 0 1 1 1 1 0 1 1 1 1 0 0 0 0 0 1 0 0 1 0
x1,1,k ⊕ x2,1,k 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 1 0 1 1 1 1 0 1 1 1 1 0 0 0 0 0 1 0 0 1 0 1
x1,2,k ⊕ x2,2,k 0 0 0 0 1 0 0 0 0 1 0 1 1 1 1 0 1 1 1 1 0 0 0 0 0 1 0 0 1 0 0 2
x1,3,k ⊕ x2,3,k 0 0 0 1 0 0 0 0 1 0 1 1 1 1 0 1 1 1 1 0 0 0 0 0 1 0 0 1 0 0 0 3
x1,4,k ⊕ x2,4,k 0 0 1 0 0 0 0 1 0 1 1 1 1 0 1 1 1 1 0 0 0 0 0 1 0 0 1 0 0 0 0 4
x1,5,k ⊕ x2,5,k 0 1 0 0 0 0 1 0 1 1 1 1 0 1 1 1 1 0 0 0 0 0 1 0 0 1 0 0 0 0 0 5
x1,6,k ⊕ x2,6,k 1 0 0 0 0 1 0 1 1 1 1 0 1 1 1 1 0 0 0 0 0 1 0 0 1 0 0 0 0 0 0 6
x1,7,k ⊕ x2,7,k 0 0 0 0 1 0 1 1 1 1 0 1 1 1 1 0 0 0 0 0 1 0 0 1 0 0 0 0 0 0 1 7
x1,8,k ⊕ x2,8,k 0 0 0 1 0 1 1 1 1 0 1 1 1 1 0 0 0 0 0 1 0 0 1 0 0 0 0 0 0 1 0 8
x1,9,k ⊕ x2,9,k 0 0 1 0 1 1 1 1 0 1 1 1 1 0 0 0 0 0 1 0 0 1 0 0 0 0 0 0 1 0 0 9

x1,10,k ⊕ x2,10,k 0 1 0 1 1 1 1 0 1 1 1 1 0 0 0 0 0 1 0 0 1 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 10
x1,11,k ⊕ x2,11,k 1 0 1 1 1 1 0 1 1 1 1 0 0 0 0 0 1 0 0 1 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 11
x1,12,k ⊕ x2,12,k 0 1 1 1 1 0 1 1 1 1 0 0 0 0 0 1 0 0 1 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 1 12
x1,13,k ⊕ x2,13,k 1 1 1 1 0 1 1 1 1 0 0 0 0 0 1 0 0 1 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 1 0 13
x1,14,k ⊕ x2,14,k 1 1 1 0 1 1 1 1 0 0 0 0 0 1 0 0 1 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 1 0 1 14
x1,15,k ⊕ x2,15,k 1 1 0 1 1 1 1 0 0 0 0 0 1 0 0 1 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 1 0 1 1 15
x1,16,k ⊕ x2,16,k 1 0 1 1 1 1 0 0 0 0 0 1 0 0 1 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 1 0 1 1 1 16
x1,17,k ⊕ x2,17,k 0 1 1 1 1 0 0 0 0 0 1 0 0 1 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 1 0 1 1 1 1 17
x1,18,k ⊕ x2,18,k 1 1 1 1 0 0 0 0 0 1 0 0 1 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 1 0 1 1 1 1 0 18
x1,19,k ⊕ x2,19,k 1 1 1 0 0 0 0 0 1 0 0 1 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 1 0 1 1 1 1 0 1 19
x1,20,k ⊕ x2,20,k 1 1 0 0 0 0 0 1 0 0 1 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 1 0 1 1 1 1 0 1 1 20
x1,21,k ⊕ x2,21,k 1 0 0 0 0 0 1 0 0 1 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 1 0 1 1 1 1 0 1 1 1 21
x1,22,k ⊕ x2,22,k 0 0 0 0 0 1 0 0 1 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 1 0 1 1 1 1 0 1 1 1 1 22
x1,23,k ⊕ x2,23,k 0 0 0 0 1 0 0 1 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 1 0 1 1 1 1 0 1 1 1 1 0 23
x1,24,k ⊕ x2,24,k 0 0 0 1 0 0 1 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 1 0 1 1 1 1 0 1 1 1 1 0 0 24
x1,25,k ⊕ x2,25,k 0 0 1 0 0 1 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 1 0 1 1 1 1 0 1 1 1 1 0 0 0 25
x1,26,k ⊕ x2,26,k 0 1 0 0 1 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 1 0 1 1 1 1 0 1 1 1 1 0 0 0 0 26
x1,27,k ⊕ x2,27,k 1 0 0 1 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 1 0 1 1 1 1 0 1 1 1 1 0 0 0 0 0 27
x1,28,k ⊕ x2,28,k 0 0 1 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 1 0 1 1 1 1 0 1 1 1 1 0 0 0 0 0 1 28
x1,29,k ⊕ x2,29,k 0 1 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 1 0 1 1 1 1 0 1 1 1 1 0 0 0 0 0 1 0 29
x1,30,k ⊕ x2,30,k 1 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 1 0 1 1 1 1 0 1 1 1 1 0 0 0 0 0 1 0 0 30
x1,31,k ⊕ x2,31,k 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 1 0 1 1 1 1 0 1 1 1 1 0 0 0 0 0 1 0 0 1 0
x1,32,k ⊕ x2,32,k 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 1 0 1 1 1 1 0 1 1 1 1 0 0 0 0 0 1 0 0 1 0 1
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Упорядоченная матрица-циркулянт кода Гол-
да при выбранных значениях 0

1 2Hα , 0
2 2Hα  и z  

имеет следующий вид:

	 I

I I

I I

Im ц g

m m

m
m

m
m

m
m

mz, , .

, ,

, ,

,2

2
1

2
2

21 2
1

22 2
2

21
2

2
1

22
2( ) =

⊕

⊕

⊕

H H

H H II

I I

m

C N m
m

C N m
m

,

, ,

,
2

2

21 2
1

22 2
2

�

H H( ) ( )

























⊕

 (2)

где Im,2
1  – матрица из m  циклических сдвигов 

первой предпочтительной МП, построенная на 
основе сопровождающей матрицы H21  ее не-
приводимого примитивного полинома, Im,2

2 –  
соответствующая матрица для второй предпоч-
тительной МП, построенная на основе сопро-
вождающей матрицы H22  ее неприводимого 
примитивного полинома. В индексах обозначе-
ний сопровождающих матриц H21 и H22  первый 
символ 2 указывает на то, что рассматриваются 
матрицы вида H2 , а второй символ 1 или 2 – 
на отношение матрицы к первому или второму 
предпочтительному полиному.

Очевидно, что столбцы первых m � строк ма-
трицы (2) представляют собой суммы степеней 
первообразных элементов двух мультипликатив-
ных групп, т.е.

	 = +I Im m, ,2 2⊕ k k k N, , , ,1 2
1 22 2

0 1αα = … −H H  (3)

и значения [ ]k k
1 2 102 2H Hα α  могут совпадать для 

разных k . Кроме того, в (2) возможно появление 
элементов, состоящих лишь из нулей, т.е. сумма 
изоморфных максимальных мультипликатив-
ных групп двух разных полей Галуа не образует 
мультипликативную группу. 

2. ПРЕОБРАЗОВАНИЕ МАТРИЦЫ-
ЦИРКУЛЯНТА ПСП ГОЛДА К АНАЛОГАМ 

ФУНКЦИЙ РАДЕМАХЕРА
Преобразовав символы α αk k

1 22 2H H+  по пра-
вилу 0 1 1 1� � �, �  и переставив столбцы (2) по 
возрастанию k k

1 2
102 2H Hα α , одновременно 

суммируя одинаковые их значения и заменяя от-
сутствующие элементы нулями, получим функ-
ции, у которых имеются символы, отличные от 1 
или –1, а также символы с нулевыми значениями. 
Так, переставляя в соответствии с данным пра-
вилом столбцы матрицы, приведенной в табл. 1, 
получим матрицу, записанную в строках табл. 2. 

Как видно, половина символов преобразо-
ванной матрицы, записанных в ее второй строке, 
положительные или нули, половина отрицатель-
ные или нули, в третьей строке первые восемь 
символов положительные или нули, потом сле-
дуют восемь отрицательных или нулевых симво-
лов, потом опять восемь положительных, потом 
восемь отрицательных и т.д. То есть первые m 
строк матрицы-циркулянта последовательности 
Голда, преобразованные по описанному прави-
лу, являются аналогами функций Радемахера [13] 
(обозначим их как ria, где i = 0, ..., (m – 1) – но-
мер функции), но остальные строки исходной 
матрицы-циркулянта не приводятся к анало-
гам функций Уолша без нулевого символа при 
их нумерации с нуля. Обозначим их как r′i, где  

i = m, ...,  ((C(N) + 1)m –1),  C N
A N

m
� � � � ��

�
�

�

�
� � 1,  A(N) –  

число, максимально близкое к N, делящееся наце-
ло на m и удовлетворяющее неравенству A(N) > N 
[16]. Но функции r′i могут быть приведены к ана-
логам функций Радемахера при выборе соответ-
ствующих первообразных элементов мультипли-
кативных групп. То есть выбрав α0

1 2H  и 0
2 2Hα  и 

переставив столбцы матрицы-циркулянта кода 
Голда по возрастанию k k

1 2
102 2H Hα α , преобра-

зуем первые ее m строк к матрице аналогов функ-
ций Радемахера. Но если столбцы этой матрицы 
переставлять начиная с элемента m m

1 2H H2 2
α α , 

то к аналогам функций Радемахера преобразуют-
ся вторые m строк матрицы-циркулянта кода Гол-
да. При перестановке начиная с m m

H H
2

1
2

22 2
α α  

преобразуем следующие m строк и т.д. Данный 
подход к приведению циклических сдвигов кода 
Голда к аналогам функций Радемахера имеет 
смысл только в том случае, если существует уско-
ренный алгоритм умножения матрицы функций 
Радемахера на вектор, вычислительная сложность 
которого соответствует числу элементарных ма-
тематических операций, значимо меньшему mN, 

χ пв
кф
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Рис. 1. Периодическая взаимно корреляционная функция 
кодов Голда. 
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поскольку именно такая сложность соответствует 
умножению матрицы размером m × N на столбец. 

3. БЫСТРЫЙ АЛГОРИТМ 
СИНХРОНИЗАЦИИ ПСП ГОЛДА

Функции Радемахера располагаются в строках 
матрицы Адамара A m  порядка 2m  с номерами 

y vv m= = … −2 0 1 2 3 2 1, , , ,� � � �  (например, при m = 5  –  
в строках с номерами 1, 2, 4, 8, 16, при m = 9 �  – в 
строках с номерами 1, 2, 4, 8, 16, 32, 64, 128, 256, 
при m = 10  – в строках с номерами 1, 2, 4, 8, 16, 
32, 64, 128, 256, 512 и т.д.). Матрица A m  может 
быть представлена в виде простого произведе-
ния слабо заполненных матриц B1 , B2 ,…, �Bm.  

Таблица 2. Результат преобразования матрицы-циркулянта кода Голда по возрастанию значений суммы муль-
типликативных групп

Преобра
зованные 

циклические 
сдвиги ПСП 

Голда

k
i

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 21 22 23 24 25 26 27 28 29 30
r 0а 3 3 3 0 3 1 0 0 2 1 0 1 0 0 0 2 –3 0 –1 0 0 0 0 –2 –1 0 0 –1 –1 –1 –2 0
r 1а 3 3 3 0 3 1 0 0 –2 –1 0 –1 0 0 0 –2 3 0 1 0 0 0 0 2 –1 0 0 –1 –1 –1 –2 1
r 2а 3 3 3 0 –3 –1 0 0 2 1 0 1 0 0 0 –2 3 0 1 0 0 0 0 –2 1 0 0 1 –1 –1 –2 2
r 3а 3 3 –3 0 3 1 0 0 2 1 0 –1 0 0 0 –2 3 0 –1 0 0 0 0 –2 1 0 0 –1 1 1 –2 3
r 4а 3 –3 3 0 3 –1 0 0 2 –1 0 –1 0 0 0 –2 3 0 1 0 0 0 0 –2 1 0 0 –1 1 –1 2 4
r' 5 –1 3 1 0 1 –1 0 0 2 1 0 –1 0 0 0 2 1 0 1 0 0 0 0 –2 1 0 0 –1 1 –1 0 5
r' 6 1 1 –1 0 3 –1 0 0 0 1 0 –1 0 0 0 0 1 0 1 0 0 0 0 2 1 0 0 –1 1 –1 0 6
r' 7 3 –1 1 0 1 –1 0 0 2 1 0 1 0 0 0 0 –1 0 1 0 0 0 0 0 –1 0 0 1 1 –1 0 7
r' 8 1 1 –1 0 3 1 0 0 –2 1 0 –1 0 0 0 0 1 0 1 0 0 0 0 0 1 0 0 1 –1 1 0 8
r' 9 3 –1 3 0 –1 –1 0 0 0 1 0 –1 0 0 0 0 –1 0 1 0 0 0 0 0 1 0 0 1 1 1 0 9
r' 10 1 3 –1 0 1 –1 0 0 0 1 0 –1 0 0 0 0 1 0 –1 0 0 0 0 0 –1 0 0 1 1 1 2 10
r' 11 1 –1 –1 0 1 –1 0 0 0 –1 0 –1 0 0 0 2 3 0 1 0 0 0 0 0 1 0 0 1 –1 1 2 11
r' 12 1 –1 –1 0 –1 –1 0 0 2 1 0 1 0 0 0 2 –1 0 1 0 0 0 0 2 1 0 0 –1 1 1 0 12
r' 13 –1 –1 –3 0 3 1 0 0 –2 1 0 1 0 0 0 0 1 0 1 0 0 0 0 2 1 0 0 1 1 –1 2 13
r' 14 –1 –3 3 0 –1 1 0 0 0 1 0 1 0 0 0 2 –1 0 1 0 0 0 0 0 1 0 0 1 1 1 0 14
r' 15 –3 3 1 0 1 1 0 0 –2 1 0 1 0 0 0 0 –1 0 –1 0 0 0 0 2 1 0 0 –1 1 1 2 15
r' 16 1 1 1 0 –1 1 0 0 –2 –1 0 1 0 0 0 2 –1 0 1 0 0 0 0 0 1 0 0 1 1 –1 2 16
r' 17 1 1 1 0 –3 1 0 0 0 1 0 –1 0 0 0 2 1 0 –1 0 0 0 0 2 –1 0 0 1 1 1 0 17
r' 18 –1 1 –1 0 1 –1 0 0 0 –1 0 1 0 0 0 0 3 0 –1 0 0 0 0 2 1 0 0 1 –1 1 2 18
r' 19 –1 –1 1 0 –1 1 0 0 2 –1 0 1 0 0 0 2 1 0 –1 0 0 0 0 0 1 0 0 1 1 1 0 19
r' 20 –3 1 1 0 1 1 0 0 0 –1 0 –1 0 0 0 0 1 0 –1 0 0 0 0 2 1 0 0 1 1 1 2 20
r' 21 1 1 1 0 –1 –1 0 0 0 –1 0 1 0 0 0 2 –3 0 1 0 0 0 0 0 1 0 0 1 1 1 2 21
r' 22 1 1 –1 0 –1 1 0 0 –2 1 0 1 0 0 0 2 1 0 –1 0 0 0 0 2 –1 0 0 –1 1 1 2 22
r' 23 1 –1 1 0 –1 1 0 0 0 –1 0 1 0 0 0 2 1 0 –1 0 0 0 0 2 1 0 0 1 –1 –1 2 23
r' 24 1 1 1 0 –1 1 0 0 2 –1 0 1 0 0 0 2 –1 0 –1 0 0 0 0 2 –1 0 0 1 1 1 –2 24
r' 25 1 1 1 0 1 1 0 0 0 –1 0 1 0 0 0 –2 1 0 –1 0 0 0 0 2 –1 0 0 1 –1 1 2 25
r' 26 1 1 1 0 –1 1 0 0 2 –1 0 1 0 0 0 2 1 0 1 0 0 0 0 –2 –1 0 0 1 –1 1 0 26
r' 27 –1 1 –1 0 1 1 0 0 2 1 0 –1 0 0 0 0 3 0 1 0 0 0 0 2 –1 0 0 –1 –1 1 0 27
r' 28 1 –1 1 0 3 –1 0 0 2 1 0 1 0 0 0 0 –1 0 1 0 0 0 0 0 1 0 0 1 –1 –1 0 28
r' 29 –1 1 1 0 3 1 0 0 0 1 0 1 0 0 0 0 1 0 1 0 0 0 0 0 –1 0 0 –1 1 1 –2 29
r' 30 –1 1 3 0 1 1 0 0 2 1 0 1 0 0 0 –2 1 0 1 0 0 0 0 0 –1 0 0 –1 –1 –1 2 30
r 0а 3 3 3 0 3 1 0 0 2 1 0 1 0 0 0 2 –3 0 –1 0 0 0 0 –2 –1 0 0 –1 –1 –1 –2 0
r 1а 3 3 3 0 3 1 0 0 –2 –1 0 –1 0 0 0 –2 3 0 1 0 0 0 0 2 –1 0 0 –1 –1 –1 –2 1
r 2а 3 3 3 0 –3 –1 0 0 2 1 0 1 0 0 0 –2 3 0 1 0 0 0 0 –2 1 0 0 1 –1 –1 –2 2



142 ГОРГАДЗЕ и др.

РАДИОТЕХНИКА  И  ЭЛЕКТРОНИКА        том   69       № 2         2024

В наиболее простом варианте такого представ-
ления B B B B1 2� � � �� �m , где

	 B �
�

�

�

�

�

�
�
�
�
�
�
�

1 1 0 0 0 0

0 0 1 1 0 0

0 0 0 0 1 1

1 1 0 0 0 0

0 0 1 1 0 0

0 0 0 0 1 1

…

…

…

…

…

…

…

…

��
�
�
�

�

�

�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�

, 	 (4)

т.е. A B B B Bm m
m� � �1 2 . Размерность матрицы 

A m  равняется 2m , а нумерация ее строк начина-
ется с нуля [14].

Сохраняя в матрице A m  только m  строк с 
номерами y  из общего их числа, равного 2m , 
получим усеченную матрицу Адамара, алгоритм 
факторизации которой описан в [15, 16]. Так, в 
матрице B1  сохраняются только m  строк с теми 
же номерами y vv m= = … −2 0 1 2 3 2 1, , , ,� , которые 
были сохранены в матрице A m , т.е. при умно-
жении полученной усеченной матрицы B1у  на 
результат умножения B B2у mу…  на входной век-
тор X  потребуется лишь m  операций сумми-
рования. Матрицу B2у  получим, учитывая, что 
(N m− 2 ) столбцов матрицы B1у  состоят только 
из нулевых элементов. Эти столбцы тоже надо 
исключить из B1у , одновременно исключая 

строки матрицы B2 , номера которых совпадают 
с номерами столбцов, исключенных в B1у , поэ-
тому матрица B2у  содержит 2 m  строк, и при ум-

ножении ее на B B X3… m  потребуется лишь 2 m  
операций суммирования, в последней матрице 
Bmу  всегда сохраняется 2m  строк, т.е B Bmу = .

Таким образом, число строк, сохраняемых в 
матрицах Bsу , s m� �1, ,  и совпадающее с чис-
лом элементарных операций суммирования, 
которое надо произвести для перемножения 
вектора с каждой матрицей, описывается как  
m + 2m + (2  ∙ 2m − 4) + (2  ∙  (2  ∙ 2m − 4) − 8) +   
+ (2 ∙ (2 ∙ (2 ∙ 2m − 4) − 8) − 16) + ... 

Можно вывести рекуррентную формулу для 
расчета числа ненулевых строк матриц Bsу : 

	 B s

m s

m s

B s ss

� � �
�
�

�� � � � ��

, ,

, ,

, , , ,

если

если

если

� � �
� �

� �

1

2 2

2 1 2 3 41

��

�
��

�
�
�

	 (5)

где B s� �  – число строк, сохраняемых в матрице 
Bsу . Тогда число арифметических операций сум-
мирования при ускоренном умножении матри-
цы из функций Радемахера на вектор:

	 S B B B s s
s

m� � � � � � � �� � � �
��1 2 2 1 2 1

3
, 	 (6)

а выигрыш в числе таких операций, по срав-
нению с простым перемножением матри-
цы такой же размерности на вектор, составит 
I m m Sm� � � 2 / . Оценить значимость этого вы-
игрыша можно, анализируя рис. 2. 

Как видно, при m = 5  он составляет пример-
но 1.84, но при типичных длинах ПСП, исполь-
зующихся при построении, например, навига-
ционных кодов, он более существенный – при 
N m� �� �511 9�  выигрыш составляет 3 раза, а 
при N = 1023  m �� �10  – 3.4 раза. Подчеркнем, 
что на рис. 2 приводится выигрыш в числе ариф-
метических операций при ускоренном перем-
ножении матрицы функций Радемахера и век-
тора, по сравнению с простым перемножением. 
Для того чтобы не разрывать график, показаны 
значения выигрыша при m = 8 12 16, и , хотя ПСП 
Голда при таких значениях m  не существует [8].

Таким образом, предлагаемый алгоритм син-
хронизации последовательностей Голда на ос-
нове быстрого преобразования Адамара (БПА) 
при заданном циклическом сдвиге предпочти-
тельных МП z  состоит в следующем:

1)	с целью обеспечения возможности син-
хронизации всего набора последовательностей 
Голда, для формирования которых использует-
ся данная пара предпочтительных МП, выбрать  

0
1 2Hα  и 0

2 2Hα  мультипликативных групп их по-
лей Галуа и найти суммы k k z

1 22 2H Hα α , где 

I (
m

)

5.5

4.5

3.5

2.5

1.5

5

10864 12 14 16 18
m

2

3

6

4

Рис. 2. Выигрыш в числе элементарных математических 
операций при ускоренном перемножении матрицы функ-
ций Радемахера и вектора по сравнению с простым перем-
ножением.
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k z k z� � � �  при k z N� �  и k z k z N� � � � �  
при k z N k N� �� � � � �, , ,0 1 ; 

2)	переставить значения входного дискретного 
сигнала X N , содержащего последовательность 
Голда с неизвестным циклическим сдвигом, по 

возрастанию значений k k z
1 2

102 2H Hαα , за-

писывая эти символы в ячейки памяти с соот-
ветствующими номерами; если адреса записи 
разных символов совпадают, то они записы-
ваются в одну и ту же ячейку и суммируются; 
элементы k k z

1 2
102 2H Hαα , состоящие лишь 

из нулей, определяют запись символа входного 
кода в нулевую ячейку и суммирование с ранее 
записанными в нее символами; содержимое яче-
ек, оставшихся пустыми, обнуляется; 

3)	полученный вектор, значения символов ко-
торого записаны в запоминающее устройство, 
ускоренно перемножается с матрицей функций 
Радемахера; полученные m  значений результа-
та перемножения соответствуют m  значениям 
ПАКФ последовательности Голда;

4)	для идентификации основного пика ПАКФ 
в данном случае целесообразно использовать 
пороговый алгоритм; если этот пик оказался 
среди полученных значений ПАКФ – процедура 
синхронизации завершается; если нет – выпол-
няется следующий пункт;

5)	значения XN  вновь переставляются по 
правилу, описанному выше, но уже по возрас-
танию значений k m k z m

1 2
102 2H Hαα ; после 

перемножения полученного вектора с матрицей 
функций Радемахера, получаем следующие m  
значений ПАКФ последовательности Голда и т.д.;

6)	для синхронизации другой последова
тельности Голда надо изменить значение 
z N� � �0 1, .

В соответствии с описанным алгоритмом была 
вычислена ПАКФ ПСП Голда, матрица-цир-
кулянт которого приведена в табл. 1. Соответ-
ствующий график приведен на рис. 3, а на рис. 4  
показана ПАКФ этой ПСП Голда, полученная 
при простом перемножении ее матрицы-цир-
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Рис. 3. Результат ускоренного вычисления ПАКФ кода Голда (m = 5).
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Рис. 4. Периодическая взаимно корреляционная функция кода Голда (m = 5). 
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кулянта с ее первой строкой, транспонирован-
ной в столбец. Незначительное отличие ПАКФ 
одной и той же последовательности, вычислен-
ных разными способами, объясняется разными 
значениями длины ПСП Голда и функции Раде-
махера–Уолша. Появление дополнительных ос-
новных пиков на рис. 2 по бокам основного пика 
объясняется отличием размерности матрицы- 
циркулянта ПСП Голда и матрицы Адамара.

Таким образом, при традиционном способе 
вычисления ПАКФ необходимо последователь-
но сдвигать опорную ПСП относительно значе-
ний принимаемого дискретного сигнала на один 
символ с последующим вычислением одного 
значения ПАКФ, для чего потребуется N  опе-
раций перемножения с накоплением. В резуль-
тате вычисление всей ПАКФ потребует N  сдви-
гов опорной ПСП относительно принимаемого 
сигнала и N 2  операций перемножения с нако-
плением. В предлагаемом алгоритме число пе-
рестановок символов последовательности равно 
A N

m
� � , и после каждой из них вычисляется  

сразу m  значений ПАКФ с существенно мень-

шим числом элементарных операций суммиро-
вания, чем при вычислении m  значений ПАКФ 
традиционным способом. Выигрыш в числе 
арифметических операций предлагаемого алго-
ритма, по сравнению с традиционным, в зави-
симости от значения m  соответствует графику, 
приведенному на рис. 2. Отметим, что правило 
перестановки символов входного дискретного 
сигнала задается тем же генератором последо-
вательности Голда, который используется и при 
формировании опорного сигнала в традицион-
ном алгоритме вычисления ПАКФ. 

ЗАКЛЮЧЕНИЕ
Первые m  строк любой упорядоченной ма-

трицы-циркулянта последовательности Голда 
могут быть приведены к аналогам функций Ра-
демахера путем перестановки ее столбцов по 
возрастанию значений суммы максимальных 
мультипликативных групп двух предпочтитель-
ных неприводимых примитивных полиномов, 
на основании которых построен данный код. 
При этом структура групп определяется сопро-
вождающими матрицами предпочтительных по-
линомов вида H2 . При сдвиге первообразных 
элементов суммируемых мультипликативных 
групп на m  элементов следующие m  строк ис-
ходной матрицы приводятся к функциям Раде-

махера, при сдвиге на 2m  элементов – следую-
щие и т.д.

Преобразование последовательности Гол-
да в соответствии с п.  1 Заключения позволяет 
быстро вычислить его ПАКФ с помощью БПА 
в усеченном базисе функций Уолша–Адамара, 
причем выигрыш по числу элементарных опе-
раций в зависимости от длины ПСП N m� �2 1 ,  
по сравнению с корреляционным алгоритмом, 
соответствует рис. 2.

Авторы заявляют об отсутствии конфликта 
интересов.
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Based on the analysis of the structures of isomorphic multiplicative groups of extended Galois fields, it is 
established that any cyclic shift of a pseudo-random Gold sequence can be transformed into a function belonging 
to the complete set of analogues of Rademacher functions of the corresponding dimension. This made it 
possible to develop a new algorithm for fast synchronization of Gold sequences based on the calculation of their 
discrete convolution using fast spectral transformation in a truncated basis of Walsh–Hadamard functions. The 
gain of the developed algorithm in terms of the number of arithmetic operations compared to the traditional 
method of calculating discrete convolution increases with increasing sequence length N and for N=511.1023 is 
approximately 3.4 times.
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Исследовано влияние весовых функций (ВФ) предварительного взвешивания на качество режекции 
узкополосных помех на основе прямого и обратного дискретного преобразования Фурье. Рассмо-
трены классические и современные ВФ: Кравченко, Кравченко–Дольфа–Чебышева, Кравченко–Га-
усса, Кравченко–Бернштейна–Рогозинского. Получены количественные оценки эффективности – 
коэффициенты подавления помехи и прохождения сигнала, а также их произведение – суммарный 
коэффициент эффективности. Показаны графические примеры поведения суммарного коэффици-
ента эффективности в зависимости от частоты помехи. Представлены оценки указанных показателей 
качества при удалении из спектра фиксированного числа частотных выборок. Представлены семей-
ства зависимостей вероятностей правильного выполнения поиска сигнала с расширенным спектром 
от отношения “помеха/сигнал” при применении современных ВФ для взвешивания реализаций ад-
дитивной смеси сигнала, помехи и шума. Продемонстрировано и подтверждено существенное пре-
имущество современных ВФ, формируемых за счет комбинаций с функциями Кравченко, в задаче 
режекции помех.
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ВВЕДЕНИЕ
Обработка сигналов с расширенным спек-

тром (СРС) на фоне узкополосных помех (УП) 
неизменно продолжает вызывать интерес ис-
следователей, о чем свидетельствует постоянное 
появление новых публикаций [1–7]. Борьба с 
УП при обработке СРС, как известно, осущест-
вляется различными методами, среди которых 
следует выделить субканальную обработку [8, 9], 
адаптивную фильтрацию [10], а также частотную 
режекцию (ЧР) на основе прямого и обратно-
го дискретного преобразования Фурье (ДПФ, 
ОДПФ) [1, 2, 10–14], которая при практической 
реализации оказывается наиболее эффективной 
[10]. Реализация ЧР на основе цифровых мето-
дов и средств с использованием ДПФ-ОДПФ 
включает важный и неотъемлемый процесс – 
предварительное взвешивание обрабатываемой 
реализации – умножение аддитивной смеси сиг-

нала, помехи и шума на весовую функцию, что 
необходимо для снижения возникающих отри-
цательных эффектов, а именно: сужения спек-
трального пьедестала и подавления “краевых” 
осцилляций (так называемого эффекта Гиббса) 
[13, 14]. Таким образом, обоснованный выбор 
ВФ является чрезвычайно важным, поскольку 
во многом определяет эффективность борьбы с 
узкополосными помехами за счет выполнения 
ЧР на основе ДПФ [1, 4, 7, 14]. 

В известных публикациях вопрос влияния 
и рационального выбора ВФ для ЧР на осно-
ве ДПФ-ОДПФ неоднократно рассматривался 
(см., например, [1, 2, 4, 7, 13, 14]. В статье [14] 
для подавления УП за счет ЧР сделан выбор пу-
тем перебора различных вариантов и обосно-
вана целесообразность применения ВФ Пар-
зена. В статье [4] справедливость этого выбора 
подтверждена, а дополнительные исследования 
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мехи2 m A nTn = +( )п п пcos ω ϕ  и дискретизирован-
ного белого шума vn  (T  – шаг дискретизации), 
взвешенного умножением y wn n  на отсчеты (ко-
эффициенты) весовой функции3 wn  [10, 18]:

	 �Y y w y w j nk Nk n n n n
n

N

� � � � �� �
�

�

�F exp 2
0

1

� , 	 (1)

где N – объем выборки на интервале наблюде-
ния Ty , n N� �� �0 1,  и k N� �� �0 1,  – номера 
временных и частотных выборок (ЧВ), соот-
ветственно. Далее осуществляется обработка 
частотных выборок �Yk  (1), предполагающая их 
удаление (обнуление) или ограничение, на ос-
нове сравнения с пороговым уровнем4 [10]:
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где �Yc = const  – значения, записываемые в мас-
сив комплексного спектра вместо превышаю-
щих пороговый уровень p = const  (в частности, 
возможно �Yc = 0 ). Возможным является и другой 
подход к обработке (1), заключающийся в удале-
нии (обнулении, ограничении) фиксированно-
го числа Nуд ЧВ за счет анализа максимальных 
значений и определения номеров соответствую-
щих ЧВ. Заключительным шагом алгоритма ре-
жекции УП является вычисление ОДПФ F − •1[ ]  
от вектора обработанных частотных выборок Yk 
(2), что приводит к отсчетам временной реали-
зации �yn  с существенно ослабленной помеховой 
компонентой [10, 18]:

	 � �� ��y Y N Y j nk Nn k k
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�F 1 1
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2exp � .    (3)

1.2. Показатели качества  
алгоритма режекции УП

Количественную характеризацию эффектив-
ности алгоритма режекции УП (1)–(3) с общих 
методических позиций представляется целесоо-
бразным дать на основе коэффициента подавле-
ния УП, являющегося отношением P Pп

в
п
вх ых  

мощности Pп
вх  УП mn , подаваемой на вход ре-

2	 Полагается доминирующей компонентой смеси.
3	 Описание ВФ Кравченко Ka

b
a
bt t( ) ( )≡ fup  – атомарных 

функций, а также других ВФ (и соответствующих им 
коэффициентов wn ), используемых в (1), опубликова-
но в [15, 16].

4	 Знак “тильда” здесь и далее указывает на времен-
ной процесс, прошедший через режектор, а также на 
спектр, ему соответствующий.

показали целесообразность применения куби-
ческой вариации ВФ Хеннинга. В [7] задача рас-
смотрена с наиболее общих позиций, подтверж-
дено преимущество применения ВФ Хеннинга 
перед ВФ Парзена. Таким образом, для задачи 
обработки фазоманипулированного (ФМ) СРС 
на фоне УП, вопрос о выборе ВФ среди подавляю-
щего большинства классических ВФ, решен. Вме-
сте с тем, учитывая общую тенденцию развития 
технических систем, заключающуюся в посто-
янном возрастании предъявляемых к ним требо-
ваний, часто опережающих алгоритмические и 
аппаратурные возможности для их реализации, 
а также учитывая наличие значительного числа 
современных ВФ [15–17], представляется акту-
альной задача их выбора и апробации для ЧР. 
Среди недавних публикаций в данной области 
следует отметить труды [1–3], в которых изуча-
ется применение ВФ Кравченко [1, 2] и Кайзера 
[3] при нейтрализации УП. Результаты, достиг-
нутые в [1–3] и ориентированные на повышение 
эффективности систем передачи информации 
при действии УП, однозначно сравнить с резуль-
татами, полученными в [4, 7, 13, 14], затрудни-
тельно. Однако направление исследований [1, 2] 
показывает потенциальную возможность повы-
шения эффективности обработки СРС на фоне 
УП за счет выбора для взвешивания современ-
ных весовых функций – относящихся к семейству 
функций Кравченко (К) и комбинированных 
ВФ на их основе, получаемых произведени-
ем на ВФ Дольфа–Чебышева (ДЧ), Гаусса (Г), 
Бернштейна–Рогозинского (БР) [1, 2, 15, 16].

Цель данной статьи – исследовать возмож-
ность повышения эффективности частотной 
режекции узкополосных помех за счет примене-
ния современных ВФ предварительного взвеши-
вания, основанных на комбинациях с функция-
ми Кравченко (К, КДЧ, КГ, КБР).

1. АЛГОРИТМ РЕЖЕКЦИИ 
УЗКОПОЛОСНОЙ ПОМЕХИ  

И ЕГО ПОКАЗАТЕЛИ КАЧЕСТВА

1.1. Алгоритм режекции УП
Рассматриваемый алгоритм режекции УП на 

основе ДПФ-ОДПФ предполагает выполнение 
следующих шагов обработки (см., например, 
[10–14]). Сначала вычисляется ДПФ F [ ]•  от век-
тора отсчетов y s m vn n n n� � �  (n N� �0 1 1, ,..., )  
аддитивной смеси сигнала1 sn, узкополосной по-

1	 С расширенным спектром (шумоподобного, широко-
полосного).



148 КУЗЬМИН

РАДИОТЕХНИКА  И  ЭЛЕКТРОНИКА        том   69       № 2         2024

жектора (1)–(3), к мощности Pп
вых  подавленной 

помехи �mn , образующейся на его выходе [19]. В 
рассматриваемом случае дискретных наблюде-
ний оценка коэффициента подавления, очевид-
но, записывается так

	 K m mn
n

N

n
n

N

п =
=

−

=

−

∑ ∑2

0

1
2

0

1
� . 	 (4)

Применение в (1) предварительного взвеши-
вания реализации аддитивной смеси, содержа-
щей полезный сигнал sn , неизбежно приводит 
к энергетическим потерям последнего ( s wn n ). 
Кроме того, реализация режекции (2), приво-
дящая к вынужденной обработке сигнальной 
компоненты �sn  по аналогии с УП, дополнитель-
но увеличивает данные потери в зависимости от 
количества Nуд  удаляемых ЧВ. Таким образом, 
помимо глубины подавления УП, оцениваемой 
по (4), характеризацию качества режектора це-
лесообразно дополнить коэффициентом про-
хождения сигнала – отношением его мощностей 
на выходе и входе режектора P Pс

в
с
вых х  [19]. По 

аналогии с (4) для коэффициента прохождения 
сигнала запишем

	 K s sn
n

N

n
n

N

с =
=

−

=

−

∑ ∑�2

0

1
2

0

1

. 	 (5)

Суммарный коэффициент эффективности 
режектора (в радиолокационных приложениях –  
коэффициент подпомеховой видимости [19]), 
учитывающий как подавление помехи (4), так 
и энергетические потери полезного сигнала (5), 
определяется произведением [19]

	 K K Kсум с п= . 	 (6)

Далее на основе (4)–(6) изучим поведение 
показателей качества обработки (1)–(3) при 
режекции УП в условиях применения в (1) раз-
личных ВФ, с обязательным учетом возможных 
энергетических потерь полезного СРС.

2. РЕЗУЛЬТАТЫ ВЫЧИСЛИТЕЛЬНОГО  
И СТАТИСТИЧЕСКОГО МОДЕЛИРОВАНИЯ 

РЕЖЕКТОРА ПРИ ПРИМЕНЕНИИ  
ВФ КРАВЧЕНКО

Рассмотрим современные весовые функ-
ции  – основанные на комбинациях с функ-
циями Кравченко (К, КДЧ, КГ, КБР), а также 
некоторые классические ВФ для визуального и 
количественного сравнения.

2.1. Результаты вычислительного  
моделирования режектора

Для изучения достигаемого качества режек-
ции УП при взвешивании различными ВФ, а 
также для определения сопутствующих энерге-
тических потерь СРС, обусловленных взвеши-
ванием и режекцией, проведена серия вычисли-
тельных экспериментов. Сначала рассмотрено 
раздельное прохождение УП и СРС через режек-
тор. Получены количественные оценки коэф-
фициентов подавления УП (4), коэффициентов 
прохождения сигнала (5), а также коэффициен-
тов суммарной эффективности (6). На рис. 1–5 
представлены фрагменты зависимостей суммар-
ного коэффициента эффективности Kсум( )ωн  
режекции УП от ее нормированной частоты 
ω ω ωн п= 0 . Варьирование частотой УП обеспе-
чивалось в окрестности центральной частоты 
ω0  спектра СРС в сравнительно узких интерва-
лах для наглядности графического отображения 
зависимостей Kсум( )ωн . Объем выборки УП на 
интервале наблюдения N T Ty= = 4096 . Отно-
шение частоты дискретизации к центральной 
частоте СРС � � �� �2 40T . 

Рисунок 1 получен при взвешивании помехи 
и сигнала весовыми функциями Кравченко (К2

2,  
К2

4, К4
4) и Ханна при удалении в (2) Nуд = 50  

максимальных частотных выборок. 

Здесь и далее верхние индексы b  в сокра-
щенных названиях ВФ Кравченко Кa

b t( ), являю-
щихся атомарной функцией fupa

b t( ) , и названиях 
других ВФ, в соответствии с [15, 16], означают 
показатель степени, в которую возводится функ-
ция. Нижние индексы a  являются “параметри-
ческими” и определяют подвид ВФ в конкрет-
ном семействе [15, 16]. Рисунок  2 получен при 
Nуд = 50  ЧВ и выполнении предварительного 
взвешивания вариациями ВФ Дольфа–Чебы-
шева (ДЧ3 , ДЧ3 5. , ДЧ5), а также синус-окном.

Здесь нижние индексы 3, 3.5 и 5 даны соглас-
но [15, 16] и, соответственно, означают уровень 
боковых лепестков спектра данной ВФ: 60, 70 и 
100 дБ. Рисунок 3 соответствует применению ВФ 
Кайзера и удалению Nуд = 10  и 50 ЧВ. Коэффи-
циенты этой ВФ, в соответствии с ее известным 
описанием [16], вычислялись как отношение 
модифицированных функций Бесселя первого 
рода нулевого порядка, содержащих в своих ар-
гументах фиксированный параметр β = 5 и 6. 

Рисунок  4 получен при удалении Nуд = 50  
частотных выборок и предварительном взвеши-
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Рис. 1. Зависимости суммарного коэффициента эффективности режекции УП от норми-
рованной частоты при удалении Nуд = 50  частотных выборок; взвешивание реализации 
ВФ Ханна (1) и ВФ Кравченко: К2

4  (2), К4
4  (3), К2

2  (4).
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Рис. 2. Зависимости суммарного коэффициента эффективности режекции УП от норми-
рованной частоты при удалении Nуд = 50  частотных выборок; взвешивание реализации 
ВФ Дольфа–Чебышева и синус-окном: ДЧ5  (1), синус-окно (2), ДЧ3 5.  (3), ДЧ3  (4).
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вании реализаций ВФ Кравченко–Бернштей-
на–Рогозинского, Парзена, Кравченко–Доль-
фа–Чебышева, Кравченко–Гаусса. 

Рисунок  5 соответствует Nуд = 50  и приме-
нению в (1) вариаций “высоких порядков” ВФ 
Кравченко–Бернштейна–Рогозинского (К БР9

5 3, 
К БР9

5 5, К БР10
4 3, К БР10

5 5), а также кубической ва-
риации ВФ Хеннинга. 

На рис.  6,  7 представлены фрагменты зави-
симостей коэффициента прохождения сигна-
ла Kс( )ωн  от нормированной частоты УП. Рас-
смотрен ФМ-СРС, порождаемый бинарной 
псевдослучайной последовательностью длины 
Nпсп = 511. 

Объем выборки за период СРС, а также от-
ношение частоты дискретизации к частоте СРС 
прежние. Оба рисунка соответствуют случаям 
удаления Nуд = 50  частотных выборок из спектра 
СРС. Зависимости на рис. 6 получены при приме-
нении взвешивания сигнала ВФ Дольфа–Чебы-
шева и Кравченко. Зависимости на рис. 7 получе-
ны при некоторых вариациях “высоких порядков” 
ВФ Кравченко–Бернштейна–Рогозинского.

В табл.  1 представлены усредненные значе-
ния суммарных коэффициентов эффективности 

Kсум  подавления УП, полученные по фрагмен-
там зависимостей Kсум н( )ω  на рис. 1–5, а также 
усредненные коэффициенты прохождения СРС 
Kс , полученные аналогичным образом. Кроме 
того, в таблице представлены значения энерге-
тических потерь сигнала, возникающих из-за 
умножения на ВФ. Значения коэффициентов 
прохождения сигнала, выраженные в логариф-
мических единицах, представлены без указания 
отрицательного знака. Для таблицы отобраны 
значения показателей качества обработки, полу-
ченные при тех ВФ, которые среди рассмотрен-
ных семейств весовых функций демонстрируют 
лучшие характеристики.

2.2. Результаты статистического моделирования 
процедуры поиска фазоманипулированного СРС  

на фоне УП с предварительной режекцией 

Рассмотрено применение частотного ре-
жектора в составе процедуры поиска СРС по 
задержке, наблюдаемого на фоне узкополос-
ной помехи и шума. То есть рассмотрено про-
хождение аддитивной смеси yn  полезного 
ФМ-СРС sn , УП mn  и шума vn  через режектор 
(1)–(3) с последующим выполнением беспоро-
гового поиска СРС по отсчетам реализаций �yn ,  

60
Ксум, дБ

ωн
0.9985 0.999 0.9995 1.0005 1.001 1.00151

2

3 4

40

50

1

Рис. 3. Зависимости суммарного коэффициента эффективности режекции УП от норми-
рованной частоты; взвешивание реализации ВФ Кайзера: β = 6 , Nуд = 50  (1) и 10 (2); 
� � 5, Nуд = 50  (3) и 10 (4).
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Рис. 4. Зависимости суммарного коэффициента эффективности режекции УП от норми-
рованной частоты при удалении Nуд = 50  частотных выборок; взвешивание реализации 
ВФ К БР4

2 2  (1), Парзена (2), К ДЧ4 5  (3) и К Г2
2

3  (4). 

Ксум, дБ

ωн
0.9995 1.00051

1

2

3

4

5

170

150

130

110

190

Рис. 5. Зависимости суммарного коэффициента эффективности режекции УП от норми-
рованной частоты при удалении Nуд = 50  частотных выборок; взвешивание реализации 
ВФ К БР9

5 5  (1), К БР10
5 5  (2), Хеннинга (3), К БР9

5 3  (4), К БР10
4 3  (5).
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Рис. 6. Зависимости коэффициента прохождения ФМ-СРС от нормированной частоты при 
удалении Nуд = 50  частотных выборок; взвешивание ВФ ДЧ5  (1) и К2

4  (2).
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Рис. 7. Зависимости коэффициента прохождения ФМ-СРС от нормированной частоты при 
удалении Nуд = 50  частотных выборок; взвешивание ВФ К БР10

5 5  (1) и К БР9
5 5  (2).
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в которых помеха существенно подавлена. 
Процедура поиска СРС по задержке реализо-
вана аналогично [5]. Для аттестации качества 
ее функционирования критерием выбрана ве-
роятность P правильного выполнения поис-
ка, получаемая по методике [5] методом стати-
стического моделирования при выполнении 
20 000 испытаний. Основные параметры модели 
прежние: � � 4 , Nпсп = 511. Случай обработки 
N = 4096  отсчетов соответствует накоплению в 
корреляторах за один период ФМ-СРС (M = 1). 
Кроме того, осуществлялось выполнение пяти 
когерентных накоплений M = 5 , при этом за 
интервал наблюдения ФМ-СРС обрабатывалось 
T T Ny = =5 20480  отсчетов. Задержка ФМ-СРС 
и начальная фаза УП в каждом испытании уста-
навливались случайными величинами с равно-
мерным распределением. Реализации центри-
рованного шума vn  с постоянной дисперсией 
�v

2 � const  обновлялись в каждом испытании. 
Амплитуду ФМ-СРС Aс  устанавливали исходя 
из требуемого отношения “сигнал/шум”, зада-

ваемого значением энергетического потенциала 
q A T vэп с= 1 42 20lg( )σ , выраженного в логариф-
мических единицах. Режектор настраивали для 
удаления Nуд = 10  и 50 максимальных ЧВ. Рас-
смотрено два сценария действия УП в пределах 
главного лепестка спектра ФМ-СРС, предпола-
гающих в одном случае фиксированное частот-
ное положение помехи, а в другом – случайное. 

На рис. 8, 9 представлены зависимости веро-
ятности P правильного выполнения беспорого-
вого поиска ФМ-СРС от отношения “помеха/
сигнал” q A Aпс п с= 20lg( ) , представленного в 
логарифмическом масштабе. Шаг изменения 
отношения qпс  равен 1  дБ. Рисунок  8 соответ-
ствует обработке аддитивной смеси за интервал 
одного периода ФМ-СРС ( M = 1 , N = 4096 ) при 
энергетическом потенциале qэп дБГц= 45 . 

Рисунок  9 получен для менее благоприятных 
входных условий с точки зрения интенсивности 
СРС, характеризуемых qэп дБГц= 40 , но при вы-
полнении пяти M = 5  когерентных накоплений 
(N = 20480). 

Таблица 1. Усредненные коэффициенты суммарной эффективности Kсум  подавления узкополосной помехи, 
полученные путем соответствующей обработки зависимостей Kсум( )ωн , а также усредненные коэффициенты 
прохождения сигнала Kс .

Весовая функция
Kс дБ, Kсум дБ,  (Kс дБ, )

Nуд = 0 Nуд = 10 Nуд = 50

Кайзера (� � 6) 4.36 49.5 (4.43) 58.4 (4.79)
Ханна 4.26 57.9 (4.34) 92.4 (4.70)

Кравченко (К2
4) 5.87 63.9 (5.92) 77.7 (6.29)

Дольфа–Чебышева (ДЧ5) 5.77 85.1 (5.80) 91.3 (6.16)

Кравченко–Дольфа–Чебышева (К ДЧ4 5) 6.10 93.8 (6.15) 99.9 (6.52)

Кравченко–Гаусса (К Г2
2

3) 6.38 71.2 (6.42) 87.6 (6.79)

Кравченко–Бернштейна–Рогозинского (К БР4
2 2) 5.38 72.5 (5.43) 108.1 (5.80)

Кравченко–Бернштейна–Рогозинского (К БР9
5 3) 6.14 88.2 (6.19) 140.8 (6.55)

Кравченко–Бернштейна–Рогозинского (К БР9
5 5) 6.83 89.2 (6.87) 183.1 (7.24)

Кравченко–Бернштейна–Рогозинского (К БР10
4 3) 5.89 82.6 (5.94) 134.8 (6.30)

Кравченко–Бернштейна–Рогозинского (К БР10
5 5) 6.78 92.4 (6.82) 181.4 (7.18)

Хеннинга (кубическая вариация) 5.05 68.9 (5.12) 117.5 (5.46)
Блэкмана–Хэрриса (четырехчленная вариация) 5.89 93.4 (5.94) 107.5 (6.21)

Бомана 5.33 65.4 (5.39) 115.0 (5.76)
Натталла 5.83 88.3 (5.88) 90.5 (6.30)

Примечание. Случаи удаления Nуд = 10  и 50 частотных выборок из спектра помехи. При Nуд = 0  показаны энергетиче-
ские потери сигнала Кс , обусловленные взвешиванием реализации. Полужирным шрифтом выделены значения Kсум .
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В табл.  2 представлены результаты сравни-
тельно анализа эффективности применения 
некоторых из рассмотренных ВФ в составе ча-
стотного режектора, применяемого перед про-
цедурой поиска ФМ-СРС при случайной частоте 
помехи, удалении Nуд = 50  ЧВ, энергетическом 
потенциале qэп дБГц= 40  и пяти когерентных 
накоплениях M = 5 . Сравнение приведено для 
вероятностей P = 0.9 и P = 0.985, что приемле-

мо при мощном помеховом фоне. При требова-
нии P  =  0.99 не удается сравнить все получен-
ные зависимости, поэтому выбрано ближайшее 
значение, при котором сравнение является кор-
ректным.

3. ОБСУЖДЕНИЕ РЕЗУЛЬТАТОВ

Как видно из рис. 1–5, зависимости суммар-
ного коэффициента эффективности режекции 
узкополосной помехи Kсум( )ωп  от частоты обла-
дают периодическим характером. Форма каждой 
из зависимостей индивидуальна, однако некото-
рые тенденции поведения, помимо их периодич-
ности, устойчиво проявляются. Например, из 
рис. 1 и 2 видно, что зависимости Kсум( )ωп , по-
лученные при взвешивании реализаций помехи 
ВФ Кравченко и ВФ Дольфа–Чебышева, обла-
дают “квазиколебательным” поведением. Обра-
щают на себя внимание зависимости Kсум( )ωп , 
полученные при взвешивании реализаций по-
мехи ВФ Кайзера. В этих случаях имеют место 
умеренные значения Kсум , а поведение зависи-
мостей характеризуется “причудливыми” фор-
мами (см. рис. 3, кривые 2, 4). Заметно отличаю-
щимися особенностями поведения характерны 
зависимости Kсум( )ωп , полученные при взвеши-
вании помехи ВФ Кравченко–Бернштейна–Ро-
гозинского (см. рис. 4, кривая 1, рис. 5, кривые 
1, 2, 4, 5).

Из рис. 6 и 7 следует, что зависимость коэф-
фициента прохождения сигнала с расширенным 
спектром от частоты Kс( )ωп  является достаточ-
но равномерной, поскольку разброс значений 
Kс  не превышает 0.1 дБ. Из рис. 7 видно, что за-
висимости Kс( )ωп  для весовых функций К БР10

5 5  
и К БР9

5 5  обладают практически полностью рав-

Р

1

2

3

4

5

6
7

8

9

10

50 100 150 qпс, дБ0

0.75

0.25

0.5

1

Рис.  8. Зависимости вероятности правильного выполне-
ния поиска по задержке ФМ-СРС, наблюдаемого на фоне 
УП и шума, от отношения “помеха/сигнал” при 
qэп дБГц= 45 , M = 1: поиск ФМ-СРС без ЧР (кривая 1); 
единичная ВФ при Nуд = 10  (2, 3) и 50 (4, 5); ВФ К ДЧ4 5  
(6,7), ВФ Хеннинга (8), К БР10

4 3  (9), К БР9
5 3  (10) при 

Nуд = 50; фиксированная частота помехи – 1, 2, 4, 6, слу-
чайная – 3, 5, 7 и 8–10. 
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Рис.  9. Зависимости вероятности правильного выполне-
ния поиска по задержке ФМ-СРС, наблюдаемого на фоне 
УП и шума, от отношения “помеха/сигнал” при 
qэп дБГц= 40 , M = 5, Nуд = 50: ВФ К ДЧ4 5 (1, 2); Хен-

нинга (3, 4); К БР10
4 3  (5, 6); К БР9

5 3  (7, 8); нечетные кривые 
соответствуют фиксированной частоте помехи, четные  – 
случайной.

Таблица  2. Значения* отношений “помеха/сигнал” 
qпс , при которых совместное применение ЧР и поис-
ка ФМ-СРС по задержке обеспечивает вероятность 
не хуже P = 0 9 0 985. , . .

Весовая функция
qпс дБ,

P = 0 9. P = 0 985.

К ДЧ4 5 116.6 107.5
Хеннинга 133.8 127.0

К БР10
4 3 149.5 140.7

К БР9
5 3 155.4 146.3

*Обработка зависимостей 2, 4, 6 и 8 на рис. 9.
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номерным центральным участком. Из данных, 
представленных в табл. 1, следует, что энергети-
ческие потери СРС определяются главным об-
разом взвешиванием, а вынужденная режекция 
части спектра СРС при рассмотренных значе-
ниях Nуд ≤ 50  не приводит к существенному до-
полнительному ухудшению коэффициента Kс  – 
дополнительные энергетические потери сигнала 
из-за режекции не превышают 0.5 дБ.

Рис.  8 и 9 иллюстрируют преимущества ВФ 
Кравченко –Бернштейна–Рогозинского (К БР10

4 3, 
К БР9

5 3) перед другими рассмотренными при ре-
жекции УП и последующем выполнении проце-
дуры поиска ФМ-СРС по времени запаздывания. 
Из рис.  8 видно, что равномерный (“рабочий”) 
участок существенно расширяется. Вместе с тем 
уровень вероятности правильного поиска на дан-
ном участке оказывается несколько сниженным, 
что объясняется энергетическими потерями сиг-
нала. Введение режима когерентного накопле-
ния (см. рис.  9), характерного для современных 
радиоэлектронных систем [10], даже при более 
слабом полезном сигнале (в сравнении с усло-
виями рис.  8) позволяет естественным путем 
практически исключить данный естественный 
отрицательный эффект. Следует дополнительно 
отметить, что опробованное применение вариа-
ций ВФ К БР10

5 5  и К БР9
5 5  потенциально способно 

дополнительно расширять равномерный участок 
вероятностных зависимостей, однако при M = 1  
достигаемые значения вероятности оказываются 
не столь привлекательными, как при ВФ Хен-
нинга и других классических ВФ. Поэтому при-
менение вариаций ВФ КБР “высоких порядков” 
следует сочетать с когерентным накоплением 
сигнала при M ≥ 5 . Как видно из рис. 9 и данных 
табл.  2, применение весовых функций КБР для 
взвешивания реализаций аддитивной смеси ФМ-
СРС, шума и УП позволяет достичь существен-
ного повышения алгоритмических возможностей 
режекции помехи на основе ДПФ. Как видно из 
табл.  2, для принятых условий статистических 
экспериментов, выигрыш совокупной обработки 
ФМ-СРС на фоне УП в расширении “рабочего” 
диапазона отношений qпс, при применении ВФ 
К БР9

5 3, в сравнении с применением обоснован-
ной ранее кубической вариацией ВФ Хеннинга 
[4, 7], в зависимости от требований к вероятности 
P составляет порядка 20 дБ.

ЗАКЛЮЧЕНИЕ
Таким образом, исследована возможность 

повышения эффективности обработки сигналов 

с расширенным спектром на фоне УП при при-
менении для взвешивания реализаций совре-
менных ВФ, основанных на атомарных функци-
ях fupa

b t( )  – функциях Кравченко. Установлено, 
что среди рассмотренных ВФ рекордные харак-
теристики подавления УП обеспечиваются при 
применении в (1) вариаций “высоких порядков” 
ВФ Кравченко –Бернштейна–Рогозинского. 
Также установлено, что при сравнительно ма-
лом числе удаляемых ЧВ (Nуд = 10) лидирует 
ВФ Кравченко –Дольфа–Чебышева (табл.  1). 
При повышении числа удаляемых ЧВ (Nуд = 50)  
рекордные характеристики отмечены для ВФ 
К БР9

5 5. Несколько повышенные значения энер-
гетических потерь полезного сигнала, заре-
гистрированные при применении ВФ КБР (в 
сравнении с классическими ВФ, табл. 1), в зна-
чительной мере нивелируются при использова-
нии режима когерентного накопления в целевой 
процедуре корреляционной обработки СРС, вы-
полняемой после режекции УП. Таким образом, 
проведенное исследование установило возмож-
ность повышения эффективности частотной 
режекции узкополосных помех за счет примене-
ния ВФ Кравченко –Дольфа–Чебышева (К ДЧ4 5)  
и Кравченко –Бернштейна–Рогозинского (К БР9

5 3,  
К БР9

5 5, К БР10
4 3, К БР10

5 5).
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The influence of weight functions (WFs) of preliminary weighting on the quality of narrowband interference 
rejection based on direct and inverse discrete Fourier transforms has been studied. Classical and modern WFs 
are considered: Kravchenko, Kravchenko–Dolph–Chebyshev, Kravchenko–Gauss, Kravchenko–Bernstein–
Rogozinsky. Quantitative estimates of efficiency were obtained – the coefficients of interference suppression 
and signal transmission, as well as their product – the total efficiency coefficient. Graphic examples of the 
behavior of the total efficiency coefficient depending on the interference frequency are shown. Estimates of 
the indicated quality indicators are presented when a fixed number of frequency samples are removed from 
the spectrum. The families of dependences of the probabilities of correctly performing a search for a spread 
spectrum signal on the “interference/signal” ratio when using modern WFs to weigh the implementations of 
an additive mixture of signal, interference and noise are presented. The significant advantage of modern WFs 
formed through combinations with Kravchenko functions in the problem of interference rejection has been 
demonstrated and confirmed.
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1. ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ
Радиофизические методы зондирования нахо-

дят широкое применение при определении струк-
туры и параметров различных сред [1–5]. Одним 
из важных направлений таких исследований яв-
ляется изучение слоистых сред [6]. Это относит-
ся к исследованиям ионосферы, тропосферы, а 
также водной среды и дна морей и океанов. Для 
исследований слоистости сред разработаны мно-
гочисленные методы и измерительные системы, в 
том числе интерферометрический гидролокатор 
бокового обзора (ИГБО), предназначенные для 
изучения рельефа подстилающей поверхности 
на основе измерения наклонной дальности до 
рассеивающих элементов поверхности и углов 
прихода эхо-сигналов [7–9]. На рис. 1 приведена 
геометрия съемки подстилающей поверхности 
интерферометром бокового обзора. Для излуче-
ния зондирующей посылки используется антенна 
А0, а для приема сигналов, рассеянных подстила-
ющими поверхностями, антенны А1 и А2.

Цель данного исследования – разработать 
методику обнаружения слоев в среде распро-

странения волн и вычисления их расположения 
по высотам (глубинам).

На основе методики, приведенной в работе 
[9], проанализируем возможность обнаруже-
ния в морской среде горизонтальных звукорас-
сеивающих слоев (ЗРС) и вычисления их про-
странственного положения с помощью ИГБО 
(см. рис. 1). Вычисления интерферометрической 
разности фаз проведем для вертикального распо-
ложения излучающей и приемных антенн А0, А1, 
А2 и двух слоев рассеивающих плоскостей (для 
примера на глубине 20 и 100  м). Для обоснова-
ния эффективности предлагаемой методики для 
диагностики слоистых сред проведем моделиро-
вание алгоритма для водной среды с обоими сло-
ями. В процессе модельных расчетов рассмотрим 
параметры, влияющие на точность диагностики, 
и проверим их на экспериментальных результа-
тах, полученных ИГБО при исследованиях участ-
ка дна с выровненным рельефом, и слабых ЗРС в 
водной среде на глубине около 100 м (рис. 2). 

Обоснуем возможность диагностики слоис-
тых сред ИГБО. 

file:///C:/Users/%d0%b4%d1%8f%d0%b4%d1%8f%20%d0%92%d0%b0%d0%bb%d0%b5%d1%80%d0%b0/Desktop/%d0%a0%d0%b0%d0%b1%d0%be%d1%82%d0%b0/%d0%9d%d0%90%d0%a3%d0%9a%d0%90/%d0%a0%d0%90%d0%94%d0%98%d0%9e%d0%a2%d0%95%d0%a5%d0%9d%d0%98%d0%9a%d0%90/2%20%d0%bd%d0%be%d0%bc%d0%b5%d1%80/%d0%9d%d0%b0%20%d0%b2%d0%b5%d1%80%d1%81%d1%82%d0%ba%d1%83/%d0%a0%d0%b0%d0%b4%d0%b8%d0%be%d1%82%d0%b5%d1%85%d0%bd%d0%b8%d0%ba%d0%b0%20%d0%b8%20%d1%8d%d0%bb%d0%b5%d0%ba%d1%82%d1%80%d0%be%d0%bd%d0%b8%d0%ba%d0%b0_%202-2024%20%d0%bd%d0%b0%20%d0%b2%d0%b5%d1%80%d1%81%d1%82%d0%ba%d1%83/10_%d0%9a%d0%b0%d0%b5%d0%b2%d0%b8%d1%86%d0%b5%d1%80/../../../../../../../../../Каевицер/AppData/Local/Microsoft/Windows/Temporary Internet Files/Content.IE5/FLZ5UP4B/ilia159@mail.ru
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2. РАЗРАБОТКА АЛГОРИТМА 
ОБНАРУЖЕНИЯ РАССЕИВАЮЩИХ СЛОЕВ

Полученные при съемке данные для интер-
ферометрической разности фаз при плоской 
отражающей поверхности, соответствующие од-
ному циклу излучения и приема сигнала, можно 
записать в следующем виде:

	 �
�
�

� �n nt
d

t� � � � � �� �2
cos , 	 (1)

где

�n
nt

H
ct

� � � �
�
�

�
�
�arccos

2
.

Здесь Hn   – расстояние до слоя n , c  – ско-
рость распространения зондирующего сигнала, 
t  – время прихода эхо-сигнала, d  – расстояние 
между приемными антеннами интерферометра, 
λ – длина волны, β  – угол наклона базы интер-

ферометра. На рис. 3 приведены зависимости 
вычисленной интерферометрической разности 
фаз от наклонной дальности L до рассеиваю-
щего элемента поверхности дна при вертикаль-
ной ориентации базы интерферометра (� � 0 , 
d/λ = 20) для ЗРС на глубинах 20 и 100 м.

Как видно из рисунка, интерферометриче-
ская разность фаз имеет вид сигнала с частотной 
модуляцией. Если рассматривать интерфероме-
трическую разность фаз � t� � �  в качестве сигна-
ла, зависящего от глубины H , как от параме-
тра, то корреляционная функция (КФ) сигнала 
�n t� � � при определенном Hn  и КФ моделей � � �� t� �  
по всем глубинам может быть записана в следу-
ющем виде:

	 � �� � �n n

T

nH H
T

H t H t dt, , , ,� � � � � � ��
1

0
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где Т – время приема отраженного сигнала ИГБО.
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Рис. 1. Геометрия съемки подстилающей поверхности ин-
терферометром бокового обзора.
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Рис. 2. Пример разности фаз, полученной ИГБО.
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Для заданного значения Hn  нормированная 
КФ является функцией, зависящей только от 
глубины H :

ρ
ϕ ϕ

ϕ
n

T
n

T
n

H
H t H t dt

H t dt
( ) =

( ) ( )
( )

∫
∫

� 0

0

2

, ,

,
.

На рис. 4 представлен модуль этой функции, 
рассчитанный для двух ЗРС на глубинах 20 и 

100  м соответственно. Для вычислений шаг по 
глубине взят равным 5 см. Как видно по резуль-
татам модельных расчетов, КФ имеет основной 
максимум и существенный уровень боковых ле-
пестков, что приводит к проявлению собствен-
ных шумов сигнала при картировании протя-
женных ЗРС. При этом если калибровочное 
значение базы интерферометра известно с вы-
сокой точностью, то максимумы функций рас-
положены на глубинах, заложенных в модель, а 
пики имеют высокое соотношение сигнал/шум 
и достаточно узкие, что подтверждает возмож-
ность разрешения слоев по глубинам их распо-
ложения. 

Отметим, что разрешающая способность ал-
горитма и соотношение сигнал/шум увеличива-
ется при увеличении базы интерферометра.

Для оценки разрешения рассмотренного ал-
горитма вернемся к рис. 3. Видно, что период 
разности фаз меняется от некоторого началь-
ного значения до бесконечности в предельном 
случае. То есть полосу частот такого сигнала 
можно оценочно считать равной максимальной 
частоте, соответствующей первому периоду. Для 
d/λ  >>    1 оценка длительности первого периода 
вычисляется по формуле

τ λ≈ ( )2H cdn � / ,

соответственно, разрешение по высоте (глуби-
не) составит

�H H
dn� 2
�

.

Для базы интерферометра d/λ = 20 разреше-
ние по глубине составит �H Hn� 0 1. .

При реальной работе ИГБО угол β  может от-
личаться от нуля либо слои, рассевающие зонди-
рующий сигнал, расположены не горизонталь-
но, поэтому в модель следует внести зависимость 
ϕ t( )  в формуле (1) от угла β  и рассматривать как 
функцию, зависящую от двух параметров – Н и 
β.  Двумерная корреляционная функция такого 
сигнала определяется соотношением

	ρ β ϕ β ϕ β β∆ ∆ ∆ ∆H H t H H t dt

t

, , , , , .( ) = ( ) + +( )∫
0

0 0 0 0

max

 (3)

где tmax  – время приема сигнала. 
На рис. 5 представлен результат моделиро-

вания нормированной двумерной корреляци-
онной функции в зависимости от глубины Н и 
угла β � для плоского слоя на глубине 100 м. База 
интерферометра d/λ = 20. Профиль разреза КФ 
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Рис. 3. Зависимость интерферометрической разности 
фаз от наклонной дальности для ЗРС на глубинах 20 (а) и 
100 м (б). 
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Рис. 4. Результат моделирования корреляционной обработ-
ки для плоских, горизонтальных ЗРС на глубинах 20 и 100 м. 
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по β  =  0°, соответствующий горизонтальному 
положению слоя, совпадает с результатом моде-
лирования, приведенным на рис. 4, что же каса-
ется разреза при β = 5° (рис. 6), то наклон слоя 
существенно влияет на результаты оценки его 
глубины. Если по разрезу β = 0° слой определя-
ется на глубине 100 м, как это и закладывалось 
при моделировании, то при β  =  5° вычисления 
дают смещенную оценку примерно на 7 м.

Полученные результаты моделирования по-
казывают возможность применения предло-
женного алгоритма для обнаружения в морской 
среде ЗРС и измерения расстояния до них с 
точностью, зависящей от калибровки интерфе-
рометра и отклонения ЗРС от горизонтальной 
плоскости.

3. ПРОВЕРКА РАБОТЫ АЛГОРИТМА  
НА ЭКСПЕРИМЕНТАЛЬНЫХ ДАННЫХ
Рассмотрим возможности разработанного ал-

горитма по обнаружению и оценке положения 
ЗРС в морской среде. С этой целью используем 
результаты работы интерферометра бокового 
обзора, приведенные на рис. 2. Как следует из 
рисунка, хорошо просматривается интерферо-
метрическая разность фаз сигналов, рассеянных 
поверхностью дна. Кроме того, в толще воды 
слабо просматривается интерферометрическая 
разность фаз, обусловленная наличием ЗРС. 
Съемка проводилась при d/λ = 13 и наклоне ан-
тенн интерферометра 30°.

Применим разработанный алгоритм к имею-
щимся экспериментальным данным. На рис.  7 
представлены результаты расчета двумерной кор-
реляционной функции с применением разрабо-
танного алгоритма к экспериментальным измере-
ниям ИГБО в зависимости от глубины Н и угла β .

На рисунке хорошо выделяется слой, обуслов-
ленный донным рассеянием на глубине около 
100 м. Как видно, максимум, соответствующий 
глубине этого слоя, смещен по углу β примерно 
на ∆β = –1°. Если проанализировать более сла-
бые максимумы в водной толще, то можно отме-
тить слабые ЗРС в районе глубины 70 м в разрезе  
β = 28° и глубины 50 м в разрезе β = 30°.

Отметим, что в соответствии с условиями 
экспериментальной съемки эффективная вер-
тикальная база ИГБО составляла около 11λ, что 
почти в два раза меньше, чем при проведенном 
моделировании. Однако принципиальная воз-
можность разработанной методики для диагно-
стики слоистых сред подтверждена эксперимен-
тально.

β, град

Н, м

ρn(H)

Рис. 5. Результат моделирования нормированной двумер-
ной корреляционной функции в зависимости от глубины Н 
и угла β �; глубина слоя модели 100 м, база интерферометра 
d/ λ = 20.

0.8

0.6

0.4

0.2

50 7060 80 90 Н, м100 120110
0

1
ρn (H) 

Рис. 6. Результат моделирования корреляционной обра-
ботки для плоского ЗРС на глубине 100 м (разрез по углу  
β � = 5°).

β, град

Н, м

ρn(H)

Рис. 7. Результат двумерной корреляционной обработки 
экспериментальных измерений ИГБО в зависимости от 
глубины Н и угла наклона β .
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ЗАКЛЮЧЕНИЕ
Обоснован способ и разработан алгоритм 

диагностики слоистых сред, основанный на об-
наружении и вычислении положения рассеива-
ющих слоев с помощью интерферометра боко-
вого обзора. Проведено опробование алгоритма 
на математических моделях, подтвердившее его 
эффективность для решения поставленной за-
дачи. Алгоритм проверен на примере обработки 
экспериментальных данных, полученных ИГБО 
при съемке рельефа на участке со сравнительно 
плоским дном. Обоснована возможность при-
менения разработанного алгоритма для обнару-
жения звукорассеивающих слоев при исследова-
нии морей и океанов. 
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A method is considered and an algorithm is developed that makes it possible to identify the layered structure 
of the propagation medium of a probing signal based on strip survey data from an interferometric side-scan 
sonar (ISSS) with antennas located in a vertical plane. Using the example of mathematical modeling of phase-
difference measurements of ISSS for multilayer scattering planes, the capabilities of the proposed algorithm to 
determine their spatial position are demonstrated in the wave propagation medium. An analysis of the accuracy 
of calculating the position of scattering layers at heights (depths) and with different slopes was performed. The 
effectiveness of the method and algorithm for diagnosing the structure of layered media has been confirmed. 
The effectiveness of the method was tested on experimental data obtained using ISSS.
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Рассмотрим модифицированный метод оце-
нивания параметров применительно к случаю, 
когда ряд числовых наблюдений y1, y 2,…, ym до-
статочно большой и, соответственно, допуска-
ет возможность формирования центральных 
конечных разностей высокого порядка (много 
больше, чем это необходимо для метода, описан-
ного в [1]). Положим на начальном этапе рассмо-
трения, что число N синусоидальных компонент 
нам известно. Пусть для максимального поряд-
ка центральной конечной разности 2l, которую 
можно оформить согласно алгоритму [1] на ос-
нове имеющегося ряда y1, y 2,…, ym, выполняется 
условие 2l >>  4N.

Пусть рассматриваемый процесс можно пред-
ставить в следующем виде: 

y y r
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Рассмотрим l + I (l >>  2N) уравнений системы 

	 B A k lk i i
k

i

N

= =
=
∑ λ ; , , , ..., .0 1 2

1
	 (1) 

Положим, что величины λ λ λ1 2, ,..., N  – корни 
уравнения 

	 � � � �N
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N
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1 0 0... .    (2)
Возьмем в системе (1) какую-нибудь группу 

из N+1 последовательных уравнений, например 
группу 
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	 (3)

Умножим первое уравнение на С0, второе – 
на С1, …N-е – на СN–1, тогда, складывая их и до-
бавляя N+1 уравнений системы (3), получим 
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Так как по предположению λ λ λ1 2, , ..., N  – 
корни уравнения (2), то 

	 C C C i Ni N i
N

i
N

0 1 1
1 0 1 2+ + + + = =−

−λ λ λ... ; , , .., .  (5)
и, значит, 

	 C B C B C B Bt t N t N t N0 1 1 1 1 0� � � � �� � � � �... .  (6) 

Таким же образом, полагая последовательно 
t равным 0, 1, 2,…, l–N получим систему линей-
ных уравнений с неизвестными С0, С 1,…, С N–1 :

	

B C B C B C B

B C B C B C B

B

N N N

N N N

l

0 0 1 1 1 1

1 0 2 1 1 1

0

0

� � � � �
� � � � �

� �

� �

... ,

... ,

�� � � � �� � � � �

�

�
�
�

�
�
�

N l N l N lC B C B C B0 1 1 1 1 0... .

 (7)

Решаем эту линейную относительно пара-
метров С0, C1,…, CN–1 систему по методу наи-
меньших квадратов. При этом учтем, что число 
уравнений l–N+1 много больше числа неизвест-
ных (С0, C1,…, CN–1). Положим, что мы взяли ка-
кую-нибудь систему значений (C0

*, C1
*,…, CN −1

* ),  
подставили в уравнение (7) и составили разности 
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Эти разности представляют те ошибки, кото-
рые имеют место в наблюдаемых величинах BN, 
BN+1,…, Bl при системе значений (C0

* , C1
*,…, CN −1

* ).  
Составим сумму квадратов разностей

	 F C C CN i
i

l�N
T( ,* * *

0 1 1, , , ) 2

1

1

� � ��
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�

� � � � 	 (9)

где ε ε ε εT
l N= − +( , ,..., )1 2 1 .

Оценки по методу наименьших квадратов 
получают при минимизации функции (9). Ми-
нимум функций (9) получим, приравняв к нулю 
частные производные 
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Подставляя (8) и (9) в систему уравнений (10), 
получим нормальную систему уравнений, кото-
рую запишем в матричном виде [2] 

	 B B C B H( , ) , ( , )l N N
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l N N l N N
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− + − + − += −1 1 1 , 	 (11)

где
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Матрица B B( , ) ,l N N
T

l N N� � � �1 1 = K(N×N) пред-
ставляет собой таблицу коэффициентов при не-
известных CT

NC C C= …( 0 1 1, , , )  в системе нор-
мальных уравнений и является матрицей Грама 
для системы векторов [2]
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т.е.
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 (14)

Для нахождения неизвестных 
CT

NC C C= …( 0 1 1, , , ) умножим обе части матрично-
го уравнения (11) слева на K� �1( )N N . Получим 

	 C K B� � �� ��
� �

1
1N N l N N

T
( , )H. 	 (15)

Решение системы нормальных уравнений 
(15) определяет те значения C*, при которых до-
стигается точка минимума функции F ( )C (9) в 
N-мерном пространстве. Функция F ( )C являет-
ся неотрицательной квадратичной относительно 
C . Поэтому минимум функции F ( )C всегда су-
ществует, а так как точка минимума обязательно 
удовлетворяет нормальной системе, то послед-
няя является совместной, т.е. всегда имеет реше-
ние. Однако нормальная система может иметь и 
несколько решений в тех случаях, когда матрица 
K является особенной. Для однозначного опре-
деления вектора C* из (15) необходимо, чтобы 
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матрица K (матрица Грама) была неособенной, 
т.е. система векторов { , , ,..., }ZK K N= −0 1 1  была 
линейно независимой. Только в этом случае су-
ществует обратная матрица K–1 и однозначное 
решение (15).

Рассмотрим, что представляет собой матрица 
Грама K (N×N ).

Так как K B B( ) ( , ) ,N N l N N
T

l N N� � � � � �1 1 , то 
распишем матрицу Bl N N� �1,
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, (16)

где A = diag{A1,A2,…,AN},
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Тогда матрица K(N×N) может быть представлена 
в виде
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Определитель матрицы K(N×N). Учитывая, что 
определитель матрицы 
L(N×N) – определитель Вандермонда

det ,L N N
j i N

i j×( ) = −( )
≤ < ≤

Π
1

λ λ

а определитель матрицы A – det A=A1A2…AN , тог-
да можно записать в виде 
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	 (19)

Для вычисления определителя, стоящего в 
правой части выражения (19), воспользуемся 
формулой Бине-Коши [2] 
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где L
N

m m mN

2

1 2

1 2 ...

...

�

�
��

�

�
��  – минор порядка N мат

рицы L( )l N N� � �1 .

Таким образом, определитель матрицы Грама 
det K(N×N) можно записать в виде

	 det ... det
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K N N A A A L
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m m m
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j i N
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1
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. 	   (21)

В предположении A i j N N Ni i j≠ ≠ = × ≠0 1 0, ; , , , det ( )λ λ K 
A i j N N Ni i j≠ ≠ = × ≠0 1 0, ; , , , det ( )λ λ K  так как среди миноров порядка 

N матрицы L(l – N + 1 × N) обязательно имеют-
ся ненулевые, таким образом получим, что при 
числе гармоник N определитель матрицы Грама 
положителен ( det ( )K N N� � 0 ) и нормальная 

система уравнений (11) имеет единственное ре-
шение (15). 

Покажем, что последовательность определи-
телей матрицы Грама {det ( ), , , ,...}K t t t× = 1 2 3   
позволяет определить число гармоник. Пусть 
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неизвестное число компонент равно N.  
По наблюдаемому отрезку временного ряда y1, 
y2,…, y определяется последовательность цен-
тральных конечных разностей четного порядка и 
на их основе формируется последовательность 
B0, B1, B2,…, Bl. Из последовательности 
{det , , , ,.., }Bi i l= 0 1 2  строятся векторы 

{ , , , , ,...}ZK K = 0 1 2 3  (13), причем их размерность  
(l–p+1) выбирается больше предполагаемого мак-
симально возможного числа P синусоидальных со-
ставляющих (l–p+1 > Pmax). На основе векторов 
{ , , , , ,...}ZK K = 0 1 2 3  формируем последователь-
ность матриц Грама {det ( ), , , ,...}K t t t× = 1 2 3 , где 
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где
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Вычислим определитель det K(t×t). Используя (19) и (21), можно показать, что 
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Используя формулу Бине-Коши для вычисления (24), получим 
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где L
t

l l lN

1 2

1 2

...

...

�

�
��

�

�
��  – минор порядка t матри-

цы L( t ×N ).

Если предположить, что A i j N N Ni i j≠ ≠ = × >0 1 0, ; , , , det ( )λ λ K 
A i j N N Ni i j≠ ≠ = × >0 1 0, ; , , , det ( )λ λ K  и t N≤ , то получим, 

что как среди миноров порядка T матрицы 
L(t × N), так и среди миноров порядка N матрицы 
L(l – p + 1 × N), обязательно найдутся нулевые. 
Если же t N> , то detK(t × t) = 0. Таким образом, 
определение числа N сводится к следующему. 

По наблюдаемому отрезку y1, y2,…,ym определя-
ется последовательность центральных конечных 
разностей четного порядка, формируется после-
довательность B0, B1, B2,…, Bl, на основе которой 
строят векторы { , , , , ,...}ZK K = 0 1 2 3 согласно (13), 
причем размерность их (l–p+1) предполагает-
ся больше максимального возможного числа P 
компонент в данном временном ряду. На основе 
векторов { , , , , ,...}ZK K = 0 1 2 3  формируется после-
довательность матриц Грама { ( ), , , ,...}K t t t× = 1 2 3
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вычисляются определители detK(t × t). Процесс 
обрывают, как только detK(S × S) = 0. Послед-
нее означает, что число гармоник равно S–1. 
Зная N, можно определить вектор C (15), корни 
λ λ λ1 2 1, ,..., s −  уравнения (5). Далее определяются 
периоды T T Ts1 2 1, ,..., − . Такой подход позволяет 
проводить надежное и однозначное определение 
числа параметров тех компонент, для которых 
A i Ni ≠ =0 1; , . В силу того, что возможна ситуа-
ция, когда выполняется Ai = 0 , следует при оце-
нивании параметров повторять описанную про-
цедуру для нескольких значений y y ys s sk1 2, ,...,
и окончательно суждение выносить на основе 
анализа совместных результатов.
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портам). Представлен метод анализа шумовых свойств смесителей, рассчитаны выходные шумовые 
спектры для каждого из элементов схем (входного сопротивления, диодов и выходного сопротивле-
ния), получены аналитические выражения коэффициентов шума. Теоретические оценки коэффици-
ента шума подтверждаются результатами моделирования с точностью до 1 дБ.

Ключевые слова: диодные смесители, метод узловых потенциалов, передаточная функция, коэффи
циент шума, гетеродин, балансная схема

DOI: 10.31857/S0033849424020083,  EDN: KMJTPK

ВВЕДЕНИЕ
Ранее в [1] нами был представлен подробный 

обзор существующих методов анализа преобра-
зователей частоты. Однако известные методы 
применялись только для анализа коэффициента 
передачи, анализ развязок по портам не рассма-
тривался. Рассмотренный в [2] метод на основе 
так называемой матрицы преобразования при-
меняется для анализа шумовых характеристик 
смесителей [3]. Однако, как и в случае линейно-
го анализа, существенно возрастает размерность 
матрицы, особенно для двойной и тройной ба-
лансных схем. Предлагаемая авторами методика 

анализа диодных смесителей методом узловых 
потенциалов в обобщенном матричном виде в 
частотной области позволяет рассчитать коэф-
фициент передачи преобразователя частоты, 
развязки “вход-выход” и “гетеродин-выход”, 
оценить предельно достижимые значения дан-
ных характеристик смесителей, провести анализ 
шумовых свойств схем смесителей различного 
уровня сложности с учетом собственных шумов 
преобразовательных элементов. 

В данной работе рассмотрен линейный анализ 
диодных смесителей, включая анализ развязок 
“вход-выход” и “гетеродин-выход”, получены 
зависимости функций развязок от сопротив-
ления нагрузки и амплитуды напряжения гете-
родина; эффекты рассогласования, вносимые 
технологическим разбросом параметров диодов; 
оценки предельно достижимых значений ко-
эффициентов передачи и функций развязок по 
портам. Рассмотрен шумовой анализ диодных 

1	 Первая часть статьи “Анализ диодных смесителей ме-
тодом узловых потенциалов в обобщенном матрич-
ном виде в частотной области. Часть 1. Коэффициент 
передачи” опубликована на русском языке в журнале 
“Известия высших учебных заведений. Радиоэлек-
троника” и на английском языке в “Radioelectronics 
and Communications Systems” (2022. Т. 65. № 2).
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смесителей – определена спектральная плот-
ность шума на выходе смесителей и рассчитан 
коэффициент шума. Представлены результаты 
расчёта и моделирования характеристик диод-
ных смесителей, рассмотренных в статье.

1. АНАЛИЗ РАЗВЯЗКИ  
МЕЖДУ ВХОДАМИ СМЕСИТЕЛЯ

1.1. Анализ развязки между входом и выходом

Эквивалентная смеха балансного смесителя 
для анализа развязки “вход-выход” представле-
на на рис. 1а. 

Рассмотрим выражение для генераторов 
тока, управляемых напряжением G U pi IFi1 0( ) , 
где  i =  1,  2 – индекс, соответствующий номеру 
диода. Во временной области выражения имеют 
вид G U ti IFmi1 0cosω  [4]. Необходимо определить 
амплитуду напряжения UIFmi. Для этого восполь-
зуемся формулой связи амплитуд через коэффи-
циент передачи схемы KB. Для амплитудных зна-
чений запишем

U U Up j p jIFmi m mLO LO� �� �5 6 3 40 0( ) ( )( ) ( ).� �  
Если сопротивление источника сигнала мало, 

то получаем
U Up j pm mLO5 6 1 20 0( ) ( )( ) ( ).� ��

То есть перепишем выражение для UIFmi как
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Тогда выражение для генератора тока во вре-
менной области принимает вид

G K U ti B m1 1 2 01( ) cos ,( )� �

а в частотной –
	 G K U pi B m1 1 2 01( ) ( ).( )− 	 (1)
Эквивалентная схема балансного смесителя для 
анализа эффекта прохождения входного сигнала 
на выход должна быть изменена с учетом форму-
лы (1) согласно рис. 1б.
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Рис. 1. Эквивалентная (а) и модифицированная (б) схемы балансного смесителя для анализа развязки “вход-выход”: узлы 
схемы 1…6 пронумерованы в соответствии с нумерацией строк и столбцов Y-матрицы смесителя.
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Как и при расчете коэффициента передачи [1] 
для определения выходного сигнала необходимо 
найти отклик от каждого из входных генерато-
ров: E0

+ , E0
−  ( I0

+ , I0
− ). Сигнал на выходе сме-

сителя определяется падением напряжения на 
нагрузке: 

U U U U Up p p p pвых ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ,0 0 0 0 031 32 41 42� �� � � �� �

где U p31 0( )  и U p41 0( )  – узловые потенциалы на 
выходе, определяемые воздействием E0

+  (I0
+), а 

U p32 0( )  и U p42 0( ) – узловые потенциалы на выхо-
де, определяемые воздействием E0

−  (I0
−). Сигнал 

на входе смесителя определяется выражением
U U Up p pвх ( ) ( ) ( ).0 0 01 2� �

Таким образом, развязка “вход-выход” выража-
ется как

	 K
U
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В случае одинаковых параметров диодов выра-
жение для развязки “вход-выход” имеет вид

K
G G G G K

G G G G GB RF IF
S B

L S
 − =

+ + −( )
+ +( ) + +

( . ) ( )

( . ) ( .
0 2 1

0 2 0

0 5 1

0 5 2 0 5GG GL2 )
.

Отметим, что развязка “вход-выход” двой-
ной и тройной балансных схем определяется как 
сумма развязок каждой пары диодов и в случае 
равенства параметров диодов равна 0.

1.2. Анализ развязки между гетеродином  
и выходом

А. Ток диода в “неинтенсивном” и “интенсив-
ном” режимах гетеродина. Эффект прохождения 
сигнала гетеродина на выход описывается со-
ставляющей тока I0 (см. [1, формула (1)]). Рас-
смотрим “неинтенсивный” режим работы гете-
родина. Представим I0 как
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где компоненты ILOn связаны с коэффициентами 
ряда Фурье in  следующими соотношениями:

I iLO0 0= ,  I iLOn n= 2 ,  n N= 1 2, , ... .   

Учтем в разложении только первую гармони-
ку частоты гетеродина:

I I I tLO LO LO0 0 1� � cos ,�

где ILO0 соответствует постоянной составляю-
щей, а I tLO LO1 cosω  – переменной составляю-
щей тока. Для оценки эффекта прохождения 
сигнала гетеродина на выход необходимо полу-
чить значение ILO1: 
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где Bn(ULOm/φt) – модифицированная функция 
Бесселя порядка n. В “интенсивном” режиме ра-
боты гетеродина составляющая тока ILO1 равна
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Б. Анализ схем смесителей. Эквивалентная 
схема балансного смесителя для анализа развяз-
ки “гетеродин-выход” представлена на рис. 2. 
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Схема описывается системой уравнений в 
БУП на частоте pLO:
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Развязка “гетеродин-выход” выражается как

K U p U p UB LO IF LO LO LOm � � �� �3 4( ) ( ) / .

Токам I pi LO0 ( )  соответствуют составляю-
щие тока I pLO i LO1 ( ), полученные при разложе-
нии тока гетеродина в ряд I p I pLO LO LO01 11( ) ( )= ,  
I p I pLO LO LO02 12( ) ( )= , а отношениям 
I p ULO i LO LOm1 ( ) /  – проводимости источника ге-
теродина GLO i1 . Окончательное выражение для 
развязки “гетеродин-выход” принимает вид

	 K
G G G G G G G

G
B LO IF
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 − =

+ − +( ){ }
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02 22 11 01 21 12

01

0 5 0 5
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В случае одинаковых параметров диодов раз-
вязка “гетеродин-выход” равна нулю как для ба-
лансной, так и для двойной и тройной баланс-
ных схем.

2. АНАЛИЗ РАССОГЛАСОВАНИЯ 
ПАРАМЕТРОВ ЭЛЕМЕНТОВ 

В общем случае коэффициент переда-
чи балансного смесителя (см. [1], форму-
ла (9)) зависит от параметров двух диодов 

K f G G G GB d d= ( , , , )1 2 11 12   . Введем значения па-
раметров диодов с учетом технологического раз-
броса:

� � �G G Gd d d1 1 1� ,  � � �G G Gd d d2 2 2� ,  
� � �G G G11 11 11� ,  � � �G G G12 12 12� ,

где первое слагаемое соответствует номинально-
му значению, а второе – изменению проводимо-
стей диода (разбросу параметров). С учетом раз-
броса коэффициент передачи представляется как
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где KB0 соответствует коэффициенту передачи 
при номинальных значениях проводимостей, 
а ∆KB – изменение коэффициента передачи. В 
случае равенства номинальных значений прово-
димостей получаем 
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Рис. 2. Эквивалентная схема балансного смесителя для ана-
лиза развязки “гетеродин-выход”: узлы схемы 1…4 прону-
мерованы в соответствии с нумерацией строк и столбцов 
Y-матрицы смесителя.
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Окончательно изменение коэффициента передачи выглядит следующим образом:
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Аналогично изменения развязки “вход-выход” (2) и “гетеродин-выход” (3) балансного смесителя 
с учетом разброса параметров имеют вид
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В общем случае коэффициенты передачи и развязки по портам двойной балансной и тройной 
балансной схем также зависят от параметров диодов. Для двойной балансной схемы изменения 
этих характеристик определяются выражениями
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3. ШУМОВОЙ АНАЛИЗ ДИОДНЫХ 
СМЕСИТЕЛЕЙ 

3.1. Балансная схема 

А. Шумовая схема балансного диодного смеси-
теля. В общем случае шумовые процессы в сме-
сителях являются циклостационарными. Как 
было показано в работе [5], при использовании 
на выходе смесителя полосового фильтра с по-
лосой пропускания меньше половины частоты 
гетеродина циклостационарные шумовые про-
цессы могут рассматриваться как стационарные. 
Это предположение о полосовой фильтрации 
было использовано в данной работе. Эквива-
лентная схема балансного смесителя (см. [1, рис. 
3]) по теореме бисекции может быть приведена 
к симметричному виду: исходная схема делится 
пополам, входная GS и выходная GL проводимо-
сти приводятся к проводимостям с номинала-
ми 2GS и 2GL. Тогда шумовую схему балансного 
диодного смесителя можно представить, как на 
рис. 3, где SRS

, SD , SRL
 – спектральные плот-

ности средней мощности шумового напряжения 

входного сопротивления, диода, сопротивления 
нагрузки. 

В шумовой модели смесителя диод может 
быть представлен как проводимость G G0 20 5+ .  и 
два генератора тока, управляемые напряжением 
0 5 1 0 0. ( )G U p j LO± ω  и G U pIF1 0( ) , включенные па-
раллельно. Шумовые свойства диода определя-
ются генератором шума со спектральной плот-
ностью средней мощности шумового тока диода 
SD. Поскольку шумами гетеродина на данном 
этапе анализа пренебрегаем, то генератор тока 
I0 (см. [1, формула (1)]) в шумовой модели сме-
сителя не учитывается. Передаточную функцию 
цепи от каждого шумового источника можно 
определить, используя метод анализа нелиней-
но-параметрических цепей [1]. 

Б. Шумы сопротивления источника на выходе 
схемы. Схема для анализа шумов сопротивления 
источника представлена на рис. 4.

Составим две системы уравнений в БУП по 
аргументам p0 и p0 ± jωLO соответственно:
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где ES  – среднеквадратичное напряжение 
источника шума входного сопротивления при-
веденной к симметричному виду схемы, которое 
по теореме бисекции может быть вычислено как 

E ES S� � / 2, где � � ��E f kTR fSS SRS
� �4  – сред-

неквадратичное напряжение источника шума на 
входе исходной схемы балансного смесителя, а 
′SRS

 – соответствующая спектральная плотность 
средней мощности шумового напряжения шума 

G0 + 0.5G2

G1UIF (p0)

2GS

SRS

SD

SRL

2GL

0.5G1U0 (p0 ± jωLO)

Рис. 3. Эквивалентная шумовая схема балансного смесите-
ля, преобразованная к симметричному виду.

G0 + 0.5G2

G1UIF (p0)2GS

SRS
2GL

0.5G1U0 (p0 ± jωLO)

231

Рис. 4. Эквивалентная схема для анализа шумовых свойств 
сопротивления RS: узлы схемы 1…3 пронумерованы в соот-
ветствии с нумерацией строк и столбцов Y-матрицы сме-
сителя.
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источника. Тогда значение среднеквадратичного 
напряжения преобразованного источника шума 
можно выразить как

E
kTR f

kT
R

f fSS
S S

RS
� � �

4

2
4

4

�
� � ,

где S kT
R

R
S

S
= 4

4
 – спектральная плотность 

средней мощности шумового напряжения пре-

образованного источника. Выражения для на-
пряжения в правых частях систем могут быть 
раскрыты как в [1]. Составляющая источника 
шума SRS

 пересчитывается на выход схемы че-
рез передаточную функцию из первого узла во 
второй, причем воздействие рассматривается на 
частоте p0, а отклик – на частоте p0 ± jωLO. Пере-
даточная функция TRS

 соответствует линейному 
коэффициенту передачи балансного смесителя:

	 T
G G G

G G G G G G G G G
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S L

S L S L S L
S

= =
+ + +( ) − +
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2
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Тогда спектральная плотность средней мощ-
ности шумового напряжения генератора шума 
сопротивления источника на выходе будет иметь 
вид

S T SR RRS SS вых  вх=
2

,

где S SR RS S вх = .
В. Шумы диодов на выходе схемы. Схема для 

анализа шумов диода представлена на рис. 5. 
Она может быть описана двумя системами 

уравнений в БУП по аргументам p0 и p0  ±  jωLO 
соответственно:
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где ID  – среднеквадратичный ток источника 
шума диода, а соответствующая спектральная 
плотность средней мощности равна S qID D= 2   
(ID  – постоянная составляющая тока диода)  
[6, 7]. Как было отмечено выше, составляющая 
тока I0 может быть разложена в ряд Фурье, где 

постоянная составляющая тока диода опреде-
ляется как ILO0. Следовательно, необходимо вы-
числить значение ILO0:
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где T = 2π/ωLO. Тогда окончательное выражение 
спектральной плотности шума диода на входе 
принимает вид

	 S qI B UD S LOm t� � � ��� ��2 10 / .� 	 (5)

Составляющая источника шума SD  пересчи-
тывается на выход схемы через передаточный 
импеданс, соответствующий отношению напря-
жения во втором узле на частоте p0 ± jωLO к току 
ID , протекающему из первого во второй узел на 
частоте p0:
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Тогда спектральная плотность средней мощ-
ности шумового напряжения диода на выхо-
де определяется как S Z SD DD вых  вх= 2 , где 
S SD D вх = . 

	
Г. Шумы сопротивления нагрузки на выходе схе-
мы. Для анализа шумов сопротивления нагрузки 
рассмотрим схему на рис. 6.
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Схема описывается двумя системами уравне-
ний в БУП по аргументам p0 и p0 ± jωLO: 
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где EL  – среднеквадратичное напряжение 
источника шума сопротивления нагрузки схе-
мы, приведенной к симметричному виду, а со-
ответствующая спектральная плотность средней 

мощности S kT
R

R
L

L
= 4

4
 определяется анало-

гично спектральной плотности SRS
. Составля-

ющая источника шума SRL
 пересчитывается на 

выход схемы через передаточную функцию из 
второго узла в третий узел, причем воздействие 
рассматривается на частоте p0, а отклик – на ча-
стоте p0 ±  jωLO. Передаточная функция TRL

 со-
ответствует линейному коэффициенту передачи 
балансного смесителя:

	 T
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Спектральная плотность средней мощности 
шумового напряжения сопротивления нагрузки 
на выходе определяется как S T SR RRL LL вых  вх=

2
, 

где S SR RL L вх = .
Д. Коэффициент шума. Коэффициент 

шума смесителя F определяется как F P P� �1 вых
сш

вых
иш/

F P P� �1 вых
сш

вых
иш/ , где Pвых

сш  – мощность собственных 

шумов на выходе смесителя, Pвых
иш  – мощность 

шума сопротивления источника сигнала на вы-
ходе. Рассмотрим подробнее выражение для ко-
эффициента шума:
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Так как T T KR R BS L
� � � , то 
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Рассмотрим отношение

Z T G G G G AD R S L S LS

2 2 2 2 24= + =( ) ,

G0 + 0.5G2

G1UIF (p0)

SD

2GL2GS

0.5G1U0 (p0 ± jωLO)

21

Рис. 5. Эквивалентная схема для анализа шумовых свойств 
диода: узлы схемы 1…2 пронумерованы в соответствии с 
нумерацией строк и столбцов Y-матрицы. 

G0 + 0.5G2

G1UIF (p0)

SRL

2GL

2GS

0.5G1U0 (p0 ± jωLO)

231

Рис. 6. Эквивалентная схема для анализа шумовых свойств 
сопротивления RL: узлы схемы 1…3 пронумерованы в соот-
ветствии с нумерацией строк и столбцов Y-матрицы сме-
сителя.
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из которого следует окончательное выражение 
для коэффициента шума балансного диодного 
смесителя:

F G G G G qI

B U G kTG

S L S L S

LOm t L S

= + + + ×

× ( ) − 

1 2

1 4

2

0
2

/ ( )

/ / .ϕ

3.2. Двойная балансная схема 

Двойную балансную схему можно предста-
вить в виде параллельного соединения двух ба-
лансных смесителей [1]. Каждый балансный 
смеситель может быть приведен по теореме би-
секции к симметричному виду. Шумовая схема 
первой пары диодов полностью соответствует 
схеме балансного смесителя, а шумовая схема 
второй пары диодов составляется аналогично. 

А. Шумы сопротивлений источника и нагруз-
ки на выходе схемы. Передаточные функции 
от сопротивлений источника TRS

 и нагруз-
ки TRL

 двойной балансной схемы равны сум-
ме соответствующих передаточных функций 
каждой из пар диодов. Передаточные функ-
ции первой пары диодов TRS 1  и TRL1  получе-
ны выше, передаточные функции второй пары 
диодов TRS 2  и TRL 2  выражаются формулами 
(4), (7) соответственно. Передаточные функ-
ции от сопротивлений источника и нагрузки 
двойного балансного смесителя соответствуют 
его коэффициенту передачи и определяются 
как T T T T T T KR R R R R R DBS S S L L L

= + = − = − + =1 2 1 2( ) . 
Спектральные плотности средней мощности 
шумового напряжения сопротивлений источни-
ка SRS  вых и нагрузки SRL  вых на выходе определя-

ются как S S K S SR R DB R RS L S L вых  вых  вх  вх  ( ) ( )= 2 ,  

где спектральные плотности средней мощности 
шумового напряжения сопротивлений на входе 
определяются так же, как и в случае балансного 
смесителя.

Б. Шумы диодов на выходе схемы. Эквивалент-
ная схема для анализа шума диода на выходе 
представлена на рис. 5. Выше получено выраже-
ние для передаточного импеданса (см. (6)). Вы-
ходная спектральная плотность средней мощ-
ности шумового напряжения генератора шума 
диода определяется как S Z SD D D вых  вх= 2 , где 
SD  вх  – спектральная плотность средней мощ-
ности собственного шумового напряжения дио-
да согласно формуле (5). 

В. Коэффициент шума. Аналогично предыду-
щему случаю, может быть получено выражение 

для коэффициента шума двойного балансного 
смесителя
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причем Z T AD RS

2 2
4/ /= . Тогда окончатель-

ное выражение для коэффициента шума двой-
ного балансного диодного смесителя имеет вид 
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3.3. Тройная балансная схема 

Тройную балансную схему можно предста-
вить в виде параллельного соединения четырех 
балансных смесителей [1], каждый из которых 
может быть приведен по теореме бисекции к 
симметричному виду. Шумовая схема первой 
и третьей пар диодов соответствуют шумовой 
схеме балансного смесителя, а шумовая схема 
второй и четвертой пар соответствует шумовой 
схеме второй пары диодов двойного балансного 
смесителя. 

А. Шумы сопротивлений источника и нагрузки на 
выходе схемы. Передаточные функции от сопро-
тивлений источника TRS

 и нагрузки TRL
 тройной 

балансной схемы равны сумме соответствующих 
передаточных функций каждой из пар диодов. 
Передаточные функции первой и третьей пар 
диодов TRS 1 , TRS 3  и TRL1 , TRL 3  получены выше, 
передаточные функции второй и четвертой пар 
диодов TRS 2 , TRS 4  и TRL 2 , TRL 4  выражаются 
формулами (4), (7). Окончательно передаточные 
функции от сопротивлений источника и нагруз-
ки тройного балансного смесителя определя-
ются как T T T T T T T T T T KR R R R R R R R R R TBS S S S S L L L L L

� � � � � � � � � � � �1 2 3 4 1 2 3 4( )
T T T T T T T T T T KR R R R R R R R R R TBS S S S S L L L L L

� � � � � � � � � � � �1 2 3 4 1 2 3 4( ) . Спектраль
ные плотности средней мощности шумо-
вого напряжения сопротивлений источни-
ка и нагрузки на выходе определяются как 
S S K S SR R TB R RS L S L вых  вых  вх  вх  ( ) ( )= 2 . Спек-
тральные плотности средней мощности шу-
мового напряжения сопротивлений на входе 
определяются так же, как и в случае балансного 
смесителя.

Б. Шумы диода на выходе схемы. Аналогично 
случаю, соответствующему анализу шумов ди-
ода двойного балансного смесителя, выходная 
спектральные плотность средней мощности 
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шумового напряжения диода определяется как 
S Z SD D D вых  вх= 2 , где Z D  – передаточный им-
педанс (см. (6)), SD  вх  – спектральная плотность 
средней мощности собственного шумового на-
пряжения диода (см. (5)). 

В. Коэффициент шума. Коэффициент шума 
тройного балансного смесителя определяется 
как

F
R
R

Z qI

T kTR

L

S

D D

R SS

� � �1
4 2

4

2

2
,

при этом Z T AD RS

2 2
16/ /= , тогда выражение 

для коэффициента шума тройного балансного 
диодного смесителя определяется следующим 
образом:

F G G G G qI

B U G kTG

S L S L S

LOm t L S

= + + + ×

× ( ) − 

1 2

1 16 4

2

0
2

/ ( )

/ / .ϕ

4. РАСЧЕТ И МОДЕЛИРОВАНИЕ 
В работе [1] подробно рассмотрено форми-

рование линейной параметрической модели ди-
ода на основе закона Эберса–Молла. Каждый 
диод в схеме смесителя представляется в виде 
параллельно включенной проводимости и двух 
управляемых напряжением генераторов тока. 
В процессе моделирования была использована 
SPICE модель диода (параллельное сопротивле-
ние в модели отсутствовало, а последовательное  
равно 2.1 Ом). Моделирование и расчет выполнены  
при температуре T = 300 K для двух режимов ра-
боты гетеродина. Моделирование проводилось 
в среде автоматизированного проектирования 
Advanced Design System (ADS). При расчете и 
моделировании были использованы следующие 
значения: IS = 1.14 пА – ток насыщения диода, 
U0m = 0.05 В – амплитудное значение напряжения 
сигнала, ULOm = 1.0 В – амплитудное значение 
напряжения гетеродина, RS = 50 Ом – сопротив-
ление источника, RL = 50 Ом – сопротивление 
нагрузки; частота сигнала 4 МГц, частота гете-
родина 5 МГц. Частотный диапазон выбран так, 
чтобы минимизировать влияние емкостей p-n-
перехода диода. Если импеданс диффузионной 
емкости p-n-перехода превосходит внутренний 
импеданс диода более чем в шесть раз, то частот-
ной зависимостью передаточной функции мож-
но пренебречь. Так, в работе [8] показано, что 
импеданс диффузионной емкости p-n-перехода 

равен 26.0 Ом на частоте 1 ГГц, а внутренний 
импеданс диода – 4.3 Ом, при этом отклонение 
передаточной функции от значения в области 
низких частот составляет не более 0.1 дБ. 

Выбор представленных частот сигнала и гете-
родина позволил провести адекватное сравнение 
расчета и моделирования для проверки справед-
ливости предложенного подхода (табл. 1). 

На рис. 7а, 7б приведены зависимости развяз-
ки “вход-выход” соответственно от нагрузочной 
проводимости при ULOm = 0.8 B и от амплитуды 
напряжения гетеродина при RL = 50 Ом. 

Зависимости получены для двух режимов ра-
боты гетеродина. Ошибка между результатами 
расчета и моделирования не превышает 3  дБ. 
Полученный результат превосходит результаты, 
представленные в работах других авторов. Так, 
например, в работе [9] ошибка между резуль-
татами расчета уровня нелинейных искажений 
3-го порядка по параметру входной мощности 
перекрестных искажений IIP3 и результатами 
моделирования лежит в пределах от 4 до 10 дБ, 
в работе [10] расчетные значения коэффициента 
передачи, параметра IIP3 и параметра IIP2 отли-
чаются от значений, полученных при моделиро-
вании, в пределах 4 дБ, а в работе [11] результаты 
расчета и моделирования параметра IIP3 отли-
чаются в пределах 5 дБ.

В табл. 2 представлены изменения коэффици-
ента передачи и развязок по портам балансной 
схемы для “неинтенсивного” режима работы 
гетеродина для различных значений разбросов 
параметров. 

Значения ошибок, вносимых разбросом па-
раметров диодов, позволяют оценить предельно 
достижимые значения коэффициентов передач 
и развязок по портам. Аналогичным образом 
могут быть получены максимально достижи-
мые значения параметров двойного и тройного 
балансных смесителей. Например, для двойной 
балансной схемы при технологическом разбросе 
параметров 20  % для диодов D1, D2, D3 и при 

Таблица 1. Результаты расчета и моделирования для 
балансной схемы

Режим работы 
гетеродина

KRF IF− , дБ

Расчет Моделирование
“Неинтенсивный” –16.5 –17.1

“Интенсивный” –14.4 –15.9
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разбросе параметров 0 % для диода D4 значения 
параметров схемы принимают следующие значе-
ния: ∆K KDB DB/ . %0 8 9=  , ∆KDB RF IF  дБ− = −36 1. , 
∆KDB LO IF  дБ− = −54 5. . Для тройной балансной 
схемы при разбросе параметров 20 % для диодов 
D1…D3, D5…D7 и при разбросе параметров 0 % 
для диодов D4, D8 значения параметров схе-
мы принимают значения ∆K KTB TB/ . %0 8 9=  , 
∆KTB RF IF  дБ− = −50 1. , ∆KTB LO IF  дБ− = −48 5. .

В табл. 3 представлены результаты моделиро-
вания и расчета коэффициента шума диодных 
смесителей, ошибка в пределах 1 дБ. 

ЗАКЛЮЧЕНИЕ
Получены теоретические выражения для 

развязок “вход-выход” и “гетеродин-выход”; 
выражения для вносимых технологическим раз-
бросом параметров диодов ошибок, которые 
позволяют оценить предельно достижимые зна-

чения коэффициентов передачи и развязок по 
портам. Представлены зависимости развязок от 
нагрузочной проводимости и от амплитуды на-
пряжения гетеродина. Проведен теоретический 
анализ и моделирование, ошибка между расчет-
ными результатами и результатами моделирова-
ния лежит в пределах 0.5…3 дБ. Как было пока-
зано в работе [1], выбор сопротивления нагрузки 
и амплитуды напряжения гетеродина позволяет 
максимизировать коэффициент передачи сме-

Нагрузочная проводимость, См Амплитуда напряжения гетеродина, В
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Рис. 7. Зависимость развязки “вход-выход” балансной схемы смесителя от нагрузочной проводимости (а) и от амплитуды 
напряжения гетеродина (б) при “интенсивном” (1, 2) и “неинтенсивном” (3, 4) режимах работы гетеродина: 1, 4 – расчет, 
2, 3 – моделирование.

Таблица 2. Изменения коэффициента передачи и развязок по портам

∆D1 ∆D2
∆K
K

B

B0

�K
K

B RF IF

B RF IF

 

 

�

� 0
∆D1 ∆D2 �KB LO IF �

% дБ
0 5 1.5 2.6 0 5 –66.5
5 10 4.4 7.8 0 10 –60.5

10 15 7.4 13.0 0 15 –57.0
15 20 10.4 18.3 0 20 –54.5

Таблица 3. Результаты расчета и моделирования ко-
эффициента шума

Тип схемы Расчет, 
дБ

Моделирование,
дБ

Балансная 4.03 4.51
Двойная балансная 3.28 4.21
Тройная балансная 3.07 3.76
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сителя. Однако результаты данной работы по-
казали, что изменение значений сопротивления 
нагрузки и амплитуды напряжения гетеродина 
в сторону увеличения коэффициента передачи 
схемы приводит к ухудшению развязок. Так, на-
пример, в “неинтенсивном” режиме при фик-
сированном сопротивлении нагрузки 50  Ом 
при амплитуде напряжения гетеродина 1  В ко-
эффициент передачи балансной схемы состав-
ляет –20.0  дБ, но при этом значение развязки 
“вход-выход” не превышает –15.9 дБ, в то время 
как при амплитуде 0.7 В получим коэффициент 
передачи –29.9  дБ и развязку –26.0  дБ. Анало-
гично для случая “неинтенсивного” режима ге-
теродина и балансной схемы при амплитуде на-
пряжения гетеродина 0.8  В при сопротивлении 
нагрузки 700 Ом достигается максимум коэффи-
циента передачи –12.8 дБ, но при этом значение 
развязки “вход-выход” –10.8  дБ. Однако при 
сопротивлении нагрузки 50  Ом коэффициент 
передачи падает до –25.5 дБ, но развязка улуч-
шается до –20.0 дБ.

Рассмотрены шумовые свойства диодных 
смесителей, рассчитаны выходные шумовые 
спектры для каждого из элементов схем (вход-
ного сопротивления, диодов и выходного сопро-
тивления), получены аналитические выражения 
коэффициентов шума. Шумовой анализ пока-
зал, что диодные смесители обладают низким ко-
эффициентом шума. При одинаковых значениях 
элементов схем балансный смеситель обладает 
самым высоким коэффициентом шума (4.5 дБ), 
а тройной балансный смеситель  – самым низ-
ким (3.8 дБ), что является преимуществом перед 
остальными схемами. Значение коэффициента 
шума двойного балансного смесителя – 4.2 дБ. 
Результаты моделирования коэффициента шума 
согласуются с результатами расчета в пределах 
1 дБ. 

Следует отметить, что предлагаемая методи-
ка анализа смесителей позволяет значительно 
сократить объем вычислений по сравнению, на-
пример, с известным методом матрицы преоб-
разований [2, с. 247, § 5.3], который основан на 
линеаризованной модели активных элементов. 
Использование матрицы преобразований пред-
полагает повышение порядка матрицы схемы 
при анализе балансных структур и при введении 
в состав системы уравнений токов (напряже-
ний) на промежуточной частоте. Если в матри-
це преобразований используются лишь первые 
два коэффициента из разложения нелинейной 
проводимости диода, то для небалансной схе-
мы размерность матрицы преобразований со-
ставляет 2×2, а для балансной – размерность 

матрицы увеличивается до значения 6×6. В 
случае двойной балансной схемы порядок ма-
трицы увеличится до значения 10×10, а в случае 
тройной балансной – до 18×18. При введении в 
рассмотрение большего числа коэффициентов 
из разложения нелинейной проводимости дио-
да порядок матрицы также значительно увели-
чивается: 3×3 – для небалансного смесителя, 
9×9 – для балансного, 15×15 – для двойного 
балансного, 27×27 – для тройного балансного 
смесителей. Высокая размерность матрицы пре-
образования затрудняет аналитическое решение 
задачи параметрической оптимизации схемы 
смесителя, что делает необходимым применение 
численных методов. Однако при использовании 
методов численной оптимизации остаются от-
крытыми вопросы выбора начального прибли-
жения и расстановки весовых коэффициентов. 
При анализе смесителей по предлагаемой мето-
дике размерность матриц не превосходит 6х6 для 
всех рассмотренных схем. Это позволяет осуще-
ствить параметрическую оптимизацию на осно-
ве аналитических выражений. Использование 
предлагаемой методики повышает точность рас-
четов. Ошибка между результатами расчета и мо-
делирования не превышает 3 дБ. При использо-
вании других методов анализа ошибка достигает 
4…10 дБ [9–11]. В целом рассмотренная методи-
ка является универсальной и позволяет прово-
дить анализ и параметрическую оптимизацию 
не только диодных смесителей, но и схем иных 
типов, например транзисторных смесителей. 

ФИНАНСИРОВАНИЕ РАБОТЫ
Работа выполнена в рамках государственного за-

дания на проведение фундаментальных исследова-
ний (код темы FSEG-2023-0016). 

Авторы заявляют об отсутствии конфликта 
интересов.

СПИСОК ЛИТЕРАТУРЫ
1.	 Korotkov A.S., Golovan O.A. // Radioelectronics and 

Communications Systems. 2022. V. 65. № 2. P. 81.
2.	 Henderson B. Microwave Mixer Technology and Ap-

plications. N. Y.: Artech House, 2013.
3.	 Аверина Л.И., Бобрешов А.М., Шапошникова Ж.В. //  

Вестн. Воронеж. гос. ун-та. Серия: Физика. Мате-
матика. 2011. № 1. С. 5.

4.	 Korotkov A., Golovan O. // 2021 Int. Symp. Signals, 
Circuits and Systems. Iasi. 15–16 Jul. 2021.N.Y.: 
IEEE, 2021. P. 9497452. 
https://doi.org/10.1109/ISSCS52333.2021.9497452

5.	 Roychowdhury J., Long D., Feldmann P. // IEEE J. 
Solid-State Circuits. 1998. V. 33. № 3. P. 324.

https://doi.org/10.1109/ISSCS52333.2021.9497452


РАДИОТЕХНИКА  И  ЭЛЕКТРОНИКА        том   69       № 2        2024

179АНАЛИЗ ДИОДНЫХ СМЕСИТЕЛЕЙ МЕТОДОМ УЗЛОВЫХ ПОТЕНЦИАЛОВ

6.	 Darabi H., Abidi A.A. // IEEE J. Solid-State Circuits. 
2015. V. 35. № 1. P. 15.

7.	 Nitsch J.B., Solovyeva E.B., Korovkin N.V., Scheibe H.-J. //  
IEEE Trans. 2008. V. EC‑50. № 4. P. 887.

8.	 Головань О.А., Коротков А.С. // Проблемы разра-
ботки перспективных микро- и наноэлектронных 
систем (МЭС). 2022. № 3. С. 190. 

9.	 Vitee N., Ramiah H., Mak P.-I., Yin J., Martins R.P. //  
IEEE Trans. 2020. V. VLSI‑28. № 3. P. 700.

10.	 Mollaalipour M., Miar-Naimi H. // IEEE Trans.2016. 
V. VLSI-24. №6. P. 2275.

11.	 Jiang J., Holburn D.M. // Proc. Europ. Conf. on Cir-
cuit Theory and Design. Antalya, 23–27 Aug. 2009. 
N.Y.: IEEE, 2009. P. 675.

ANALYSIS OF DIODE MIXERS USING THE METHOD  
OF NODE POTENTIALS IN GENERALIZED MATRIX FORM  

IN THE FREQUENCY DOMAIN. PART 2. ISOLATION BETWEEN PORTS, 
MISCONDITION EFFECT, NOISE LEVEL

S. Korotkov,  O. A. Golovan* 
Peter the Great St-Petersburg Polytechnic University St-Petersburgh, 195251 Russia

*E-mail: golovan_oa@spbstu.ru
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A method for theoretical analysis of “input-output” and “local oscillator-output” decouplings of three types 
of diode frequency converters is presented: balanced, double balanced, triple balanced. For two operating modes 
of the local oscillator – “non-intensive” and “intensive” – the dependences of the “input-output” decoupling 
of the balanced mixer on the load conductivity and on the amplitude of the local oscillator voltage were obtained. 
Theoretical analysis and modeling were carried out. It is shown that the error between the calculated results and 
the simulation results does not exceed 3 dB. Expressions are obtained for errors introduced by the technological 
spread of diode parameters, which make it possible to estimate the maximum achievable values of the mixer 
characteristics (transmission coefficient and port isolation). A method for analyzing the noise properties of 
mixers is presented, the output noise spectra are calculated for each of the circuit elements (input resistance, 
diodes and output resistance), and analytical expressions for noise coefficients are obtained. Theoretical noise 
figure estimates are confirmed by simulation results with an accuracy of 1 dB.

Keywords: diode mixers, nodal potential method, transfer function, noise figure, heterodyne, balanced circuit
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Исследованы кинетические характеристики фононов тепловых частот в области гелиевых температур 
в образцах керамики твердого раствора электролита Ce1–xGdxO2–y. Для объяснения температурной 
зависимости длины свободного пробега фононов использованы выполненные ранее результаты рас-
четов энергии образования вакансий в анионной подрешетке твердого раствора диоксида циркония, 
стабилизированного иттрием ZrO2:Y2O3 (YSZ) с аналогичной кристаллической структурой. Показа-
но, что в исследуемой системе Ce1–xGdxO2–y возможно образование структурных дефектов, связан-
ных с наличием вакансий в анионной подрешетке с энергией Δ = 8.53 K. Установлено, что анализ 
температурных зависимостей теплоемкости YSZ позволяет проследить степень неупорядоченности 
(аморфизации) твердого раствора в зависимости от уровня его стабилизации. 
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ВВЕДЕНИЕ

В настоящее время известен широкий спектр 
кристаллических материалов, особенностью 
которых является преимущественно ионная 
проводимость [1, 2]. Функциональные свой-
ства ионных проводников или твердых электро-
литов (ТЭ) широко используются в различных 
областях науки и техники, таких как энергети-
ка (твердотельные топливные элементы), меди-
цина, полупроводниковая техника (получение 
полупроводников с заданными составом и свой-
ствами), изучение термодинамических свойств 
нестехиометрических соединений.

Метод фононной спектроскопии в области 
гелиевых (Не) температур позволяет получать 
информацию как о структуре неупорядоченных 
систем, так и о релаксационных процессах, ког-
да энергия релаксации сопоставима с энергией 
фононов. Так, например, характер взаимодей-
ствия фононов тепловых частот с низкоэнер-

гетическими возбуждениями в модели низкоэ-
нергетических шоткиподобных двухуровневых 
систем (ДУС), обусловленных  парамагнитной 
природой редкоземельных ионов иттриевого 
ряда, рассмотрен в [3] на примере твердых рас-
творов иттрий-редкоземельных алюминиевых 
гранатов Y3–xRexAl5O12 (Re = Lu, Yb, Tm, Er). 

Исследования показали, что эффективность 
взаимодействия и транспортные характеристи-
ки фононов в области гелиевых температур зави-
сят от типа редкоземельного иона, энергии ДУС, 
величины магнитного момента на 4f-оболочке, 
спин-решеточной релаксации. 

Сложность подобных соединений, как мо-
нокристаллов, так и керамики на их основе, 
обусловлена природой и составом структурных 
дефектов. Важным микроскопическим параме-
тром твердых растворов электролитов, определя-
ющим наряду с ионной проводимостью и их ста-
бильность, является распределение вакансий по 
неэквивалентным узлам анионной подрешетки.

mailto:taranov@cplire.ru
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Согласно условию электронейтральности 
в системах Re(4+)-O:Re(3+)-O (Re – редкозе-
мельный металл в степени окисления 4+ или 3+)  
на каждые два катиона в степени окисления 3+ 
приходится одна вакансия в анионной подре-
шетке. Если разница энергий двух конфигура-
ций оказывается близка к энергии инжектируе-
мых фононов и переходы между ними влияют на 
транспортные свойства фононов, то из анализа 
транспортных характеристик фононов можно 
делать выводы об энергетических характеристи-
ках дефектов в системе. 

Данной проблеме посвящено много как экс-
периментальных, так и теоретических работ, 
большинство из которых выполнено на образ-
цах диоксида циркония, стабилизированного 
иттрием ZrO2:Y2O3 (YSZ) [1, 2, 4–7], который, 
обладая уникальными прочностными характе-
ристиками, широко применяется в различных 
областях науки и техники. Экспериментальные 
же исследования других систем в литературе 
либо ограничены, либо отмечены лишь высоко-
температурными свойствами [8–10], а спектро-
скопические, которые дают надежные данные 
для теории, представлены недостаточно. 

Экспериментальные исследования керами-
ческих образцов на основе твердых растворов 
электролитов дополнительно затруднены зави-
симостью их физических свойств от структуры 
керамического материала.

Цель данной работы – анализ общих законо-
мерностей кинетических и термодинамических 
характеристик в монокристаллах твердых рас-
творов электролитов.

1. МЕТОДИКА И РЕЗУЛЬТАТЫ 
ЭКСПЕРИМЕНТОВ

Особенности методики эксперимента под-
робно изложены в [3]. Экспериментально изме-
ряемой величиной являлось время регистрации 
максимума сигнала tм(Т) слабо неравновесных 
фононов (НФ), инжектированных в исследуе-
мый образец, распространяющихся в режиме 
диффузии и регистрируемых болометром на ос-
нове Sn на его противоположной грани

t L D Tм = ( )2 2/ ,

где L – размер образца, D(T) = lv/3 – коэффици-
ент диффузии (l – длина свободного пробега НФ, 
v – средняя по поляризациям скорость звука). 

На рис. 1 представлены экспериментальные 
и теоретические зависимости l(T) для образ-

цов со средним размером зерен (R ≈ 200 нм) и 
различной концентрацией примеси. На встав-
ке представлены регистрируемые болометром 
сигналы НФ для ряда температур в образце ке-
рамики состава Ce0.909Gd0.091O2–y с размером 
зерна R  =  200  нм. По мере роста температуры 
(энергии) НФ наблюдается уменьшение време-
ни прихода максимума tм (рост коэффициента 
диффузии НФ). Абсолютные значения длины 
свободного пробега НФ при T = 3.76 K составля-
ли l = 4.6 × 106 см и уменьшались по мере умень-
шения энергии НФ. В плотных диэлектрических 
керамиках на основе оксидов значение коэффи-
циента диффузии НФ при T = 3.8 K и R ≈ 200 нм 
[11] было, как правило, D  ≈  10  см2/с, что соот-
ветствует l ≥ 10–4 см. То есть для всех температур 
выполнялось условие R >> l, что свидетельство-
вало об интенсивном рассеянии НФ внутри зер-
на. Следовательно, рассеяние фононов на струк-
турных особенностях керамики, – межзеренных 
границах (МГ) и кристаллитах (зернах) не могло 
быть ответственным за наблюдаемый эффект. 

В условиях эксперимента qR >> 1. То есть мож-
но предположить, что фононный спектр керами-
ки аналогичен спектру материала зерна, поэтому 
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Рис. 1. Зависимость l от температуры для образцов одного 
размера (R ≈ 200 нм) с различным содержанием примеси: 
х = 0.091 (1), 0.126 (2), 0.20 (3) и 0.30 (4); сплошными ли-
ниями изображены расчетные теоретические зависимости. 
На вставке – регистрируемые сигналы в образце керамики 
ТЭ состава Ce0.909Gd0.091O2–y при различных температурах 
термостата: T = 3.76 (1), 3.64 (2), 3.44 (3), 3.13 (4) и 2.81 K (5).
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средняя по поляризациям скорость акустических 
волн определялась согласно выражению

v v vl t
� � �� �� �3 3 31 3 2/ .

Продольная vl и сдвиговая vt скорости рас-
считывались на основании данных [12] по из-
мерению упругих модулей с учетом изменений 
плотности и пористости в образцах состава 
CeO2:10 и 20% Gd2O3 пролонгацией зависимо-
стей  v (x) до x = 0.3.

Согласно теоретическим расчетам [6, 7] энер-
гетических характеристик вакансий в анионной  
подрешетке YSZ – твердого электролита с той же  
кристаллической структурой, что и Ce1–xGdxO2–y,  
энергия образования вакансии в кислородной 
позиции зависит от ее расположения относи-
тельно примесных ионов иттрия. В работе [7] для 
ряда концентраций оксида иттрия в YSZ были 
рассчитаны энергии образования вакансии для 
всех возможных конфигураций. Оказалось, что 
наиболее энергетически выгодной конфигура-
цией (основное состояние с энергией E0) явля-
ется та, в которой два иона иттрия находятся во 
второй координационной сфере от вакансии. 
Энергия всех остальных конфигураций, отде-
ленных друг от друга энергетическим барьером 
высотой порядка Eb ≈ 1 эВ, больше E0 на 200...300 K.  
Ближайшая к основному состоянию конфигура-
ция с энергией E1, содержащая по одному при-
месному иону в первой и второй координацион-
ной сфере, возникает при перескоке вакансии 
из основного состояния E0 в одно из соседних 
положений. В работе [7] предполагалось, что 
переходы вакансии между двумя этими положе-
ниями дают малый вклад в макроскопическую 
диффузию, т.е. после перехода в высокоэнерге-
тическую конфигурацию E1 наиболее вероят-
ным является возвращение вакансии назад. Это 
приводит к тому, что время жизни такого ком-
плекса достаточно большое и поэтому его можно 
рассматривать как двухуровневую систему с Δ = 
E1 – E0 ≈ 200 K. Вычисленные в работе [7] зна-
чения теплоемкости находились в хорошем со-
ответствии с экспериментальными результатами 
[1]. Однако столь большое значение (Δ ≈ 200 K) 
не могло эффективно влиять на распростране-
ние фононов тепловых частот в области Не-тем-
ператур, что и наблюдалось в образцах керами-
ки YSZ, синтезированных в условиях различных 
технологических режимов, при R ≥ 200 нм, l >> R 
и определялось только рассеянием НФ на меж-
зеренных границах [13]. 

На рис. 2 приведены температурные зави-
симости теплопроводности κ(Т) для монокри-

сталла твердого раствора YSZ, содержащего 
4.5 мол. % Y2O3 и сегнетоэлектрика-релаксора 
PbMg1/3Nb2/3O3 (PMN) из работы [14], имею-
щие, по мнению авторов указанной работы, 
стеклоподобный характер. Данное утверждение 
не является безосновательным, так как для того 
же образца YSZ (5 % Y2O3) зависимость теплоем-
кости в области Т ≤ 1 K имеет вид C(Т)Т (см. 
вставку на рис. 2). Там же приведены результаты 
C(Т) на основании данных работы [15]. В работе 
[16] также отмечалось, что составы YSZ можно 
рассматривать как монокристаллы только ус-
ловно. Однако в работе [15] было показано, что в 
монокристаллах твердого раствора YSZ природа 
термодинамических зависимостей C(Т) и κ(Т) в 
основном определяется процессами, характер-
ными для кристаллического состояния. А имен-
но, в монокристаллах YSZ в исследуемом диапа-
зоне температур наблюдалось геометрическое 
рассеяние фононов тепловых частот (рис. 3а), 
когда температурная зависимость D(T) в длин-
новолновом пределе стремится к D(T)Т–4. 
При этом абсолютные значения D(T), а значит, и 
длина свободного пробега НФ в YSZ, на два по-
рядка превышали аналогичные в материалах со 
стеклоподобным характером рассеяния НФ [3]. 
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Рис. 2. Зависимости теплопроводности в монокристаллах 
YSZ 4.5 % (кривая 1) и PMN (2) от температуры, на встав-
ке – зависимости теплоемкости в YSZ 4.5 % [14] (кривая 1) 
и 5 % (2) от температуры.
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Геометрическое рассеяние НФ может озна-
чать присутствие в твердом растворе YSZ нано-
размерных фрагментов, сопоставимых с длиной 
волны фононов. Аналогичные особенности, в 
частности геометрическое рассеяние, когда дли-
на волны фонона меньше или сопоставима с 
размером неоднородности, наблюдались нами 
при кластеризации в монокристаллах твердых 
растворов моноалюминатов [17]. По-видимому,  
характер теплопроводности κ(T) монокристалла  
YSZ, наблюдавшийся в виде уплощения в обла-
сти температур, характерных для стеклоподоб-
ного поведения на рис. 2, являлся отражением 
подобной неупорядоченности твердого раствора.  
Данные о размере включений в образцах 
YSZ с 5  % Y2O3 (области моноклинной фазы 
~10...15 нм в тетрагональной матрице) приведе-
ны в работе [18].

На рис. 3б представлены температурные за-
висимости коэффициента диффузии в образцах 
разной длины твердого раствора YSZ 5 и 20  % 
состава на основании данных работы [15]. Зави-
симость от длины образца наблюдалась только 
для 5 %-ного состава твердого раствора, что сви-
детельствует о наличии дополнительного вклада 
в рассеяние НФ на длине образцов с L ≥ 0.05 см. 

В работе [7] было показано, что по мере уве-
личения стабилизации (содержание Y2O3 от 5 до 
20 %) отношение концентрации ДУС к количе-
ству вакансий в анионной подрешетке твердого 
раствора YSZ уменьшается на порядок. Наличие 
наноструктурных фрагментов в твердом раство-
ре способствует увеличению плотности колеба-
тельных состояний по сравнению с дебаевской 
моделью [19], а также трансформации фонон-
ного спектра монокристалла за счет формиро-
вания дополнительных низкочастотных локаль-
ных мод. Об этом может свидетельствовать сдвиг 
максимума теплоемкости в координатах C(Т)/Т3 

в область низких температур (рис. 4) при умень-
шении степени стабилизации твердого раствора 
YSZ с содержанием Y2O3 от 20 до 5 % [1, 14, 15].

Подобный характер поведения зависимости 
C(Т)/Т3 наблюдался при переходе от кристалли-
ческого состояния в аморфную фазу (стекло) в 
редкоземельных пентафосфатах [20]. 

Предположим, что в системе Ce1–xGdxO2–y, 
обладающей той же структурой, что и YSZ, в тех 
же условиях эксперимента может реализоваться 
ситуация с другим значением Δ, когда взаимо-
действие фононов с ДУС будет определяющим. 
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Рис. 3. Экспериментальные (точки) и расчетные (кривые) зависимости коэффициента диффузии D от температуры 
(а) в образцах YSZ длиной 0.1 см с концентрацией 12 (1) и 20 мол. % Y2O3 (2). Зависимости коэффициента диффузии 
от температуры в YSZ (б): сплошная линия – D ~ T–4 ; кривая 1 – 5 % Y2O3, L = 0.08 см; кривая 2 – 20 %, L = 0.085; 
кривая 3 – 20 %, L = 0.04; кривая 4 – 5 %, L = 0.05.
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Обратимся к модели диффузионного распро-
странения фононов в системе с ДУС, которая 
была предложена в работах [21, 22] для объясне-
ния аномалий температурных и концентраци-
онных зависимостей при регистрации НФ в ит-
трий-алюминиевых гранатах с парамагнитными 
примесями. Согласно результатам этих работ 
ДУС являются центрами захвата неравновесных 
фононов и в уравнении теплопроводности (тем-
пературопроводности) могут быть формаль-
но описаны как равномерно распределенные в 
пространстве точечные источники, знак кото-
рых меняется в зависимости от координаты и 
времени. При достижении тепловым импульсом 
данной точки источник имеет отрицательный 
знак, отбирая энергию из фононной подсисте-
мы, а после прохождения теплового импульса – 
положительный, отдавая накопленную энергию 
фононам. При этом сигнал на болометре фор-
мируется из двух групп фононов. Первую (бы-
стрый процесс) формируют фононы, которые в 
процессе распространения только упруго взаи-
модействовали с дефектами структуры. Вторую 
(медленный процесс) формируют фононы, ко-
торые успели провзаимодействовать с подсисте-
мой ДУС. Значение регистрируемого сигнала в 
этих точках определяется отношением времен

� �� t0 ,

где t0 – время прихода максимума сигнала в от-
сутствии ДУС, а τ – время энергообмена между 
подсистемой ДУС и фононами. 

При α << 1 подсистема ДУС не успевает взаи-
модействовать с тепловым импульсом, болометр 
регистрирует только быстрый процесс. С ростом 
α возрастает доля фононов, успевших взаимо-
действовать с ДУС. При α >> 1 регистрируемый 
сигнал несет информацию только о медленном 
процессе и определяется отношением теплоем-
костей подсистемы ДУС и фононов:

	 D
D

nc c
D=

+
<0

01 ДУС ф/
, 	 (1)

где cДУС, cф – теплоемкости ДУС и фононов со-
ответственно, n – количество ДУС; D0 – коэф-
фициент диффузии в отсутствие ДУС. Физиче-
ский смысл этого выражения заключается в том, 
что при большей теплоемкости подсистемы ДУС 
фонон в процессе диффузионного распростра-
нения в образце с коэффициентом диффузии 
D0  =  1/3l0v может многократно провзаимодей-
ствовать с ДУС, накопив тем самым время за-
держки.

Из анализа рис. 1 следует, что в системе  
Ce1–xGdxO2–y регистрируется информация только 
об одном процессе и, согласно проведенным оцен-
кам, этот процесс медленный. Таким образом,  
для описания эксперимента можно воспользо-
ваться приведенным выше выражением (1). Зная 
фононную теплоемкость одного моля вещества

c R Tgф = ( )( )12 5 4 3
/ /π θ

(Rg – универсальная газовая постоянная, θ – 
температура Дебая) и теплоемкость ДУС
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T
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


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∆ ∆

∆

2

2
1

exp

exp

/

/
,

можно подобрать остальные параметры (Δ, n  
и l0); kB −  постоянная Больцмана.

При расчетах температуру Дебая для образцов 
с различной концентрацией примеси вычисляли 
по формуле [10]

�
�

�
� �

�
�

�
�
�

�
k a

N
v

B

2 3
4

1 3/

где a – постоянная решетки, N – число атомов 
в элементарной ячейке. Было найдено, что зна-
чение Δ = 8.53 K позволяет получить лучшее 
для всех образцов соответствие теоретических 
зависимостей с экспериментом. При этом для 
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Рис. 4. Зависимости величины C/T3 от температуры для  
образцов YSZ: 4.5  % [14] (1), 5  % [15] (2), 20  % [15] (3),  
7.76 % [1] (4).
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всех образцов l0 ≈ 1.5 × 10–4 см, а концентрация 
ДУС пропорциональна концентрации атомов 
гадолиния, но примерно на порядок меньше 
(n = 0.08x), что представляется вполне разумным 
значением с учетом присутствия в рассматривае-
мой системе ионов церия с различной степенью 
окисления. 

Модель, рассмотренная в работах [21, 22], яв-
ляется феноменологическим обобщением ми-
кроскопической модели [23] и позволяет полу-
чить выражение для коэффициента диффузии в 
системе с ДУС в самом общем виде, которое мо-
жет быть использовано для центров захвата лю-
бой природы. В частности, в работе [24] в каче-
стве центров захвата были рассмотрены мелкие 
металлические включения в диэлектрической 
матрице. 

ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Таким образом, в работе проанализированы 
кинетические характеристики субтерагерцовых 
фононов в образцах керамики твердых раство-
ров электролита Ce1–xGdxO2–y и YSZ. Для объ-
яснения характера температурной зависимости 
и малой длины свободного пробега фононов 
использованы результаты расчетов энергии об-
разования вакансий в анионной подрешетке 
твердого раствора YSZ с аналогичной кристал-
лической структурой. Анализ эксперименталь-
ных результатов показал, что если в исследуемой 
системе Ce1–xGdxO2–y, так же как и в системе 
YSZ, образуются структурные дефекты, связан-
ные наличием вакансий, то в модели ДУС их 
энергия равна Δ = 8.53 K.

Показано, что анализ температурных зави-
симостей коэффициента диффузии НФ и те-
плоемкости YSZ позволяет проследить степень 
“аморфизации” твердого раствора в зависимо-
сти от его стабилизации.

Авторы заявляют об отсутствии конфликта 
интересов. 
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The kinetic characteristics of thermal frequency phonons in the region of helium temperatures in ceramic sam-
ples of the Ce1–xGdxO2–y electrolyte solid solution have been studied. To explain the temperature dependence 
of the phonon mean free path, we used the previously performed calculations of the energy of vacancy forma-
tion in the anion sublattice of a solid solution of zirconium dioxide stabilized by yttrium ZrO2:Y2O3 (YSZ) with 
a similar crystal structure. It is shown that in the Ce1–xGdxO2–y system under study, the formation of structural 
defects associated with the presence of vacancies in the anion sublattice with energy Δ = 8.53 K is possible. It 
has been established that analysis of the temperature dependences of the YSZ heat capacity allows one to trace 
the degree of disorder (amorphization) of the solid solution depending on its level of stabilization.

Keywords: phonons, kinetic characteristics, electrolyte solid solution ceramics, anion sublattice, structural 
defects, vacancies
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Мощная пикосекундная оптическая накачка слоя GaAs гетероструктуры вызывает генерацию в нем 
стимулированного пикосекундного излучения. Благодаря своей высокой интенсивности излучение 
наводит брэгговскую решетку населенности электронов в активной области слоя, делая последнюю 
активным фотонным кристаллом. В поле излучения инверсная населенность электронов осциллиру-
ет со временем, что должно приводить к пространственно-временной модуляции излучения и этой 
населенности. Обнаружено, что, если расстояние Y между торцом гетероструктуры и центром актив-
ной среды и геометрические параметры указанной модуляции и движения излучения в фотонном 
кристалле удовлетворяют определенным условиям, то происходит размерный резонанс – возникает 
локально максимум модуляции зависимости энергии излучения, выходящего из торца, от Y и от энер-
гии накачки.

Ключевые слова: размерный резонанс, гетероструктура, стимулированное пикосекундное излучение, 
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менная модуляция излучения
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ВВЕДЕНИЕ 

Во время мощной оптической пикосе-
кундной накачки слоя GaAs гетероструктуры 
AlxGa1–xAs–GaAs–AlxGa1–xAs в нем возникает 
интенсивное пикосекундное стимулированное 
излучение (далее – излучение). Ранее преиму-
щественное внимание уделялось нами исследо-
ванию той части излучения, которая вытекала 
прямо из активной области слоя GaAs в направ-
лении, ортогональном плоскости гетерострук-
туры. Это было излучение, рассеиваемое несо-
вершенствами кристаллической структуры и 
сохраняющее при этом основные характерные 
свойства стимулированного излучения. Оно не 
подвергалось поглощению в пассивной обла-
сти, и на его генерацию практически не влияло 
отраженное от далеко расположенных торцов 
гетероструктуры излучение. Только в работе [1] 

при фиксированной энергии Wex импульса на-
качки экспериментально исследовалось выхо-
дившее из торца гетероструктуры излучение, а 
исходное расстояние от центра активной обла-
сти до торца гетероструктуры было уменьшено 
до 1 мм. Тогда обнаружилось, в частности, что 
зависимость энергии спектральной компонен-
ты излучения от уменьшения расстояния между 
активной областью и торцом гетероструктуры 
автомодулирована. В более поздней работе, так-
же в отсутствие влияния отраженного от торца 
излучения было установлено, что излучение на-
водило в активной области брэгговскую решет-
ку населенности – распределенный брэгговский 
отражатель (РБО), превращая эту область в фо-
тонный кристалл. Кроме того, было найдено, 
что под влиянием поля излучения возникали ос-
цилляции инверсной населенности электронов, 
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происходившие во времени и в энергетическом 
пространстве. Частота F осцилляций населенно-
сти зависела от интенсивности излучения, зави-
сящей, в свою очередь, от Wex. (Подробнее см. 
обзор [2].) 

Цель данной статьи – продолжая исследова-
ния работы [1], описать дальнейшее экспери-
ментальное исследование автомодуляции зави-
симостей энергии излучения, интегрального по 
спектру, и энергии его спектральных компонент 
от расстояния Y центра активной области до тор-
ца гетероструктуры и энергии импульса накачки 
Wex. Под модуляцией понималось отклонение 
графика зависимости от гладкой кривой.

Эти исследования обнаружили локальные 
усиления отдельных колебаний в автомодуля-
ции. При этом выделяющееся своей величиной 
колебание энергии излучения возникает при 
определенных сочетаниях расстояния Y и энер-
гии Wex. Этим сочетаниям соответствуют уста-
новленные соотношения между расстоянием Y 
и геометрическими параметрами: а) движения 
излучения в фотонном кристалле, б) простран-
ственной модуляции излучения и населенности 
электронов, вызванной упомянутыми осцилля-
циями последней. Тем самым обнаружен новый 
размерный резонанс (РР), поскольку избира-
тельный отклик колебательной системы на уста-
новление определенного соотношения между 
геометрическими параметрами образца и про-
исходящими в нем физическими процессами 
квалифицируется как РР. Он пополняет ряд уже 
описанных в [2] колебательных процессов, воз-
никающих, как доказывает их существование, в 
новой колебательной системе – гетероструктуре 
с наведенным активным фотонным кристаллом 
и собственным стимулированным излучением.

Обнаруженный РР образовывался при уча-
стии фотонного кристалла, что является новым 
вкладом и в изучение фотонных кристаллов. Их 
исследование актуально и ведет к нетривиаль-
ным результатам (см. [3] и ссылки там). В частно-
сти, в работе [4] были математически получены 
результаты, распространяющиеся также на слу-
чай наведения решетки населенности, но двумя 
симметричными световыми лучами, падающи-
ми извне на полупроводник, который остается 
пассивной средой. Полученные в [4] результаты 
показали возможность нарушения симметрии 
указанных лучей в полупроводнике и возникно-
вения бистабильности их интенсивности. 

В прикладном аспекте данная работа интерес-
на в связи со следующими фактами. Наведение 
собственным излучением брэгговской решетки 
заселенности в волноводной гетероструктуре во 
многом сходно с выжиганием пространственных 
дыр в полупроводниковом лазере. А наведение 
излучением осцилляций населенности электро-
нов является одной из причин нестабильностей 
лазерного излучения. Поэтому описанные здесь 
явления могут быть характерны и для лазеров, и 
их исследование в нашей постановке экспери-
ментов, по-видимому, доступнее, чем исследо-
вание непосредственно в лазерах.

1. ЭКСПЕРИМЕНТ

Данная работа началась с исследования зави-
симости интегральной по времени энергии спек-
тра излучения от расстояния центра активной 
области до ближайшего торца гетероструктуры, 
которое исходно составляло Y0 ≈ 1  мм. Экспе-
рименты выполняли на спектрофотохрономе-
трическом лазерном пикосекундном комплексе, 
подробно описанном в [2]. Исследуемый обра-
зец изначально представлял собой гетерострук-
туру Al0.22Ga0.78As–GaAs–Al0.4Ga0.6As с тол-
щиной слоев соответственно 1.3–1.5–1.2  мкм. 
Часть площади гетероструктуры, включая один 
торец, была освобождена от подложки. Остав-
шаяся часть подложки окаймляла гетерострукту-
ру, как рама, с трех сторон (см. [1, рис. 1]). Слои 
AlxGa1–xAs предназначены для стабилизации 
поверхностной рекомбинации и механической 
прочности и прозрачны для света, используемо-
го в эксперименте. 

Слой GaAs подвергали оптической накачке 
(ех) мощным световым импульсом длительно-
стью (FWHM, т.е. на полувысоте) tp  10 пс и с 
энергией фотона ħωex   1.56  эВ. Длительность 
основания импульса составляла около 22 пс. Ди-
аметр луча накачки (FWHM), а соответственно, 
и диаметр создаваемой ею активной области слоя 
GaAs, равнялся Dex  0.5 мм. Стимулированное 
излучение возникало, как только плотность на-
качиваемых носителей заряда достигала порого-
вой величины. Затем его интенсивность росла в 
течение примерно 16 пс, достигала максимума, 
после чего релаксировала на протяжении при-
мерно 46 пс. Длительность (FWHM) составляла 
ts  24 пс (Подробно см. [5]). Часть излучения, 
выходившего из торца участка гетерострукту-
ры, освобожденного от подложки, попадала в 
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кварцевый световод, по которому транспорти-
ровалась к входной щели двойного спектрогра-
фа. Интегральный по времени спектр излучения 
регистрировался ПЗС-камерой PIXIS, установ-
ленной у выходной щели первой ступени спек-
трографа. 

Положения в пространстве световода и фо-
кусного пятна оптической накачки сохранялись 
неизменными во время каждого опыта. Измене-
ние расстояния фокусного пятна, т.е. активной 
области в слое GaAs, до торца гетероструктуры 
достигалось за счет сдвига образца в направ-
лении измеряемого излучения. Поскольку за-
труднительно определять с высокой точностью 
расстояние между центром пятна и торцом, да-
лее будем указывать сдвиг δY от исходного по-
ложения образца. В каждом опыте образец уста-
навливали так, чтобы с допустимой точностью 

исходное расстояние между центром фокусного 
пятна и торцом образца составляло Y0   1 мм. 
Сдвиг δY, приближавший активную область к 
торцу образца, считался положительным. 

По сравнению с экспериментами, описан-
ными в работе [1], лазерный комплекс был мо-
дернизирован так, что позволял одновременно 
измерять интегральные по времени энергии Ws 
спектральных компонент излучения, располо-
женных в спектральном диапазоне шириной до 
52 мэВ. Спектральное разрешение было равно 
0.1 мэВ. Во время измерений в расчет принима-
лись только те акты накачки, для которых откло-
нение энергии импульса накачки от заданного 
значения не превышало 2 %. Накопление дан-
ных продолжалось до тех пор, пока усредненный 
по ним спектр излучения не переставал с точно-
стью до 1 % зависеть от числа импульсов накачки. 

На основании измерений при фиксирован-
ной Wex определяли зависимость энергии WΣ 
основной части излучения, интегральной при-
мерно по указанному выше диапазону спектра, 
от δY. Зависимость была автомодулированной. 
Обнаружилось, что при изменении Wex меня-
ется характер модуляции зависимости WΣ(δY), 
измерявшейся в почти одном и том же диапа-
зоне значений δY (см. рис. 1, кривые 1–4). Под 
характером модуляции понимается расположе-
ние, форма и высота локальных выступов (ЛВ) 
на графике зависимости. 

Модуляция зависимостей WΣ(δY) являлась 
суммой модуляций зависимостей энергии Ws 
спектральных компонент излучения от δY. Ка-
ждая зависимость Ws(δY), являвшаяся наиболее 
ярким примером модуляции при каждой Wex, 
была разделена с помощью компьютерного ана-
лиза на гладкую составляющую и на модуляци-
онную составляющую ΔWs(δY) (рис. 2). Послед-
няя представляла разность экспериментальной 
зависимости Ws(δY) и ее гладкой составляющей. 
На рис. 1 только в качестве примера представле-
на гладкая составляющая (пунктир), получен-
ная компьютерным нивелированием графика 3. 
Ширина спектрального диапазона Δħω, в кото-
ром заключены существенно модулированные 
зависимости Ws(δY), менялась при изменении 
Wex (рис. 3). Эта и другие экспериментальные 
зависимости получены при Wex < 4 отн. ед., что 
объясняется опасностью повреждения образца 
при длительных измерениях с еще более высо-
кой энергией накачки.
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Рис. 1. Зависимость энергии излучения WΣ, интегральной 
по спектру, от изменения δY расстояния между центром 
активной области и торцом гетероструктуры при энергии 
импульса накачки Wex: 3.96 (1), 3.75 (2), 3.6 (3), 3.46 (4) и 
3.9 отн. ед. (5). Для наглядности спектры сдвинуты по оси 
ординат относительного своего истинного положения на 
величину, указанную справа от кривых. Пунктиром пока-
зан пример нивелирования зависимости WΣ(δY). Зависи-
мости 1–4 (левая ось ординат) измерены в максимуме диа-
граммы направленности излучения, а 5 (правая ось) – на ее 
периферии (стрелки пояснены в тексте). 
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То, что при изменении Wex менялся харак-
тер модуляции зависимости WΣ(δY) заставило 
предположить, что и зависимость WΣ(Wex) при 
δY = const должна быть модулированной. Это 
действительно экспериментально обнаружи-
лось (рис. 4). Измеренная зависимость может 
быть представлена как сумма её немодулиро-
ванной составляющей (пунктирная прямая) и 
модуляционной составляющей, представляемой 
разностью экспериментальной зависимости и 
указанной пунктирной прямой. Полученные 
модуляционные составляющие ΔWs(Wex) изме-

ренных зависимостей энергии спектральных 
компонент излучения Ws(Wex) иллюстрирует на 
отдельных примерах рис. 5. Максимум и мини-
мум на графиках ΔWs(Wex) соответствуют, как 
будет показано ниже, РР.

Описанные результаты получены благода-
ря измерениям излучения, располагавшегося в 
максимуме диаграммы направленности. Но при 
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Рис. 2. Зависимость от δY модуляционной составляю-
щей ΔWs энергии спектральной компоненты излучения:  
с ħω = 1.387 эВ при Wex = 3.96 (1), 3.75 (3), 3.6 отн. ед. (4); 
с ħω = 1.384 эВ при Wex = 3.9 отн. ед. (2), 3.46 отн. ед. (5);  
с ħω = 1.39 эВ при Wex = 3.32 отн. ед. (6). Стрелки пояснены 
в тексте.
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Рис. 3. Ширина спектрального диапазона Δħωs, в котором 
заключены существенно модулированные зависимости 
Ws(δY), в функции Wex для измерений в максимуме (1) и на 
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составляющая этой зависимости.
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Wex = 3.9 отн. ед. было однократно выполнено 
ещё и измерение энергии излучения на перифе-
рии диаграммы его направленности, т.е. распро-
странявшегося в гетероструктуре и преломляв-
шегося при выходе из нее под другими углами, 
чем излучение из максимума диаграммы. На гра-
фике этой зависимости выделились два высоких 
и узких ЛВ при δY = 120 и 150 мкм (см. рис. 1, 
кривая 5). Подобные им высокие ЛВ, выявляю-
щие локально возникающие наиболее сильные 
колебания в модуляции энергии излучения (на 
рис. 1 и 2 на такие ЛВ указывают стрелки) наблю-
даются при δY = 60 и 100 мкм (см. рис. 1, кривая 4,  
рис. 2, кривая 5), при δY = 90 мкм (кривая 1), а 

также при δY = 0 и δY = 90 и 120 мкм (см. рис. 2, 
кривая 1). Они вызваны тоже РР, см. ниже. 

2. ОБСУЖДЕНИЕ РЕЗУЛЬТАТОВ

Введем сначала упрощенное представление, 
на основании которого сделаны приводимые 
ниже оценки. Оно допускает формирование РР 
модуляции излучения, выходящего из торца ге-
тероструктуры. Начнем с того, что в активной 
среде в поле излучения возникают осцилляции 
населенности электронов. Частота F осцилля-
ций является линейной функцией Wex и интен-
сивности излучения, интегрального по спектру, 
а спектр фазовой постоянной осцилляций в 
наиболее простом случае (в области максимума 
импульса излучения) имеет форму меандра [2]. 
Эти осцилляции модулируют излучение. Ча-
сти одной и той же спектральной компоненты 
излучения, движущиеся диаметрально проти-
воположно, формируют цилиндрическую стоя-
чую волну. Последняя создает осциллирующие 
обеднения (“выжигает осциллирующие дыры”) 
в распределении в пространстве населенности 
P электронов на тех энергетических уровнях 
зоны проводимости, рекомбинируя с которых, 
они генерируют эту компоненту излучения. Это 
приводит к такой модуляции пространственно-
го распределения данной населенности, кото-
рая имеет подобную же форму цилиндрической 
стоячей волны (далее – f-волна). Ее период в 
пространстве равен Lo = Tоc0/ng, где То = F–1 – 
период осцилляций населенности электронов, 
возбуждаемых полем излучения, с0 – скорость 
света в вакууме, ng ≈ 5.1 – групповой показатель 
преломления для GaAs. Пространственное рас-
пределение населенности Р в два избранных мо-
мента времени, разделенных интервалом То/4, 
представлены схематически на рис. 6. 

Представление о f-волне позволяет объяснить 
и модуляцию излучения, выходящего из актив-
ной среды, диаметр которой не менее Dex >> Lо.  
f-Волна должна обладать бистабильной осевой 
симметрией, поскольку в местоположении оси, 
проведенной через центр активной области, 
может находиться узел (состояние 1) или сере-
дина пучности (состояние 2) f-волны. Переход 
f-волны из состояния 1 в состояние 2 равнозна-
чен сдвигу ее пучностей и узлов в пространстве в 
радиальном направлении на Lо/2. 

Уточним, что модуляция излучения установ-
лена пока косвенными экспериментальными 
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Рис. 5. Зависимость от Wex модуляционной составляющей 
ΔWs энергии спектральной компоненты излучения с ħω: 
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методами [2, 6]. Осуществить её прямые изме-
рения в реальном времени имеющимися сред-
ствами пока невозможно. Однако факт анало-
гичной модуляции, но с периодом 6 пс и более, 
был доказан измерениями в реальном времени 
огибающей зондирующего светового импульса, 
прошедшего через фотонакаченный слой GaAs 
гетероструктуры, в котором генерировалось из-
лучение, [2].

Пусть при какой-то Wex получается, что от-
раженное от торца гетероструктуры модулиро-
ванное излучение движется в активной среде 
так, что в местоположениях пучностей f-волны 
в состоянии 2, в момент максимума инверсной 
населенности (рис. 6, локальные максимумы 
кривой 1), оказываются минимумы интенсивно-
сти модулированного отраженного излучения, 
представляемого кривой 4. Тогда отраженное 
излучение минимально усилится. В то же время 
генерируемое, движущееся к торцу излучение 
усилится в активной среде максимально. Это 
требует выполнения условия

	 2 0 50Y Y m L– . , о�� � � �� � 	 (1)

где m – целое число. Если же, меняя Wex, изме-
нить частоту F и, соответственно, период Lо так, 
чтобы создать ситуацию, когда локальным мак-
симумам (ЛМ) инверсной населенности в пуч-
ностях f-волны будут соответствовать ЛМ моду-
лированного отраженного излучения (см. рис. 6, 
кривая 3), то отраженное излучение максималь-
но усилится в активной среде, а энергия выходя-
щего из торца излучения станет минимальной. 
Это потребует выполнения условия

	 2 0Y Y mL– . о�� � � 	 (2)

Однако бистабильность f-волны делает воз-
можным при выполнении условия (2) и про-
тивоположный результат. Пусть в состоянии 1 
при условии (1) энергия движущейся к торцу 
спектральной компоненты излучения усилилась 
максимально, что отобразилось бы появлением 
высокого выступа, или, иначе, ЛМ, на зависи-
мости Ws(δY). Если изменить затем δY на Lо/4, 
то согласно (2) энергия выходящего из торца 
излучения стала бы минимальной. Но с прихо-
дом отраженного излучения в активную область, 
возможно, начнется синхронизация его моду-
ляции с бистабильной модуляцией f-волны. До-
пустимо, что в процессе этого произойдет пере-
ключение f-волны в состояние 2. Тогда энергия 
движущейся к торцу волны вновь усилится мак-
симально. При этом на зависимости Ws(δY) по-
явится второй ЛМ, отделенный от первого ЛМ 
интервалом Δ1Y ≈ Lо/4. Такое наблюдалось экс-
периментально в работе [1, рис. 2, кривые 1 и 2],  
где было То ~ 4 пс и Δ1Y ≈ Lо/4 ~ 60 мкм, и те-
перь получило объяснение. Этим же, видимо, 
объясняется и описанное в разд. 1 появление 
преимущественно парами наиболее высоких 
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Рис. 6. Схематическое представление: а – движения в слое 
GaAs навстречу друг другу парциальных волн спектральной 
компоненты излучения; б – распределения населенности 
Р  электронов в пространстве в моменты времени, разде-
ленные интервалом То/4 (1), (2); в – изменения интенсив-
ности IR отраженного излучения в пространстве, в момен-
ты времени, разделенные интервалом То/2 (3), (4).
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ЛМ на зависимости Ws(δY). Значение для них 
Δ1Y  ≈  30…40  мкм сопоставимо с величиной 
Lо/4  ~  44  мкм при оцениваемом ниже для ны-
нешних экспериментов значении То ~ 3 пс.

Кроме того, отметим следующее. При увели-
чении δY возрастает интенсивность отраженной 
волны. Возможно, с этим связано то, что по мере 
возрастания δY от 0 до 150 мкм возникает снача-
ла один ЛМ с шириной основания 40 мкм, затем 
две пары ЛМ с разной шириной основания  – 
первая пара 40 и 20 мкм, вторая пара – 20 и 30 мкм  
и, наконец, пара ЛМ с шириной основания  
20 мкм каждого, предельно узкой для нашей воз-
можности менять δY с шагом 10 мкм. То есть по-
явление второго ЛМ и сужение основания обоих 
ЛМ до 20 мкм имеет характер нелинейного яв-
ления.

Излучение наводит в гетероструктуре в слое 
GaAs еще и брэгговскую (динамическую) ре-
шетку населенности электронов. Иными сло-
вами, это РБО, или фотонный кристалл (под-
робнее см. [2]). В волноводной гетероструктуре, 
имеющей такой РБО, генерируемое излучение 
движется в активной области от одного её края 
до диаметрально противоположного, соответ-
ственно в двух противоположных направле-
ниях по двум зигзагообразным траекториям 
(далее  – z-траекториям), простирающимся и в 
пассивную область, и наклоненным под углом 
β к гетерограницам (см. рис. 6). Угол β задается 
граничными условиями, при выполнении кото-
рых образуется РБО. В соответствии с ними угол 
β должен удовлетворять соотношению

	 sin� �� k n d0 02/ , 	 (3)

где λ0 – длина волны (в вакууме) той наиболее 
интенсивной в активной области спектральной 
компоненты излучения, которая создает РБО, 
n0 – показатель преломления GaAs, d – толщина 
слоя GaAs, k – целое число, отчего угол β может 
меняться только дискретно. РБО должен приво-
дить к образованию в спектре излучения кроме 
ЛМ при λ0, еще других ЛМ, приблизительно раз-
деленных с ним интервалами, кратными вели-
чине 

	 � � � sin� � � �hc n d hc k n d0 0 0 0 0
2

2 2/ . 	 (4)

Примем для оценки, что k = 1, λ0 = 0.886 мкм 
для спектральной моды с энергией фотона 
ħω0 = 1.40 эВ, n0 = 3.6 для GaAs при температу-

ре решетки TR ≈ 300 K, d = 1.5 мкм. Получаем 
β ≈ 4.7°, ξ ≈ 9.4 мэВ. Упомянутое выше граничное 
условие образования РБО состоит в следующем. 
Каждой точке пересечения одной z-траектории 
с гетерограницей соответствует симметрич-
но расположенная точка пересечения второй 
z-траектории с другой гетерограницей, так что 
обе указанные точки лежат на противополож-
ных концах нормали к гетерограницам. Это ус-
ловие беспрепятственно выполняется до того 
момента, пока отраженное от торца излучение 
не поступит в активную область. Допустим, что 
точка пересечения двух симметричных зигзаго-
образных z-траекторий излучения – последняя 
точка перед его выходом через торец наружу  – 
не располагается в плоскости торца. Тогда от-
раженное излучение будет двигаться в активной 
области, усиливаясь, в направлении от торца 
уже по другим, новым траекториям. И эти тра-
ектории будут пересекаться с гетерограницами в 
новых точках, отличающихся от установившихся 
до прихода отраженного излучения. И эти новые 
точки уже не лежат на одной нормали с точками 
пересечения с гетерограницами излучения, дви-
гающегося в направлении к торцу. 

Возникшее расхождение с граничным услови-
ем образования РБО окажет деструктивное вли-
яние на РБО. Это проявится в уменьшении доли 
генерируемого излучения, направляемой из ак-
тивной области к указанному торцу. То есть одно 
из условий достижения максимальной энергии 
выходящего из торца гетероструктуры излуче-
ния заключается в том, что точка пересечения 
z-траекторий – последняя точка перед выходом 
излучения из гетероструктуры – лежит на ее торце.  
Соответствующий выполнению этого условия 
ЛМ энергии излучения должен достигаться в 
какой-то точке зависимости Ws(δY), а ширина 
основания образованного на ней при этом ЛВ 
примерно совпадать с интервалом Li между со-
седними точками пересечения z-траекторий, 
который по оценке равен Li = d/tgβ ≈ 18 мкм. 
Этому условию в эксперименте соответствуют 
наиболее высокие и узкие ЛВ, например, для 
зависимости Ws(δY) на рис. 2 при δY = 100 (5) и 
90 мкм (1) и для зависимости WΣ(δY) на рис. 1 
при δY = 120 и 150 мкм (кривая 5) и др.

Перейдем к дальнейшим оценкам. При  
Wex-1 = 3.96 отн. ед. на зависимости ΔWs(δY) наи-
большие ЛМ располагались при δY = 0 и 90 мкм 
(см. рис. 2 кривая 1), т.е. их разделял интервал 
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ΔY ≈ 90 мкм. Предположим, что при сдвиге тор-
ца относительно центра активной области на ΔY 
отраженная волна сдвигается в активной обла-
сти на период Lo. Тогда из следующего отсюда 
равенства 

	 L Yo � 2� 	 (5)

получаем То = 3.06 пс для ΔY ≈ 90 мкм, что 
вполне реалистично для наших экспериментов 
согласно графику частотной характеристики 
F(Wex), представленному в [2, рис. 11]. Периоду 
То = 3.06 пс соответствует частота F = 0.327 ТГц, 
которая на указанном графике достигается при 
энергии накачки, определявшейся в [2] в других 
относительных единицах нежели в данной рабо-
те, Wex-2 = 0.84 отн. ед. То, что наибольшие ЛМ 
возникают при выполнении равенства (5), явля-
ется эмпирическим подтверждением равенства 
(1), поскольку (5) следует из (1). Тем самым под-
тверждается, что (1) – это одно из условий РР. 

Будем характеризовать относительную вели-
чину модуляции Md-s зависимости Ws(δY) как

	 M W W Wd s s s s av� � � �� �� �� �max min , 	 (6)

где ΔWs-max – ΔWs-min – разность энергий сосед-
них локальных максимума и минимума на зави-

симости энергии модуляционной составляющей 
ΔWs(δY), а Ws-av – энергия спектральной компо-
ненты излучения, соответствующая точке пере-
сечения линии, соединяющей те же локальные 
максимум и минимум, но уже на зависимости 
Ws(δY), с гладкой составляющей этой зависи-
мости (см. рис. 7, пунктир на вставке). Макси-
мальная глубина модуляции на зависимости 
Ws(δY), измеренной при фиксированной Wex, 
представлена в функции Wex в качестве примера 
(см. рис. 7, кривые 2 и 3). Это сделано для двух 
спектральных компонент излучения, в которых 
модуляция наиболее контрастна. Аналогично 
полученная максимальная глубина Md-Σ модуля-
ции графиков WΣ(δY) представлена в функции 
Wex (см. рис. 7, кривая 1). На примере этих трех 
графиков и одиночного значения Md-Σ = 6.6 при 
Wex = 3.9 отн. ед. для измерений на периферии 
диаграммы направленности (рис. 7) можно при-
нять, что экстремумы модуляции зависимости 
энергии излучения от δY возникают при энерги-
ях Wex-3 ≈ 3.46 отн. ед. и вблизи Wex-1 ≈ 3.96 отн. 
ед., т.е. через интервал ΔWex ≈ 0.5 отн. ед. Пред-
положим, что такое изменение энергии накачки 
нужно, чтобы те из пучностей f-волны, которые 
совпадают с точками пересечения z-траекторий, 
сместилась в пространстве настолько, чтобы 
опять совпадать, но уже со следующими точками 
пересечения z-траекторий. Для этого увеличение 
периода Lо должно равняться интервалу Li. Что-
бы увеличить Lо на величину Li , надо увеличить 
период То на δТо = Ling/c0 = 0.306 пс. Большему 
на δТо , чем То = 3.06 пс, периоду То = 3.366 пс со-
ответствует на упоминавшемся графике F(Wex) в 
[2] частота F = 0.297 ТГц при Wex-4 = 0.71 отн. ед. 
Получается, что для увеличения Lо на величину 
Li надо изменить энергию накачки в Wex-4/Wex-2 = 
= 0.71/0.84 = 0.85 раза. Эта оценка настолько 
близка к отношению энергий в эксперименте 
Wex-3/Wex-1 = 3.46/3.96 = 0.87, что подтверждает 
предположения, на которых была основана. То 
есть ещё одним условием максимальной моду-
ляции зависимости энергии выходящего из тор-
ца излучения от δY должно быть совмещение в 
пространстве пучностей f-волны с какими-либо 
из точек пересечения z-траекторий. Отсюда вы-
текает ещё одно условие создания РР, заключаю-
щееся в кратности периодов

	 L mLio = . 	 (7)

Возможно, эмпирическое условие (7) указы-
вает на влияние f-волны на z-траектории в фо-
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Рис. 7. Изменение с Wex максимальной относительной вели-
чины Md-Σ модуляции зависимости WΣ(δY) для измерений 
в максимуме (1) и на периферии (4) диаграммы направлен-
ности; то же, но для глубины Md-s зависимости Ws(δY) спек-
тральной компоненты излучения с ħω = 1.387 (2) и 1.384 эВ (3).  
На вставке: фрагмент зависимости Ws(δY) – сплошная кри-
вая; её гладкая составляющая – штрихпунктир; определе-
ние энергии Ws-aν для формулы (6) – пунктир. 
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тонном кристалле. Это, по-видимому, интерес-
но для теоретического исследования в будущем. 
В отсутствие же РР, когда по мере изменения 
сдвига δY колеблется степень приближения к его 
условиям, возникает наблюдавшаяся более сла-
бая модуляция энергии излучения.

Модуляцию зависимости WΣ(Wex) при 
δY = 160 мкм (см. рис.4) можно упрощенно про-
комментировать следующим образом. Как уста-
новлено выше, при Wex-1 = 3.96 отн. ед. частота 
модуляции F = 1/To = 0.327 ТГц, которая на ча-
стотной характеристике F(Wex) располагается при  
Wex-2 =  0.84 отн. ед. (см. [2, рис.11]). С по-
мощью этого соответствия определяем, что 
Wex  =  4.54  отн.  ед. соответствует на указан-
ной характеристике Wex-5  =  0.963  отн.  ед. и 
F1 = 0.355 ТГц, а Wex = 3.38 отн. ед. соответствует 
Wex-6 = 0.717 отн.  ед. и F2 = 0.3 ТГц. Отсюда сле-
дует, что период То ≈ 2.82 пс при Wex = 4.54 отн. 
ед. и период То ≈ 3.33 пс при Wex = 3.38 отн. ед. 
Этому соответствуют периоды Lо  =  196  мкм 
при Wex  =  3.38 отн. ед. и Lо=  166  мкм при 
Wex = 4.54 отн. ед. Расстояние от центра актив-
ной области до торца Y0 – δY ≈ 1 мм – 0,16 мм = 
= 0.84 мм. Тогда расстояние от центра активной 
области до торца и обратно, которое пройдено из-
лучением, возвратившимся в активную область, 
составит 2(Y0 – δY) = 8.57Lо при Wex = 3.38 отн. ед. 
То есть при Wex = 3.38 отн. ед. будет примерно 
выполнено условие (1), в согласии с которым в 
эксперименте энергия модуляционной состав-
ляющей излучения, представляемая зависимо-
стями ΔWs(Wex) для его спектральных компо-
нент (см.  рис.  5), оказывается максимальной. 
Напротив, при Wex = 4.54 получается 2(Y0 – δY) ≈ 
10Lо, т.е. выполняется условие (2), и в согласии с 
ним в эксперименте энергия модуляционной со-
ставляющей излучения, представляемая указан-
ными зависимостями на рис. 5 минимальна.

Таким образом, экспериментально подтвер-
дились условия РР (1) и (2). Если выше под-
тверждение условия (1) было дано при варьиро-
вании δY, то теперь при варьировании Lо путем 
изменения Wex. 

Появление резонансных максимумов при 
Wex ≈ 3.9 отн. ед. и δY = 120 и 150 мкм на кри-
вой 5 (см. рис. 1) для измерений на периферии 
диаграммы направленности и то, что их еще не 
было при измерениях с той же Wex, но в макси-
муме диаграммы направленности, можно теперь 
объяснить следующим. Излучение в первом 

случае двигалось под несколько другим углом к 
гетерограницам, чем излучение во втором слу-
чае, поэтому они и вышли из торца под разны-
ми углами. Соответственно, периоды Li этих 
частей несколько отличались. Из-за этого, как и 
должно быть по условию (7), резонанс возникал 
при разных Lo, а значит, немного разных Wex. 
Аналогично объясняется и то, что на рис.7 одна  
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Рис. 8. Спектры относительной высоты ΔWs/Ws-f локальных 
выступов на зависимости Ws(δY) при Wex = 3.46 отн. ед. и 
δY = 60 (1) и 100 мкм (2); Wex = 3.9 отн.ед и δY = 120 (3) и 
150 мкм (4); Wex = 3.96 отн. ед. и δY = 90 мкм (5); на встав-
ке – определение относительной высоты локальных высту-
пов (см. текст статьи).
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спектральная компонента (кривая 3) уже прохо-
дит через максимум при 3.9 < Wex < 3.96 отн. ед., 
а другая (кривая 2) еще нет. Дело в том, что на-
правление максимального усиления спектраль-
ных компонент излучения при их отражении от 
разных слоев РБО зависит от длины волны ком-
поненты. Поэтому компоненты, по-видимому, 
тоже двигаются в гетероструктуре под несколько 
разными углами к гетерограницам. Зависимость 
от длины волны очевидна из соотношения Брэгга- 
Вульфа, которое имеет тот же вид, что и соот-
ношение (3), но только в соотношении Брэг-
га-Вульфа d – период РБО, β – угол скольжения 
(дополнение до π/2 угла падения света на гра-
ницу раздела двух сред с разными показателями 
преломления).

Спектры относительной высоты ЛВ на зави-
симости Ws(δY) при тех фиксированных δY и Wex, 
при которых возникал резонанс, представлены 
на рис. 8. Относительную высоту ЛВ характери-
зует отношение ΔWs/Ws-f, где ΔWs – высота ЛВ, а 
Ws-f – энергия спектральной компоненты излу-
чения на уровне основания ЛВ (см. рис. 8, встав-
ка). Эти спектры оказались модулированы так, 

что интервал между выступами составлял Δħω =  
= 21 мэВ (кривые 1 и 5) или 14 мэВ (кривые 2–4), 
что связано с δY (объяснение см. ниже). 

Спектры ΔWs/Ws-aν = f(ħω) (рис. 9) характери-
зуют относительную величину модуляции зави-
симостей ΔWs(Wex) (см. рис.5) в максимуме при  
Wex ≈ 3.38 отн. ед. и минимуме при Wex ≈ 4.54 отн. ед.  
Энергия Ws-aν определялась аналогично пока-
занному на вставке к рис. 7. Эти спектры моду-
лированы с периодом Δħω= 8…10 мэВ, близким 
к приведенной выше оценке периода ξ модуля-
ции спектра излучения, создаваемой РБО при  
k = 1. С таким периодом были модулированы 
благодаря РБО и экспериментальные мгновен-
ные спектры излучения в [2]. 

При сопоставлении спектров на рис. 8 и 9 об-
наруживается, что интервал Δħω между выступа-
ми на них составляет 21 мэВ ~ 2ξ при δY < 100 мкм  
и 8…14 мэВ ~ ξ при δY > 100 мкм. Аналогичная 
смена ширины интервалов с 21…23 мэВ на 12 
мэВ происходила в модуляции спектров фунда-
ментального поглощения зондирующего света в 
гетероструктуре, генерирующей излучение (см. 
[7, рис.5]). Тогда это объяснялось обеднением 
населенности электронов в зоне проводимости, 
создаваемым излучением, модулированным в 
РБО с k = 2 и k = 1 соответственно. Величина 
k = 1 относилась к области максимальной интен-
сивности излучения, а k = 2 – к области фрон-
та излучения, когда его интенсивность была 
меньше. При этом возможно такое объяснение 
изменения величины Δħω. При δY  >  100 мкм  
отраженное излучение приходит в активную об-
ласть, когда там интенсивность излучения до-
статочно большая, чтобы формировать РБО с 
k = 1, и тогда Δħω ~ ξ, а при δY < 100 мкм оно 
приходит туда позже, когда интенсивность излу-
чения там уже меньше, и поэтому РБО с k = 2,  
отчего Δħω ~ 2ξ. Очевидно, что обсуждавшаяся 
модуляция спектров дополнительно указывает 
на то, что РБО или, иначе говоря, активный фо-
тонный кристалл, участвует в создании размер-
ного резонанса.

То, что интервал Δħω не точно совпадал со 
значениями ξ и 2ξ, по-видимому, вызвано второ-
степенными причинами, которые не подвергают 
сомнению сделанные выше выводы. Причинами 
не точного совпадения могли бы быть следую-
щие: а) резонанс возникал в каком-то участке 
времени излучения, а обсуждавшиеся спектры 
строили, основываясь на измерениях энергии, 
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Рис. 9. Спектры относительной величины максимума (1) и 
минимума (2) зависимости ΔWs(Wex).
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интегральной по времени; б) неточность опреде-
ления толщины слоя GaAs; в) недостаточно точ-
ная настройка на резонанс из-за возможности 
изменения δY только с шагом 10 мкм; г) упроще-
ния, исходно сделанные при оценке ξ [2], и т.п. 
Отметим, что аналогично и, видимо, по сходного 
рода причинам для упоминавшейся модуляции 
спектров фундаментального поглощения света 
интервал между локальными максимумами тоже 
несколько превышал значения ξ и 2ξ. 

И ещё один существенный вывод. Во-первых, 
сопоставление графика Δħω(Wex) (см. рис. 3) с 
графиком Md-Σ(Wex) (см. рис. 7) обнаруживает 
подобие их формы. Во-вторых, сопоставление 
со спектрами на рис. 8 выявляет совпадение ши-
рины спектров ΔWs /Ws-f = f(ħω) при размерном 
резонансе с шириной диапазона Δħω на рис. 3 
при той Wex, при которой возникает размерный 
резонанс (напомним, что Δħω – диапазон спек-
тральных компонент, у которых зависимости 
Ws(δY) существенно модулированы). Из этого 
можно заключить следующее. При наступлении 
РР энергия WΣ-излучения, интегрального по 
спектру, возрастает еще и благодаря тому, что 
РР возникает в относительно широком ≈ 29 мэВ  
диапазоне спектральных компонент. 

ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Продолжено экспериментальное исследо-
вание обнаруженной в работе [1] модуляции 
зависимости энергии собственного излучения 
гетероструктуры, вышедшего из её торца, от из-
менения (на δY) расстояния активной области 
до этого торца. Наряду с этим эксперименталь-
но обнаружена модуляция зависимости энергии 
указанного излучения от энергии накачки Wex. 
Проведен анализ экстремумов модуляции на-
званных зависимостей, учитывающий, что излу-
чение создает в активной области РБО, превра-
щая её этим в фотонный кристалл, и что в поле 
излучения возбуждаются осцилляции населен-
ности электронов. Последние приводят к моду-
ляции излучения и стоячей волне населенности 
электронов в активной области с одинаковыми 
периодами в пространстве Lo и во времени То. 
Этот анализ привел к заключению, что в обеих 
зависимостях имеются РР нового вида. Размер-
ный резонанс представлял собой локальное уси-
ление отдельного колебания в модуляции этих 
зависимостей. Максимум энергии излучения в 

таком колебании возникал при следующих усло-
виях: 

а)	удвоенная длина интервала между центром 
активной области и торцом гетероструктуры рав-
на целому нечетному числу полупериодов Lo/2;

б)	период Lo является кратным расстоянию 
между ближайшими точками пересечения двух 
симметричных зигзагообразных траекторий, 
по которым, благодаря РБО, преимущественно 
движется излучение в гетероструктуре;

в)	точка пересечения упомянутых траекторий 
излучения – последняя точка перед выходом из-
лучения из гетероструктуры – лежит на её торце. 

Определяемые РР условия максимального 
выхода энергии излучения из гетероструктуры 
в заданном направлении, по-видимому, долж-
ны приниматься во внимание для достижения 
максимальной энергии излучения при создании 
полупроводниковых лазеров, предназначаемых 
для генерации мощных пикосекундных импуль-
сов света. РР оказывается и новым нелинейным 
эффектом, возникающим при участии фотонно-
го кристалла. 

Авторы заявляют об отсутствии конфликта 
интересов.
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DIMENSIONAL RESONANCE OF INTRINSIC STIMULATED PICOSECOND 
EMISSION WHILE IT INDUCES A PHOTONIC CRYSTAL  

AND ELECTRON POPULATION OSCILLATIONS  
IN HETEROSTRUCTURE AlxGa1–xAs–GaAs–AlxGa1–xAs
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Powerful picosecond optical pumping of the GaAs heterostructure layer causes the generation of stimulated 
picosecond emission in it. Due to its high intensity, the emission induces a Bragg grating of the electron 
population in the active region of the layer, making the latter an active photonic crystal. In the emission field, 
the inverse population of electrons oscillates with time, which should lead to spatiotemporal modulation of the 
emission and this population. It has been discovered that if the distance Y between the end of the heterostructure 
and the center of the active medium and the geometric parameters of the indicated modulation and movement 
of emission in the photonic crystal satisfy certain conditions, then dimensional resonance occurs - a maximum 
of modulation of the dependence of the energy of emission emerging from the end on Y and on pump energy 
appears locally.

Keywords: dimensional resonance, heterostructure, stimulated picosecond emission, photonic crystal, electron 
population oscillations in a semiconductor, spatiotemporal modulation of emission.
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ВВЕДЕНИЕ
В настоящее время при исследованиях ради-

ационной стойкости микроконтроллеров (МК) 
применяется несколько подходов для контроля 
их состояния. Одним из наиболее перспектив-
ных является применение встроенных средств 
отладки, которые входят в состав большинства 
современных МК. Данные инструменты позво-
ляют как получать доступ к общей шине ядра, 
запоминающих устройств и периферии, так и 
контролировать пошагово ход выполнения про-
граммы. Если доступ к шине реализован как 
стандартный инструмент, то возможности по-
шаговой отладки (трассировки) существенно 
зависят от типа микропроцессорного ядра, а в 
ряде случаев – от реализации необязательных 
функций конкретным производителем МК. Тем 
не менее средства трассировки являются доста-
точно мощным инструментом анализа реакции 
МК при воздействии ионизирующего излу-
чения. Как показано в [1], для ядра Cortex-A9 
средства трассировки позволяют восстановить 
ход выполнения программы вплоть до момента 
зависания, возникающего при воздействии от-
дельных ядерных частиц. Следует отметить, что 

в [1] аппаратный блок сбора и анализа данных 
от системы трассировки был реализован на базе 
системы-на-кристалле совместно с исследуе-
мым МК. Это, на наш взгляд, сужает универ-
сальность использования такой конфигурации, 
так как возникает вопрос устойчивости к сбоям 
блока сбора и анализа данных при воздействии 
импульсного ионизирующего излучения.

В [2] показана возможность получения дан-
ных из регистров МК с ядром Cortex-M3 даже 
в случае его зависания с помощью доступа об-
щей шине через встроенные средства отладки. В 
данной работе был проанализирован доступный 
для одной из реализаций ядра Cortex-M3 функ-
ционал средств поддержки трассировки с целью 
оценки возможности анализа причин зависания 
МК. Для данного ядра в принципе не предусмо-
трено наличие модуля Program Trace Macrocell, 
использованного в [1] (этот модуль поддержива-
ется ядром Cortex-A9), а в рассматриваемой ре-
ализации нет модуля Embedded Trace Macrocell. 
Указанные два компонента системы трассиров-
ки предоставляют наиболее полный контроль 
за ходом выполнения программы, вплоть до 
фиксирования истории изменений программ-

mailto:pilipenko_anatol@mail.ru
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ного счетчика в реальном времени (на рабочей 
частоте ядра). В нашем случае реализованы ком-
поненты Data Watch and Trace (DWT), Interface 
Trace Macrocell (ITM), Trace Interface Port Unit 
(TPIU). Далее кратко рассмотрены их возмож-
ности (для конкретного МК) с точки зрения 
применимости к рассматриваемой задаче.

В DWT предусмотрены возможности считы-
вания содержимого программного счетчика, од-
нако оно происходит либо по запросу от внеш-
него отладчика, либо периодически (но не менее 
чем раз в 64 такта). Также реализованы различ-
ные счетчики числа тактов, затрачиваемых для 
выполнения операций загрузки/сохранения, на-
хождения в спящем режиме, выполнения коман-
ды, а также связанных с переходом в обработчик 
исключения. 

Компонент ITM является промежуточным 
модулем, передающим пакеты от DWT в порт 
трассировки для передачи внешнему отладчи-
ку. ITM может генерировать пакеты временных 
меток, вставляемые в поток данных от DWT, что 
помогает отладчику вести хронометраж событий. 

Компонент TPIU применяется для выво-
да пакетов трассировки во внешний отладчик. 
Протокол передачи является последовательным 
(JTAG/SW), что замедляет обмен данными и 
априори не позволяет проводить сбор данных в 
реальном времени. TPIU содержит промежуточ-
ный буфер данных, однако его объем составляет 
всего 32 бита (одно слово). 

Таким образом, рассмотренный функционал 
блоков трассировки ядра Cortex-M3 не позво-
ляет выполнять контроль в реальном времени 
и определять предысторию перехода в состоя-
ние зависания. Однако представляется возмож-
ным получение дополнительной информации 
о состоянии “зависшего” МК в виде адреса по-
следней выполняемой инструкции и количестве 
тактов, которое потребовалось для обработки 
исключительной ситуации в случае, если зави-
сание связано с прерыванием выполнения хода 
программы.

1. ОБРАЗЦЫ И МЕТОДИКА  
ПРОВЕДЕНИЯ ЭКСПЕРИМЕНТА

В качестве объекта исследований использовал-
ся МК с ядром ARM Cortex-M3, изготовленный 
по технологии “объемный кремний” 0.18  мкм. 
МК облучали нейтронами с энергией 14 МэВ  
и плотностью потока порядка 109  н/(с·см2).  
Общий флюенс нейтронов за время экспери-

мента составил 6 × 1012 н/см2, его определяли с 
помощью активационных детекторов с погреш-
ностью 20 %.

Микроконтроллер исполнял программу из 
встроенной FLASH-памяти, функционал про-
граммы заключался в формировании на одном 
из выводов МК периодического сигнала (меан-
дра). Тактовая частота работы ядра составляла 
80 МГц, источником тактового сигнала являлся 
встроенный RC-генератор. В программе задей-
ствованы следующие функциональные блоки: 
блок умножителя частоты PLL, порт ввода-вы-
вода PORTA, блок управления тактовыми ча-
стотами, таймер общего назначения. В качестве 
контролируемых параметров были использо-
ваны выходной сигнал (регистрировался на ос-
циллографе) и ток потребления, фиксируемый 
по показаниям программируемого источника 
питания. Изменение параметров выходного сиг-
нала или прекращение генерации рассматрива-
лось как одиночный эффект функционально-
го прерывания (single event functional interrupt, 
SEFI) – эффект, возникающий в программно-у-
правляемых цифровых устройствах вследствие 
воздействия отдельной ядерной частицы, при 
котором работоспособность устройства восста-
навливается после перезагрузки управляющей 
программы [3] (в нашем случае, после выключе-
ния/включения питания).

Перед началом облучения считывалась ис-
ходная информация из регистров процессорно-
го ядра, оперативной памяти, периферийных 
блоков, служебного блока управления системой. 
Информация считывалась периодически или 
при проявлении SEFI, после чего производился 
контроль изменений в данных и их анализ, в том 
числе с использованием модели исключений 
ядра ARMv7 [4]. 

Информацию считывали через средства от-
ладки посредством доступа к шине обмена дан-
ными между функциональными блоками МК 
с добавлением данных из модуля трассировки 
DWT (согласно описанному во введении).

2. РЕЗУЛЬТАТЫ И ОБСУЖДЕНИЕ

2.1. Одиночный эффект функционального 
прерывания

За время эксперимента зарегистрировано 
31 событие, классифицируемое как SEFI. В двух 
случаях изменилась частота выходного сигнала, 
так как поменялся множитель частоты ядра в ре-
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гистре блока управления тактовыми частотами 
вследствие одиночного сбоя (single event upset, 
SEU) – инверсии ячейки памяти, возникающей 
при воздействии отдельной ядерной частицы. 
Остальные события проявлялись как прекра-
щение генерации выходного сигнала. При этом 
следует отметить, что:

–	 в трех случаях зарегистрирован SEU в реги-
страх управления работой порта ввода-вывода, 
вследствие чего режим работы порта изменился 
(он перестал функционировать как цифровой 
выход);

–	 19 раз МК перешел в бесконечный цикл об-
работки исключения;

–	 для семи SEFI причина прекращения гене-
рации не установлена, так как в анализируемых 
данных отсутствуют указания на обработку ис-
ключений или SEU в регистрах используемых в 
программе периферийных блоков.

Алгоритм анализа экспериментальных дан-
ных, позволяющий сделать вывод о переходе в 
бесконечный цикл обработки исключения, яв-
ляется основным в данной работе. В алгоритме 
рассматриваются регистры МК, используемые в 
модели исключений ядра ARMv7. Для определе-
ния того, находится ли МК в состоянии обработ-
ки исключения, рассматривалась информация 
из следующих регистров:

–	 стек из восьми 32-разрядных слов, исполь-
зуемый для хранения данных регистров МК для 
корректного выхода из обработчика исключения;

–	 регистр связи LR, указывающий на теку-
щий режим работы МК (режим выполнения 
программы, режим обработки исключения либо 
вложенного исключения);

–	 регистр флагов xPSR (младшие 8 бит), со-
держащий поле для хранения номера активного 
исключения;

–	 регистр с информацией об адресе текущей 
исполняемой инструкции программного счет-
чика PC (Program Counter); 

–	 счетчик числа тактов, требуемых для пере-
хода в обработчик исключения EXCCOUNT;

–	 регистр состояния отказов с настраивае-
мым уровнем приоритета CFSR, хранящий фла-
ги типов событий, приводящих к вызову обра-
ботчика исключений.

Данные, полученные из указанных выше ре-
гистров, приведены в табл.  1 (для эксперимен-

тов, где наблюдается переход в бесконечный 
цикл обработки исключения). 

Как видно из таблицы, в большинстве слу-
чаев данные в регистрах совпадают (за исклю-
чением регистра флагов CFSR), следовательно, 
МК отрабатывает один и тот же алгоритм. Для 
отличающихся данных в экспериментах можно 
предположить возникновение SEU в отдельных 
ячейках регистров (например, в предпоследней 
строке таблицы значение EXCCOUNT отличает-
ся на один бит 0000000F – 0000001F).

Используя данные табл. 1 и информацию 
об алгоритме работы модели исключений ядра 
ARMv7 при штатной обработке исключений 
[4], можно сделать предположения о последо-
вательности перехода МК в бесконечный цикл. 
Вначале устанавливается флаг исключительного 
события по одной из двух причин: либо событие 
действительно произошло (например, по причи-
не SEU в регистрах ядра), либо SEU возникает 
непосредственно в регистре CFSR. Несмотря на 
разнообразие флагов событий в регистре CFSR 
(что свидетельствует о случайном характере их 
возникновения), после установления флага МК 
во всех случаях входит в обработку исключения с 
номером 3 – тяжелый отказ (номер исключения 
содержится в младших битах регистра xPSR). 
Факт входа в обработчик подтверждается кор-
ректным сохранением стека, значением реги-
стра LR, ненулевым значением счетчика тактов 
EXCCOUNT и адресом из регистра PC, указы-
вающим на область памяти, в которой распо-
ложен обработчик тяжелого отказа. Переход от 
любого типа исключения М, В и U к тяжелому 
отказу (с повышением приоритета исключения) 
предусмотрен моделью исключений в том слу-
чае, если исключения не разрешены к обработке 
(неактивны), что по умолчанию установлено в 
исполняемой программе. Кроме того, также по 
умолчанию все обработчики исключений (кроме 
сброса) не инициализированы, т.е. представля-
ют собой бесконечные циклы. В данной работе 
мы не рассматриваем причины возникновения 
конкретного типа исключения и подробно не 
расписываем их в табл. 1 по двум причинам. 
Во-первых, анализ реакции МК в рамках при-
меняемого подхода проводится по данным после 
воздействия, а не в режиме реального времени, 
что безусловно затрудняет определение причин 
зависания. Во-вторых, в нашем случае обработ-
чики исключений были не инициализированы и 
неактивны, поэтому любой тип исключения М, 
В или U, приводит к тяжелому отказу.
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Таким образом, данные табл. 1 позволяют 
сделать вывод, что в большинстве случаев за-
регистрированных SEFI МК полностью отра-
батывает предусмотренный спецификацией 
алгоритм перехода в обработчик исключений 
после фиксации флага возникновения исклю-
чения. Описанная ситуация отличается от слу-
чая воздействия импульсного ионизирующего 
излучения [5] (в том числе нейтронного), когда 
при наличии явных признаков нахождения в об-
работчике исключения (по данным анализируе-
мых регистров), не все регистры после воздей-
ствия содержат значения, предусматриваемые 
моделью исключений. 

Оценка сечения SEFI σ дает значение 
5.3 × 10−12 см2. Значения верхней и нижней гра-
ниц доверительного интервала (σH, см2; σL, см2), 
соответствующие заданному значению довери-

тельной вероятности Р, определялись по следу-
ющим соотношениям [3]: 

	 σ
θH

Ht P N N

F
=

( ) +( )
−( )

, ,0 67

1
	 (1)

	 σ
θL

Lt P N N

F
=

( ) +( )
+( )

, ,0 67

1
	 (2)

где tH и tL – коэффициенты, зависящие от зна-
чения Р и числа наблюдаемых событий N; F –  
флюенс нейтронов, н/см2; θ – погрешность 
определения флюенса нейтронов.

Итоговые значения границ доверительного 
интервала, определенные по формулам (1) и (2), 
составили 3.1 × 10−12 см2 и 9.2 × 10−12 см2 для до-
верительной вероятности 0.95. Следует отметить, 
что данное сечение SEFI существенно меньше  

Таблица 1. Основные анализируемые регистры МК

Стек* PC** EXCCOUNT** xPSR** LR**
Флаги регистра исключений CFSR ***

U1 U2 U3 U4 B1 B2 M1 M2 M3

+ 08000232 0000000F 61000003 FFFFFFF9 v
+ 08000232 0000000F 21000003 FFFFFFF9 v
+ 08000232 0000000F 01000003 FFFFFFF9 v
+ 08000232 0000000F 61000003 FFFFFFF9
+ 08000232 0000000F 61000003 FFFFFFF9
+ 08000232 0000000F 01000003 FFFFFFF9 v v
+ 08000232 0000000F 61000003 FFFFFFF9 v
+ 08000232 0000000F 61000003 FFFFFFF9 v
+ 08000232 0000000F 01000003 FFFFFFF9 v
+ 08000232 0000000F 01000003 FFFFFFF9 v
+ 08000232 0000000F 61000003 FFFFFFF9 v
+ 08000232 0000000F 61000003 FFFFFFF9 v
+ 08000232 0000000F 21000003 FFFFFFF9 v
– 08000232 0000000B 61000003 FFFFFFF9
+ 08000232 00000013 61000003 FFFFFFF0 v
+ 0800023A 0000000F 6100000B FFFFFFF9
– 08000232 0000000F 81000000 0C000201 v
+ 08000232 0000001F 01000003 FFFFFFF1 v
– 08000232 0000000F 61000003 FFFFFFF9 v

*Знаком “+” обозначен факт корректного сохранения стека, **32-битные значения в регистрах представлены в 16-ричной 
системе счисления,***флаги регистра исключений CFSR разбиты на группы: тип U (UsageFault) – отказы при выполне-
нии программы, тип B (BusFault) – отказы доступа к шине, тип M (MemoryFault) – отказы доступа к памяти, цифрами 
условно обозначены различные виды исключений в каждой группе.
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сечения SEU, которое составляет 1.4  ±  0.3  × 
× 10−8 см2 (здесь границы доверительных интер-
валов ·определяются главным образом погреш-
ностью дозиметрии).

2.2. Одиночный тиристорный эффект

В эксперименте также зарегистрировано че-
тыре события, проявляющихся в переходе источ-
ника питания в режим ограничения выходного 
тока (оно составляло 200 мА при номинальном 
токе потребления на уровне 85 мА) с просадкой 
напряжения питания с 3.3 до 2.14 В и невозмож-
ностью обмена данными со средствами отладки. 
Возврат к штатному функционированию МК 
происходил после переключения питания. Та-
кой тип событий можно трактовать как одиноч-
ный тиристорный эффект (single event latchup, 
SEL). Сечение данного вида эффектов оценива-
ется как 7.8 × 10−13 см2 с границами доверитель-
ных интервалов 2.3 × 10−13 см2 и 2.1 × 10−12 см2 
для вероятности 0.95.

SEL при воздействии нейтронов с энерги-
ей 14 МэВ в интегральных схемах (ИС) может 
иметь место, так как

1)	современные ИС имеют широкий диапазон 
пороговых линейных потерь энергий (ЛПЭ) для 
данного эффекта. Так, например, в работах [6–8]  
по результатам исследований большого числа 
типономиналов ИС при воздействии тяжелых 
заряженных частиц показано, что пороговые 
ЛПЭ SEL не зависят от функционального класса 
ИС и имеют значение от 2 МэВ·см2/мг;

2)	результаты моделирования взаимодействия 
нейтронов с энергией 14 МэВ с кремнием (см., 
например, [9]) показывают, что ЛПЭ продуктов 
реакций достигают 8 МэВ·см2/мг. 

Исходя из сказанного выше, можно сделать 
вывод, что при воздействии нейтронов с энерги-
ей 14 МэВ в ИС возможно возникновение SEL 
за счет вторичных частиц, рожденных в реакци-
ях на ядрах 28Si, несмотря на их относительно 
малые ЛПЭ в кремниевых структурах.

ЗАКЛЮЧЕНИЕ
Анализ функционала блоков трассировки 

ядра Cortex-M3 исследуемого объекта показал, 
что для данного ядра полный контроль хода 
выполнения программы до момента зависания 
невозможен. Тем не менее, на основе анализа 
был дополнен существующий метод контроля 

состояния МК в случае его зависания. Новой 
получаемой информацией является количество 
тактов, затрачиваемых на вход в обработчик ис-
ключения, а также адрес инструкции, в которой 
находится МК в момент обработки прерывания.

Установлено, что в большинстве случаев за-
висания МК переходит в бесконечный цикл, 
при этом он полностью отрабатывает предусмо-
тренный спецификацией алгоритм перехода в 
обработчик исключений после фиксации флага 
возникновения исключения. Оценка сечения 
эффекта дает значение 5.3 × 10−12 см2.

В эксперименте также зарегистрировано 
четыре события, проявляющихся в переходе 
источника питания в режим ограничения выход-
ного тока, что можно трактовать как одиночный 
тиристорный эффект. Сечение данного вида эф-
фектов оценивается как 7.8 × 10−13 см2.

Авторы заявляют об отсутствии конфликта 
интересов.
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The trace support tools capabilities for a microcontroller (МС) with a Cortex-M3 core are analyzed to 
investigation of failures arising under the 14 MeV neutrons exposure. It has been shown that in most cases, 
MC hang is caused by the microcontroller going into a handling an inactive exception infinite loop. The cross-
section values for the single event functional interrupt and the single event latch-up are estimated.
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