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В статье приведено решение задачи об условиях прецессии гиростата в  трех 
однородных полях, при которой отношение скоростей прецессии и собственного 
вращения постоянно. Выделен случай гиростата с  осевой динамической 
симметрией, ось собственного вращения которого совпадает с осью симметрии 
гиростата. Показано, что нерегулярная прецессия возможна только при скорости 
прецессии вдвое большей скорости собственного вращения и  гиростатическом 
моменте, отклоненном от оси симметрии на некоторый угол ε. Получено 
выражение каждой из скоростей через элементарные функции времени. При 
0 < <ε ε* движение периодическое, при ε ε³ * скорость стремится к нулю и тело 
совершает не больше одного оборота вокруг оси собственного вращения; угол ε* 
выражен через постоянный угол нутации θ. Найдена связь между углом нутации 
и отношением осевого и экваториального моментов инерции, при сферической 
симметрии cosθ = 1 4. Указано множество допустимых положений центров 
приведения сил при произвольных заданных углах между силовыми линиями 
однородных полей и для частного случая ортогональных полей.

Ключевые слова: гиростат, движение вокруг неподвижной точки, три однородных 
поля, нерегулярная прецессия

DOI: 10.31857/S0032823524050018 EDN: JQEEUU

1. Введение. Классическая задача движения тяжелого твердого тела с неподвижной 
точкой имеет много обобщений для различных силовых полей. Наиболее исследован 
случай, когда поле одно или действуют несколько полей с общей осью симметрии. 
Получены [1] решения для тяжелого тела в магнитном поле, для гиростата под дей-
ствием потенциальных и гироскопических сил [2, 3].

Важным случаем движения является прецессия и случай симметричного тяжелого 
тела хорошо известен. Гриоли была найдены [4] условия регулярной прецессии не-
симметричного тела вокруг оси, отклоненной от вертикали. В наших работах [5–8] 
показано, что прецессия тела с полостью, заполненной жидкостью, также возможна 
при отсутствии динамической симметрии. Обзор прецессий твердого тела и  гиро-
стата под действием сил различной природы приведен в [9, 10].

Случай, когда направления полей заданы двумя или тремя векторами в инер-
циальном пространстве, изучен в значительно меньшей степени и исследования 
в этой области активно проводятся в настоящее время. Первые примеры регуляр-
ной прецессии несимметричного твердого тела и гиростата в двух [11] и трех [12] 



650 НЕРЕГУЛЯРНАЯ ПРЕЦЕССИЯ ГИРОСТАТА В ТРЕХ ОДНОРОДНЫХ ПОЛЯХ

однородных полях были построены Х. Яхья. В  этих решениях оси прецессии 
и  собственного вращения ортогональны, а  скорости прецессии и  собственного 
вращения совпадают; эти решения можно считать аналогами прецессии Гриоли 
для двух и  трех полей. В  наших работах описаны возможные случаи прецессии 
твердого тела и гиростата в двух [13] и трех [14] однородных полях; найден новый 
случай [14], когда скорость прецессии вдвое больше скорости собственного вра-
щения, угол между осями прецессии и собственного вращения задан равенством 
cos /θ = 1 6.

Была рассмотрена [15] регулярная прецессия гиростата в  трех полях, одно из 
которых  – осесимметричное, и  для частного случая, когда скорости прецессии 
и  собственного вращения равны, поля ортогональны и  ось прецессии совпадает 
с осью симметрии неоднородного поля, получены условия, связывающие параме-
тры системы. В нашей работе [16] выполнено исследование всех возможных слу-
чаев регулярной прецессии в данной суперпозиции трех полей, найдены конфигу-
рационные условия и  центры приведения сил. Показано [16], что прецессия 
возможна при скорости прецессии равной, вдвое большей или вдвое меньшей 
скорости собственного вращения. Для известного случая [15] с  равными скоро-
стями прецессии и  собственного вращения указаны новые решения с  осью пре-
цессии, отклоненной от оси симметрии неоднородного поля. Найдены [16] новые 
случаи регулярной прецессии, когда отношение скоростей прецессии и собствен-
ного вращения равно двум либо одной второй. Показано, что в  частном случае 
гиростата, гиростатический момент которого направлен по оси собственного вра-
щения и в случае твердого тела скорость прецессии может быть вдвое меньше ско-
рости собственного вращения, только если угол нутации задан равенством 
sin / .θ = 4 5

Г.В. Горром была рассмотрена задача о нерегулярной прецессии вокруг вертикали 
динамически симметричного тела в трех однородных ортогональных полях, при ко-
торой отношение скоростей прецессии и собственного вращения постоянно [17–19]. 
В нашей работе [20] проанализированы возможные случаи нерегулярной прецессии 
динамически симметричного тела в трех однородных полях с постоянным отноше-
нием скоростей при произвольных углах между силовыми линиями полей и с произ-
вольным направлением оси прецессии в  инерциальном пространстве. В  частном 
случае сферической симметрии тела при скорости прецессии вдвое меньшей или 
вдвое большей скорости собственного вращения угол нутации определен равенством 
cos /θ = 1 4, при равных скоростях cos /θ = 1 2.

В настоящей статье приведено решение задачи об условиях нерегулярной прецес-
сии гиростата в трех однородных полях, при которой отношение скоростей прецес-
сии и  собственного вращения постоянно. Условия получены для случая гиростата 
с осевой динамической симметрией, ось собственного вращения которого совпадает 
с осью симметрии гиростата. Показано, что нерегулярная прецессия возможна толь-
ко при скорости прецессии вдвое большей скорости собственного вращения и гиро-
статическом моменте, отклоненном от оси симметрии. При угле отклонения ε, мень-
шем ε*, движение периодическое, при ε ε³ * скорость стремится к  нулю и  тело 
совершает не больше одного оборота вокруг оси собственного вращения; угол ε* 
выражен через постоянный угол нутации θ. Решение найдено в элементарных функ-
циях. Найдена связь между отношением осевого и экваториального моментов инер-
ции гиростата и углом нутации, при сферической симметрии cos /θ = 1 4. Указано 
множество допустимых положений центров приведения сил при произвольных за-
данных углах между силовыми линиями однородных полей и  для частного случая 
ортогональных полей.

2. Постановка задачи. Для описания движения гиростата вокруг неподвижной точ-
ки под действием трех полей используем уравнения [12]
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	 I I M u u u�� �� �� �� �� �� ��+ × +( ) = = × + × + ×1 1 2 2 3 3	 (2.1)

	 �� �� ��i i i+ × = =0 1 2 3; , , 	 (2.2)

Здесь � �( )• – производная по времени в системе отсчета, связанной с телом; векторы 
u i постоянны в этой системе, u OCi i ip= , Ci – центры приведения сил, I – оператор 
инерции тела в неподвижной точке, ωω – угловая скорость тела, единичные векторы ααi 
задают направления сил каждого из полей, ss – гиростатический момент, M – момент 
действующих на тело сил относительно неподвижной точки O.

Прецессия тела задается равенством

	 �� ��= +� �r pm 	 (2.3)

Единичные векторы m и ρρ постоянны, соответственно, в подвижной и инерциаль-
ной системах. Скалярные функции ωr t( ) и ωp t( ) – это величины скоростей собствен-
ного вращения и прецессии. Прецессия называется регулярной, если обе скорости ωr 
и ωp постоянны, и нерегулярной, если хотя бы одна из скоростей непостоянна [10].

Рассмотрим прецессии гиростата, для которых, как и в работах [17–20] для твер-
дого тела, отношение скоростей постоянно

	 � � �p r = = const	 (2.4)

Ниже решается следующая задача: при заданных в инерциальной системе отсчета 
направлениях полей ααi и оси прецессии ρρ определить при каких ограничениях на опе-
ратор I,  гиростатический момент ss, векторы u i и  отношение скоростей κ гиростат 
может совершать прецессию и найти зависимость скоростей прецессии и собствен-
ного вращения от времени.

Векторная функция ρρ t( ) удовлетворяет уравнению (2.2), которое, при учете равен-
ства (2.3), становится линейным

	 �� �� ���r t( ) × =m � � 0	 (2.5)

Пусть l l l1 2 3, ,( ) – некоторый связанный с телом ортонормированный правый базис 
такой, что l3 = m . Решение уравнения (2.5) имеет вид

	 sin sin cos cos ;�� = +( ) + =� � � � �l l l1 2 3 d dt� 	 (2.6)

Здесь � = ( )�r t  – скорость собственного вращения, произвольный параметр θ – 
это постоянный угол между осями собственного вращения и прецессии (угол нута-
ции), cos ,� = ( )m �� . При Ω = const в рассматриваемом случае, когда отношение ско-
ростей κ постоянно, прецессия является регулярной.

Векторные функции �� ��t ti( ) ( ), � � , как и ранее [14,16,20], задаются в связанном с те-
лом ортонормированном базисе l l l1 2 3, ,( ) равенствами:

	 �� �� ��= = +( ) + +( )� , sin sin cos cos� � � � � �l l l1 2 31 	 (2.7)

	 �� ��i i i= − = = −Rs R; , , ,1 2 3 3l 	 (2.8)
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Элементы матрицы оператора поворота R в базисе li( ) следующие:

	 r r11
2 2

312
1

2
1= − +( ) − −( ) = −cos cos ,�

� �
�

� � � ��sin cos sin sin� � � �

	 r r12
2 2

132
1

2
1= +( ) + −( ) = −cos sin sin sin sin sin�

� �
�

� � � �, � � � � � � � � � �� 	 (2.9)

	 r r21
2 2

322
1

2
1= +( ) − −( ) = −cos sin sin sin sin cos�

� �
�

� � � ��, � � � �

	 r r22
2 2

232
1

2
1= +( ) − −( ) = −cos cos sin cos , sin cos ,�

� �
�

� � � � cosr33 = − �

Функции ααi t( ), заданные равенствами (2.8), являются решениями линейных (при 
заданной формулой (2.7) функции ωω t( )) уравнений (2.2) при произвольных постоян-
ных (в связанной с телом системе отсчета) векторах si. При известных функциях ααi t( ) 
момент внешних сил M задан в подвижной системе отсчета.

Задача, решаемая в работе, состоит в нахождении условий обращения в тождество 
равенства (2.1) при функциях �� ��, ,i t( ) M, заданных равенствами (2.7)–(2.9). Из фор-
мул (2.7) получим

	 � ���� ��= + −( )�� ��2
1 2� � � �sin cos sinl l 	 (2.10)

Уравнение (2.1) записывается в виде

	 �
�

� �
d
d�

f g h M+ + =2 	 (2.11)

	 f I g I I h= = × + −( ) = ×   �� �� �� �� ��, sin cos sin ,� � � �l l1 2 	 (2.12)

Зависимость τ τ= ( )t  найдем из равенства

	 t
d

=
( )∫
�
��

	 (2.13)

В общем случае, когда поля не ортогональны, удобно, как ранее в наших работах 
[14,  16,  20] преобразовать формулу для момента сил следующим образом. Зададим 
векторы ni и оператор G равенствами

	 n
s s

s s s
u Gn1

2 3

1 2 3

1 2 3 1 2 3=
× ( ) = =

, ,
, ; , ,i i i 	 (2.14)

Здесь a b c a b c, , ,= ×( ), 1 2 3� �� �( ) – знак циклической перестановки.
Всюду в работе рассматриваем случай неприводимых полей и считаем векторы ααi 

некомпланарными, тогда, в силу равенств (2.8), s s s1 2 3 0, , ¹ .
Имеем формулу [16] для суммы моментов внешних сил

	 M G R G R G R= × + × + ×l l l l l l1 1 2 2 3 3	 (2.15)

Ниже, в разд. 3, приведена система трех тождеств, выполнение которых необходи-
мо и достаточно для существования искомого решения, описывающего прецессию 
гиростата с  осевой динамической симметрией, для которой отношение скоростей 
прецессии и собственного вращения постоянно. В разд. 4 доказано, что для совмест-
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ности названной системы тождеств в случае трех полей, неприводимых к двум или 
одному полю, необходимо, чтобы отношение скоростей было равно одному, двум 
или одной второй. Дальнейший анализ показывает, что случаи κ = 1 и κ = 1/2 воз-
можны только при Ω = const, то есть при регулярной прецессии. Кроме того, пока-
зано, что вектор гиростатического момента должен быть отклонен от оси динамиче-
ской симметрии гиростата. Разд. 5 и 6 содержат основные результаты статьи. В разд. 5 
показано, что при κ = 2 система трех тождеств совместна и система уравнений (2.1), 
(2.2) имеет в случае трех неприводимых полей решение, описывающее нерегулярную 
прецессию с постоянным отношением скоростей. Получено необходимое условие, 
выражающее угол нутации через отношение осевого и  экваториального моментов 
инерции гиростата. Дано описание допустимых положений центров приведения сил. 
Найдено выражение � �( ) через элементарные функции. В разд. 6 выполнен анализ 
возможных движений гиростата. Записана в элементарных функциях зависимость от 
времени компонент угловой скорости гиростата. Показано, что при угле ε отклоне-
ния гиростатического момента от оси симметрии гиростата, меньшем ε*, движение 
периодическое, при ε ε³ * скорость стремится к нулю и тело совершает не больше 
одного оборота вокруг оси собственного вращения; угол ε* выражен через постоян-
ный угол нутации θ.

3. Прецессия гиростата с осевой симметрией. Определяющие тождества. Рассмотрим 
прецессию гиростата, имеющего осевую динамическую симметрию, ось симметрии 
которого совпадает с осью собственного вращения. В этом случае I i j I Iij = ≠ =0 1 2; ,� � � � . 
Оси l l1 2,  выберем так, что s2 0= . Запишем заданные формулой (2.12) параметры 
f g h, ,

	 f = +( ) + +( )� � � � � �sin sin cos cosI I1 1 2 3 31l l l� 	 (3.1)

	 g = −( ) +( ) −( )=� � � � � � � � � �1 1 2 1 3 11cos sin sin cos cosdefl l , � � � � � �I I 	 (3.2)

	 h = −( ) + +( ) −� �� � � � � � � �� �sin cos sin cos sin cos3 1 2 1 2 1 31l l l l� � 	 (3.3)

Отметим следующее. Если гиростатический момент коллинеарен оси симметрии, 
то s1 0=  и векторы g и h коллинеарны, что упрощает анализ уравнения (2.11). Про-
веденная проверка показала, что в этом случае искомое решение, описывающее пре-
цессию с  постоянным отношением скоростей осесимметричного гиростата в  трех 
неприводимых однородных полях, существует, только если Ω = const. Прецессия 
является регулярной, все возможные случаи такой прецессии описаны в нашей рабо-
те [16]. Всюду ниже при построении условий нерегулярной прецессии с постоянным 
отношением скоростей (то есть при условии (2.4)) считаем s1 0¹ , гиростатический 
момент ss при этом отклонен от оси симметрии.

Запишем уравнение (2.11) в проекциях на оси l i

	 � � �
�

� � � �� �sin sin cos sin cosI
d
d

M1 1
2

3 1�
�

� �+ + = 	 (3.4)

	 � � �
�

� � � � � � �� �sin cos sin cos sin sinI
d
d

M1 1
2

1 31�
�

� �− + +( ) −( ) = 22	 (3.5)

	 1 3 1 3+( ) − =� �
�

� �� �cos sin cosI
d
d

M�
�

� 	 (3.6)
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Уравнения (3.4), (3.5) эквивалентны системе

	 � �
�

� � � � � �sin cos cos sin cos def� � � � � �I
d
d

M M M1 1 1 2 11�
�

�+ +( ) = + =  	 (3.7)

	 � � � � � � � � � �1
2

3 1 1 21� �+ − +( )( ) = − =−sin cos sin cos sinM M def
M 2	 (3.8)

Из уравнений (3.6) и (3.7) находим

	 � � � � � � �2 1 3 1 1 31cos cos sin� = +( ) −I M I M 	 (3.9)

	 �
�

� � � �2 1 31�
�d

d
M M= + +( )sin cos 	 (3.10)

Здесь

	 � � � � �2
2

1
2

31= ( ) + +( )sin cosI I 	 (3.11)

Таким образом, исходное векторное уравнение (2.11) эквивалентно системе трех 
уравнений (3.8)–(3.10).

Из формул (2.9) и (2.15) получим компоненты Mi � �момента в базисе li( ) и затем за-
пишем величины Mi, заданные в формулах (3.7) и (3.8)

	

M G G G G1 13 23 32 31= −( )+ − +

+

cos cos sin sin cos
sin

� � � �� ��

� cos sin

cos
2

1 112 21 11 22

12 21

G G G G

G G

+( ) +( ) + −( ) +( )( ) +
+ −( )

� � � �

�−−( ) + +( ) −( )( )1 111 22 sin� � �G G

	 (3.12)

	

M G G G G2 23 13 32 31= + + +( )−

−

cos cos sin cos sin
sin

� � � �� ��

� cos sin
2

2 1 133 11 22 12 21

11

G G G G G

G G

+ −( ) +( ) − +( ) +( ) −(
− +

� � � �

222 12 211 1( ) −( ) + −( ) −( ) )cos sin� � � �G G

	 (3.13)

	

M G G

G G

3 13 23

2
21 122

1

= − +( )+

+ −( ) −( )

sin cos sin

cos

� � �

�
� �

� � � � � �

�sin ��− +( ) −( )( ) +

+ +( ) +( ) + −(

G G

G G G G

11 22

2
12 21 11 22

1

2
1

sin � �

�
� �cos cos )) +( )( )sin � �1

	 (3.14)

Правые части уравнений (3.9), (3.10) записываются в виде

	

� � � �

� � � �

sin cos

sin cos sin sin

M M

G G G
1 3

13 23 32

1+ +( ) =

= − + + ��� ��

�
� � �

cos

cos cos

−( )( ) +

+
+

+( ) +( ) +( ) +

G

G G G

31

12 21 11
1

2
1 1 −−( ) +( )( ) +

+
−

−( ) −( ) −( ) +

G

G G G

22

12 21 11

1

1
2

1 1

sin

cos cos

� �

�
� � � ++( ) −( )( )G22 1sin � �

	 (3.15)
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1 13 1 1 3 3 32 31+( ) − = +( ) −(� � � � � � �� ��cos sin cos sin cosI M I M I G G )) +
+ −( )+

+ +( ) +( ) + −(

� � �

� � �

3 13 23

4 12 21 11 22
1
2

1

G G

G G G G

cos sin

cos )) +( )( ) +

+ −( ) −( ) + +( ) −( )

sin

cos sin

� �

� � � � �

1

1
2

1 15 12 21 11 22G G G G(( )

	 (3.16)

	 � � � � � �3 3
2

11= +( ) + ( )cos cos sinI I

	 � � � � � �4 3 11 1= +( ) − +( )( )sin cos cosI I 	 (3.17)

	 � � � � � �5 3 11 1= +( ) + −( )( )sin cos cosI I

4. Предварительный анализ. Необходимо определить условия, при которых равен-
ства (3.8)–(3.10) тождественно выполнены для некоторой функции � �( ) ≠ const 
и найти эту функцию. Из формулы (3.10) получим

	

�
� � � �� ��2 2

13 23 31 322
� = − − − −( ) +

+

sin sin cos sin cosG G G G

11
2

1 1

1
12 21 11 22

+
+( ) +( ) − −( ) +( ) +

+
−

cos ( sin cos )

cos

�
� � � �G G G G

��
� � � �( sin cos )

2
1 112 21 11 22G G G G C−( ) −( ) − +( ) −( ) +

	 (4.1)

Если κ ¹ 1, то необходимы условия

	 G G G G11 22 12 21= = −, � � 	 (4.2)

Формулы (3.9) и (4.1) при условиях (4.2) записываются в виде

	
� � � � � �� ��

�
2 1 3 32 31

3 13

1cos cos sin cos

cos

� = +( ) −( ) +
+

I G G

G �� � � � � � �−( ) + −( ) + −( )( )G G G23 5 12 111 1sin cos sin
	 (4.3)

	
�

� � � �� ��2 2
13 23 31 322

� = − − − −( ) +

+

sin sin cos sin cosG G G G

11 1 112 11−( ) −( ) − −( )( ) +cos sin cos� � � � �G G C
	 (4.4)

Если функцию � �( ) из равенства (4.3) подставить в  равенство (4.4), то получим 
тождество, одним из условий выполнения которого при κ κ κ¹ ¹ ¹1 2 1 2, ,  являет-
ся G G11 12 0= = . Учитывая условие (4.2), получим, что матрица G   – вырожденная 
и имеем приводимый случай. Таким образом, искомое решение, описывающее нере-
гулярную прецессию гиростата в  трех полях с  постоянным отношением скорости 
прецессии к скорости собственного вращения, может существовать только в одном 
из указанных случаев. В  нашей работе [20] показано, что нерегулярная прецессия 
твердого тела в трех однородных полях возможна, когда отношение скорости прецес-
сии к скорости собственного вращения равно одному, двум или одной второй. Ниже 
показано, что аналогичное решение для гиростата существует, только если скорость 
прецессии вдвое больше скорости собственного вращения.

Рассмотрим случай κ = 1. Условия (3.9), (3.10) записываются в виде
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� � � � � � � �2 1 3 32 31 3 13 231cos cos sin cos cos s� = +( ) −( )+ −I G G G G iin

cos sin

�

� � � �

( ) +

+ +( ) + −( )( ) + −
1
2

2 2 1
24 12 21 11 22 5 12 2G G G G G G 11( )

	 (4.5)

	
� �

�
� � �2 2 13 31 23 32

1

� �
�

= = − +( ) + +( )( ) +
+ +

d
d

G G G Gsin cos sin

coos cos sin� � �( ) +( ) + −( )( )G G G G12 21 11 222 2
	 (4.6)

В соответствии с формулой (3.11) λ2 0¹  и, так как s1 0¹ , то правая часть в фор-
муле (4.5) должна делиться на cosτ, для этого необходимо выполнение условий

	 1 03 32 3 23 4 12 21 5 12 21+( ) − = +( ) = −( )cos� � � �� � �I G G G G G G, 	 (4.7)

При выполнении этих условий формула (4.5) упрощается:

	 � =
+( ) + −( ) + − +( )� � � � �4 12 21 11 22 3 13 3 31( )G G G G G I Gcos sin cos� � � � � � 11

2 1� �
	 (4.8)

Если из формулы (4.8) подставить Ω в равенство (4.6) и сравнить коэффициенты 
при cos sin2 2τ τ� � � � � �, , то получим необходимые условия

	 2
2 12 2 11 22 12 21xy y x y x x

G G
y

G G
= − = =

−
=

+
=

+(
, , , ,� � � � � � � � � �

� �
� �

�
�cos ))� �

�
2 1

2

4
2 	 (4.9)

Если y ¹ 0, то x = 1 2/  и второе уравнение (4.9) не имеет действительных реше-
ний. Если y = 0, то x = 0 или x = 1. В  первом случае из формулы (4.8) следует 
Ω = const. Остается только случай y x= =0 1,  и получаем условия

	 G G G G12 21 11 22= − − =, ν	 (4.10)

Формула (4.8) и равенство (4.6) принимают вид

	 � = + − +( )( )1 1
2 1

4 3 13 3 31� �
� � � � �sin cosG I G 	 (4.11)

	 �
�

� � � � �2 23 32 13 31 1�
�d

d
G G G G= +( ) − +( )( ) + +( )sin sin cos cos sin22� 	 (4.12)

Равенства (4.11) и (4.12) совместны при условиях

	 G G G I G G G23 32
4

2 1
2 3 13 3 31 13 310 1+ = − +( )( ) = − +, cos sin

� �
� �

� � � (( )	 (4.13)

Так как � � � �3 3
2

3
2

11 1 0+ +( ) = + + ≠cos cos sin� � � � � �I I I( ) ( ) , то из первых усло-
вий (4.7) и (4.13) следует G G23 32 0= = .

Осталось рассмотреть возможность выполнения тождества (3.8), которое при по-
лученных условиях записывается в виде

	
1

2
2 2

1 3 1
2

33

+( ) −( ) − =

= − +

cos sin sin
sin cos

� � � � � �

�
� �

� �

G −− −( ) + +( )G G G G11 22 13 31cos sin� �

Сравнение здесь слагаемых с  cos2τ � �  приводит либо к  условию ν = 0, но тогда 
Ω = const, либо к  условию 1 2 01 4 2+( ) −( ) + =cos sin� � � � �� � � � . Данное условие при-
водится к виду ( ) ( )1 02

3
2

1+ + =cos sinθ θ� � � �I I  и не может быть выполнено. Таким об-
разом, при κ = 1 искомого решения нет.
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Покажем, что этот случай при κ = 1 2/  также невозможен. Из формулы (3.9) при 
учете условия (4.2) получим

	 � � � � �
� �

2 1 2 2
cos cos sin cos sin� = + + +a b c d 	 (4.14)

Здесь a G b G= = −λ λ3 13 3 23, ,� �  c G I G= − +








�

�
5 12 3 311

2
cos � � , d I G G= +









 −1

2 3 32 5 11
cos�

�
� � .

Для делимости правой части в формуле (4.14) на cosτ необходимо b c d= = = 0. 
Формула принимает вид � �2 1� = const. Заданный формулой (3.11) параметр λ2 боль-
ше нуля, следовательно �1� = const. При s1 0¹  отсюда следует Ω = const и прецес-
сия будет регулярной. В разд. 3 показано, что рассмотрение случая s1 0=  также при-
водит к  условию Ω = const. Таким образом, при κ = 1 2/  искомая нерегулярная 
прецессия невозможна.

5. Построение условий прецессии в случае κ = 2. Формулы (4.3), (4.4) при услови-
ях (4.2) дают

	
� � � � � �

� �
2 1 3 32 31

3 13 5 1

1 2 2 2cos cos sin cos� = +( ) −( ) +
+ +

I G G

G G 22 5 11 3 23( ) + −( )cos sin� � � �G G
	 (5.1)

	
�

� � � � �2 2
31 32 23 112

2 2 1� = − +( )− + −( )( )sin sin cos sin cosG G G G ccos

sin cos sin

�

� � �

+

+ − + −( )( ) +G G C13 121
	 (5.2)

Для делимости на cosτ в формуле (5.1) необходимы условия

	 G G G31 5 11 3 230 0= − =, � �λ λ 	 (5.3)

При этом

	 � � � � � �2 1 3 32 5 12 3 132 1 2� = +( ) + +cos sinI G G G 	 (5.4)

Отсюда следует G32 0¹ , иначе Ω = const, и получаем

	
�2

2 1
2 3 32

2

3 32 5

1 1 2 2 1 2

4 1 2

=
( )

+( )( ) −( ) +(
+ +( )

� �
� �

� �

cos cos

cos

I G

I G GG G G G12 3 13 5 12 3 13
2

+( ) + +( ) )� � � �sin
	 (5.5)

Сравнение с формулой (5.2) приводит к условию

	 sin cosθ θ� � �G G23 111 0+ −( ) = 	 (5.6)

Формула (5.2) при условиях (5.3), (5.6) дает

	 �2

2
32 13 12

2 2 1= − + − + −( )( ) +
�

� � � � �sin cos sin cos sinG G G C(( )	 (5.7)

Сравнивая формулы (5.5) и (5.7), приходим к условиям

	 1 1 2 1

2 1
2 3 32

2

2
32

� �
�

�
�

( )
+( ) =( cos ) sinI G G

	 2 1 2 1 1
2 1

2 3 32 1 12 2 13
2

13
� �

� � �
�

� �
( )

+( ) +( ) = − + −cos sin cos� � � �I G G G G �� �( )( )G12
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Из первого условия находим

	 G
I32

2 1
2

3
21 2

=
( )

+( )
sin

cos
� � �

�

� �
� �( )

	 (5.8)

Из второго условия при учете формулы (5.8) следует связь

	 − + −( ) =
+( )

+( )sin cos sin
cos

� �
�
�

� �G G
I

G G13 12
3

5 12 3 131 2
1 2

	 (5.9)

По формуле (3.13) получим

	
M G G G

G
2 32 11 23

1

2= + +( ) +

+

cos cos sin cos cos
cos
� � � � �

� 33 12 33−( ) −sin sin sin� � �G G
	 (5.10)

В левой части равенства (3.8) при учете формулы (5.4) нет слагаемых с cosτ, поэто-
му в  M 2 такие члены должны отсутствовать и из формулы (5.10) получаем условие

	 sin cosθ θ� � � �G G11 23 0+ = 	 (5.11)

Определитель системы (5.6), (5.11) не равен нулю, следовательно

	 G G G11 22 23 0= = = 	 (5.12)

Формула (5.10) принимает вид

	 M G G G G2 32 13 12 332= + −( ) −cos cos cos sin sin sin� � � � � �� � � � � � � � � � � � 	 (5.13)

Добьемся теперь выполнения равенства (3.8), используя формулы (5.4) и  (5.13). 
Сравнивая коэффициенты при cos2τ � � , получим связь

	
2

1 2 1 1 21

2 1
2 3

2
32
2

2 1

2
3 32 1

�

� �
�

� �
� � �

( )
+( ) − +( ) =( cos ) cos cosI G I G G32

Подставив сюда G32 из формулы (5.8), приходим к условию

	 2 1 21
2

3� � � � �sin cos cos� � � �− +( ) =I

Данное условие при использовании формул (3.2), (3.11) для λ λ1 2,  приводится к виду

	 4 1 1 41
2

3cos cos cosθ θ θ−( ) = −( )I I 	 (5.14)

Отметим, что в случае сферической симметрии I I I1 2 3= =  из условия (5.14) полу-
чаем

	 cosθ =
1
4

	 (5.15)

Такое же значение отмечено в работах [17] и [20] для частного случая твердого тела 
со сферической симметрией.

При имеющемся ограничении I I3 12<  допустимые значения угла нутации опреде-
ляются условием

	 0 1
2

3 1< < −( )cosθ 	 (5.16)
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Сравнивая в тождестве (3.8) коэффициенты при sinτ и свободные члены, получим 
связи

	 1
4 1

2 1
2 3 32 5 12 3 13 2

12−
( )












+( ) + −�

� �
� � �

�
I G G G

Gsin � � ccos
cos

sin
�
�

�
�

�
� �

� �
� �

G
I G13 3

1
3 321 2

4
+

= 	 (5.17)

	
G

G G I G G G
33

3 5 12 3 13

2 1

1 3
2

32
2

5 12 3 12 2 1 2
=

+( )
+

+( ) + +� � �
� �

� � � �cos � � ) 33
2

2 1
2

2
3 32

2

1 2

( )( )
( )

−

−
+( )

sin

cos
sin

� � �

�
� �

� �

� �
� �

I G
	 (5.18)

Равенства (5.9) и  (5.17) позволяют найти величины G12 и G13, из равенства (5.18) 
затем найдем G33.

Заданные формулами (3.17) параметры λ3 и λ5 при связи (5.14) записываются в виде

	 �
� �

�
�

� �
5 3 3

1 2
2

1 1 2
2

=
+( )

=
−( ) +( )sin cos

cos
cos cos

cos
� � � �

� �
� � � �

I ,
�� � �

I3	 (5.19)

Условие (5.9) при учете формул (5.19) преобразуется к виду

	 1 012 13−( ) + =cos sinθ θG G 	 (5.20)

Полученная связь позволяет записать G G12 13,  в виде

	 G g G g12 13 1= − = −( )sin , cosθ θ 	 (5.21)

С учетом формул (5.19), (5.20) получим

	 � � � � � �5 12 3 13 12 13 3 31 1 2G G G G I I+ = −( ) = − −( ) +( )sin cos cos cos gg	 (5.22)

Параметр g определим из равенства (5.17)

	 g G= −
−( )

4
1 2

3

1
32

� �
� � �

cos
sin cos

Подставляя сюда G32 из формулы (5.8), получим

	 g
I

= −
−( )

4
1 4

1 3
2

3

� �

�cos
	 (5.23)

Формулы (5.21) принимают вид

	 G
I

G12
1 3

2
3

13
1 3

2

4
1 4

4 1

1 4
=

−( )
= −

−( )
−( )

� � �

�

� � �

�

sin
cos

,
cos

cos II3

	 (5.24)

Из формулы (5.18) при учете формул (5.21) и (5.23) находим

	 G
I I33

1
2

3

3
2

11 2
2

1 2
=

+( )
+

−( )
�

�
�

�cos cos
	 (5.25)

Соберем вместе полученные результаты. Для того, чтобы гиростат с осевой дина-
мической симметрией совершал в  суперпозиции трех неприводимых однородных 
полей нерегулярную прецессию, при которой ось прецессии совпадает с осью сим-
метрии гиростата, а отношение скоростей прецессии и собственного вращения было 
постоянно, необходимо, чтобы скорость прецессии была вдвое больше скорости 
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собственного вращения, отношение осевого и экваториального моментов инерции 
выражалось через постоянный угол нутации по формуле

	 � �
� �I

I
3

1
2

4 1
1 4

=
−( )

−

cos cos
cos

θ θ

θ
	 (5.26)

и элементы матрицы G, определяющей положения центров приведения, задавались 
формулами

	 G G
I

G
I12 21

1 3

3
2 13

1 3

3

4
1 4

4 1

1 4
= − =

−( )
= −

−( )
−

� � �

�

� � �sin
cos

,
cos

ccos
, sin

cos cos2 32
1
2

3 1 2�

� �
� �( )

=
+( )

G
I

	 G
I I

G G G G33
1
2

3

3
2

1
11 22 23 311 2

2
1 2

0=
+( )

+
−( )

= = = =
�

�
�

�cos cos�
� � � �, 	 (5.27)

Здесь s1 и s3 – проекции гиростатического момента на экваториальную плоскость 
и на ось симметрии эллипсоида инерции.

Из формулы (5.4) получаем выражение для скорости собственного вращения

	 � =
+

+2
1 2

1

3

3

1

� �
�

�
�

I I
sin

cos
sin 	 (5.28)

Допустимые положения центров приведения сил определяются при заданной ма-
трице G из формул (2.14).

В случае ортогональных полей единичные векторы αα αα αα1 2 3, ,  образуют правую орто-
гональную тройку, тогда, в  соответствии с  формулами (2.8), единичные векторы 
s s s1 2 3, ,  образуют левую ортогональную тройку. Из формул (2.14) получим 
n si i i= =, , ,1 2 3. Если ось прецессии совпадает с осью симметрии неоднородного 
поля, то �� ��= 3 и, в соответствии с формулой (2.8), s3 3= l .

6. Анализ движения гиростата. Получим явную зависимость переменной τ от вре-
мени и  зависимость от времени компонент угловой скорости гиростата. Запишем 
формулу (5.28) в виде

	 � = + = =
+

a b a
I

b
I

sin , , sin
cos

�
� � �

�
3

1

1

3
2

1 2
	 (6.1)

Интеграл (2.13) выражается через элементарные функции. При a b2 2>  движение – 
периодическое, при b a2 2³  скорость вращения стремится к нулю.

Из формул (5.26), (6.1) получим

	 a
b

a
b

2

2
2

2

2

4 1

1 1 2
=

−( )
+( ) −( )

=ctg ctg tg�
� �

� �
�

cos cos

cos cos
, �� �

�2
2

1 2
cos

cos−
	 (6.2)

Здесь ε – угол между вектором гиростатического момента ss и осью симметрии l3, 
� � � � � �1 3= =sin , cos . Движение периодическое при ε ε< *, иначе – затухающее

	 tg *
cos cos

cos cos
, tg *

cos2
2

2

4 1

1 1 2

2
1

�
� �

� �
�

�
=

−( )
+( ) −( )

=
− 22 2cos

tg
�

� 	 (6.3)

В случае сферической динамической симметрии гиростата cosθ = 1 4,

	 tg * ; *
2 3

5
37 46ε ε= ≈ ′

Случай 1: a b= ±

	 t C
a

a t C
a t C

+ =








 = ±

− +
+ +

1
2 4

1
1

2 2

2 2tg , sin ( )
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� cos
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� =

+( )
+ +



2
1 2 2

a t C

a t C
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	 � �r p
a

a t C
= = =

+ +
1
2

2
1 2 2�

( )
Носитель гиростата приближается к состоянию покоя, Ω > 0 при t > ∞.
Случай 2: a b2 2>

	 tg tg ;� � � � � � � �1
2 2 2

2 2
2 2�

�
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


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−
−
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t
t a b t


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Отсюда находим
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−



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


 =

−
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−



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� � � �
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


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
 =

−
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� � � � � �
� �

� �a b t
a b t

2 2 sin
cos





	 (6.4)

	 � �r p
a b

a b t
= = =

−
−

1
2

2 2

�
cos

	 (6.5)

Скорость собственного вращения Ω и  вдвое большая скорость прецессии явля-
ются периодическими функциями времени с периодом T a b= −2 2 2π / .

Знак Ω совпадает со знаком параметра a и,  в  силу формулы (6.1), со знаком s3. 
Учитывая связь (2.6) переменных τ и t, получим, что при увеличении времени t  пере-
менная τ монотонно возрастает, если s3 0>  (гиростатический момент образует ост-
рый угол с осью собственного вращения) и монотонно убывает, если s3 0< .

Наибольшее и наименьшее значения Ω задаются равенствами

	 max , minΩ Ω= + = −a b a b

Обозначим

	 f t
t

t
b
a







,
sin

cos
;χ

χ
χ

χ( ) = −
−

=
1
1

2

При χ » 1 вращение тела происходит очень неравномерно, так как, в  соответ-
ствии с формулой (6.5) почти при всех t  скорость Ω близка к нулю и только в малой 
окрестности tmax  скорость возрастает до величины, близкой к 2a. На интервале 0 2, � � π( ) 
функция f t,χ( ) имеет максимум ( f = 1) и минимум ( f = −1) в точках t1 2, , заданных 
равенством cos � �t1 2, .= χ  При χ » 1 величина f t,χ( ) почти всюду близка к нулю, кроме 
малых окрестностей точек t1 0» , t2 2» π. Обозначив � �= −( ) /1 2 1 4, при малых δ по-
лучим оценку

	 f t O,� � �( ) < + ( )( )1 2  при t ∈ −( )2 2 2� � �, 	 (6.6)

Пусть a b, > 0. Из формул (6.4), (6.6) следует, что на большей части периода пара-
метр τ находится вблизи значения � �= 2. При прохождении почти полного периода, 
соответствующему изменению t  на величину 2 4� �- , происходит поворот вокруг оси 
собственного вращения на малый угол �� �» 2  (и поворот вокруг оси прецессии на 
угол, вдвое больший). Затем, за малую часть периода �t = 4� происходит поворот на 
угол �� � �≈ −2 2 . Отметим, что аналогичное исследование неравномерности враще-
ния тела с полостью, наполненной жидкостью, выполнено в нашей работе [8].

Случай 3: b a2 2> . После интегрирования получаем

	 t
a b b a

a b b a
= =

+ − −

+ + −
ln ;

tg

tg
� �

�

�
2

2

2 2

2 2
	 (6.7)
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Отсюда следует � ∓t → ∞ при τ τ® 1 2, , где

	
tg , tg

,, ,

τ τ

τ τ

1
2 2

2
2 2

1 2

2 2

1

2 2
=

− −
= −

− +

= ±
−

b a b
a

b a b
a

b a
a

� �

� � � �cos sin 22 � �= −
a
b

	 (6.8)

Пусть � � � �1 2, ,∈ −( ). В зависимости от знаков величин a и b скорость Ω, заданная 
равенством (6.1), может быть положительна либо отрицательна в любой момент вре-
мени. Обозначим

	 �� � � �= − =2 1, � � � �arcsin
a
b

Рассмотрим возможные случаи, используя формулы (6.8)

	 a b> > = − = − = − < < <0 0 2 0 0 01 2, : , , , ,� � � � � � � �� � �

	 a b< > = = − = − > > <0 0 2 0 0 01 2, : , , , ,� � � � � � � �� � �

	 a b> < = − = = − < < <0 0 2 0 0 01 2, : , , , ,� � � � � � � �� � �

	 a b< < = − = − = − > > <0 0 2 0 0 01 2, : , , , ,� � � � � � � �� � �

Так как 0 2< <� � , то во всех случаях максимально возможный поворот вокруг 
собственной оси равен �� � � �= − <2 .

Учитывая, что во всех случаях Φ < 0, из формулы (6.7) получим
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При t → +∞ получим

	 cos sinτ τ� � � � � � � �> −
−

> −
b a

b
a
b

2 2

,

Носитель гиростата приближается к состоянию покоя, Ω ® 0. Угол собственного 
вращения изменяется на величину, меньшую π, угол прецессии – меньше, чем на 2π. 
При χ ® 1 получаем � � �2 1− = . Ось собственного вращения не может совершить 
вокруг оси прецессии больше одного оборота.

Заключение. Известные точные решения задачи о вращении твердого тела в супер-
позиции трех однородных полей описывают регулярную прецессию [12,14], либо 
нерегулярную прецессию с  постоянным отношением скоростей прецессии и  соб-
ственного вращения [17–20]. Для гиростата в  трех однородных полях также полу-
чены [12,18] условия регулярной прецессии. В настоящей работе получены условия 
нерегулярной прецессии с  постоянным отношением скоростей гиростата с  осевой 
симметрией в трех неприводимых однородных полях. Показано, что возможен толь-
ко случай, когда скорость прецессии вдвое больше скорости собственного враще-
ния и гиростатический момент отклонен от оси собственного вращения. Приведено 
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выражение каждой из скоростей через элементарные функции времени. Выделены 
случаи периодического и затухающего движений.
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Nonregular Precession of a Gyrostat in Three Uniform Fields
V. Yu. Ol’shanskiia,#
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This article presents a  solution to the problem of the conditions of gyrostat nonregular 
precession in three homogeneous fields, in which the ratio of precession and proper rotation 
velocities is constant. The case of a gyrostat with axial dynamic symmetry, the axis of its proper 
rotation coinciding with the axis of symmetry of the gyrostat, is highlighted. It is shown that 
the precession is possible only at a precession rate twice the rate of its proper rotation, and the 
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gyrostatic moment deflected from the axis of symmetry by some angle ε. An expression for 
each of the rates is obtained through elementary functions of time. At 0 < <ε ε* the motion is 
periodic, at ε ε³ * the velocity tends to zero and the solid makes no more than one revolution 
around the axis of its proper rotation, the angle ε* is expressed through the constant nutation 
angle θ. A relationship has been found between the nutation angle and the ratio of the axial and 
equatorial moments of inertia, under spherical symmetry cosθ = 1 4. The set of permissible 
positions of the centers of force at arbitrary given angles between the lines of force of 
homogeneous fields and for the special case of orthogonal fields is indicated.

Keywords: gyrostat, motion around a fixed point, three uniform fields, nonregular precession
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Изучается линейная управляемая система четвертого порядка, описывающая 
в  первом приближении динамику перевернутого маятника с  активным 
динамическим гасителем. На основе принципа максимума Понтрягина 
и  предложенного А.А.  Фельдбаумом метода построение множеств, на которых 
происходит переключение управления, решена задача синтеза оптимального 
управления, приводящего систему в  состояние покоя за минимальное время. 
Свойства рассматриваемой системы позволили свести решение задачи 
оптимального быстродействия к  решению аналогичной задачи для системы 
меньшей размерности.
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1. Введение. Исследуется задача управления системой четвертого порядка, которая 
описывает в линейном приближении динамику следующей двухмассовой механиче-
ской системы (рис. 1,а): шарнирно закрепленный на неподвижном основании верти-
кально стоящий невесомый жесткий стержень с грузом m1 на верхнем конце (обрат-
ный маятник) взаимодействует с  массой m2, которая может поступательно 
перемещаться вдоль горизонтальной направляющей (активный динамический гаси-
тель). Управляющей переменной служит ограниченная по модулю сила взаимодей-
ствия между грузом m1 и массой m2 гасителя. Требуется построить закон управления 
в форме обратной связи, который из произвольного начального состояния за мини-
мальное время приведет маятник в вертикальное состояние, а массу гасителя m2 оста-
новит в заданном положении.

Особенность изучаемой системы состоит в том, что ее первые два уравнения не со-
держат третьей и четвертой переменной, а четвертая переменная не входит в первые 
три уравнения. Это обстоятельство позволяет сначала решить задачу оптимального 
управления для редуцированной системы, состоящей только из первых двух уравне-
ний. Затем, используя полученное решение, найти закон оптимального управления 
для системы, состоящей из первых трех уравнений, и применить результаты решения 
этих вспомогательных задач меньшей размерности для нахождения оптимального по 
быстродействию управления полной системой. Излагаемый ниже подход основан на 



666 СИНТЕЗ ОПТИМАЛЬНОГО БЫСТРОДЕЙСТВИЯ

принципе максимума Понтрягина [1,2] и методе построения поверхностей переклю-
чения, предложенном А.А. Фельдбаумом [3].

Задачи управления движением неустойчивых объектов, таких как перевернутый 
маятник, рассматривались ранее [4–6]. Изучена [7] задача оптимального быстродей-
ствия для двухмассовой системы, содержащей обычный линейный маятник. Пред-
ложены [8,9] методы управления, обеспечивающие остановку колебаний маятника 
с помощью активного динамического гасителя без минимизации времени движения. 
Исследована [10] аналогичная рассматриваемой ниже задача для системы третьего 
порядка и построен закон оптимального управления, обеспечивающий наискорей-
шую остановку системы в  состоянии равновесия в  предположении, что конечное 
положение массы гасителя несущественно.

2. Постановка задачи и уравнения движения. Динамика системы, изображенной на 
рис. 1,а, в линейном приближении описывается теми же уравнениями, что и дина-
мика механической системы, состоящая из двух точечных масс m1 и m2, перемещаю-
щихся вдоль горизонтальной прямой (рис. 1,б). Первая масса соединена с неподвиж-
ным основанием пружиной отрицательной жесткости k < 0, а  вторая соединена 
с  первой посредством привода, который генерирует силу u0. Уравнения движения 
такой системы имеют вид

	 m k u m u1 1 1 0 2 2 0= , = , ξ ξ ξ+ − 	 (2.1)

где ξi – координат i-й массы, i k= 1,2, < 0. Управляющая сила предполагается огра-
ниченной по модулю:

	 | | > 00u U U£ ; 	 (2.2)

Необходимо найти управление в форме обратной связи, приводящее систему в на-
чало координат за минимальное время.
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dt

u
u
U

= , = , = , = , = , =
1

1 1 2
1 2

1
2

0� � �
�

�

и замену x y= , =2 1 1 2η η η η− + , перепишем уравнения (2.1) в форме

	    x x u y y u v u z v= , = , = , =- - - 	 (2.3)

Рис. 1

1
m 2

m
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u
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1
m 2
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Здесь и ниже точками обозначены производные по новому времени ¢t . Ограниче-
ние (2.2) примет вид

	 u £ 1	 (2.4)

С помощью критерия Калмана [11], можно показать, что система (2.3) вполне 
управляема. Исходная задача теперь формулируется следующим образом.

Задача 1. Построить закон управления в форме обратной связи, т.е. как функцию 
переменных ( , , , )x y v z , который подчиняется ограничению (2.4) и  приводит систе-
му (2.3) в начало координат за минимальное время.

Из принципа максимума Понтрягина следует, что для любого начального состоя-
ния оптимальное управление представляет собой кусочно-постоянную функцию 
времени, принимающую значения 1 и –1. Оптимальная траектория при этом состоит 
из чередующихся отрезков траекторий, отвечающих этим значениям управляющей 
функции. В дальнейшем будем называть траектории движения системы с управле-
нием u = 1 положительными, а с управлением u = 1-  – отрицательными.

Замечание 1. Преобразование центральной симметрии относительно начала коор-
динат, что соответствует смене знака у фазовых переменных ( , , , )x y v z  и управления u, 
переводит положительные траектории в отрицательные и наоборот.

Известно [1], что оптимальное по быстродействию управление для линейной си-
стемы порядка n, собственные числа которой вещественны, при ограничении 
вида (2.4) имеет не более n -1 переключений. Собственные числа системы (2.3) рав-
ны –1, 1, 0, 0, поэтому оптимальное управление имеет не более трех переключений. 
Ниже дается описание множеств, на которых происходит переключение управления, 
а также указываются области фазового пространства, в которых управление прини-
мает значение +1 или –1.

3. Подсистема второго порядка. Рассмотрим сначала задачу синтеза оптимального 
быстродействия для подсистемы второго порядка, содержащую только два первых 
уравнения (2.3) :

	  x x u y y u= , =- - - 	 (3.1)

Задача 2. Построить управление u x y( , ), которое удовлетворяет ограничению (2.4) 
и приводит систему (3.1) в начало координат за минимальное время.

Обозначим через G  полосу, заключенную между прямыми y = 1-  и y = 1:

	 G x y R y= {( , ) : | |< 1}2Î

При ограничении (2.4) вне полосы имеет место неравенство

	 d
dt

y
yy y uy y y

2
2 2

2
= = 0 − ≥ − ≥

Следовательно, величина y2 вне полосы G  при любых допустимых значениях управ-
ляющей функции не убывает, а область начальных состояний, из которых возможно 
приведение системы в начало координат, совпадает с полосой G .

Поскольку собственные числа системы (3.1) вещественны, то искомое опти-
мальное управление имеет одно переключение, принимает значения 1 и –1, а при-
ведение системы в  начало координат состоит из двух этапов: на первом этапе 
u = 1- , а на втором u = 1 (первый сценарий), либо наоборот, сначала u = 1, затем 
u = 1-  (второй сценарий). В  соответствии с  замечанием 1 преобразование цен-
тральной симметрии относительно начала координат переводит один сценарий 
движения в другой.

Решение системы (3.1), начинающееся в точке ( , )x y , имеет вид
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x t x e y t y e u

x t x e y t

t t

t

( ) = ( 1) 1, ( ) = ( 1) 1, = 1
( ) = ( 1) 1, (

− + + − −

+ −

−

−

если

)) = ( 1) 1, = 1y e ut− +






 если

	 (3.2)

Отрицательные траектории, вдоль которых система (3.1) приходит в начало коор-
динат, лежат на кривой Γ-

2 , заданной уравнением

	 x
y

y
y=

1
< 0,

+
;

а положительные траектории, идущие в начало координат, лежат на кривой Γ+
2 , за-

данной уравнением

	 x
y

y
y=

1
> 0

-
;

Вместе эти кривые составляют кривую Γ Γ Γ2 2 2= − +∪ , на которой происходит пере-
ключение управления.

Замечание 2. Здесь и далее верхний индекс в обозначениях для кривой Γ и поверх-
ности S , которая появится ниже, указывает на размерность фазового пространства 
задачи.

По первому сценарию оптимального движения сначала система (3.1) вдоль отри-
цательной траектории, т.е. при u = 1- , приходит на кривую Γ+

2 , а затем вдоль этой 
кривой под действием управления u = 1 – в начало координат. Множество начальных 
состояний ( , )0 0x y  для такого движения составляет область G-, заключенную между 
прямой y = 1-  и кривой Γ2. По второму сценарию сначала система вдоль положи-
тельной траектории, т.е. при u = 1, приходит на кривую Γ-

2 , а затем вдоль этой кривой 
под действием управления u = 1-  – в начало координат. Множество начальных со-
стояний ( , )0 0x y  для второго сценария составляет область G+, заключенную между 
прямой y = 1 и кривой Γ2.

Зададим на множестве G− −∪ Γ2  функции C- и D-:

	 C x y x y D x y C x y C x y x y G− − − − −− + + + ∈ ∪( , ) = ( 1)( 1) 1, ( , ) = ( , )( ( , ) 8) ( , ); Γ−−
2,	(3.3)

а на множестве G+ +∪ Γ2  – функции C+ и D+:

	 C x y x y D x y C x y C x y x y G+ + + + ++ − + + ∈ ∪( , ) = ( 1)( 1) 1, ( , ) = ( , )( ( , ) 8) ( , ); Γ++
2 	(3.4)

Эти функции обладают следующими свойствами:

	

C x y
C x y G x

C x y G

− −

− −

− −

∈
∈
∈

= 0, ( , )
0 < < 1, ( , ) , < 1

= 1, ( , )

2если

если

если

Γ

,, = 1
> 1, ( , ) , > 1

x
C x y G x− −∈









 если

	 (3.5)

Из (3.2) следует, что при первом сценарии на первом этапе оптимальная траекто-
рия, идущая из точки ( , )0 0x y , лежит на гиперболе ( 1)( 1) 1 = ( , )0 0x y C x y− + + − . Обо-
значим через x x t1 1= ( ), y y t1 1= ( ) координаты точки пересечения этой траектории 
с кривой переключений Γ+

2 , где t1 – время движения на первом этапе. Тогда

	 x
y

y
x y C x y1

1

1
1 1 0 0=

1
, ( 1)( 1) 1 = ( , ),

−
− + + −

откуда вытекает, что

	 y
C x y D x y

1
0 0 0 0=

( , ) ( , )
4

> 0,
− +− − 	 (3.6)
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а время движения на первом этапе как функция начального состояния ( , )0 0x y  зада-
ется выражением

	 t x y
y
y

C x y D x y
y1 0 0

1

0

0 0 0 0

0
( , ) =

1
1

=
4 ( , ) ( , )

4(1 )
ln ln

+
+

− +
+

− − 	 (3.7)

На втором этапе система движется из точки ( , )1 1x y  в начало координат с управле-
нием u = 1 вдоль положительной ветви кривой переключений Γ+

2 . Время движения 
здесь как функция переменных x y0 0,  вычисляется с  использованием соотноше-
ний (3.2) и (3.6) так:

	 t x y y
C x y D x y

2 0 0 1
0 0 0 0( , ) = (1 ) =

4 ( , ) ( , )
4

− −
+ +− −ln ln 	 (3.8)

Полное время движения T t t= 1 2+  до начала координат как функция начального 
состояния ( , )0 0x y  при первом сценарии управления равно:

	
T x y

C D C D
y

D C
y

( , ) =
(4 )(4 )

16(1 )
=

=
(4 )

16(1

0 0
0

2 2

ln

ln

− + + +
+

+ −
+

− − − −

− −

00 0)
=

2
2(1 )

ln
+ +
+
− −C D

y

	 (3.9)

Второй сценарий применяется, если начальное состояние ( , )0 0x y  лежит в области 
G+. В этом случае время движения t1 до отрицательной ветви кривой переключений 
Γ-

2 , время движения t2 вдоль этой кривой и полное время движения T  до начала коор-
динат находятся аналогично и задаются выражениями

	 t
C D

y
t

C D
T

C D
y1

0
2

0
=

4
4(1 )

, =
4

4
, =

2
2(1 )

ln ln ln
− +

−
+ + + +

−
+ + + + + + 	 (3.10)

В выражениях (3.9) и (3.10) аргументы x y0 0,  у функций C C D− + −, ,  и D+ опущены.
4. Подсистема третьего порядка. Рассмотрим теперь задачу синтеза оптимального 

быстродействия для системы, состоящей из первых трех уравнений (2.3):

	   x x u y y u v u= , = , =- - - 	 (4.1)

Задача 3. Построить управление u x y v( , , ), которое удовлетворяет ограничению (2.4) 
и приводит систему (4.1) в начало координат за минимальное время.

Собственные числа данной системы вещественны, поэтому оптимальное управле-
ние имеет не более двух переключений и  состоит из трех этапов: на первом этапе 
u = 1, на втором u = 1- , на третьем u = 1 (первый сценарий), или на первом этапе 
u = 1- , на втором u = 1 и на заключительном этапе u = 1-  (второй сценарий).

Изучим первый сценарий движения. Пусть ( , , )0 0 0x y v  – начальное состояние си-
стемы, ( , , )1 1 1x y v  – точка, в которой заканчивается первый этап и управление меня-
ется с  u = 1 на u = 1- , ( , , )2 2 2x y v   – точка, в  которой заканчивается второй этап 
и управление вновь переключается на u = 1, ti ³ 0 – время движения на i-м этапе, 
i = 1,2,3.

Решение системы (4.1) с начальным состоянием ( , , )x y v  имеет вид

	
x t x e y t y e v t v t u

x t x

t t( ) = ( 1) 1, ( ) = ( 1) 1, ( ) = , = 1
( ) = ( 1)

− + + − − −

+

− если

ee y t y e v t v t ut t− − − + +






 1, ( ) = ( 1) 1, ( ) = , = 1если

	 (4.2)

Первые два уравнения систем (3.1) и  (4.1) совпадают, следовательно, совпадают 
и координаты x t y t( ), ( ) решений (3.2) и (4.2) этих систем. Отсюда вытекает, что траек-
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тории системы (3.1) представляют собой проекции на плоскость v = 0 траекторий 
системы (4.1).

На третьем, заключительном, этапе система (4.1) приходит в начало координат под 
действием управления u = 1, т.е. вдоль положительной траектории. Все положитель-
ные траектории, проходящие через начало координат, лежат на кривой Γ+

3 , которая 
задается уравнениями

	 x
y

y
v y y=

1
, = (1 ) 0

−
− ≥ln ; 	 (4.3)

Отметим, что кривая Γ+
2 , которая фигурировала ранее в  задаче для подсистемы 

второго порядка, представляет собой проекцию кривой Γ+
3  на плоскость v = 0.

На третьем этапе система (4.1) переходит из точки ( , , )2 2 2x y v  в начало координат 
вдоль положительной траектории за время t3, поэтому

	 x t x e y t y e v t v tt t( ) = ( 1) 1 = 0, ( ) = ( 1) 1 = 0, ( ) = = 0,3 2
3

3 2
3

3 2 3+ − − + +−

откуда получаем следующую параметризацию кривой Γ+
3 :

	 x t e y t e v t tt t
2 3 2 3 2 3 3( ) = 1, ( ) = 1 , ( ) =3 3- - -- 	 (4.4)

На втором этапе система переходит из точки ( , , )1 1 1x y v  в точку ( , , )2 2 2x y v  за время t2 
вдоль отрицательной траектории, поэтому

	 x x e y y e v t vt t
2 1 2 1 2 2 1= ( 1) 1, = ( 1) 1, =2 2− + + − − +− 	 (4.5)

Из (4.4) и (4.5) вытекают соотношения

	

x t t e e

y t t e e
v t t

t t t

t t t
1 2 3

1 2 3
(

1 2

( , ) = 2 1

( , ) = 2 1
( ,

2 3 2

2 3 2

+

− + −

− +

− + −)

33 2 3 2 3) = > 0, 0t t t t− ≥;
	 (4.6)

которые параметризуют с помощью t2 и t3 множество точек ( , , )1 1 1x y z , из которых мож-
но попасть на кривую Γ+

3  вдоль отрицательных траекторий. Это множество представ-
ляет собой поверхность, образованную семейством полутраекторий системы (4.1) 
с управлением u = 1- , оканчивающихся на кривой Γ+

3 .
Обозначим данную поверхность через S-

3 и найдем ее уравнение в декартовых ко-
ординатах. Траектория системы (3.1) на первом этапе представляет собой проекцию 
на плоскость v = 0 траектории системы (4.1) на втором этапе. Поэтому время движе-
ния t2 системы (4.1) на втором этапе равно времени движения системы (3.1) на пер-
вом этапе и  задается равенством (3.7), в  которое вместо x y0 0,  следует подставить 
x y1 1,  – координаты начального состояния для второго этапа движения системы (4.1):

	 t x y
C x y D x y

y2 1 1
1 1 1 1

1
( , ) =

4 ( , ) ( , )
4(1 )

ln
− +

+
− − 	 (4.7)

Траектория системы (3.1) на втором этапе представляет собой проекцию на пло-
скость v = 0 траектории системы (4.1) на третьем этапе, поэтому время движения t3 
системы (4.1) на третьем этапе равно времени движения системы (3.1) на втором и за-
дается равенством (3.8) с заменой x y0 0,  на x y1 1, :

	 t x y
C x y D x y

3 1 1
1 1 1 1( , ) =

4 ( , ) ( , )
4

ln
+ +− − 	 (4.8)
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Подставляя (4.7) и (4.8) в последнее соотношение (4.6), получаем уравнение по-
верхности S-

3 в декартовых координатах

	
v x y t x y t x y

C D

C D y
1 1 1 2 1 1 3 1 1

1

( , ) = ( , ) ( , ) =
4

(4 )( 1)
=

=

−
− +

+ + +
− −

− −

ln

ln
116 ( )

((4 ) )( 1)
=

16 ( )
16( 1)

2

2
1

2

1

− −

+ − +

− −
+

− −

− −

− −C D
C D y

C D
y

ln

(здесь аргументы x y1 1,  у функций C- и D- опущены). Данное равенство означает, что 
поверхность S-

3 представляет собой график функции

	 f x y
C x y D x y

y−

− −− −( )
+

( , ) =
16 ( , ) ( , )

16( 1)
,

2

ln 	 (4.9)

заданной на множестве G− −∪ Γ2 .
На первом этапе система переходит из начального состояния ( , , )0 0 0x y v  за время t1 

вдоль положительной траектории в точку ( , , )1 1 1x y v , лежащую на поверхности S-
3. Под-

ставив в равенство v f x y1 1 1= ( , )-  вытекающие из (4.2) соотношения

	 x x e y y e v v tt t
1 0 1 0 1 0 1= ( 1) 1, = ( 1) 1, = ,1 1+ − − + +−

приходим к уравнению относительно t1:

	 v t f x e y et t
0 1 0 0= ( 1) 1,( 1) 11 1+ + − − +( )−

− 	 (4.10)

Корень данного уравнения задает время движения t1 на первом этапе как функцию 
начального состояния ( , , )0 0 0x y v .

Второй сценарий оптимального движения предполагает, что на третьем этапе си-
стема (4.1) приходит в начало координат под действием управления u = 1-  вдоль кри-
вой Γ-

3 , которая симметрична кривой Γ+
3  относительно нуля и задается уравнением

	 x
y

y
v y y=

1
, = (1 ) 0

+
− + ≤ln ;

Рассуждая, как и выше, и учитывая симметрию, приходим к выводу, что множе-
ство точек ( , , )1 1 1x y v , из которых можно попасть на кривую Γ-

3  вдоль положительных 
траекторий, описывается как график функции

	 f x y f x y x y G+ − + +− − − ∈ ∪( , ) = ( , ) ( , )1 1 1 1 1 1
2; Γ

Обозначим это множество через S+
3. Оно представляет собой поверхность, образо-

ванную семейством полутраекторий системы (4.1) с управлением u = 1, оканчиваю-
щихся на кривой Γ-

3 .
Поверхности S-

3 и S+
3 «склеиваются» на кривой Γ Γ Γ3 3 3= − +∪  и  образуют поверх-

ность S S S3 3 3= − +∪ , которая задается уравнением

	 v f x y= ( , ),	 (4.11)

т.е. как график непрерывной функции f , определенной на полосе G  соотношениями:

	 f x y
f x y x y G

f x y x y G
( , ) =

( , ), ( , )
( , ), ( , )

2

2
− − −

+ + +

∈ ∪

∈ ∪



 если

если

Γ

Γ





Этот график разбивает множество допустимых начальных состояний
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	 Q G R x y v x v y= = {( , , ) : < , < , | |< 1}1× −∞ ∞

на две области, одна из которых лежит выше S 3, обозначим ее через Q+, а другая – 
ниже, обозначим ее через Q-. В [10] установлено, что положительные траектории пе-
ресекают поверхность S 3 сверху вниз, т.е. из области Q+ в область Q-, а отрицатель-
ные – снизу вверх.

Поскольку система (4.1) при фиксированном значении управления удовлетворяет 
условию единственности решений, то ее траектории «одного знака» не пересекаются 
друг с другом. Поэтому положительные траектории могут пересечь поверхность S 3 
только на участке S-

3, образованном семейством отрицательных траекторий, а отри-
цательные – на участке S+

3, образованном семейством положительных траекторий.
Закон управления, доставляющий решение задачи 3, состоит в следующем: если 

точка ( , , )x y v  лежит выше поверхности S 3, т.е. v f x y> ( , ), то u x y v( , , ) = 1; если точка 
( , , )x y v  лежит ниже поверхности S 3, т.е. v f x y< ( , ), то u x y v( , , ) = 1- . Если v f x y= ( , ), 
то u x y v( , , ) = 1- , если точка ( , , )x y v  лежит на участке поверхности S-

3, включая кривую 
Γ-

3 , и u x y v( , , ) = 1, если точка ( , , )x y v  лежит на участке поверхности S+
3, включая кри-

вую Γ+
3 .

Таким образом, сначала оптимальное движение происходит до пересечения траек-
тории с поверхностью S 3. В момент пересечения управление меняет знак, а движение 
продолжается по поверхности S 3 до достижения траекторией кривой Γ3. Здесь управ-
ление вновь меняет знак, и система вдоль кривой Γ3 приходит в начало координат. 
Если же начальное состояние лежит на поверхности S 3, то первый этап отсутствует.

5. Система четвертого порядка. Вернемся к задаче 1 для исходной системы. Опти-
мальное движение системы (2.3) возможно по двум сценариям, каждый состоит из 
четырех этапов. Изучим подробнее сценарий, при котором на первом и третьем эта-
пах u = 1- , а на втором и четвертом u = 1. В этой задаче, как и в рассмотренных выше, 
преобразование центральной симметрии относительно начала координат переводит 
один сценарий управления в другой.

Решение системы (2.3) с начальным состоянием ( , , , )x y v z  имеет вид

	

x t x e y t y e

v t v t z t z vt t

t t( ) = ( 1) 1, ( ) = ( 1) 1
( ) = , ( ) = / 2,2

− + + −

− + −

−

если uu

x t x e y t y e

v t v t z t z vt t

t t

= 1
( ) = ( 1) 1, ( ) = ( 1) 1
( ) = , ( ) = / 22

−

+ − − +

+ + +

−

,, = 1если u

	 (5.1)

Первые три уравнения систем (2.3) и (4.1) совпадают, поэтому совпадают и коор-
динаты x t y t v t( ), ( ), ( ) решений (4.2) и (5.1) этих систем.

Замечание 3. Поскольку оптимальное управление для системы (2.3) на i-м этапе 
совпадает с управлением для системы (4.1) на ( 1)i - -м этапе, i = 2,3,4, то оптималь-
ная траектория системы (4.1) представляет собой проекцию траектории системы (2.3) 
на подпространство z = 0.

Пусть ti  – время движения на i-м этапе, i = 2,3,4. Из замечания 3 вытекает, что 
время движения ti  системы (2.3) на i-м этапе равно времени движения системы (4.1) 
на ( 1)i - -м этапе. В частности, из (4.7), (4.8) получаем

	 t x y
C x y D x y

y
t x y

C x y D x
3 4( , ) =

4 ( , ) ( , )
4( 1)

, ( , ) =
4 ( , ) (

ln ln
− +

+
+ +− − − − ,, )

4
,

y
	 (5.2)

где x y,  – первые две координаты начального состояния системы (4.1) для третьего 
этапа движения.
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Изучение оптимального движения начнем с  последнего, четвертого, этапа. На 
этом этапе система приходит в  начало координат по положительной траектории 
вдоль кривой Γ+

4 , которая описывается уравнениями

	 x
y

y
v y z y y=

1
, = (1 ), = (1 ) 0 < 12

−
− − ≤ln ln ; 	 (5.3)

Первые два уравнения (5.3) совпадают с  уравнениями (4.3), поэтому кривая Γ+
3  

представляет собой проекцию кривой Γ+
4  на подпространство z = 0. Кривая Γ+

4  может 
быть параметризована временем движения t4 на последнем этапе так:

	 x e y e v t z
tt t= 1, = 1 , = , =
2

4 4
4

4
2

- - -- 	 (5.4)

Рассмотрим множество состояний системы, из которых можно попасть на кривую 
Γ+

4 , двигаясь по отрицательным траекториям. Это множество образовано семейством 
полутраекторий системы (2.3) с управлением u = 1- , оканчивающихся на кривой Γ+

4 , 
и представляет собой двумерную поверхность, обозначим ее через S-

4. Поскольку на 
третьем этапе система движется вдоль этой поверхности в  течение времени t3, то 
в  силу (5.1) и  (5.4) поверхность S-

4 может быть задана параметрически следующим 
образом:

	

x t t e e

y t t e e
v t t

t t t

t t t

( , ) = 2 1

( , ) = 2 1
( , ) =

3 4

3 4
(

3 4

3 4 3

3 4 3

+

− + −

− +

− + −)

tt t

z t t
t

t t
t

t t

3 4

3 4
4
2

4 3
3
2

4 3( , ) =
2 2

> 0, 0

−

+ − ≥;

	 (5.5)

Здесь первые три соотношения совпадают с соотношениями (4.6), в которых, с уче-
том замечания 3, следует заменить t2 и t3 на t3 и t4 соответственно. Это означает, что 
поверхность S-

3 представляет собой проекцию поверхности S-
4 на подпространство 

z = 0. Для описания поверхности S-
4 в декартовых координатах необходимо к уравне-

нию (4.11) добавить выражение для координаты z , подставив в  последнее равен-
ство (5.5) соотношения (5.2).

Обозначим через S+
4 и Γ-

4  множества, которые симметричны относительно начала 
координат поверхности S-

4 и кривой Γ+
4  соответственно.

Рассмотрим множество состояний системы (2.3), из которых можно попасть на 
поверхность S-

4 по положительным траекториям. Это множество образовано семей-
ством полутраекторий системы (2.3) с  управлением u = 1, оканчивающихся на по-
верхности S-

4, и представляет собой трехмерное многообразие M R+⊂
4. Поскольку на 

втором этапе система (2.3) с управлением u = 1 движется вдоль этого многообразия 
в течение времени t2, то, используя соотношения (5.1) и (5.5), многообразие M+ мо-
жет быть описано параметрически следующим образом:

	

x t t t e e e

y t t t e

t t t t t t

t t

( , , ) = 2 2 1

( , , ) =
2 3 4

2 3 4
(

2 3 4 2 3 2

2 3

+ + +

− + +

− + −

− tt t t te e
v t t t t t t

z t t t
t

4 2 3 22 2 1
( , , ) =

( , , ) =
(

(

2 3 4 2 3 4

2 3 4

) )+ − +
− + −

− + −

44 2
2

3
2

4 2 3 4 2 3
)

2 2
( ) > 0, , 0

+
− + − ≥

t t
t t t t t t;

	 (5.6)
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Пусть ( , , , )x y v z M∈ + – точка, в которой оптимальная траектория попадает на мно-
гообразие M+ и  заканчивается первый этап. На втором, третье и  четвертом этапах 
проекция оптимальной траектории системы (2.3) совпадает с оптимальной траекто-
рией системы (4.1) с начальным состоянием ( , , )x y v . Отсюда и из (4.10) вытекает, что 
время движения t2 на втором этапе как функция переменных x y v, ,  задается уравне-
нием

	 v t f x e y et t+ + − − +( )−
−

2
2 2= ( 1) 1,( 1) 1 	 (5.7)

Времена движения на третьем и четвертом этапах t3 и t4 вычисляются с использова-
нием соотношений (4.7) и (4.8) следующим образом:

	 t
P x y Q x y

y e
t

P x y Q x y
t3 2 4=

4 ( , ) ( , )
4(( 1) 2)

, =
4 ( , ) ( , )

4
ln ln
− +

− +

+ +
	 (5.8)

Здесь

	 P x y C x e y e Q x y P x y P x yt t( , ) = ( 1) 1,( 1) 1 , ( , ) = ( , ) ( , ) 82 2
−

−+ − − +( ) +( )

Многообразие M+ в  декартовых координатах описывается уравнением 
z F x y v= ( , , )+  и представляет собой график функции F x y v+( , , ), заданной на множе-
стве Q S+ +∪ 4 формулой

	 F x y v
t t t

t t t+

+
− + −( , , ) =

( )
2 2

( ) ,4 2
2

3
2

4 2 3

в которую нужно подставить значения t t2 3,  и t4, вычисленные с помощью соотноше-
ний (5.7) и (5.8).

При втором сценарии первое переключение управления происходит на многооб-
разии M-, которое симметрично относительно начала координат многообразию M+ 
и представляет собой график функции

	 F x y v F x y v x y v Q S− + − −− − − − ∈ ∪( , , ) = ( , , ) ( , , ) 4;

Затем управление переключается последовательно на множествах S+
4 и Γ-

4 . Многооб-
разия M- и M+ «склеиваются» на поверхности S S S4 4 4= − +∪  и образуют многообразие 
M M M= − +∪ , которое представляет собой график непрерывной функции F , задан-
ной на множестве Q формулой:

	 F x y v
F x y v x y v Q S

F x y v x y v
( , , ) =

( , , ), ( , , )
( , , ), ( , , )

4
− − −

+

∈ ∪5A; 8

5A; 8 ∈∈ ∪






 + +Q S 4

Многообразие M  разбивает область допустимых начальных состояний

	 H x y v z x v z y= {( , , , ) : < , , < , | |< 1}−∞ ∞

на две подобласти, одна из которых, обозначим ее через H+, лежит выше M  и там 
выполнено неравенство z F x y v> ( , , ), а другая, которую обозначим через H-, лежит 
ниже M , там z F x y v< ( , , ).

Утверждение. Отрицательные траектории системы (2.3) пересекают многообразие 
M  сверху вниз, т.е. из области H+ в область H-, а положительные – снизу вверх, т.е. 
из области H- в область H+.

Доказательство. Поскольку участок M- многообразия M  образован семейством 
отрицательных траекторий, а траектории «одного знака» не пересекаются, то отрица-
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тельные траектории пересекают многообразие M  только на участке M+. Соответ-
ственно, положительные траектории пересекают многообразие M  на участке M-.

Выясним, в каком направлении отрицательные траектории пересекают многооб-
разие M+. С этой целью вычислим знак скалярного произведения ( , )N V  векторного 
поля системы V  и вектора нормали N  к M+, т.е. к графику функции F x y v+( , , ). Ис-
пользуя параметрическое представление (5.6) многообразия M+, координаты ненор-
мированного вектора нормали N  к этому многообразию в точке ( , , , )x y v z M∈ +, отве-
чающей параметрам t t t2 3 4, , , запишем в виде

	

N t t t t t e t e t e

N t t t
x

t t t t t t

y

( , , ) = ( )

( , ,
2 3 4 3 4 4 3

2 3 4

2 3 2 2 3 4+ − −− − − − − −

)) = ( )
( , , ) = (

3 3 4 4

2 3 4 2 4 2

2 3 4 2 3 2t e t t e t e
N t t t t t t

t t t t t t

v

+ + +− + +

− −sh ++ + + + +
+ − −

t t t t t t t
N t t t t t tz

3 4 3 2 3 3 4

2 3 4 3 4 3

) ( ) ( )
( , , ) = ( )

sh sh
sh sh shh ;t t t4 3 4, > 0

	 (5.9)

Векторное поле V  в этой же точке при u = 1-  в соответствии с (5.6) задается выраже-
ниями

	

V t t t e e e

V t t t e
x

t t t t t t

y
t

( , , ) = 2 2 2

( , , ) =
2 3 4

2 3 4
(

2 3 4 2 3 2

2

− + − +

−

+ + +

− +tt t t t t

v

z

e e
V t t t
V t t t t

3 4 2 3 22 2 2
( , , ) = 1
( , , ) =

(

2 3 4

2 3 4 2

+ − + −+ − +

−
− +

) )

tt t3 4−

	 (5.10)

Введем обозначение Φ = ( , ) / 4N V . Покажем, что Φ( , , ) < 02 3 4t t t  при t t t2 3 40, , > 0³ . 
Из (5.9) и (5.10) вытекает

	
Φ( , , ) = ( ) ( ) ( ) ( )2 3 4 3 4 2 3 2 3 3 4 4 2

2

t t t t t t t t t t t t t
t
+ + + + + − −

−
sh sh sh

sh tt t t t t t t t t4 2 3 4 3 3 2 3 4( ) ( )− + + − + +sh sh
	 (5.11)

Приведенные ниже рассуждения основаны на том, что если для гладкой функции 
Θ( , , )2 3 4t t t  при t t t2 3 4, , 0³  и  фиксированном i i, = 2,3,4, имеют место неравенство 
¶ ¶Θ / < 0ti  и при ti = 0 неравенство Θ £ 0, то Θ( , , ) < 02 3 4t t t . Кроме того, ниже ис-
пользуются следующие свойства гиперболических функций:

	 sh sh sh ch ch ch sh ;( ) > > 0, ( ) > > 0, > > 0 , > 0t s t s t s t t t t t s+ + +

Производные функции Φ удовлетворяют соотношениям

	

∂

∂ ∂ ∂
+ + + − + + −

4

2 3
2

4
2 3 4 2 3 3 4 2 3 4( , , ) = ( ) ( ) 2 ( )Φ

t t t
t t t t t t t t t tch ch ch tt t t t

t t t
t t t t t t

3 2 3 4

3

2 3 4
2 4 2 4 2 4

( ) < 0

( ,0, ) = ( )

sh

sh sh sh

+ +

∂
∂ ∂ ∂

+ − +
Φ << 0,

из которых вытекает неравенство

	 ¶
¶ ¶ ¶

3

2 3 4
2 3 4( , , ) < 0Φ

t t t
t t t 	 (5.12)

Поскольку

	

∂
∂ ∂

− + + + + + +
2

2 3
2 3 4 3 2 3 3 4 2 3 3( , , ) = ( ) ( ) ( ) (Φ

t t
t t t t t t t t t t tch ch sh ch ++ −

− + + − + +
∂
∂ ∂

t

t t t t t t t
t t

t t

4

2 3 4 3 2 3 4

2

2 3
2 3

)

( ) ( ) ( , ,0) = 0,ch sh ; Φ
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то с учетом (5.12) получаем

	 ¶
¶ ¶

2

2 3
2 3 4( , , ) < 0Φ

t t
t t t 	 (5.13)

Так как

	

∂
∂

− − − + + + +

+ +

Φ
t

t t t t t t t t t t t

t

2
2 3 4 4 2 4 3 3 4 2 3

3

( , , ) = ( ) ( )

(

ch sh sh ch

sh tt t t t t
t

t t4 3 2 3 4
2

2 4) ( ) ( ,0, ) = 0,− + +
∂
∂

ch ; Φ

то с учетом (5.13) получаем

	 ¶
¶
Φ
t

t t t
2

2 3 4( , , ) < 0

Отсюда и из равенства Φ(0, , ) = 03 4t t  вытекает, что Φ( , , ) < 0, 0, , > 02 3 4 2 3 4t t t t t t³ , т.е. 
скалярное произведение векторного поля системы (2.3) при u = 1-  и вектора нор-
мали к многообразию M+ меньше нуля. Следовательно, отрицательные траектории 
системы пересекают многообразие M  сверху вниз. В силу замечания 1 положитель-
ные траектории пересекают многообразие M  снизу вверх. Утверждение доказано.

Таким образом, синтез оптимального по быстродействию управления системой 
(2.3) имеет следующий вид. Если точка ( , , , )x y v z  не лежит на многообразии M , то

	 u x y v z
z F x y v
z F x y v

( , , , ) =
1, > ( , ,
1, < ( , , )
−





если

если

)

На первом этапе оптимальная траектория приходит на многообразие M , где про-
исходит первое переключение управления. На втором этапе движение продолжается 
вдоль многообразия M  до поверхности S 4, где происходит второе переключение 
управления. На третьем этапе траектория проходит по поверхности S 4 до пересече-
ния с кривой Γ4. Здесь управление вновь меняет знак, и система вдоль кривой Γ4 до-
стигает начала координат.

Если же ( , , , )x y v z MÎ , то знак управления u x y v z( , , , ) определяется знаком участка 
многообразия, на котором лежит точка ( , , , )x y v z :

	 u x y v z
x y v z M
x y v z M

( , , , ) =
1, ( , , , )
1, ( , , , )
− ∈

∈







−

+

если

если

Принадлежность точки ( , , , )x y v z  многообразию M  определяется равенством 
z F x y v= ( , , ). Если при этом v f x y> ( , ), то ( , , , ) 4x y v z S M∈ ⊂− −, если v f x y< ( , ), то 
( , , , ) 4x y v z S M∈ ⊂+ +. В случае v f x y= ( , ) имеем

	
( , , , )

1

( , , , )

4 4

4 4

x y v z S M x
y

y

x y v z S M x

∈ ⊂ ⊂ >
−

∈ ⊂ ⊂ <

− − −

+ + +

Γ

Γ

,

,

если

если
yy

y1−
Заключение. Использованный подход к решению задачи 1 может быть применен 

при решении аналогичных задач оптимального быстродействия для линейных си-
стем с нижнетреугольной матрицей. В этом случае фазовые переменные с номером, 
большим k , не входят в первые k  уравнений, k n= −1 2 1, ,..., , здесь n – порядок систе-
мы. Это позволяет свести решение задачи к последовательному решению задач мень-
шей размерности, постепенно увеличивая порядок системы.

Работа выполнена в соответствии с государственным заданием 124012500443-0.
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Synthesis of Time-Optimal Control for One Fourth-Order Linear System
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A linear fourth-order control system is studied, describing in the first approximation the 
dynamics of an inverted pendulum with an active dynamic damper. Based on Pontryagin’s 
maximum principle and the method proposed by A.A. Feldbaum for constructing sets on which 
control switching occurs, the problem of synthesizing optimal control that brings the system to 
a state of rest in minimal time is solved. The properties of the system under consideration make 
it possible to reduce the solution of the optimal response problem to the solution of a similar 
problem for a system of lower dimension.

Keywords: linear control system, inverted pendulum, dynamic damper, time-optimal control, 
Pontryagin’s maximum principle
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1. Введение
Перенос вещества нелинейными потенциальными волнами на поверхности од-

нородной жидкости, установленный методами теории возмущений еще в середине 
XIX века [1], продолжает изучаться и теоретически, и экспериментально в лаборатор-
ных и природных условиях [2–4] в  силу распространенности и практической важ-
ности явления. В последние годы развитие исследований волнового переноса было 
активизировано изучением движения поплавков (лагранжевых дрифтеров) [5] и эко-
логических проблем, вызванных увеличением объема плавающего пластика и других 
загрязнителей в морской среде [6–8]. О математической сложности задачи описания 
волнового переноса вещества свидетельствует парадоксальное отсутствие рассчитан-
ного во втором порядке теории возмущений стоксова дрейфа [1] в теории вихревых 
волн Герстнера [9], природа которого продолжает активно изучаться [10].

В последние годы внимание уделяется анализу переноса вещества и  в  припо-
верхностном свободном [11–13], и  в  подледном [14], и  в  придонном пограничном 
слое [15]. Проводятся расчеты взаимодействия процесса волнового переноса с тече-
ниями [16–18] и вихрями Лэнгмюра [19]. сопровождающегося формированием по-
лос плавающих водорослей и пузырьков, вытянутых вдоль направления ветра [20].

В большинстве оригинальных работ и базовых трактатах [21–23] теория поверх-
ностных волн развивается в  приближении однородной жидкости, хотя, как пра-
вило, и  в  природных, и  лабораторных условиях жидкости гетерогенны вследствие 
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неоднородности распределений давления, температуры, концентрации растворен-
ных веществ и взвешенных частиц. В поле массовых сил плотности жидкостей воз-
растают с глубиной (уменьшаются с высотой в атмосфере) – среды естественно стра-
тифицируются. Наряду с общей плавной стратификацией, и в атмосфере, и в океане 
наблюдается тонкая структура, в которой однородные слои разделены более тонкими 
высокоградиентными прослойками [24].

Общая стратификация создает необходимые условия для существования вну-
тренних волн, теоретический анализ которых, впервые проведенный в [25], отражен 
в отдельных разделах трактатов [21, 23] и монографии [26]. В последние годы, наряду 
с изучением общих свойств волновых процессов в гетерогенных средах [27], внима-
ние уделяется анализу волновых полей, создаваемых равномерно движущимися ис-
точниками [28–31].

Волновой перенос вещества в слоистых средах рассмотрен в [32]. Влияние вязко-
сти на распространение поверхностных волн проанализировано в [33, 34]. Методика 
одновременного учета влияния стратификации и действия диссипативных факторов 
на динамику и структуру периодических течений предложена в [35].

Совместный анализ результатов теоретических и экспериментальных исследова-
ний динамики и структуры периодических гравитационных волн в жидкости пока-
зал, что ряд ключевых вопросов теории волнового дрейфа в однородной жидкости 
все еще нуждается в уточнении и экспериментальном подтверждении [36]. Цель дан-
ной работы – анализ распространения поверхностных периодических возмущений, 
включающих волны и  тонкоструктурные компоненты [24, 37] с  учетом эффектов 
стратификации и диссипации.

2 2. Математическая формулировка задачи
В основу рассмотрения положена система фундаментальных уравнений механики 

жидкостей, включающая определяющую среду уравнения состояния для потенциала 
Гиббса G  и плотности ρ [35]. Система дифференциальных уравнений неразрывности, 
переноса импульса, температуры, концентрации примесей в пренебрежении эффек-
тами Людвига–Соре и Дюфура имеет вид [21]:
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Здесь P T Si, ,  – термодинамические величины, обозначающие давление, темпера-
туру и  концентрацию i-ой примеси  – производные термодинамических потенциа-
лов  [38], pi  – компоненты импульса, Q Q Q Qi

T Snρ, , ,   – источники массы, импульса, 
тепла и растворенного вещества соответственно, Πij  – компоненты тензора плотно-
сти потока импульса, εijk – символ Леви-Чивиты, Ωk – угловая скорость, κ κT S i, ,  – ко-
эффициенты температуропроводности и диффузии i-ой примеси соответственно.

Примем ряд упрощений для решения задачи. Будем производить рассмотрение 
в двумерной постановке в декартовой системе координат Oxz, в которой вертикаль-
ная ось Oz направлена вверх против ускорения свободного падения g, ось Oxопреде-
ляет равновесное положение свободной поверхности вязкой равномерно стратифи-
цированной жидкости, занимающей все нижнее полупространство z < 0. 
Рассмотрение будем проводить без указания природы стратификации в пренебреже-
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нии эффектами глобального вращения. В этом случае уравнение состояния заменя-
ется выражением для неоднородной плотности:

	 ρ ρ ρ= ( ) + ( )( )00 r z x z t , ,

Здесь ρ ρ0 00z r z( ) = ( ) – профиль невозмущенной плотности, ρ00 – ее значение на 
равновесном уровне z = 0, функция r z( )характеризует равновесную стратификацию 
жидкости, а периодические возмущения плотности, связанные со смещениями сво-
бодной поверхности, определяются функцией ρ x z t, ,( ). Система уравнений в  этом 
случае заметно упрощается:

	 z < ζ : � �� �∂ + ⋅ ∇( )( ) = ∆ −∇ +tu u u u P g
    

	 (2.3)

	 ∂ + ⋅ ∇ + =t u uρ ρ ρ
 

div 0	 (2.4)

Здесь 


u u w= ( ),   – поле скоростей, давление в  жидкости P  определяется суммой 
атмосферного давления P0, гидростатического P x t gd

z�

�
� � �= ( )∫ , ,  и  возмущением 

P x z t, ,( ):

	 P P P P x z t= + + ( )0 ζ
 , , 	 (2.5)

В приближении Буссинеска жидкость считается несжимаемой, а плотность – по-
стоянной во всех слагаемых за исключением слагаемых, включающих ускорение сво-
бодного падения в  уравнении Навье–Стокса и  слагаемых, включающих градиент 
плотности в уравнении неразрывности. В этом случае компоненты вектора скорости 
можно представить в виде пространственных производных функции тока ψ:

	 u wz x= ∂ = −∂ψ ψ, 	 (2.6)

После линеаризации уравнений движения математическая формулировка задачи 
(2.3)–(2.4) для поверхностных периодических возмущений принимает вид:
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С учетом (2.2) и (2.6) из уравнений (2.7) можно получить уравнение, содержащее 
только функцию тока. Для этого распишем первое уравнение в (2.7) по компонен-
там, произведем перекрестное дифференцирование по координатам и вычтем одно 
из другого:

	 ∂ ∆ − − ∂ =t xg� � � ���  0	 (2.8)

Дифференцирование по горизонтальной координате x  второго уравнения и умно-
жение на модуль ускорения свободного падения g приводит к выражению:

	 g rxt z xx∂ − ∂ ∂( ) =� � 0	 (2.9)

Продифференцировав (2.8) по времени и  вычитая из результата (2.9) получим 
уравнение, содержащее только скалярную функцию тока ψ и равновесное начальное 
распределение стратификации r z( ):

	 ∂ ∆ − ∂ ( )− ∂ ∂ =tt t z xxg r� � � ��� 0	 (2.10)
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Уравнение (2.10) для жидкости с  экспоненциальной стратификацией 
r z z( ) = −( )exp Λ  с масштабом � =

−
d dzln /�0

1
, частотой N g= /Λ  и периодом пла-

вучести T Nb = 2π приобретает вид:

	 ∂ ∆ − ∂ ( ) + −( )∂ =tt t xxN z� � � ��� �
2 0exp 	 (2.11)

Для упрощения выражений в  дальнейшем используется безразмерная высота 
z zΛ Λ= , нормированная на масштаб плавучести Λ.

3. Решение линеаризованной задачи
Подстановка в (2.9) решения в виде бегущих монохроматических поверхностных 

волн вида:
	 � �= −( ) ( )A ik x i t k zx zexp exp 	 (3.1)

c положительно определенной частотой ω и  комплексным волновым числом 


k k kx z= ( ),  приводит к дисперсионному соотношению:

	 � � � �k k i k i k N k zx z x z x
2 2 2 2 2 2 0−( ) − +( )− −( ) =exp � 	 (3.2)

Геометрия задачи естественным образом выделяет вертикальную компоненту вол-
нового вектора kz, вдоль которой невозмущенная среда неоднородна. Поэтому реше-
ние уравнения (3.2) в настоящей работе ищется в виде зависимости k kz x ,ω( ).

Уравнение (3.2) имеет два типа корней: регулярные и  сингулярные. Принципы, 
согласно которым решения относятся к  тому или иному типу можно понять, если 
рассмотреть задачу в  безразмерных переменных, в  которых в  качестве параметров 
обезразмеривания выбраны собственные масштабы задачи: обратная частота плаву-
чести τN N= −1 и вязкий волновой масштаб � ��

N
g g N= ( ) −1 3 1/ . В случае малой вязко-

сти отношение вязкого � ��
g g= −2 3 1 3/ /  и вязкого волнового масштаба определяет без-

размерный параметр � � � �� �= =g N
g N g1 3 2 3/ / . В  этом случае дисперсионное 

уравнение (3.2) записывается следующим образом:

	 � ��* * * * * * exp*
2 2 2 2 2

2
2 0k k i k k k zx z x z x−( )+ −( ) − −( ) =� 	 (3.3)

Здесь нижним индексом «*» обозначены соответствующие безразмерные величи-
ны. В жидкостях с малой вязкостью или со слабой стратификацией параметр ε  1. 
Малый коэффициент, который при этом появляется в слагаемом с наибольшим по-
казателем степени, позволяет отнести (3.3) к классу сингулярно возмущенных урав-
нений, асимптотические методы анализа которых развиты в  [39]. Методы теории 
сингулярных возмущений позволяют строить полные решения уравнений вида (3.3), 
содержащие два типа корней: традиционные регулярные и сингулярные:
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2 2

2 2

5 2�
� �

�

�*
* * exp

*
/

�

	 (3.4)

Точное решение биквадратного уравнения (3.2), построенное без обращения 
к технике асимптотических вычислений, имеет вид:
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k k

i i R k z
k k

i i R k z
l x

x
z x

x
= ± −

+ +( ) ( )( )
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− +( ) ( )( )2
2
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21
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1�

��

� ,
,

,
22

4
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2 2 4

��

�� �
R k z

N k z i
x

x,
exp

( ) =
−( )−�

	 (3.5)

При переходе к  безразмерному виду главные члены полученных решений (3.5) 
определяются соотношениями:

	 k
i

k k
z

l z x* * , * *
* exp

*
≈ ±

−
≈ ±

− −( )1
2

2

�
�

�

�
�

	 (3.6)

Сравнение показывает, что главные члены асимптотического решения (3.4) 
и асимптотики точного решения (3.6) совпадают.

Отметим, что соотношения, соответствующие регулярным решениям kz отвечают 
за волновой компонент периодического течения, а  соответствующие сингулярным 
решениям kl  определяют лигаментный компонент, задающий тонкую структуру тече-
ния.

В выражении (3.1) компоненты волнового вектора полагаются независящими от 
координат, в то же время в решении (3.5) появляется зависимость от вертикальной 
координаты z  и в волновом kz и в лигаментном kl  решении. Такое приближение будет 
справедливо, если в решении ограничиваться областью, определяемой безразмерной 
глубиной, на которой проводится рассмотрение, остается малой величина zΛ  1. 
В реальных жидкостях масштаб стратификации принимает значения порядка кило-
метров и  больше, поэтому описанные соображения незначительно ограничивают 
область применения полученных выражений.

С учетом выражений, определяющих волновой kz и  лигаментный kl  компонент 
течения (3.5) решение для функции тока (3.1) трансформируется в:

	 � �= −( ) ( ) + ( )( )exp exp expik x i t A k z B k zx z l 	 (3.7)

В качестве управляющего параметра периодического течения выступает положи-
тельно определенная частота ω. Связь между частотой и компонентой волнового век-
тора kx  находится из стандартных кинематических и динамических граничных усло-
вий на свободной поверхности и условием затухания движения с глубиной:
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	  (3.8)

	 z → −∞ : 


u ® 0	 (3.9)

	


n
z

z
x

x x

=
∇ −( )
∇ −( )

=
−∂

+ ∂( ) + ∂( )













�

�

�

� �1

1

12 2
, ,



�
�

�

�
=

+ ∂( )

∂

+ ∂( )













1

1 12 2
x

x

x

,

Здесь 



n,τ  – орты нормали и касательной к свободной поверхности соответственно, 
D Dt  – материальная производная, а s – коэффициент поверхностного натяжения. 
Более подробно вывод граничных условий на свободной поверхности в вязкой жид-
кости разобран в [21, 40, 41]. Стоит отметить, что условие затухания движения с глу-
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биной (3.9) накладывает ограничения на полученные ранее решения (3.5), (3.6). 
С учетом вида решения (3.1) физически реализуемыми решениями в (3.5) и (3.6) ока-
зываются корни, с положительной действительной частью Re ,kz l( ) > 0, Re * ,k z l( ) > 0.

В линеаризированной постановке после проведения процедуры сноса граничных 
условий на равновесную поверхность z = 0 граничные условия принимают вид:

	

z

P
t x

xz xx

xx zz

=
∂ + ∂ =

+ ∂ + ∂ =

∂ − ∂ =

0
0

2 0
0

00

:
� �

� � � � �
� �



	 (3.10)

	 z → −∞ : ∂ → ∂ →x zψ ψ0 0, 	 (3.11)

Подставляя выражения для давления из уравнения Навье–Стокса (2.7) в динами-
ческое граничное условие получим, с учетом кинематического граничного условия 
(3.10), запись динамических граничных условий, содержащих только функцию тока:

	
z

gzt ttz tzxx xx xxxx

xx zz

=
∂ ∆ −∂ + ∂ + ∂ − ∂ =

∂ − ∂ =

0
2 0

0

:
� � � � � � � �

� �
	 (3.12)

Здесь � � �= 00  – нормированный на равновесное значение плотности на поверх-
ности коэффициент поверхностного натяжения. Подставляя в (3.11) выражение для 
функции тока (3.7), получим условие совместности, определяющее дисперсионное 
соотношение между компонентами волнового вектора и  частотой периодического 
течения:

	
k k gk i k k i k k

k k gk

x z x l l x x

x l x

2 2 2 3 2 4

2 2 2

3+( ) − − + +( )−( )−
− +( ) −

�� � � � �

++ + − +( )−( ) =3 02 2 4i k k k i k kx z z z x�� � � � �
	 (3.13)

Выражение (3.13) допускает численное или приближенное решение, по которому 
строятся дисперсионные характеристики волнового и лигаментного компонента пе-
риодического течения.

Построим решения для неизвестных функций с учетом слагаемых, определяющих 
тонкую структуру течения. Вид искомых функций отклонения свободной поверх-
ности от равновесного положения, периодической составляющей плотности и дав-
ления с учетом выражения для функции тока (3.7) записывается следующим образом:

	

� �

� �

= −( )
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Z ik x i t

ik x i t G k z H k z

P
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x z l

exp

exp exp exp
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

 pp exp expik x i t K L k z M k zx z l−( ) + ( ) + ( )( )�

	 (3.14)

Из динамического граничного условия на касательные напряжения найдем связь 
между амплитудными множителями для лигаментного и  волнового компонента 
функции тока:

	 B A
k k
k k

x z

x l

= −
+

+

2 2

2 2 	 (3.15)

Подставляя (3.7), (3.11) и (3.12) в кинематическое граничное условие, найдем связь 
между амплитудой отклонения свободной поверхности и амплитудами компонентов 
периодического движения функции тока:
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x l z
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Амплитуды волнового G  и лигаментного H  компонента в выражении для периоди-
ческой части плотности, которые определяются из уравнения неразрывности (2.7), 
с учетом (3.16) можно записать в виде:
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	 (3.17)

Амплитуды для компонентов давления K L M, ,  определяются из уравнения Навье–
Стокса с учетом (3.14)–(3.17):
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	 (3.18)

Получим выражение для градиента плотности. При этом рассмотрим отдельно 
волновой и лигаментный компоненты плотности. В общем виде можно записать вы-
ражение для волнового компонента периодического возмущения плотности ρw сле-
дующим образом:

	 � �w x zik x i t G z k z z= −( ) ( ) ( )( )exp exp 	 (3.19)

Для лигаментного компонента периодического возмущения плотности ρl в общем 
виде выражение записывается:

	 � �l x lik x i t H z k z z= −( ) ( ) ( )( )exp exp 	 (3.20)

В явном виде после подстановки дисперсионных соотношений (3.5) градиент вол-
нового компонента периодического возмущения плотности определяется выраже-
ниями:
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	 (3.21)

Для градиента лигаментного компонента возмущения плотности в  явном виде 
получим:
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Для экспериментальных наблюдений поверхностных волн отдельный интерес 
представляет горизонтальная компонента градиента плотности. На поверхности ам-
плитуда волновой Rw  и  лигаментной Rl частей горизонтальной компоненты гради-
ента плотности определяются выражениями:
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Выражения (3.23) характеризуют масштабы лигаментной и  волновой части гра-
диента плотности вдоль горизонтальной координаты в зависимости от частоты пе-
риодического течения. Масштаб лигаментного компонента горизонтальной состав-
ляющей градиента плотности относительно волнового определяется отношением 
амплитуд:
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В безразмерном виде, подставляя приближенные значения (3.6) в (3.24) с точно-
стью до членов более высокого порядка малости, получим:
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При переходе в (3.25) от безразмерных переменных к размерным значениям полу-
чим для жидкостей с малой вязкостью:
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Здесь � � ��
� =  – вязкий масштаб Стокса. Стоит отметить, что выражением, ана-

логичным (3.26) определяется соотношение лигаментной и волновой составляющей 
функции тока: из (3.7) и (3.15) следует:
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Подставляя в (3.26)–(3.27) решение дисперсионного уравнения (3.13), можно по-
лучить связь между масштабами лигаментного и волнового компонентов периодиче-
ского течения в явном виде.

Проследим за импульсом жидкости, переносимым периодическим волновым дви-
жением и распишем его по компонентам: отдельно лигаментный и волновой компо-
ненты. В линейном приближении для волнового компонента импульса 



p p pw wx wz= ( ), , 
используя (2.2), (3.7) и (3.16) справедливы соотношения:
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Для лигаментного компонента импульса 


p p pl lx lz= ( ), в линейном приближении 
получим выражения:
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Выражения (3.28)–(3.29) характеризуют импульс, передаваемый отдельными ком-
понентами периодического течения, распространяющегося вдоль свободной поверх-
ности стратифицированной вязкой жидкости. При этом формулы (3.28) определяют 
часть импульса, вызванного крупномасштабными волновыми компонентами перио-
дического течения, а  формулы (3.29)  – часть, обусловленную тонкоструктурными 
лигаментными компонентами течения.

Заключение
Методами теории сингулярных возмущений в линейном приближении проведен 

расчет динамики и тонкой структуры полей плотности, градиента плотности, функ-
ции тока, давления и  импульса в  периодических возмущениях свободной поверх-
ности в  модели двумерной несжимаемой экспоненциально стратифицированной 
вязкой жидкости.

Полученные выражения, совместно с  оценками собственных пространственных 
и  временных масштабов определяющей системы уравнений, задают требования 
к  технике измерений, позволяющей наблюдать тонкую структуру периодических 
поверхностных течений, которые включают волны, изменяющие положения свобод-
ной поверхности, и лигаменты, расслаивающие поле плотности.
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Научный и  практический интерес представляет расчет влияния лигаментов на 
эволюцию картины поля плотности в бегущих возмущениях в полной нелинейной 
постановке.
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The Fine Structure of the Density Field in Two-Dimensional Periodic Flows 
on the Surface of a Viscous Stratified Liquid

A. A. Ochirova,#, Yu. D. Chashechkina,##

aIshlinsky Institute for Problems in Mechanics of the RAS, Moscow, Russia
#e-mail: otchirov@mail.ru, ##e-mail: yulidch@gmail.com

In the linear approximation, the propagation of a periodic disturbance along the free surface 
of a viscous stratified fluid in a uniform gravitational field is considered, taking into account 
the action of surface tension. Complete solutions of the linearized system of fundamental 
equations of the mechanics of heterogeneous fluids, which determine the regular wave and 
singular ligament components, are obtained. The fine spatial structure of the fields of next 
physical variables: fluid velocity, momentum, density and density gradient is calculated.
Keywords: Periodic motion, free surface, viscosity, stratification, fine structure, pressure 
distribution, density distribution
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Теоретическими асимптотическими методами показано, что эффект релаксации 
электрического заряда влияет на физические характеристики электромагнитного 
излучения осциллирующей заряженной капли. Получены аналитические 
выражения для частот, декрементов затухания капиллярных осцилляций капель 
из-за вязкого затухания и  потерь энергии на излучение. Показано, что частоты 
электромагнитного излучения облачных капель, реализующиеся в  диапазонах 
сотен килогерц и  единиц мегагерц, уменьшаются с  увеличением радиуса 
и  зарядового параметра излучающей капли, как и  декременты затухания, 
связанные с  излучением. Интенсивность излучения электромагнитных волн 
снижается при уменьшении электропроводности и  подвижности зарядов 
в жидкости.
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1. Введение. Впервые проблема электромагнитного излучения от осциллирующей 
заряженной капли в  облаке была рассмотрена в  [1] и  затем развита в  [2–5]. В  [5], 
в частности было указано на ошибку в расчетах [1] (неправильно была определена 
асимптотика функции Ханкеля), и  эта ошибка перекочевала в  [2–4]. В  [6] было 
указано на необходимость учета кривизны заряженной поверхности жидкости при 
записи уравнения баланса поверхностной плотности заряда в жидкости с конечной 
электропроводностью. Все это сделало актуальным повторение расчетов [3–4].

Сама задача о расчете интенсивности радиоизлучения (конвективного) грозового 
облака актуальна в связи с широким спектром разнообразных приложений в геофи-
зике, гидрометеорологии, технике и  химической технологии. Большое количество 
работ посвящено теоретическому и  экспериментальному изучению капиллярных 
осцилляций и электростатической неустойчивости жидкой капли, заряженной соб-
ственным или индуцированным внешним электрическим полем зарядами (см. [1–5] 
и цитируемую там литературу).

В частности, исследование излучения осциллирующей каплей электромагнитных 
волн привлекает внимание из-за проблем радиолокационного зондирования обла-
ков и  туманов [7–10], проблем радиопомех от огней Св. Эльма, появляющихся на 
обшивке самолетов, пролетающих через облака [11].
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Что касается эффекта релаксации заряда, то он возможен только при отличной 
от нуля вязкости жидкости. Это связано тем, что на свободной поверхности элек-
трические напряжения, возникающие из-за релаксационных движений, могут быть 
скомпенсированы только вязкими напряжениями.

2. Постановка задачи. Рассмотрим уединенную сферическую каплю радиуса R вяз-
кой несжимаемой жидкости, характеризующейся массовой плотностью ρ, коэффи-
циентами поверхностного натяжения s и кинематической вязкости ν, удельной про-
водимостью γ γ1 º , диэлектрической проницаемостью ε1. Примем, что капля несет 
заряд Q и находится в вакууме с удельной проводимостью γ2 0=  и диэлектрической 
проницаемостью ε2 1= . Будем считать проводимость внутренней среды достаточ-
ной, чтобы обеспечить отсутствие объемного заряда в капле. Индекс j, принимает 
значения 1 и 2.

В сферической системе координат r, ,� �( ) с началом в центре масс капли уравне-
ние ее поверхности, совершающей осесимметричные капиллярные осцилляции, 
в произвольный момент времени t  представим в виде:

	 r t R t( , ) ( , )� � �= + ,	 (2.1)

где � �( , )t  – малое возмущение равновесной сферической формы, генерируемое ка-
пиллярным волновым движением тепловой природы. При наличии внешних некон-
тролируемых силовых воздействий (коагуляция, дробление, столкновение, трение 
о воздух и т.д.) тепловая амплитуда ξ  может возрастать до десятков процентов от ра-
диуса капли [12,13].

Отношение ξ / R, имеющее смысл безразмерной амплитуды капиллярного вол-
нового возмущения, примем в качестве малого параметра задачи: � �º / R  1. Так 
как движение жидкости вызывается осцилляциями капли, будем считать, что поле 
скоростей течения внутренней среды 



V r t( , , )θ  имеет тот же порядок малости, что 
и � �( , )t : 



V r t t( , , ) ~ ( , ) ~� � � �.
В нижеследующих рассуждениях учтем, что собственный заряд капли равномер-

но распределен на равновесной поверхности с постоянной поверхностной плотно-
стью κ 0( ). В виду конечности электропроводности жидкости перенос электрическо-
го заряда при волновом искажении формы капли приводит к эффекту релаксации 
заряда.

Выпишем систему электрогидродинамических уравнений, описывающих капил-
лярные осцилляции заряженной вязкой капли конечной проводимости и возникаю-
щего при этом электромагнитного излучения.

Система состоит из уравнения Навье–Стокса:

	 ∂
∂

+ ∇( ) = − ∇ ( ) +


  V r t
t

V r t V r t P r t V r
( , , ) ( , , ), ( , , ) , , ( , ,�

� �
�

� � �
1

� tt),	 (2.2)

уравнения непрерывности:

	 div


V r t( , , )θ = 0,

уравнений Максвелла:

	 div


D r tj , ,θ( ) = 0, 
 

D r t E r tj j j, , , ,� � �( ) = ( )

	 �




E r t
c

E r t

tj
j j j( , , )

( , , )
�

� � �
−

∂

∂
=2

2

2 0 j =( )1 2, ,
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условий ограниченности:

	 r ® 0: 


V r t( , , )θ ® 0, 


E r t1 0( , , )θ ® , r → ∞: 


E r t2 0( , , )θ ® ,	 (2.3)

и граничных условий на свободной поверхности капли F r t r R t( , , ) ( , )� � �≡ − − = 0:
кинематического:

	 ∂
∂

+ ∇ =
F r t

t
V r t F r t

( , , ) ( , , ) ( , , )θ
θ θ

�
i 0,

динамического для касательной компоненты тензора напряжений:

	 � �ex in r t n r t V r t n r t r� � �� � � � � � �− − ∇( ) +
� �

i
� � �

( , , ) ( , , ), ( , , ) ( , , ) ( ,, , ), ( , , )� �t V r t∇( )




=i

�
0

	 �in nE r t E r t� �

�
�

� �= 1
1 14

( , , ) ( , , ), �ex nE r t E r t� �

�
�

� �= 1
2 24

( , , ) ( , , )

и динамического для нормальной компоненты тензора напряжений:

	 P r t n r t n r t V r t P r t PQ( , , ) ( , , ) ( , , ), ( , , ) ( , , ) (� �� � � � � �− ∇( ) + =2
� �

i
�

rr t, , )�

Чтобы учесть эффект релаксации электрического заряда, введем дополнительные 
граничные условия на поверхности капли F r t r R t( , , ) ( , )� � �≡ − − = 0:
скачка нормальной компоненты электрической индукции:

	 D r t D r t r tex n inn( , , ) ( , , ) ( , , )� � �� �− = 4 ,	 (2.4)

непрерывности касательных компонент напряженности электрического поля:

	 E r t E r tex in� �� �( , , ) ( , , )= ,

и баланса поверхностной плотности заряда [6]:

	
∂
∂

− ( )+� �
� � � � � �

( , , ) ( , , ), ( , , ) ( , , ) ( , , ), (r t
t

n r t E r t r t n r t Vin









rr t n r t

r t V r t b r t

, , ) div ( , , )

( , , )div ( , , ) ( , , )div

� �

� � � � ��

( ) +

+ +





� ��



E r tin� �( , , ) = 0
	 (2.5)

Кроме того, потребуем выполнения естественных интегральных условий сохране-
ния объема капли при ее осцилляциях, неизменности положения центра масс:

	 r dr d d R
V

2 34
3

sin� � � �=∫ , 


r r dr d d
V

2 0sin� � � =∫

	 V r R t= ≤ ≤ + ≤ ≤ ≤ ≤[ ( , ), , ]0 0 0 2� � � � � � ,

а также постоянства суммарного заряда:

	 � �( , , )r t dS Q
S
∫ = , S r R t= = + ≤ ≤ ≤ ≤[ ( , ), , ]� � � � � �0 0 2 	 (2.6)

В приведенной математической формулировке задачи нижний индекс 1 относится 
к капле, индекс 2 – к внешней среде, µ j – магнитная проницаемость j-й среды (ниже 
принимается µ µ1 2 1= = ), � �r t, ,( ) – поверхностная плотность электрического заряда 
на капле, c – скорость распространения электромагнитных волн в вакууме, b – по-
верхностная подвижность носителей заряда, 



E r tj , ,θ( ), 


D r tj , ,θ( ) – векторы напряжен-
ности и  индукции электрического поля, создаваемого собственным зарядом, 
E r tjn( , , )θ , E r tj� �( , , ) – компоненты вектора 



E r tj , ,θ( ) вдоль ортов нормали 


n и касатель-
ной 



τ к поверхности капли (2.1), P  – давление внутри капли, P ns s= div


 – давление 
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сил поверхностного натяжения, P E E E EQ n n= − − −( )( )1
8 2

2
2
2

1 1
2

1
2

�
�� �  – давление элек-

трических сил, �in �, �ex �  – электрические составляющие касательной компоненты 
тензора напряжений, относящиеся к  капле (с нижним индексом «in») и  внешней 

среде (с нижним индексом «ex»), div divΣ

Σ

� � �
i
�

A A n
A
n

= −
∂
∂











 – оператор поверхностной 

дивергенции (символом Σ обозначена поверхность капли (2.1)), 


Vτ, 


E1τ – компоненты 
вектора скорости движения жидкости в капле и напряженности электрического поля 
внутри капли, лежащие в плоскости касательной к поверхности капли (2.1), и вычис-
ляемые по формулам:

	
 

 



V V r t n n V� �= − ( )( , , ) , , 
 

 



E E n n E1 1 1τ τ τ= − ( ),

Заметим, что в граничном условии (2.5) скорость изменения поверхностной плот-
ности заряда ¶

¶
� �( , , )r t

t
 (первое слагаемое в (2.5)) на возмущенной поверхности капли 

обусловливается несколькими физическими факторами. В этом случае второе сла-
гаемое представляет собой нормальный к свободной поверхности капли ток прово-
димости за характерное время максвелловской релаксации � � �r ~ /1 . Появление 
третьего слагаемого обусловлено изменением площади свободной поверхности кап-
ли в процессе ее капиллярных осцилляций. Четвертый член имеет смысл конвектив-
ного потока заряда касательными составляющими течения жидкости за время поряд-
ка периода осцилляций капли � � �~ /

/
R3 1 2( ) . Пятый член связан с  направленным 

переносом носителей заряда вдоль свободной поверхности капли под действием ка-
сательной составляющей электрического поля.

В уравнении (2.5) отсутствует вклад диффузионной компоненты, так как влияние 
механизма диффузии на конечность скорости переноса носителей заряда существен-
но лишь для плохо проводящих жидкостей типа жидкого гелия.

Отыскание решения приведенной выше системы уравнений проведем методом 
прямого разложения в  рамках теории возмущений [14]. Ограничиваясь линейным 
приближением по малому параметру � �º / R  1, все искомые функции предста-
вим в виде асимптотических разложений по ε:

	 � � � � �( , ) ( , ) ( )t t= +( )1 2� , 
 

V r t V r t( , , ) ( , , ) ( )� � �= +( )1 2�

	 � � � � � � �( , , ) ( , ) ( , , ) ( )r t r r t= + +( ) ( )0 1 2�

	
  

E r t E r E r tj j j( , , ) ( , ) ( , , ) ( )� � � �= + +( ) ( )0 1 2�  j =( )1 2, 	 (2.7)

	 P r t P r P r t( , , ) ( , ) ( , , ) ( )� � � �= + +( ) ( )0 1 2�

	 P r t P r P r tQ Q Q( , , ) ( , ) ( , , ) ( )� � � �= + +( ) ( )0 1 2�

	 P r t P r P r t� � �� � � �( , , ) ( , ) ( , , ) ( )= + +( ) ( )0 1 2�

	 � � � �in in inr t r r t� � �� � � �( , , ) ( , ) ( , , ) ( )= + +( ) ( )0 1 2

	 � � � �ex ex exr t r r t� � �� � � �( , , ) ( , ) ( , , ) ( )= + +( ) ( )0 1 2
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Номер верхнего индекса указывает на порядок малости по ε соответствующих ком-
понент. Индексом «0» обозначены величины, характеризующие равновесное состоя-
ние системы.

Обратим внимание, что в граничных условиях задействованы орты 


n r t( , , )θ  и 


� �( , , )r t . 
В виду этого возникает необходимость в определении явного вида этих функций.

Вычислим единичный вектор внешней нормали к свободной поверхности капли 
вида F r t( , , )θ = 0 по общей формуле: 



n r t F F, , /θ( ) ≡ ∇ ∇ . В линейном по ε прибли-
жении получим:

	
  

n e
r

t
er= −

∂
∂

1 � �
� �

( , ) 	 (2.8)

В плоскости, касательной к  возмущенной поверхности капли в  любой ее точке, 
выберем ортогональные орты 



��, 


��: орт касательной к параллелям 


�� и орт касатель-
ной к меридианам 



��.
Представим касательную к параллелям как 


 

�� = ×e nz , где в качестве постоянного 
вектора выбран орт оси симметрии 



ez. Несложно убедиться, что вектор 


��, имеющий 
единичную длину, совпадает с азимутальным ортом 



eϕ сферической системы коорди-
нат:

	




�� �= e 	 (2.9)

Определим орт второй касательной при помощи векторного произведения: 
 



� �� �= × n. Используя (2.8), (2.9) и учитывая, что орт должен иметь единичную дли-
ну, найдем единичный вектор касательной в меридиальном направлении в виде:

	


 

�
� �
�� �=

∂ ( )
∂

+
1
r

t
e er

,
,	 (2.10)



er, 


eθ, 


eϕ – орты сферической системы координат.
3. Решение задачи нулевого порядка малости по ε. Подставляя разложения (2.7) в си-

стему уравнений (2.2)–(2.6) и собирая вместе слагаемые ~ ε0, получим задачу нуле-
вого порядка малости по безразмерной амплитуде осцилляций ε для невозмущенного 
состояния системы:

	 div


E j
0 0( ) = , rot



E j
0 0( ) =

	 r ® 0: 


E r t1
0 0( ) →( , , )θ , r → ∞: 



E r t2
0 0( ) →( , , )θ

	 r R= : P r P r P rQ
0 0 0( ) ( ) ( )( ) + ( ) = ( ), , ,� � ��

	 P P0
0

( ) = , P E E E Eq n n= ( ) − − ( ) −















( ) ( ) ( ) ( )1

8 2
0 2

2
0

1 1
0 2

1
0

�
�� �



	 P ns s0
0

( ) = div


, 
 

n er0 =

	




� � �0 = e : �in�
0 0( ) = , �ex �

0 0( ) = , E r t E r tex in� �� �0 0( ) ( )=( , , ) ( , , )

	 − ( )+ 




=( ) ( )� � � � �� �

�
i
� �

n r E r b E r ein in0
0

0
0 0( , ) ( , ) ( , )div�

	




� � �0 = e : �in�
0 0( ) = , �ex �

0 0( ) = , E r t E r tex inθ θθ θ0 0( ) ( )=( , , ) ( , , )
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	 − ( )+ 




=( ) ( )� � � � �� �

�
i
� �

n r E r b E r ein in0
0

0
0 0( , ) ( , ) ( , )div�

	 E r E rex n inn
0

1
0

04( ) ( )( )− ( ) =, ,� � � ��

	 r dr d d R
V

2 34
3

sin� � � �=∫ , 


r r dr d d
V

2 0sin� � � =∫

	 κ0dS Q
S
∫ =  V r R= ≤ ≤ ≤ ≤ ≤ ≤[ , , ]0 0 0 2� � � �

	 S r R= = ≤ ≤ ≤ ≤[ , , ]0 0 2� � � � ,

где 


n0, 


� �0 , 


� �0  – орты нормали и касательных к равновесной сфере, P0 – равновесное 
давление внутри капли.

Решение вышеприведенной системы уравнений нетрудно найти:

	 �
�

0
24

( ) =
Q
R

, 


E1
0 0( ) = , 





E
Q
r

er2
0

2
( ) = , P

R
Q

R0

2

4

2
8

= −
�

�
	 (3.1)

В итоге приходим к  тому, что равновесная форма поверхности капли совпадает 
с исходной сферической.

4. Решение задачи первого порядка малости по ε. Вывод дисперсионного уравнения. 
Подставляя асимптотические выражения (2.7) в полную математическую формули-
ровку задачи (2.2)–(2.6) и  выделяя слагаемые ~ ε1, выпишем гидродинамическую 
часть задачи в первом порядке малости:

	 ∂
∂

= − ∇ ( ) +( )


V r t
t

P r t V r t
( , , ) , , ( , , )�

�
� � �

1 1 � 	 (4.1)

	 div


V r t( , , )θ = 0	 (4.2)

	 div


E j
1 0( ) = , �





E r t
c

E r t

tj
j j1
2

2 1

2 0( )
( )

−
∂

∂
=( , , )

( , , )
�

� �
 j =( )1 2, 	 (4.3)

	 r ® 0: 


V r t( , , )θ ® 0, 


E r tin
1 0( ) →( , , )θ 	 (4.4)

	 r → ∞: 


E r tex
1 0( ) →( , , )θ 	 (4.5)

	 r R= : −∂
∂

+ ( ) =� �
�

( , ) ( , , ),t
t

V r t er





0	 (4.6)

	




� � �0 = e :

	 � �ex in e n V r t n e V r t� � � ��� � �1 1
0 0

( ) ( )− − ∇( ) + ∇( )� �
i
� � �

i
�

, ( , , ) , ( , , ))




= 0, 

 

n er0 = 	 (4.7)

	




� � �0 = e : � �ex in e n V r t n e V r t� � � ��� � �1 1
0 0

( ) ( )− − ∇( ) + ∇( )� �
i
� � �

i
�

, ( , , ) , ( , , ))




= 0	 (4.8)

	 P r t n n V r t P r t P rQ
1

0 0
1 12( ) ( ) ( )( )− ∇( ) + ( ) =, , , ( , , ) , , , ,� �� � � ��

� �
i
�

tt( )	 (4.9)

	 r R= : − + ( )− ( ) = ( )( ) ( ) ( )2 43 2
1

1
1 1Q

R
t E r t E r t r tr inr� � � � � �� �( , ) , , , , , , 	 (4.10)
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	 для 
 

� ��= : Q
R

t
E r t E r tex in3

1 1∂ ( )
∂

+ =( ) ( )� �
�

� �� �

,
( , , ) ( , , )	 (4.11)

	 для 
 

� ��= : E r t E r tex in� �� �1 1( ) ( )=( , , ) ( , , )	 (4.12)

	

∂
∂

− + ( )
( )

( )� �
� �

�
�

1

1
1

24
( , , ) ( , , ) , ( , , ) divr t

t
E r t

Q
R

e V r t er r r







+

+ QQ
R

V r t bE r tin4
02

1

�
� �div�

 

( , , ) ( , , )+




=( )

	 (4.13)

	 3 02

0

R t d� � � �
�

, sin( ) =∫ , 4 03

0

R t d� � � � �
�

, cos sin( ) =∫ 	 (4.14)

	 2
2

02 1
3

0

� �
�

� � � �
�

R
Q
R

t d( ) + ( )








 =∫ , sin ,	 (4.15)

где E jr
1( ), E jθ

1( ), E jϕ
1( ) – проекции вектора 



E j
1( ) на орты сферической системы координат.

Скаляризуем уравнения (4.1), (4.2) по методике, подробно изложенной в [15]. Для 
этого разложим искомое поле скоростей 



V r t( , , )θ  на сумму трех ортогональных век-
торных полей:

	
 

V r t N r tm m
m

( , , ) ( , , )� � �=
=
∑

1

3

 m =( )1 2 3, , ,	 (4.16)

где ψm – скалярные функции, а дифференциальные векторные операторы 


N m в сфе-
рической системе координат определяются соотношениями:

	


N1 ≡ ∇, 
 

 

N N r r2 1≡ × ≡ ∇× , 
  



N N N r3 1 2≡ × ≡ ∇× ∇×( ),	 (4.17)

и удовлетворяют условиям ортогональности:

	
 

N Nm q
+( ) =, 0, m q≠( ),	 (4.18)

и условиям коммутативности с оператором Лапласа ∆:

	 ∆ ∆
 

N Nm m= 	 (4.19)

В выражениях (4.17), (4.18) 


r  – радиус-вектор, 


N m
+ – операторы, эрмитово-сопря-

женные к 


N m, имеющие вид:

	


N1
+ ≡ −∇, 





N r2
+ ≡ ×∇, 





N r3
+ ≡ ×∇( )×∇	 (4.20)

Уравнение (4.16) означает, что поле скоростей течения вязкой жидкости представ-
лено суперпозицией потенциальной и вихревой (обусловленных вязкостью) состав-
ляющих: оператор 



N1 выделяет потенциальную компоненту, а операторы 


N 2 – вихре-
вую тороидальную и 



N3  – вихревую полоидальную части движения реальной 
жидкости относительно оси симметрии z  капли.

Учитывая разложение (4.16) и свойства операторов (4.18), (4.19), приведем систему 
векторных выражений (4.1), (4.2) к  системе трех скалярных уравнений для функ-
ций ψm:

	 �� �
�

�
� �

m m
mr t

r t
t

( , , )
( , , )

− −( )∂
∂

=
1 1 01  m =( )1 2 3, , ,	 (4.21)
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и добавки к давлению внутренней среды капли, вызванной искажением � �( , )t  сфери-
ческой поверхности:

	 P r t
r t
t

1 1( ) = −
∂
∂

( , , )
( , , )

� �
� �

,	 (4.22)

δ1m – дельта-символ Кронекера.
Прежде чем записать граничные условия (4.6)–(4.9) в терминах скалярных функ-

ций ψm, перепишем систему (4.6)–(4.9) через проекции вектора скорости 


V r t( , , )θ  на 
орты сферической системы координат:

	 r R= : −∂
∂

+ =
� �

�
( , ) ( , , )t

t
V r tr 0	 (4.23)

	 P r t
V r t

r
P r t P r tr

Q
1 1 12( ) ( ) ( )( )− ∂

∂
+ ( ) = ( ), ,

( , , )
, , , ,� ��

�
� �� 	 (4.24)

	 для 




� � �0 = e : � �ex in
rV r t

r r
V r t

r
V r t� �

�
���

� �
�

�1 1 1 1( ) ( )− −
∂
∂

+
∂
∂

−
 ( , , ) ( , , )

( , , )








 = 0	 (4.25)

	 для 




� � �0 = e : � �ex in

V r t
r r

V r t� �
�

���
�

�1 1 1 0( ) ( )− −
∂
∂

−










 =

( , , )
( , , ) 	 (4.26)

Входящие в (4.23)–(4.26) компоненты Vr, Vθ, Vϕ поля скоростей выражаются в виде:

	 V r t
r t
r r

L r tr ( , , )
( , , )

( , , )�
� �

� �=
∂
∂

−1
3

1 ; 
sin

sinL ≡
∂
∂

∂
∂











1
θ θ

θ
θ

	 V r t
r

r t
r r

r
r t

� �
� �

�
� �

�
( , , )

( , , ) ( , , )
=
∂
∂

+
∂
∂

∂
∂











1 11 3

	 V r t
r t

� �
� �

�
( , , )

( , , )
= −
∂
∂

2 ,

где L  – угловая часть оператора Лапласа в сферических координатах.
После подстановки этих соотношений в  (4.23)–(4.26) система скаляризованных 

граничных условий примет удобный для дальнейшего решения вид:

	 r R= : −∂
∂

+
∂
∂

− =
� � � �

� �
( , ) ( , , )

( , , )t
t

r t
r R

L r t1
3

1 0	 (4.27)

	 P r t
r t

r
L

r
r t
r

1
2

1
2

32( ) ( )− ∂

∂
−

∂
∂












, ,

( , , ) ( , , )
� ��

� � � �








+ ( ) = ( )( ) ( )P r t P r tQ

1 1, , , ,� �� 	 (4.28)




� � �0 = e :

	 � �2
1

1
1 1

2 32 1 2� � ��
�

� �
�( ) ( )− −

∂
∂

∂
∂








− +( )r

r t
r R

L r
( , , )

( ,, , )
( , , )

�
� �

t
r t

r
+
∂

∂












=

2
3

2 0	 (4.29)




� � �0 = e :	  � �2
1

1
1 2

2
1 0� � ��

�
� �

� �( ) ( )− +
∂
∂
∂
∂

−










 =

( , , )
( , , )

r t
r r

r t 	 (4.30)

В (4.28) выражения для линейных по ε поправок к давлениям электрического поля 
Pq

1( ) и капиллярных сил Ps
1( ) определяются в виде:
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	 P
r

E t E EQ
1

2
0 2

2
0

2
11

8
2( ) ( ) ( ) ( )=

∂
∂ ( ) ( ) +








�

� �
  

, 	 (4.31)

	 P
R

L
t

R�
� � �1 2( ) = − +( ) ( )















,
	 (4.32)

В случае стоячих капиллярных волн положим зависимость малых величин � �( , )t , 
� �m r t( , , ) от времени периодической:

	 � � �( , ) ~ expt i tn−( ), � � �m nr t i t( , , ) ~ exp −( ),

где i  – мнимая единица, ωn – частота n-ой моды капиллярных осцилляций капли, 
в общем случае комплексная: ω ω ωn n ni= ±Re Im , где вещественная часть Reωn опре-
деляет собственную частоту осцилляций, а  мнимая часть  – декремент затухания 
в случае отрицательной мнимой компоненты: Imωn < 0 или инкремент капиллярной 
неустойчивости капли по отношению к ее собственному заряду в случае положитель-
ной мнимой компоненты Imωn > 0.

Решения уравнения (4.21) для скалярных функций � �m r t( , , ) с  учетом условий 
ограниченности (4.4) представим в виде разложений [16]:

	 � � � �1
0

( , , ) expr t A i t r Pn n
n

n
n

= −( ) ( )
=

∞

∑ 	 (4.33)

	 � � �
�
�

�m mn n n
n

n
n

r t B i t I r
i

P( , , ) exp= −( ) −










( )

=

∞

∑
0

 m =( )2 3, ,	 (4.34)

где � �º cos , Pn µ( )  – полином Лежандра n-ого порядка, n  – целое положительное 
число, I xn ( ) – модифицированная функция Бесселя первого рода [17]. В (4.34) ниж-
ний индекс m в амплитудном коэффициенте Bmn указывает на вихревую тороидаль-
ную (m = 2) или полоидальную (m = 3) компоненту поля скоростей движения жид-
кости в капле.

Отклонение поверхности осциллирующей капли от равновесной сферической за-
пишем в форме ряда по осесимметричным полиномам Лежандра:

	 � � � �( , ) expt M i t Pn n n
n

= −( ) ( )
=

∞

∑
2

	 (4.35)

Здесь суммирование начинается с n = 2, так как в первом порядке малости невоз-
можно возбуждение нулевой (n = 0) и первой (n = 1) мод, отвечающих за радиальные 
пульсации капли и ее движение как целого соответственно, в силу дополнительных 
условий (4.14).

В (4.33)–(4.35) неизвестные амплитудные коэффициенты An, Bnm, M n имеют пер-
вый порядок малости по ε и  вычисляются из системы граничных условий (4.27), 
(4.29), (4.30).

Сосредоточим свое внимание на вычислении в динамическом граничном условии 
для нормальной компоненты тензора напряжений (4.28) линейных по ε компонент 
давлений P 1( ), PQ

1( ), Ps
1( ), вызванных деформацией � �( , )t  равновесной формы поверх-

ности капли.
Используя решение (4.33) для функции � �1( , , )r t , из формулы (4.22) при r R=  вы-

пишем добавку к гидродинамическому давлению внутри капли P 1( ):

	 P r t i A R i t Pn n
n

n n
n

1

0

( )

=

∞

= −( ) ( )∑( , , ) exp� � � � � 	 (4.36)
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Для поправки к  давлению сил поверхностного натяжения Ps
1( ) из (4.32) с  учетом 

разложения (4.35) для возмущения � �( , )t  получается соотношение:

	 P
R

n n M i t Pn n n
n

�
�

� �1
2

2

1 2( )

=

∞

= −( ) +( ) −( ) ( )∑ exp 	 (4.37)

Чтобы найти выражения для добавки к давлению электрических сил PQ
1( ) и элек-

трических составляющих касательной компоненты тензора напряжений � �2
1

1
1

� �
( ) ( )− , 

� �2
1

1
1

� �
( ) ( )− , необходимо решить краевую задачу (4.3)–(4.5), (4.10)–(4.13), (4.15) для 

напряженности поля 


E r tj
1( ) ( ), ,θ .

Для решения векторных уравнений (4.3) в рамках метода операторной скаляриза-
ции представим напряженность электрического поля 



E r tj
1( ) ( ), ,θ  в виде суперпозиции:

	
 

E Nj m j
m

m

1

1

3
( ) ( )

=

= ∑ Φ  m =( )1 2 3, , ,	 (4.38)

где Φ j
m( )  – неизвестные скалярные функции, 



N m  – векторные дифференциальные 
операторы, описываемые выражениями (4.17) и  подчиняющиеся свойствам (4.18), 
(4.19).

Подставляя (4.38) в уравнение непрерывности электрического поля (4.3) и приме-
няя условие ортогональности, придем к  уравнению Лапласа для скалярной функ-
ции Φ j

1( ):

	 �� j
1 0( ) = 	 (4.39)

В силу свойства коммутативности операторов-проекторов 


N m с оператором Лапла-
са (4.19) подстановка разложения (4.38) в волновое уравнение (4.3) позволяет выпи-
сать систему трех скалярных уравнений:

	


N
c tm j

m j j
m

m

��
�( )
( )

=

−
∂

∂














=∑

�
2

2

2
1

3

0 m =( )1 2 3, ,

Положим временную зависимость функций Φ j
m( ) экспоненциальной: 

� j
m

ni t( ) −( )~ exp � . Тогда подействовав слева на выше записанное уравнение пооче-
редно эрмитовосопряженными операторами 



N m
+ m =( )1 2 3, , , при использовании 

свойства (4.18) перейдем к уравнениям Гельмгольца:

	 �� �j
m

j j
mk( ) ( )+ =� 2 0, k

c
nº

Reω
,	 (4.40)

где k  – волновое число.
Из уравнения (4.40) при значении индекса m = 1 с учетом (4.39) легко прийти к ре-

шению: Φ j
1 0( ) = , что соответствует отсутствию потенциальной составляющей элек-

трического поля. В результате поправка к напряженности поля 


E j
1( ), связанная с воз-

мущением � �( , )t  равновесной формы капли, представляется только вихревой частью:

	
  

E N Nj j j
1

2
2

3
3( ) ( ) ( )= +Φ Φ

Учитывая явный вид векторных операторов 


N 2, 


N3, запишем составляющие век-
тора 



E j
1( ) в сферических координатах r, ,� �( ), выраженные через неизвестные функ-

ции Φ j
2( ), Φ j

3( ):

	




N ej
2 2

2

�
�

≡ −
∂

∂

( )

� �	 (4.41)
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	 ( )
( )3

3
3 3

1 1ˆ j
j rN L e r e

r r r θ

Φ
Φ Φ

θ

¶¶
º - +

¶ ¶



 

	 (4.42)

Решение уравнения Гельмгольца (4.40) при j = 1 (внутри капли), ограниченное 
в начале координат, представим в виде суперпозиции стоячих волн:

	 �1
0

m
n

m
n n n

n

C i t j kr P( ) ( )

=

∞

= −( ) ( ) ( )∑ exp � �  m =( )2 3, 	 (4.43)

Решение уравнения (4.40) при j = 2 (вне капли), удовлетворяющее условию огра-
ниченности на бесконечном удалении от капли, естественно искать в виде суперпо-
зиции бегущих волн:

	 �2
2

0

m
n

m
n n n

n

D i t h kr P( ) ( ) ( )

=

∞

= −( ) ( ) ( )∑ exp � �  m =( )2 3, 	 (4.44)

Здесь j zn ( )  – сферическая функция Бесселя первого рода, h zn
2( ) ( )  – сферическая 

функция Бесселя третьего рода или функция Ханкеля [18], Cn
m( ), Dn

m( ) – неизвестные 
коэффициенты первого порядка малости по ε, вычисляемые из граничных условий 
(4.10)–(4.13).

Несложно показать, что для выполнения условия равенства касательных компо-
нент при 

 

� ��=  необходимо потребовать, чтобы все константы Cn
2( ), Dn

2( ) в решениях 
(4.43), (4.44) для функций Φ j

2( ) ( j = 1 2, ) обращались в  ноль. Из сказанного следует 
отсутствие тороидальной части поля: Φ j

2 0( ) = . Таким образом, напряженность элек-
трического поля внутри 



E1
1( ) и вне капли 



E2
1( ) описывается лишь полоидальной состав-

ляющей:

	





E C i t
r

n n j kr P en n
n

n n r1
1 3

0
1
1 21 1( ) ( )

=

∞

= −( ) +( ) ( ) ( ) +


∑ exp /� � �


+ ( ) +
∂ ( )
∂










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∂

1
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1 2 1

1 2

r
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r
P
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n n�
� �

� �
/

/











	 (4.45)

	





E D i t
r

n n h kr P en n
n

n n r2
1 3

0

21 1( ) ( )

=

∞
( )= −( ) +( ) ( ) ( ) +







+

∑ exp � �

11 2
2

r
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P
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n n( )
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( ) +
∂ ( )
∂













∂ ( )
∂









�
� �



	 (4.46)

Исходя из условия непрерывности тангенциальных компонент электрического 
поля для орта касательной 

 

� ��= , найдем соотношение, связывающее амплитуды 
M n, Cn

3( ), Dn
3( ) разложений (4.35), (4.45), (4.46):

	 C
Q
R

M f D fn n n
3

2 1
3

2
( ) ( )= + 	 (4.47)

	 f
rj krr n

r R

1

1
1 2

1
≡
∂ ( )( )

=
ε /

, f
rh kr

rj kr

r n
r R

r n
r R

2

2

1
1 2

≡
∂ ( )( )
∂ ( )( )

( )

=

=
ε /

Условие скачка нормальной компоненты вектора электрической индукции на за-
ряженной границе жидкости (4.10) после подстановки в него решений (4.45), (4.46) 
при использовании амплитудного коэффициента (4.47) позволяет определить по-
правку первого порядка малости к равновесной плотности заряда:
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�

�
� �1

3 1 1 1
1 2

0

3

1
4

2 1

1

( )

=

∞

( )

= − + +( ) ( )( ) +





+

∑ Q
R

M f n n j kR

R
D n

n n
n

n

/

nn h kR f j kR i t Pn n n n+( ) ( )− ( )( )




−( ) ( )( )1 2
1 2 1

1 2� � � �/ exp
	 (4.48)

Применяя (4.23), перепишем векторное условие баланса поверхностной плотно-
сти заряда в скалярном виде:

r R= :

	 ∂
∂
− +

∂
∂

+
∂
∂
( )









 +

( )
( )�

�
�

�
�

� �
1

1
1

3 4 1 32 4t
E

Q
R t

Q
R

L
r

r b
Q

r +
44

1 03 1
1

� � �
��R

E
sin

sin∂
∂ ( ) =( ) ,

из которого с учетом уравнений (4.33), (4.34) при m = 3, (4.45), (4.48) выразим ко-
эффициент Dn

3( ) в (4.46) через амплитуды M n, An, B n3  в виде:

	 D
Q
R

F M f F
R

A R B rI r
i

n n n
n

n r n
n3

2 2 1 1 3
1( ) = + + ∂

−












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�
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



























=r R

	 (4.49)

	 F i j kR b
Q
R fn n1 1 1

1 2
3

1
4 1

≡ − +( ) ( ) +� � �� � / , F
i h kR f Fn n

2 2
2 1

1
=
− ( )−( )ω

Заметим, что интегральное условие сохранения полного заряда капли (4.15) вы-
полняется тождественно.

Наконец, подставляя в (4.31) полученные решения (3.1), (4.46) для напряженности 
поля 



E2
0( ), 


E2
1( ) с учетом амплитуды (4.49), запишем при r R=  выражение для добавки 

к давлению электрических сил PQ
1( ):

	 P
Q

R
T M T A T B i t PQ n n n

n
n n

1
2

5 1 2 3 3
04

( )

=

∞

= + +[ ] −( ) ( )∑�
� �exp 	 (4.50)

	 T n n f F F h kRn1 1 1 2
22 1≡ − + +( ) ( )( ) , T R n n F h kRn

n2
1

2
21≡ +( ) ( )− ( )

	 T
R

n n F h kR rI r
i

n r n
n

3 2
21 1≡ +( ) ( )∂ −


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







( ) �
�

=r R

Далее перейдем к вычислению электрических частей касательных компонент тен-
зора напряжений в (4.29), (4.30). Воспользовавшись соотношениями (2.8)–(3.1), (4.45), 
(4.46), убедимся, что в первом порядке малости по ε компоненты � � �2

1
1
1

1
1 0� � �

( ) ( ) ( )= = = , 

а �2
1
�
( ) рассчитывается по формуле �2

1
2

0 2

2
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2
11

4
1

� ��
�( ) ( ) ( ) ( )= ( ) ∂∂ +











R

E
t

E E , из которой при 

r R=  несложно найти:
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r R

( )( )
=

Рассмотрим теперь граничные условия (4.27), (4.29), (4.30). Подставим найденные 
электрические составляющие в (4.29), (4.30) и подействуем на эти уравнения слева 
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оператором 


N1. При использовании свойства ортогональности операторов (4.18) 
и равенства 

 

N N L2 2
+ ⋅ = −  преобразованное уравнение (4.29) и условие (4.30) с уче-

том разложений (4.33), (4.34) при m =3 позволяют определить связь неизвестных 
констант An, B n3  с амплитудами капиллярных осцилляций M n:

	 A M

i i
x

f x
x

n n
G

I x
n n

n n
n=

− − ( )− − −( ) +( )






 + ( )




� � �
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i n=
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,

а из граничного условия (4.30) для неизвестной скалярной функции � �2( , , )r t  после 
подстановки в  него представления (4.34) при m = 2 несложно получить уравнение 
вида:

	 B
i

I R
i

R
n I R

i
n

n
n

n
n

n
2 1

1 1
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Легко заметить, что последнее равенство может выполняться, когда все коэффи-
циенты B n2  положить равными нулю: B n2 0= , либо приравнять нулю выражение 
в  квадратных скобках. Из первого случая следует обнуление скалярной функции 
� �2( , , )r t , что равносильно отсутствию вихревых тороидальных движений внутренней 
среды капли при ее капиллярных осцилляциях. Во втором случае получаем диспер-
сионное уравнение, определяющее апериодически затухающие вихревые тороидаль-
ные движения жидкости. При этом краевая задача для отыскания � �2( , , )r t  полностью 
автономна и никак не связана с остальной частью анализируемой системы. В виду 
этого в нижеследующем изложении функция � �2( , , )r t  рассматриваться не будет.

Для дальнейшего анализа решения удобней рассмотреть динамическое граничное 
условие для нормальной составляющей тензора напряжений (4.28) относительно 
амплитуд возмущения M n, которые легко оценить в экспериментальных и естествен-
ных условиях [11]. Для этого подставим в (4.28) выражения (4.36), (4.37), (4.50) для 
компонент давлений P 1( ), PQ

1( ), Ps
1( ) и разложения (4.33), (4.34) для скалярных функций 

� �1( , , )r t , � �3( , , )r t  с учетом полученных амплитудных коэффициентов An, B n3 . Приме-
няя известные рекуррентные соотношения для функции Бесселя I xn ( ) (см. [18], 
стр. 263):

	
∂ ( )
∂

= ( ) + ( )+

I x
x

I x
n
x

I xn
n n1 , I x

n
x

I x I xn n n+ −( ) = − + ( ) + ( )1 1
2 1 ,

и пользуясь ортогональностью полиномов Лежандра, получим общий вид дисперси-
онного уравнения для полоидальных движений жидкости в излучающей капле:

	 � � � � � �n n ni i3
1

2
2 3 0+ + + =  (n ³ 2)	 (4.51)
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В (4.51) параметр Релея W Q Rº 2 34��  характеризует устойчивость заряженной 
поверхности проводящей капли по отношению к собственному заряду (т.е. в случае, 
когда силы поверхностного натяжения преобладают над электрическими силами). 
При этом условие устойчивости капиллярных осцилляций n-ой колебательной моды 
представляется в виде W n< +( )2  [19]. Для основной моды n = 2 критическая для 
начала реализации электростатической неустойчивости проводящей капли величина 
ее заряда выписывается в виде: Q R Rкр = 4 �� .

Несложно заметить, что учет конечности скорости перераспределения заряда 
капли приводит к увеличению порядка алгебраического уравнения (4.51) по сравне-
нию с дисперсионным уравнением при отсутствии эффекта релаксации заряда. Это 
объясняется усложнением структуры спектра реализующихся движений внутренней 
среды капли за счет появления релаксационных апериодических движений жидко-
сти, связанных с перераспределяющимся по возмущенной поверхности электриче-
ским зарядом. Возникающие приповерхностные электрические токи, обусловлен-
ные сдвигом фаз между капиллярным волновым движением жидкости и течением, 
связанным с перемещением носителей заряда, приводят к диссипации кинетической 
энергии в виде тепла.

Обратим внимание, что влияние вязкости на капиллярные осцилляции капли (на 
основной (второй) колебательной моде n = 2) оценивается величиной безразмерного 

коэффициента кинематической вязкости � �
�

�
�
�

= =
Re 2

2R R
 [20]. Как видно, без-

размерная комбинация µ зависит не только от самого коэффициента кинематиче-
ской вязкости ν, но и от плотности жидкости ρ, коэффициента поверхностного натя-
жения s и радиуса капли R. В связи с этим при неизменных величинах ν, ρ, s жидкость 
может проявлять себя как маловязкая (µ  1) и сильновязкая (µ  1) в зависимости 
от размеров капель. Таким образом, выполнение критерия сильной вязкости (µ  1) 
возможно для очень мелких капель, когда их осцилляции подавляются вязкостью. 
Однако осцилляции капель имеют место для малых значений вязкости (µ  1), соот-
ветствующих большим радиусам.

Оценим величину безразмерного параметра µ, принимая во внимание, что линей-
ные размеры R туманных, облачных и дождевых капель варьируются в пределах от 
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R = 1 мкм до R = 3 5.  мм [21]. Используя средние характеристики водяных капель 
s = 73 дин/см, ρ = 1 г/см3, ν = 0 01.  см2/с и принятые радиусы R, легко показать, что 
значение параметра µ изменяется в  диапазоне от µ = ⋅ −2 10 3 при R = 3 5.  мм до 
µ » 0 117.  при R = 1 мкм. Это означает, что во всех случаях величина безразмерной 
вязкости µ удовлетворяет условию µ  1, что применительно к осцилляциям рассма-
триваемых капель.

Исходя из выше сказанного, для перехода к пределу малой вязкости (µ  1) вос-
пользуемся асимптотическим выражением функции Бесселя I xn ( ) при больших зна-
чениях аргумента [18, стр. 262]:

	 x → ∞: I x
x

x
xn ( ) = ( ) +



















1
2

1 1exp Ο ,

с учетом которого имеем:

	
I x
I x x
n

n

+ ( )
( )

= +









1 1 1
Ο ; x R

i n=
− �
�

,	 (4.52)

Ο – символ порядка [14].
Учитывая асимптотическое поведение функции Бесселя j zn ( ) при малых значе-

ниях аргумента [18, стр. 257]:

	 z ® 0: j z
z

n
zn

n

( ) =
+( )

+ ( )( )2 1
1 2

!!
Ο ,

для которой справедливо рекуррентное соотношение (см. [18, стр. 258]):

	
∂ ( )
∂

= − ( ) + ( )+

j z
z

j z
n
z

j zn
n n1 ,

найдем асимптотическое выражение:

	
j z

zj z n
zn

z n z z

0
0
2

0

1
1

( )
∂ ( )( )

=
+
+ ( )

=

Ο ; z kR0 1
1 2= ε / 	 (4.53)

Используя разложение сферической функции h zn
2( ) ( ) в степенной ряд [18]:

	 h z
z

iz i
n m

n m m z
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m
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2 1
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,

для случая z z= 1 1  получим решение:

	
h z

zh z n
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n
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z n
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n( ) !
!

2
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∂ ( )( )

≈ − +
−( )

( )










( )

=


+

2

1
2 1z n , z kR1 = 	 (4.54)

После подстановки асимптотических разложений (4.52)–(4.54) в (4.51), выпишем 
кубическое дисперсионное уравнение в относительно простом виде:

	 ω ω ωn n nil l il il l3
1

2
21 22 31 32 0+ − +( )− + =  (n ³ 2)	 (4.55)

	 l b
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где ωn0 – собственная частота капиллярных осцилляций заряженной капли проводя-
щей жидкости.

Как видно из (4.55), учет конечности скорости переноса заряда описывается соот-

ношением 4 1 1 1
3 1

1

�� �+ +( )








 + +










−

b
Q
R

n
n

, которое при ε1 → ∞ обращается в ноль. 

В этом случае отсутствие эффекта релаксации заряда обуславливается мгновенным 
перераспределением носителей заряда. В результате (4.55) превращается в дисперси-
онное уравнение для затухающих капиллярных осцилляций заряженной капли иде-
ально проводящей маловязкой жидкости с учетом энергопотерь на электромагнит-
ное излучение:
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= 0,
	(4.56)

где k
c

nº
Reω

 – волновое число.

5. Решение дисперсионного уравнения. Обратимся теперь к решению дисперсион-
ного уравнения (4.55). Данные натурных измерений средних зарядов на каплях есте-
ственного происхождения с типичными размерами от R = 1 мкм до R = 3 5.  мм пока-
зывают, что в  реальных условиях большая часть капель несет малые заряды, не 
превышающие одной десятой Рэлеевского предела [21]. Тогда в случае устойчивой 
поверхности капли по отношению к собственному заряду общий вид комплексной 
частоты задается в виде: ω ω ωn n ni= −Re Im . Вещественная компонента Reωn соот-
ветствует собственной частоте осцилляций, а мнимая отрицательная часть опреде-
ляет полный декремент затухания Im� � �n = +1 2, связанный с потерями первона-
чально запасенной энергии капиллярных осцилляций капли на диссипацию в виде 
тепла за счет вязкости (η1) и на генерацию электромагнитных волн (η2).

При помощи пакета аналитических вычислений, учитывая условие � �2  Re n 
(это следует из того, что формула для η2, определяемая слагаемыми в (4.55), завися-
щими от параметра Релея W , будет содержать малый параметр z kR1 1=  ), получим 
комплексные решения кубического уравнения (4.55). Их реальные Reωn

j( ) и мнимые 
Imωn

j( ) ( j = −1 3) составляющие для разных диапазонов радиусов капель представля-
ются в виде:

для R < 42 мкм:

	 Reωn
1 0( ) = 	 (5.1)
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для R ³ 42 мкм:

	 Reωn
1 0( ) = 	 (5.7)
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В выражениях (5.1)–(5.12) первый корень ω ωn ni1 1( ) ( )= − Im  соответствует зарядово-
релаксационному апериодическому движению жидкости, второй 
ω ω ωn n ni2 2 2( ) ( ) ( )= −Re Im  и третий ω ω ωn n ni3 3 3( ) ( ) ( )= − −Re Im  корни определяют затухаю-
щие капиллярные осцилляции капли (Im Imω ωn n

2 3( ) ( )= , Re Reω ωn n
2 3( ) ( )= − ).

В (5.1)–(5.12) верхний индекс в круглых скобках ( j = −1 3) указывает на порядко-
вый номер корня дисперсионного уравнения (4.55).

Вспомним, что волновое число k cn≡ ( )Re /ω 1  и, принимая во внимание отсутствие 
реальной части (5.1), (5.7) мнимой частоты ωn

1( ), из (5.4), (5.10) найдем декремент зату-
хания η1

1( ) зарядово-релаксационного апериодического движения жидкости:
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для R < 42 мкм:
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для R ³ 42 мкм:
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Из полного декремента затухания Imωn
j( ) ( j = 2 3, ), определяемого выражениями 

(5.5), (5.6) при R < 42 мкм и (5.11), (5.12) при R ³ 42 мкм, выделим отдельные реше-
ния для декремента затухания η1

j( ) ( j = 2 3, ) полоидального движения жидкости в кап-
ле (при вязкости ν ¹ 0):

для R < 42 мкм:
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для R ³ 42 мкм:
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Заметим, что полученные соотношения η1
2( ), η1

3( ) определяются двумя первыми сла-

гаемыми в (5.5), (5.6), (5.11), (5.12), не зависящими от волнового числа k
c

n
j

≡
( )Reω

 

(в полном декременте затухания Imωn
j( ) принимается c → ∞).

Подставляя в третье слагаемое в (5.5), (5.6), (5.11), (5.12) волновое число k
c

n
j

=
( )Reω

 

( j = 2 3, ) и выражения (5.2), (5.3) при R < 42 мкм, (5.8), (5.9) при R ³ 42 мкм для ре-
альных компонент Reωn

j( ) ( j = 2 3, ), из полного декремента затухания Imωn
j( ) (в отсут-

ствие вязкости ν = 0) выразим поправки η2
j( ) ( j = 2 3, ), связанные с энергопотерями 

осциллирующей заряженной капли на излучение электромагнитных волн:
для R < 42 мкм:
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для R ³ 42 мкм:
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,

где коэффициенты где y0, y  зависят от физических параметров задачи.
Отметим, что поправки η2

j( ) ( j = 2 3, ) к декременту затухания на электромагнитное 
излучение зависят от волнового числа k  и определяются конечным значением скоро-
сти распространения электромагнитных волн в вакууме c.
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Для отыскания численных решений дисперсионного уравнения (4.55), положим, 
что осцилляции капель связаны с возбуждением основной (второй) моды n = 2, со-
ответствующей сфероидальным деформациям [20]. Примем для расчетов согласно 
справочным данным [21]: s = 73 дин/см, ρ = 1 г/см3, ν = 0 01.  см2/с, ε1 80= , 
γ = ⋅1 106 СГСЭ, b = 300 СГСЭ. Тогда для внутриоблачных капель, имеющих сред-
ние заряды Q = ⋅ −2 10 5 СГСЭ (~ .0 06Qкр при R = 3 мкм и ~ .0 002Qкр при R = 30 мкм), 
при R = 3 мкм справедливо решение:

	 ω2
1 68 33 10( ) = − ⋅. i рад/с, ω2

2 6 64 61 10 0 56 10( ) = ⋅ − ⋅( ). . i  рад/с

	 ω2
3 6 64 61 10 0 56 10( ) = − ⋅ − ⋅( ). . i  рад/с

Для капли размером R = 30 мкм найдем:

	 ω2
1 3162 10( ) = − ⋅ i рад/с, ω2

2 3 3147 10 5 6 10( ) = ⋅ − ⋅( ). i  рад/с

	 ω2
2 3 3147 10 5 6 10( ) = − ⋅ − ⋅( ). i  рад/с

Используя средние заряды дождевых капель Q = ⋅ −7 10 4 СГСЭ (~ 2 10 3⋅ − Qкр при 
R = 0 25.  мм и ~ 3 10 5⋅ − Qкр при R = 3 5.  мм), для мелкой облачной капли с радиусом 
R = 0 25.  мм получим следующие результаты:

	 ω2
1 51 5510( ) = − , i рад/с, ω2

2 36 1 10 80( ) = ⋅ −( ). i  рад/с

	 ω2
3 36 1 10 80( ) = − ⋅ −( ). i  рад/с

Для крупной дождевой капли с  характерным линейным размером R = 3 5.  мм 
имеем:

	 ω2
1 3154 10( ) = − ⋅ i рад/с, ω2

2 117 0 4( ) = −( ). i  рад/с, ω2
3 117 0 4( ) = − −( ). i  рад/с

Анализ численных расчетов показывает, что первый корень ω2
1( ) является чисто 

мнимым и  соответствует релаксационному апериодическому затухающему движе-
нию жидкости, порожденному перетеканием заряда по возмущенной поверхности 
капли. Второй ω2

2( ) и третий ω2
3( ) корни содержат одинаковые мнимые части и разные 

по знаку реальные компоненты. При этом ω2
2( ), ω2

3( ) ответственны за быстро затухаю-
щие капиллярные осцилляции облачных и дождевых капель. В этом случае величина 
декремента затухания η1

j( ) ( j = 2 3, ) полоидального движения жидкости в  капле на 
один-два порядка слабее частоты собственных осцилляций Reω2

j( ) ( j = 2 3, ).
Кроме того, заметим, что среди решений ω2

2( ), ω2
3( ) физически значимым является 

второй корень ω2
2( ), имеющий положительную вещественную часть Reω2

2 0( ) > . В свя-
зи с  этим для дальнейшего анализа будем использовать решение 
� � � �2

2 2
1
2

2
2( ) ( ) ( ) ( )= − +( )Re n i .

В рассматриваемой ситуации декремент затухания η1
2( ) проявляется в подавлении 

осцилляций капли и,  следовательно, на прекращении радиоизлучения на соответ-
ствующей частоте. Так, осцилляции (электромагнитное излучение) на основной 
моде n = 2 облачной капли размером R = 3 мкм исчезают при значении кинематиче-
ской вязкости ν = 0 08.  см2/с, а для капли R = 30 мкм – при ν = 0 26.  см2/с.

Численные расчеты показывают, что по сравнению с каплей идеально проводя-
щей жидкости учет конечности скорости перераспределения заряда приводит к не-
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большому увеличению собственной частоты осцилляций Reω2
2( ) при снижении радиу-

са капли.
Из рис. 1, на котором представлены расчетные зависимости Re ,ω2

2( ) ( )R W  по фор-
муле (5.2), прослеживается весьма быстрое уменьшение частоты осцилляций Reω2

2( ) 
при возрастании размера R и заряда Q капли (величины параметра Релея W ). Заме-
тим, что кривые построены для основной моды n = 2 при значениях параметра Ре-
лея, достаточно близких к критическому Wкр = 4. Однако в реальных условиях грозо-
вого облака заряды на каплях такие, что величина W  1, поэтому приведенные 
зависимости имеют лишь качественный характер.

Графики зависимостей � �1
2( ) ( )R, , изображенные в соответствие с (5.14) на рис. 2, 

показывают, что декремент затухания η1
2( ), при возрастании радиуса R – снижается по 

обратной квадратичной зависимости, а с ростом кинематической вязкости ν увели-
чивается по линейному закону.

Согласно численным расчетам по (5.13) электропроводность жидкости γ  и поверх-
ностная подвижность носителей заряда b не оказывают влияние на декремент затуха-
ния η1

2( ) капиллярных осцилляций. При этом зависимость собственной частоты Reω2
2( ) 

от величин γ, b весьма мала.
Из общефизических соображений очевидно, что периодически меняющаяся ам-

плитуда M tn ( ) возмущения � �( , )t  равновесной формы капли за счет вязкости затухает 
со временем по экспоненциальному закону:

	 M t R t tn n( ) = +( ) −( )( ) ( )� � � �cos Re exp2
1
2 	 (5.16)

	 � �
�

�
= +













( )

( )0
1
2

2

2

1
Re n

, �
�

�
= −













( )

( )
arctg

Re
1
2

2
n

,

где ε0 0 1= .  – безразмерная амплитуда возмущения.

рад
с

(2) 6
2

Re , 10w

мкм,R

2

3

4

1

а б

W

1

2

3
4

рад
с

(2) 6
2

Re , 10w

Рис. 1. Зависимость собственной частоты Re ( )ω2
2  капиллярных осцилляций 

вязкой заряженной облачной капли
а: от ее радиуса R; кривые 1–4 соответствуют значениям W = 0 1 2 3 3 9. , , , . .

б: от величины параметра Релея W; кривые 1–4 соответствует значениям R = 5 10 15 20, , ,  мкм
Расчеты проведены по формуле (5.2) при n = 2, s = 73 дин/см, ρ = 1 г/см3, ν = 0 01.  см2/с, ε1 80= , 

γ = ⋅1 106 СГСЭ, b = 300 СГСЭ.
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На рис. 3,а иллюстрируются численно рассчитанные по соотношению (5.16) зави-
симости от времени t  амплитуды M t2 ( ) второй моды n = 2 капиллярных осцилляций 
мелкой облачной капли при различных радиусах. На приведенных графиках можно 
наблюдать, что внутриоблачная капля наименьшего размера R = 3 мкм, осциллиру-
ющая на частоте Re .ω2

2 64 61 10( ) = ⋅  рад/с с  декрементом затухания η1
2 60 56 10( ) = ⋅.  

рад/с и периодом затухающих осцилляций T = 1 37.  мкс, возвращается к равновес-
ной форме, совершив » 8 колебаний. Для капли большего радиуса R = 4 мкм с ха-
рактеристиками осцилляций Reω2

2 63 10( ) = ⋅  рад/с, η1
2 60 31 10( ) = ⋅.  рад/с, T = 2 1.  мкс 

число колебаний до полного их исчезновения увеличивается до » 10. Капля разме-
ром R = 5 мкм при Re .ω2

2 62 15 10( ) = ⋅ , η1
2 60 2 10( ) = ⋅.  рад/с, T = 2 93.  мкс совершает 

уже » 11 колебаний за время вязкого затухания, при котором искажение равновесной 
формы снижается до нуля.

Из результатов численных расчетов и рис. 1,а можно сделать заключение, что сни-
жение радиуса капли приводит к  уменьшению периода T  затухающих осцилляций 
так, что чем меньше размер капли, тем ее осцилляции быстрее гасятся вязкостью.

Для сравнения на рис. 3,б приведены временные зависимости амплитуды M t5 ( ) 
пятой моды n = 5, построенные по (5.16) при тех же значениях физических параме-
тров, что на рис. 3,а. Несложно видеть, что скорость снижения амплитуды отклоне-
ния поверхности капли от равновесной сферы увеличивается с ростом номера моды. 
Указанное обстоятельство объясняется повышением величины декремента затуха-
ния η1

2( ) на высоких колебательных модах (см. рис. 4): увеличение номера моды в три 
раза приводит к возрастанию η1

2( ) на порядок.
Для иллюстрации изобразим временную зависимость экспоненциально убываю-

щей со временем амплитуды M tn ( ) возмущения � �( , )t  в случае релаксационного дви-
жения внутренней среды капли, порождаемого переносом заряда по искривленной 
сферической поверхности, в соответствие с законом:

	 M t R tn ( ) = −( )( )� �0 1
1exp ,	 (5.17)

Рис. 2. Зависимость декремента затухания η1
2( ) капиллярных осцилляций вязкой облачной капли 

c зарядом Q = ⋅ −2 10 5 СГСЭ (~ .0 06Qкр  при R = 3 мкм и ~ .0 002Qкр  при R = 30 мкм) от:
а: радиуса R  (а) кривые 1–4 соответствуют значениям ν = 0 01 0 03 0 05 0 1. , . , . , .  см2/с

б: коэффициента кинематической вязкости ν, 
кривые 1–4 соответствует значениям R = 5 10 15 20, , ,  мкм

Расчеты проведены по формуле (5.14) при тех же значениях параметров, что на рис. 1.
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где безразмерная амплитуда возмущения принимается ε0 0 1= . .
Из рис. 5, полученному по выражению (5.17) при n = 2, видно, что релаксацион-

ное движение жидкости имеет апериодический быстро затухающий характер. В соот-
ветствие с численными расчетами для декремента затухания η1

1( ) зарядово-релаксаци-
онного движения жидкости прослеживается линейная зависимость от проводимости 
γ  и подвижности зарядов b. Причем, увеличение γ  сказывается на весьма слабом воз-
растании декремента затухания η1

1( ), а увеличение подвижности b в два раза приводит 
к удвоению величины η1

1( ).

 

а

 

б

Рис. 3. Зависимость амплитуд M tn ( ) различных мод возмущения равновесной формы вязкой облачной 
капли c зарядом Q = ⋅ −2 10 5 СГСЭ (~ .0 06Qкр  при R = 3 мкм и ~ .0 03Qкр при R = 5 мкм) от времени t .

а – n = 2, б – n = 5. Кривые 1–3 соответствуют значениям R = 3 4 5, ,  мкм.
Расчеты проведены по формуле (5.16) при тех же значениях параметров, что и на рис. 1.

Рис. 4. Зависимость декремента затухания η1
2( ) капиллярных осцилляций капли радиуса R = 5 мкм 

c зарядом Q = ⋅ −2 10 5 СГСЭ (~ .0 03Qкр) от номера моды n.
Расчеты проведены по формуле (5.14) при тех же значениях параметров, что на рис. 1.
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На рис. 6 и 7 изображены рассчитанные по (5.15) зависимости декремента затуха-
ния η2

2( ), связанного с излучением электромагнитных волн, от удельной электропро-
водности жидкости γ  и подвижности носителей заряда b. Приведенные кривые каче-
ственно ожидаемы из общефизических тенденций: поправка к декременту затухания 
η2

2( ) почти линейно возрастает при изменении величин γ, b.

Рис. 5. Временная эволюция амплитуды M t2 ( ) основной моды n = 2 возмущения равновесной формы 
капли радиуса R = 5 мкм с зарядом Q = ⋅ −2 10 5 СГСЭ (~ .0 03Qкр), соответствующая зарядово-

релаксационному апериодическому движению жидкости.
Расчеты проведены по формуле (5.17) при тех же значениях параметров, что на рис. 1.

Рис. 6. Зависимость величины поправки η2
2( ) декремента затухания капиллярных осцилляций, 

связанного с излучением электромагнитных волн капли радиуса R = 10 мкм и заряда Q = ⋅ −2 10 5 СГСЭ 
(~ .0 01Qкр), от удельной проводимости γ .

Расчеты проведены по формуле (5.15) при тех же значениях параметров, что на рис. 1.
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Что касается малой добавки η2
2( ) к декременту затухания капиллярных осцилляций, 

определяемой энергопотерями капли на электромагнитное излучение, рассмотрим 
ее поведение при конечных значениях электропроводности жидкости (рис. 8,а), 
а  также в  двух предельных случаях: для капли идеально проводящей жидкости 
(ε1 → ∞) (рис. 8,б) и капли идеально диэлектрической жидкости (ε1 0® ) (рис. 8,в). 
Из графиков рис. 8, построенных в соответствие с (5.15), можно заметить, что вели-
чина поправки η2

2( ) к декременту затухания, связанного с излучением электромагнит-
ных волн, сильно заряженных капель в  случае конечной удельной проводимости 
жидкости на порядок ниже по сравнению с идеальным проводником и на два поряд-
ка выше по сравнению с идеальным диэлектриком. Из этого факта следует, что чисто 
диэлектрическая капля, для которой заряд равномерно распределен по поверхности 
и вморожен в нее, при осцилляциях излучает электромагнитные волны с наимень-
шей интенсивностью.

Как видно из рис. 8, увеличение параметра Релея W  приводит к весьма быстрому 
нарастанию добавки η2

2( ) к  декременту затухания капиллярных осцилляций капли, 
связанного с радиоизлучением. Достигнув наибольшего значения, величина η2

2( ) сни-
жается до нуля в широком диапазоне изменения параметра Релея W  (вплоть до кри-
тических значений). Кроме того, рис. 8 показывает, что возрастание размера капли 
сказывается на быстром уменьшении малой поправки η2

2( ).
6. Электромагнитное излучение. Известно, что вихревая полоидальная часть тече-

ния связана с вязкостью реальной жидкости. Тогда механическая энергия капилляр-
ных осцилляций капли, определяемая кинетической энергией полоидальной состав-
ляющей поля скоростей движения реальной жидкости, теряется на диссипацию 
в виде тепла. В случае маловязкой жидкости положим диссипацию энергии капил-
лярных осцилляций пренебрежимо малой. Учитывая это обстоятельство, в прибли-
жении идеальной жидкости (ν = 0) вязкое затухание отсутствует. Тогда согласно за-
кону сохранения энергии потери механической энергии капиллярных осцилляций, 

Рис. 7. Зависимость величины поправки η2
2( ) декремента затухания капиллярных осцилляций, связанного 

с излучением электромагнитных волн капли радиуса R = 10 мкм и заряда Q = ⋅ −2 10 5 СГСЭ (~ .0 01Qкр), 
от подвижности носителей заряда b.

Расчеты проведены по формуле (5.15) при тех же значениях параметров, что на рис. 1.
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определяемые кинетической энергией потенциальной составляющей поля скоростей 
течения идеальной жидкости, связываются с  излучением электромагнитных волн, 
вызванным наличием ускоренно движущегося заряда. Принимая во внимание, что 
энергия поверхностных колебаний n-й моды ϑn снижается по экспоненциальному 
закону: � �n ~ exp −( )2 2 , запишем общее выражение для мощности излучения [1]:

	 I
d
dt

n
n= − =

�
� �2 2 ,	 (6.1)

где величина η2 находится из дисперсионного уравнения (4.56) в виде [22]:
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При использовании теоремы вириала представим ϑn в виде удвоенной средней за 
период кинетической энергии потенциального движения жидкости в капле:

	 �
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Рис. 8. Зависимость поправки η2
2( ) декремента затухания капиллярных осцилляций, связанного 

с излучением электромагнитных волн заряженной облачной капли, от величины параметра Релея W.
а – ε1 80= , б – ε1 = ∞, в – ε1 0= ; кривые 1–3 соответствуют значениям R = 26 28 30, ,  мкм.

Расчеты проведены по формуле (5.15) при тех же значениях параметров, что на рис. 1.

а

б в
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где M Rn = ε  – размерная амплитуда осцилляций n-ой колебательной моды.
В итоге, подставляя (6.2), (6.3) в (6.1), получим окончательное аналитическое вы-

ражение для мощности излучения единичной заряженной капли идеальной проводя-
щей жидкости, осциллирующей на фиксированной частоте ωn0:
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Согласно данным натурных измерений большая часть облачной воды сосредото-
чена в  каплях с  типичными радиусами от 3 до 30 мкм и  концентрацией ~103  см–3. 
Максимум функции распределения таких капель по размерам приходится на диапа-
зон 3–7 мкм [21].

Подставляя в  (6.4) приведенные ранее средние характеристики внутриоблачных 
капель, осциллирующих на основной (второй) моде n = 2 с амплитудой M R2 0 1= . , 
несложно оценить интенсивность электромагнитного излучения, равную 
I ~ 1 10 39⋅ −  эрг/с, для капли размером R = 3 мкм и  зарядом Q = ⋅ −5 10 5  СГСЭ 
(~ .0 16Qкр), осциллирующей на частоте ω2 0

64 6 10= ⋅.  рад/с с поправкой к декременту 
невязкого затухания η2

332 10= ⋅ −  рад/с, идущего на генерацию электромагнитного 
излучения. При возрастании радиуса капли на порядок R = 30 мкм, имеющей заряд 
Q = ⋅ −1 1 10 3.  СГСЭ (~ .0 11Qкр), мощность излучения снижается на два порядка вели-
чины: I ~ 7 10 42⋅ −  эрг/с при ω2 0

3146 10= ⋅  рад/с и η2
371 10= ⋅ −  рад/с.

На рис. 9 приведены результаты расчетов по формуле (6.4) в  виде зависимостей 
I R W,( ). Видно, что интенсивность излучения I  единичной облачной капли идеаль-
ной идеально проводящей жидкости, осциллирующей на основной (второй) моде 
n = 2, при возрастании радиуса R убывает по обратному квадратичному закону. Не-
сложно заметить, что график функции I W( ) (рис. 9,а) качественно повторяет зависи-
мость поправки η2

2( ) ( )W  к  декременту затухания капиллярных осцилляций капли 
маловязкой идеально проводящей жидкости, определяемого потерями на электро-
магнитное излучение (рис. 8,б). Интересно отметить, что учет малой вязкости по 

Рис. 9. Зависимость интенсивности электромагнитного излучения I заряженной капли идеальной 
идеально проводящей жидкости от параметра Релея W (а) и радиуса R (б).

а: Кривые 1–3 соответствуют значениям R = 26 28 30, ,  мкм.
б: Кривые 1–3 соответствуют значениям W = 2 2 5 3, . , .

Расчеты проведены по формуле (5.4) при n = 2, s = 73 дин/см, ρ = 1 г/см3

а

б
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сравнению с идеальной жидкостью приводит лишь к весьма малым количественным 
изменениям.

Сравним теперь между собой интенсивности излучения I  заряженной невязкой 
идеально проводящей капли в двух случаях: учитывая в степенном асимптотическом 
разложении сферической функции Бесселя h zn

2( ) ( ) при малых z(см. [18, стр. 257, ф-ла 
10.1.17]) все члены ряда по методике Н.А. Богатова [7] и сохраняя только старшие 
слагаемые как это делалось в [1].

Зависимость I R W,( ) (см. рис. 10), построенная для второй моды осцилляций n = 2 
по выражению [1]:
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указывает на качественные и количественные расхождения по сравнению с числен-
ными расчетами по формуле (6.4) при n = 2 в методике Н.А. Богатова. Из выражения 
(6.5) при амплитуде возмущения M R2 0 1= .  и рис. 10 видно, что мощность излучения 
не зависит от размера капли и  на 31–33 порядка величины выше (при изменении 
радиуса облачной капли от R = 3 мкм до R = 30 мкм).

Следует отметить, что использование корректного асимптотического представле-
ния сферической функции Бесселя h zn

2( ) ( ) (а именно: учет всех членов степенного 
ряда) приводит к качественному и количественному согласованию полученных ре-
зультатов интенсивности излучения капли идеальной идеально проводящей жидко-
сти, осциллирующей на основной (второй) моде n = 2, выполненных на основе фи-
зико-химической гидродинамики двумя методами: на основе закона сохранения 
энергии и в рамках теории излучения [11].

Ясно, что при снижении электропроводности жидкости уже сказывается конеч-
ность скорости переноса электрического заряда при деформациях равновесной фор-

Рис. 10. Зависимость интенсивности электромагнитного излучения I заряженной капли идеальной 
идеально проводящей жидкости от параметра Релея W, построенная по [1].
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мы капли. Данное обстоятельство приводит к снижению характеристик излучения, 
полученных без учета эффекта релаксации заряда. Примем для оценки 
γ = ⋅1 106 СГСЭ, b = 300 СГСЭ. Так для наименьшей облачной капли R = 3 мкм с за-
рядом Q = ⋅ −5 10 5 СГСЭ (~ .0 16Qкр), осциллирующей на частоте Re .ω2

2 64 56 10( ) = ⋅  
рад/с, получена интенсивность излучения I ~ 8 10 40⋅ −  эрг/с при добавке к декременту 
затухания капиллярных осцилляций, равной η2

2 331 10( ) −= ⋅  рад/с. Для наиболее круп-
ной внутриоблачной капли R = 30 мкм, несущей заряд Q = ⋅ −1 1 10 3.  СГСЭ (~ .0 11Qкр), 
интенсивность излучения составила I ~ 5 10 42⋅ −  эрг/с при Reω2

2 3146 10( ) = ⋅  рад/с, 
η2

2 387 10( ) −= ⋅  рад/с.
Из проведенных численных расчетов, проиллюстрированных на рис. 11, для заря-

женной капли вязкой жидкости с конечной электропроводностью, осциллирующей 
на второй моде n = 2, выясняется, что интенсивность излучения I  при изменении 
размера капли R снижается по закону ~ R-2. При этом зависимость мощности излу-
чения I  от величины параметра Релея W  (рис. 11,а) качественно схожа с графиком 
зависимости малой поправки η2

2( ) ( )W  к декременту затухания, связанного с излуче-
нием электромагнитных волн (рис. 8,а).

Из сравнения рис. 9 и 11 можно сделать заключение, что учет конечности скорости 
переноса электрического заряда при капиллярных осцилляциях капли маловязкой 
жидкости приводит снижению (примерно на порядок величины или в пределах по-
рядка величины в зависимости от параметра Релея W ) интенсивности излучения.

Заключение. Согласно выше изложенному учет конечности скорости переноса 
заряда приводит к уменьшению интенсивности радиоизлучения от осциллирующй 
заряженной капли, и в первую очередь этому способствует вязкость жидкости, сни-
жающая частоты осцилляций.

Работа выполнена в  ИПМех РАН в  рамках Государственного задания 
АААА-А20-120011690131-7.
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Effect of Charge Relaxation Effect on Electromagnetic Radiation Intensity 
of Oscillating Viscous Liquid Drop
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aIshlinsky Institute for Problems in Mechanics of the RAS, Moscow, Russia
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Theoretical asymptotic methods have shown that the electric charge relaxation effect affects 
the physical characteristics of the electromagnetic radiation of the oscillating charged droplet. 
Analytical expressions are obtained for frequencies, decrements of attenuation of capillary 
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oscillations of droplets due to viscous attenuation and energy losses on radiation. It has been 
shown that the frequencies of electromagnetic radiation of cloud droplets, realized in the 
ranges of hundreds of kilohertz and megahertz units, decrease with an increase in the radius 
and charge parameter of the emitting droplet, as well as attenuation decrements associated 
with radiation. Intensity of emission of electromagnetic waves decreases with decrease of 
electrical conductivity and mobility of charges in liquid.

Keywords: charged drop, capillary oscillations, charge relaxation
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работать при постоянных давлениях в изначально невозмущенном бесконечном 
пласте с  вертикальной магистральной трещиной постоянной ширины. 
Методом преобразования Лапласа получены аналитические решения для полей 
давления в трещине и пласте, а также скорости течения в трещине. Рассмотрена 
приближенная модель, использующая автомодельное решение задачи 
о фильтрации несжимаемой жидкости в упругом полупространстве с постоянным 
давлением на границе для моделирования фильтрационных утечек. Выяснено, что 
для ряда модельных параметров простое аналитическое решение приближенной 
модели дает приемлемые результаты.
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1. Введение. На добывающих скважинах для повышения нефтеотдачи низкопро-
ницаемых нефтяных коллекторов создают технологические трещины гидроразрыва 
пласта (ГРП). Для того чтобы эти трещины не смыкались под действием нормаль-
ных сжимающих напряжений они закрепляются твердым гранулированным мате-
риалом – проппантом. С другой стороны, на нагнетательных скважинах, вводимых 
для поддержания высокого пластового давления в  истощенных коллекторах, из-за 
высоких давлений нагнетания жидкости образуются разрывы породы  – техноген-
ные трещины авто-ГРП. Часто трещины авто-ГРП достигают добывающих скважин. 
Со временем эти разрывы породы промываются нагнетаемыми фильтрационными 
потоками и  вследствие эрозии трансформируются в  незакрепленные проппантом 
трещины с некоторым характерным раскрытием. Таким образом, в коллекторе об-
разуется система скважина–трещина–скважина–пласт, в которой возникает били-
нейный поток, представляющий одномерное течение в  трещине авто-ГРП и  пер-
пендикулярное трещине фильтрационное течение в коллекторе с прямолинейными 
траекториями частиц.

Впервые билинейный поток в  бесконечном пласте в  закрепленной проппантом 
трещине ГРП бесконечной длины был, вероятно, аналитически изучен в работе [1]. 
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Методом преобразования Лапласа получена асимптотическая зависимость падения 
забойного давления как корень четвертой степени от времени на больших време-
нах. Однако решение для давления в  пласте в  этой работе не было получено. Как 
и в [1] в работах [2, 3] также операционным методом изучалось течение в бесконеч-
ной трещине закрепленной проппантом в  неограниченном пласте. В  [2] описание 
фильтрационного течения в  трещине сведено к  интегральному уравнению типа 
свертки, получены решения для полей давления в трещине при постоянном давле-
нии и постоянном расходе на забое добывающей скважины. В случае работы скважи-
ны с постоянным дебитом, как и в [1], получена зависимость забойного давления от 
времени в степени одна четвертая, а также закон изменения расхода на скважине при 
заданном постоянном давлении. Решение для давления в  пласте также не рассма-
тривается. В работе [3] пласт и трещина также предполагаются бесконечными. Для 
билинейного течения методом преобразования Лапласа получено решение как для 
давления в закрепленной трещине ГРП, так и для давления в пласте при постоянном 
давлении на забое скважины. В [4] методом преобразования Лапласа найдены анало-
гичные аналитические решения для закрепленной проппантом трещины конечной 
длины в  бесконечном коллекторе при заданном забойном давлении или заданном 
расходе на скважине. В случае конечной трещины решения представляются в виде 
интегралов от рядов.

В работе [5] операционным методом получены аналитические решения для били-
нейного течения в  бесконечном пласте с  не закрепленной проппантом бесконеч-
ной трещине авто-ГРП постоянной ширины при заданном постоянном давлении на 
скважине и постоянном пластовом давлении. Аналитические решения для билиней-
ного потока в случае заданного расхода на скважине для такой же геометрической 
конфигурации задачи получены в [6].

Недостатком решений [5, 6] является их ограниченность при применении к реаль-
ным трещинам авто-ГРП конечной длины. Эти решения можно использовать только 
до времен пока волна давления в  трещине не достигнет конца трещины авто-ГРП 
или что то же самое, пока частицы жидкости не достигнут конца трещины. Для отно-
сительно широких трещин порядка 0.5 мм в низкопроницаемых пластах эти времена 
могут измеряться минутами и  меньше. Очевидно, что характерные времена филь-
трационного течения в конечном пласте вообще и билинейного режима течения [1] 
в  частности намного больше, чем указанные времена существования решений для 
бесконечных трещин и могут применяться только для очень узких трещин или для 
высокопроницаемых пластов. В последнем случае вследствие большой утечки жид-
кости через стенки трещины авто-ГРП возникают ползущие течения.

Для того чтобы аналитические решения можно было применять для процессов 
фильтрации с характерными временами порядка времен существования билинейно-
го течения, в данной работе рассматривается постановка задачи о билинейном тече-
нии в бесконечном в одном направлении коллекторе с трещиной авто-ГРП конечной 
длины и постоянной ширины.

2. Постановка задачи, математическая модель и безразмерные уравнения. Нагнетание 
жидкости в пласт через стенки трещины происходит со скоростью, имеющую только 
нормальную составляющую к  стенкам трещины. Поэтому, траектории частиц жид-
кости в пласте непосредственно у стенки трещины всегда прямолинейны и перпен-
дикулярны ей. На ранних временах фильтрации такая же картина будет наблюдаться 
и в объеме пласта. Однако на поздних временах фильтрации, вследствие нагнетания 
и/или отбора жидкости скважинами/скважиной, в  пласте могут появиться значи-
тельные горизонтальные градиенты давления и составляющие скорости фильтрации, 
параллельные направлению трещины, станут величинами одного порядка с нормаль-
ными составляющими скорости фильтрации. Траектории течения жидкости в пласте 
начнут искривляться, и билинейный режим течения не будет иметь места.
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Таким образом, рассматривается задача о билинейном потоке в сопряженной си-
стеме конечная трещина/бесконечный пласт. Геометрия задачи показана на рис. 1, 
где показана область течения. Трещина начинается на нагнетательной скважине 
и заканчивается на добывающей. Трещина имеет постоянную ширину w и длину L. 
Течение в пласте и трещине однофазное и изотермическое. Предполагается, что тре-
щина заполнена той же ньютоновской жидкостью, что и пласт. На скважинах заданы 
различные постоянные давления. Далее все решения получены для верхней полупло-
скости. Фильтрационное течение в нижней полуплоскости получается зеркальным 
отражением относительно оси симметрии трещины авто-ГРП.

Течение в пласте описывается уравнением пъезопроводности. Течение в трещине 
авто-ГРП описывается уравнениями сохранения массы и  движения несжимаемой 
жидкости в  гидравлическом приближении [7] для трещины постоянной ширины 
с  учетом проницаемости стенок канала с  пористостью (просветностью) m. В  рабо-
те [6] показано, что данную нестационарную систему уравнений можно линеаризо-
вать. Линеаризованная система уравнений имеет вид:
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где v  – скорость течения жидкости ГРП в трещине; uL  – скорость фильтрационной 
утечки по нормали к стенкам трещины; p – давление в трещине; pr – давление в пла-
сте; ρ – постоянная плотность жидкости в трещине; m – коэффициент пористости 
породы; µ – динамическая вязкость жидкости; k  – проницаемость пласта; βl и βs – 
коэффициенты сжимаемости жидкости в пласте и скелета породы, соответственно.

В системе уравнений (2.1)–(2.3) течение в трещине является одномерным, а тече-
ние в пласте – двухмерным с прямолинейными траекториями, параллельными оси 
ординат (рис. 1).

На стенке трещины выполняется динамическое условие непрерывности давления:

	 p x y t p x tr ( , , ) ( , )= =0 ,	 (2.4)

Рис. 1. Схема к постановке задачи
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В начальный момент времени жидкость в трещине и пласте покоится, а давление 
в трещине равно пластовому давлению

	 v x p x p p x y pk r k( , ) , ( , ) , ( , , ) ,0 0 0 0= = = 	 (2.5)

где pk – пластовое давление.
В начальный момент времени обе скважины одновременно начинают работать 

с постоянными, но различными давлениями. Таким образом, граничные условия на 
скважинах следующие
	 p t p p L t p( ( , )0 1 2, ) ,= = ,	 (2.6)

где p1 и p2 – постоянное давление на левой и правой скважинах.
На бесконечности потребуем равенства давления в коллекторе пластовому давле-

нию:

	 lim ( , , )
y r kp x y t p
→∞

= 	 (2.7)

Уравнения (2.1)–(2.7) образуют замкнутую систему.
Введем безразмерные переменные
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где характерные и безразмерные параметры, а также размерный параметр C  равны
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где L  – расстояние между скважинами. Если p p pk1 2> > , то левая скважина явля-
ется нагнетательной, а правая – добывающей. Если p p pk2 1> > , то наоборот. В обо-
их случаях безразмерные параметры A и B являются положительными величинами, 
а  параметр C  имеет размерность скорости и  зависит от знака характерного давле-
ния p*.

С учетом (2.8), (2.9) безразмерные уравнения (2.1)–(2.7) примут вид

	 ∂
∂
=
∂
∂

=

v
x

A
p
y

r

y 0

	 (2.10)

	 0 = −∂
∂
−

p
x

Bv 	 (2.11)

	
∂
∂
=
∂

∂

p
t

p

y
r r

2

2
	 (2.12)

	 p x y t p x tr ( , , ) ( , )= =0 	 (2.13)

	 v( , ) , ( , ) , ( , , )x p x p x yr0 0 0 0 0 0= = = 	 (2.14)

	 p t
p p

p
p t

p p
p

k k
1

1
2

20 1( , ) , ( , )
* *

=
−

=
−

	 (2.15)

	 lim ( , , )
y rp x y t
→∞

= 0	 (2.16)



726 АНАЛИТИЧЕСКОЕ РЕШЕНИЕ ЗАДАЧИ О БИЛИНЕЙНОМ ТЕЧЕНИИ

3. Применение метода преобразования Лапласа. Применим преобразование Лапла-
са [8] по безразмерному времени

	
F x f x t e dt L f x t
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к системе уравнений (2.10)–(2.16). Обозначим изображения искомых функций сле-
дующим образом:

	 V x L v x t P x L p x t P x y L p x y tr r( , ) { ( , )}, ( , ) { ( , )}, ( , , ) { ( , , )}ω ω ω= = = 	 (3.2)

С учетом начальных условий (2.14) получим следующую систему ОДУ для изобра-
жений
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Безразмерное условие непрерывности давления в  изображениях преобразуется 
к виду

	 P x y P xr ( , , ) ( , )= =0 ω ω 	 (3.6)

Граничные условия (2.15) для изображения запишутся в форме
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Условия на бесконечности (2.16) примут вид

	 lim ( , , )
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=ω 0	 (3.8)

Получим следующее решение системы ОДУ (3.3)–(3.5) с дополнительными усло-
виями (3.6)–(3.8):
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В первом выражении (3.9) берется положительная ветвь квадратного корня ω на 
действительной оси.

Для нахождения оригиналов изображений (3.9) применяется теорема обращения 
Меллина [8]:
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Для всех изображений (3.9) начало координат ω = 0 является одновременно и по-
люсом, и  точкой ветвления. Также полюсами всех изображений являются нули их 
знаменателей
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но последнее выражение не является положительной ветвью квадратного корня на 
действительной оси.

Следовательно, для интегрирования изображений рассмотрим замкнутый контур 
на комплексной плоскости с  разрезом вдоль отрицательной действительной полу-
оси, показанный на рис. 2. Внутри выбранного контура и на контуре функции (3.9) 
являются однозначными аналитическими функциями.

Обход от точки А1 до С происходит по часовой стрелке. Далее обходится контур 
CDEFB1A1. Обозначим дуги А1С и FB1 соответственно через CR

1  и CR
2 . Окружность DE 

обозначается через Cr, а координаты точек F(C) и E(D) соответственно через (–R, 0) 
и (–r, 0). Координаты точек А1 и В1 равны (a,  R a2 2- ) соответственно.

С использованием второго выражения (3.10) найдем оригинал изображения пла-
стового давления P x yr ( , , )ω , представленного последним выражением (3.9):

	 p x y t
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	 (3.11)

Рис. 2. Контур интегрирования
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Внутри рассматриваемого контура и на контуре нет ни точек ветвления, ни полю-
сов, следовательно, по теореме Коши [8]:
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	 (3.12)

Заметим, что изображения (3.9) стремятся к нулю при ω→ ∞. По лемме Жорда-
на [8] интегралы по CR

1  и CR
2  в (3.12) стремятся к нулю при R → ∞.

На контуре Cr имеем � �= rei , � �1 2 1 2 2/ / /= r ei , � �1 4 1 4 4/ / /= r ei . Подстановка этих вы-
ражений в интеграл по этому контуру и применение правила Лопиталя дает

	 lim ( , , ) [ ( ) ]
r rC

tP x y e d i p x p x
r→ ∫ = − +

0 1 22 1� � �� 	 (3.13)

Остается рассмотреть интегралы на нижнем и верхнем берегах разреза вдоль дей-
ствительной оси. Заметим, что вдоль нижнего разреза � � � ��= = −−e ii , , 
� � �1 4 1 4 4/ / /= −e i , а  вдоль верхнего разреза � � � ��= =e ii , , � � �1 4 1 4 4/ / /= ei

� � � ��= =e ii , , � � �1 4 1 4 4/ / /= ei . Вычисление соответствующих интегралов дает:
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	 (3.15)

В (3.14) и (3.15) введено обозначение

	 �
�

= ≥AB
4

2
0

Из (3.11)–(3.15) после довольно громоздких выкладок, которые здесь не приводят-
ся, следует решение для пластового давления
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	 Z x y e e y x y xx
4

1 2 1 1( , , ) sin ( ) sin ( )( )� � � � �� �= + −( )− − +( )





+

Легко проверяется, что числитель в  подынтегральном выражении в  (3.16) обра-
щается в нуль на концах трещины. Из (2.13) и (3.16) следует решение для давления 
в трещине авто-ГРП:
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Поле скорости в  трещине можно получить из (2.11) дифференцированием поля 
давления (3.17) по безразмерной пространственной координате:
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В (3.18) штрих наверху обозначает производную по безразмерной пространствен-
ной координате x .

Непосредственная проверка показывает, что выражения (3.16)–(3.18) являются 
точными решениями системы уравнений (2.10)–(2.12). Для полученных решений 
проверка граничного условия (2.15), по сути, была уже выполнена выше. Граничное 
условие (2.16) следует из построения ограниченного решения для изображения пла-
стового давления при y → ∞. Выполнение начальных условий для решений (3.16)–
(3.18) следует из теоремы обращения Меллина при t < 0 [8].

Из (3.16) можно получить выражения для составляющих размерной скорости 
фильтрации в пласте
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где ( ) ,Zi y
¢  i = 1 4,   – производная соответствующей функции по безразмерной про-

странственной координате y.

	
∂
∂

= − +
′ − ′



 + ′ −−p x y t

x
p p

e p Z Z p Z
r

t
x x x( , , ) ( ) ( ) ( ) (

2 1
1 1 2 2 31

� �

� ZZ

e e
dx4

2 4
0 1 2 2

′





− +













∞

∫
)

cos� ��
�

	
( ( , , )) sin ( ) sin

cos

Z x y e e y x y x

e

x
x

1
2

2

2� � � � � �

�

� �

�

′ = + −( )− −( )−


− yy x y x+ −( ) + −( )� � �( ) cos2

	
( ( , , )) sin sin ( )( )Z x y e e y x y x

e

x
x

2
2 2

2

2� � � � � �� �′ = − +( ) + − −( ) +


+

−

�� � � � �cos cos ( )y x y x+( )− − −( )2
	 (3.21)

	
( ( , , )) sin ( ) sin ( )( )Z x y e e y x y xx

x
3

1 2 1 1� � � � � �� �′ = − + +( ) + − −( ) +


−


+ + +( )− − −( )e y x y x2 1 1� � � � �cos ( ) cos ( )

	
( ( , , )) sin ( ) sin ( )( )Z x y e e y x y xx

x
4

1 2 1 1� � � � � �� �′ = + −( )− − +( )−


+

−− + −( ) + − +( )e y x y x2 1 1� � � � �cos ( ) cos ( )

В свою очередь из (3.20) следует выражение для размерной утечки в пласт (притока 
из пласта):

	 u x t C
p
yL

r

y

( , ) =
∂
∂

=0

	 (3.22)

Уравнения прямолинейных траекторий жидкости в пласте имеют вид

	
dy x t

dt

W x y t

m
y xr y r

r

( , ) ( , , )
; ( , )= =0 0,	 (3.23)

где правая часть (3.23) определяется первым уравнением (3.19) и (3.20).
Решение для скорости жидкости в  трещине (3.18) определяет закон движения 

жидкости в трещине
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dx

dt
x t xf

f f= v v* ( , ); ( )0 0= 	 (3.24)

Полученные решения можно использовать для моделирования однофазной филь-
трации в реальном ограниченном пласте с трещиной конечной длины при одновре-
менном выполнении двух условий. Первое условие  – должен существовать били-
нейный поток с прямолинейными траекториями в пласте; второе условие – частицы 
жидкости, определяемые уравнением (3.23), не должны пересекать границ реального 
пласта. Таким образом, одновременно должны выполняться условия

	
W
W

x

y

 1 и  y x t Lr y( , ) < ,	 (3.25)

где Ly – протяженность симметричного в направлении координаты y реального пла-
ста.

4. Аналитическое решение упрощенной модели. Если нет необходимости следить за 
фильтрационным течением в пласте, то можно ограничиться только рассмотрением 
течения в трещине. Такая задача была решена численно в работе [9], применительно 
к  индикаторным (трассерным) исследованиям пласта, где в  уравнении движения 
были учтены все слагаемые. Утечка (приток) жидкости из трещины в пласт (из пла-
ста) моделировалась выражением

	 u
k
w

p p

t
L

k=
−

� ��

( )
,	 (4.1)

которое является следствием автомодельного решения при геометрически линейной 
фильтрации изотермической однофазной жидкости в  полуплоскости с  заданными 
постоянными давлениями на добывающей (нагнетательной) галерее и на бесконеч-
ности [10]. В зарубежных научных изданиях выражение (4.1) называют утечкой Кар-
тера [11] и широко используют в симуляторах при моделировании ГРП в нефтегазо-
вом деле [12].

В трассерных исследованиях в  закачиваемую в  нагнетательную скважину жид-
кость добавляется индикатор в небольших концентрациях. Обычно это химические 
или радиоактивные соединения, не изменяющие реологических свойств жидкости. 
Трассерные исследования проводятся с целью определения наиболее проницаемых 
областей пласта по времени прихода первой порции концентрации индикатора, либо 
времени прихода максимума концентрации индикатора в  добывающую скважину. 
Для самых высокопроницаемых каналов – трещин, можно пренебречь диффузион-
ными процессами.

Если использовать уравнения (2.1), (2.2) и (4.1) то безразмерная система уравне-
ний примет вид
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	 p t p p t p( , ) , ( , )0 11 2= = 	 (4.4)

В размерных переменных решение задачи (4.2)–(4.4) имеет вид
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Знаки в (4.7) соответствуют конфигурации, когда левая скважина нагнетательная, 
а правая – добывающая. Время в (4.5)–(4.7) является параметром. Это решение также 
применимо, пока выполняются неравенства (3.25). Характерные и безразмерные па-
раметры определяются согласно (2.8), (2.9). Параметр D определяется согласно (4.2).

Из (4.6)–(4.7) можно найти закон движения координаты x*, при которой мгновен-
ная скорость течения в трещине равна нулю («координата застойной зоны»):
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5. Результаты численных расчетов. По полученным аналитическим решениям по-
строим графики для двумерного давления в пласте, давления и скорости в трещине, 
а также утечек в пласт в некоторые моменты времени. Результаты расчетов показаны 
на рис.  3–10. При построении графиков использовались следующие параметры. 
В  качестве жидкости бралась вода с  плотностью ρ = 1000 кг/м3 и  вязкостью 
µ = 0 001.  Па∙с. Коэффициент упругоемкости воды равен βl =

−10 10 Па–1. Коэффици-
ент упругоемкости скелета породы равен βs =

−10 11 Па–1. Пористость пласта равна 
m = 0 1. . Проницаемости пород варьировались от 1 мД до 100 мД. Длина трещины 
равна 200 м. Протяженность пласта в направлении y  равна Ly = 50 м. Ширина тре-
щины w  варьировалась от 5∙10–5 м до 1.5∙10–4 м. Пластовое давление равно pk = 250 атм 
(2.5∙107 Па). Давления на скважинах симметричны относительно пластового давле-
ния и равны pl = 350 350 атм (3.5∙107 Па) и p2 150=  150 атм (1.5∙107 Па).

Поскольку полученные решения справедливы для пласта бесконечной протяжен-
ности, то при практическом применении этих решений к  пласту конечной протя-
женности необходимо контролировать координату фронта жидкости в пласте и вре-
мя существования билинейного режима согласно (3.25). Эти условия соблюдаются 
при построении графиков решений.

На рис. 3 показано изменение давления по длине трещины для трех моментов вре-
мени t = 1, 24 и  72  ч  при различных проницаемостях пласта и  ширине трещины 
w = 0 0001.  м. Видно, что чем выше проницаемость пласта, тем выше градиент давле-

Рис. 3. Изменение давления в трещине в моменты времени (а–в) – t = 1, 24 и 72 ч для различных 
проницаемостей пласта k . Ширина трещины равна w = −10 4 10–4 м: 1–3 – k = 1, 10, 100 мД
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ния около скважин и, тем более пологий профиль давления в середине трещины. Это 
является следствием большей скорости утечки жидкости через стенки трещины. Со 
временем профиль давления в  трещине деформируется уменьшая свою кривизну. 
Для слабопроницаемых пластов профиль давления в трещине стремится к линейно-
му профилю.

На рис. 4 показано изменение давления по длине трещины для тех же моментов 
времени, что и на рис. 3 для проницаемости пласта k = 1 мД при различных ширинах 
трещин. Видно, что чем меньше ширина трещины, тем выше градиент давления око-
ло скважин и, тем более пологий профиль давления в середине трещины. Это также 
является следствием большей скорости утечки жидкости через стенки трещины при 

Рис. 4. Изменение давления в трещине в моменты времени (а–в) – t = 1, 24 и 72 ч для различных 
значений ширины трещины w. Проницаемость пласта равна k = 1 мД: 1–3 – w = 5∙10–5, 10–4, 1.5∙10–4 м
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Рис. 5. Изменение скорости в трещине в моменты времени (а–в) – t = 1, 24 и 72 ч для различных 
проницаемостей пласта k. Ширина трещины равна w = 10–4 м: 1–3 – k = 1, 10, 100 мД

˜,x ˜,x ˜,x

v,
 ̃

/°
 2

3

1
2
3

1
2
3

1 ˛ ˝˙

Рис. 6. Изменение скорости в трещине в моменты времени (а–в) – t = 1, 24 и 72 ч для различных 
значений ширины трещины w. Проницаемость пласта равна k = 1 мД: 1–3 – w = 5∙10–5, 10–4, 1.5∙10–4 м
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меньших ширинах трещин. В этом случае профиль давления в трещине также со вре-
менем деформируется уменьшая кривизну.

На рис. 5 представлено изменение скорости течения по длине трещины для тех же 
моментов времени, что и  на предыдущих рисунках для трещины шириной 
w = 0 0001.  м. при различных проницаемостях пласта. Видно, что чем меньше про-
ницаемость пласта, тем ниже скорость течения в трещине у скважин и тем выше вда-
ли от них из-за меньших утечек при течении. Со временем происходит деформация 
профилей скорости, а максимальные скорости течения уменьшаются.

Рис. 7. Изменение скорости утечки жидкости в пласт по длине трещины в моменты времени (а–в) – 
t = 1, 24 и 72 ч для различных проницаемостей пласта k . Ширина трещины равна w = −10 4 м: 

1–3 – k = 1, 10, 100 мД
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Рис. 8. Распространение давления в пласте в моменты (I–III) – t = 1, 24 и 72 ч. 
Ширина трещины равна w = 10–4 м: (а–в) – k = 1, 10, 100 мД.
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На рис. 6 показано изменение скорости течения по длине трещины для трещин 
различной ширины и проницаемости пласта k = 1 мД. Видно, что чем меньше шири-
на трещины, тем ниже скорость течения в трещине из-за большего вязкого трения 
(гидравлического сопротивления) в этом случае. Максимальные скорости также со 
временем уменьшаются вследствие утечек жидкости в пласт.

Рис. 9. Распространение давления в пласте в моменты (I–III) – t = 1, 24 и 72 ч. 
Проницаемость пласта равна k = 1 мД: (а–в) – w = 5∙10–5, 10–4, 1.5∙10–4 м
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Рис. 10. Сравнение скорости в трещине в различные моменты времени (а–в) – t = 1, 24 и 72 ч при 
различных ширинах трещины: толстые линии – скорость, вычисленная по формуле (3.18), тонкие линии – 

скорость, вычисленная по упрощенной модели, формула (4.6). 
Проницаемость пласта k = 1 мД: 1–3 – w = 5∙10–5, 10–4, 1.5∙10–4 м
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На рис. 7 показана деформация со временем профиля скорости утечки по длине 
трещины с раскрытием w = 0 0001.  м для различных проницаемостей пласта. Очевид-
но, что скорость утечки растет с ростом проницаемости пласта. В силу симметрии 
рассматриваемых граничных условий в центральном сечении трешины утечка жид-
кости равна нулю. До этого сечения утечка жидкости отрицательная – жидкость уте-
кает в  пласт, а  после этого сечения утечка становится положительной  – жидкость 
поступает в трещину из пласта.

На рис. 8 показаны изолинии нестационарного двухмерного поля давления в пла-
сте для тех же моментов времени, что и на предыдущих рисунках для различных про-
ницаемостей пласта и ширине трещины равной w = 0 0001.  м. Видно, что с увеличе-
нием проницаемости пласта k  наклон изолиний к  оси абсцисс уменьшаается, 
изолинии искривляются, а области невозмущенного состояния пласта сокращаются.

На рис. 9 показаны изолинии нестационарного двухмерного поля давления в те же 
моменты времени для трещин различной ширины и фиксированной проницаемости 
пласта k = 1 мД. Видно, что с увеличением проницаемости пласта k  наклон изолиний 
к оси абсцисс уменьшается, изолинии искривляются, а области невозмущенного со-
стояния пласта сокращаются.

Сравнение полей скорости в трещине согласно решению (3.18) и по приближен-
ному решению (4.6)–(4.7) показано на рис. 10. Видно, что для некоторых параметров 
выполняется хорошее соответствие.

Полученные аналитические решения могут использоваться при тестировании чис-
ленных схем симуляторов, моделирующих процессы фильтрации в линейно-упругих 
пластах с вертикальными трещинами авто-ГРП с постоянным раскрытием. В част-
ности, полученные решения могут использоваться при моделировании трассерных 
исследований.

Заключение. Представлена модель билинейного нестационарного течения в систе-
ме трещина конечной длины/водонасыщенный линейно-упругий пласт бесконеч-
ной протяженности. Получены аналитические решение для нестационарных полей 
давления в  пласте и  трещине, а  также скорости течения в  трещине при заданных 
постоянных давлениях на нагнетательной и добывающей скважине. Получено ана-
литическое выражение для фильтрационных утечек (притока) из трещины в  пласт 
(из пласта), а также уравнения траекторий течения жидкости в трещине и пласте. Для 
некоторых характерных параметров построены графики решений. Полученные ре-
шения позволяют определять времена существования билинейного потока в реаль-
ных пластах конечных размеров.
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The problem of unsteady bilinear flow of a single-phase Newtonian fluid in a formation with 
a  finite auto-fracture connecting an injection and production well is considered. The wells 
simultaneously begin to operate at constant pressures in an initially undisturbed infinite 
formation with a vertical main fracture of constant width. Using the Laplace transform method, 
analytical solutions were obtained for the pressure fields in the fracture and formation, as well 
as the flow velocity in the fracture. An approximate model is considered that uses a self-similar 
solution to the problem of filtration of an incompressible fluid in an elastic half-space with 
constant pressure at the boundary to simulate filtration leaks. It was found that for a number 
of model parameters a simple analytical solution of the approximate model gives acceptable 
results.

Keywords: unsteady flow, bilinear flow, finite main fracture, Laplace transform, analytical solution.
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Анализируются объемные волны в  изотропном упругом пространстве, 
распространяющиеся по линии действия сосредоточенной силовой особенности. 
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1. Введение. Ниже дается краткий обзор исследований по волнам в  изотропном 
упругом пространстве, в которых исследуются объемные акустические волны, появ-
ляющиеся на линии действия силовой особенности.

В одной из первых работ по объемным волнам в изотропной упругой среде [1, 2], 
где анализировались сейсмограммы, вызванные точечным δ-образным (по времен-
ной переменной) силовым воздействием, расположенным в изотропном упругом по-
лупространстве, был отмечен феномен появления всплеска на сейсмограмме, харак-
терного по времени прихода для S-волны (рис. 1).

Факт присутствия на сейсмограммах пика, характерного для прихода S-волны, 
в дальнейшем неоднократно отмечался как в экспериментальных [3–5], так и в тео-
ретических [6–20] исследованиях волновых процессов, связанных с решением вну-
тренней задачи Лэмба [21], аналогичный эффект наблюдался и при численных ис-
следованиях внутренней задачи Лэмба [22–27]. На рис. 1,б, показана сейсмограмма 
вертикальной компоненты смещения (в точке на линии действия сосредоточенной 
силовой особенности), имеющая пик, отвечающий приходу S-волны. Надо отме-
тить, что горизонтальная компонента смещений на линии действия силы нулевая, 
см. рис. 1,б. В большинстве теоретических исследований [6–9, 16] появление этого 
пика, объясняется наличием соответствующего полюса в  несобственных интегра-
лах, описывающих решение для объемных волн, появляющихся при решении вну-
тренней задачи Лэмба. В этой связи особый интерес представляют работы [28–30], 
в которых отмечено, что на линии действия силовой особенности, являющейся осью 
симметрии, поперечные волны не могут возникать, поскольку последние из-за при-
сутствия касательных компонент напряжений и деформаций необходимо кососим-
метричны в окрестности линии действия силы.
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Ниже показано, что во внутренней задаче Лэмба для изотропного упругого полу-
пространства или полуплоскости, см. рис. 1,а, на оси симметрии, определяемой 
линией действия силовой особенности, (i) S-волна существует; (ii) эта волна не со-
держит касательных компонент тензора напряжений, нормальных к оси симметрии; 
и (iii) горизонтальные компоненты смещения равны нулю. Решение рассматривае-
мой задачи связано с  представлением Гельмгольца для поля смещений [31] и  раз-
ложением тензорных полей на девиаторные и шаровые тензоры [32].

2. Уравнения движения
Линейные уравнения движения для изотропной упругой среды могут быть запи-

саны в виде [31]

	 c c tP S tt
2 2 2 0∇ − − ∂( ) =x x x x I u xdiv rot rot ( , ) ,	 (2.1)

где u – поле смещений, x – пространственные координаты, t – время, I – единичный 
тенор второго ранга, cP и cS  – скорости объемных P- и S-волн соответственно

	 c cP S=
+

=
� �
�

�
�

2 , 	 (2.2)

В этих соотношениях ρ – плотность среды, а λ и µ – параметры Ламе, связанные 
с модулем Юнга E и коэффициентом Пуассона ν соотношениями

	 �
�

� �
�

�
=

− +
=

+
E E

( )( )
,

( )1 2 1 2 1
	 (2.3)

Представление Гельмгольца для поля смещений имеет вид [31]

	 u x x xx x( , ) ( , ) rot ( , )t t t= ∇ +� �� ,	 (2.4)

где ϕ  – скалярный, а ψψ  – векторный потенциал. Подстановка представления (2.4) 
в уравнения движения (2.1) и исключение из рассмотрения линейных (по простран-
ственным координатам) составляющих, дает [32]

	 ( ) ( )2 2 2 2( , ) 0, rot ( , ) 0P tt S ttc t c tϕD -¶ Ñ = D -¶ =x x x xx xψ 	 (2.5)

Уравнения (2.5) показывают, что скалярным потенциалом ϕ определяется объем-
ная P волна, а векторным потенциалом ψψ – объемная S волна [32].

                                                  а                                                                                                  б

Рис. 1. а) Схема внутренней задачи Лэмба для вертикального силового воздействия в виде временного 
δ-образного импульса; б) Сейсмограмма на линии действия силовой особенности [25], показывающая 

наличие пика на сейсмограмме вертикальной компоненты перемещений, отвечающего приходу S волны
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3. Разложение тензорных полей на девиаторный и шаровой тензоры
Инфинитезимальное поле деформаций определяется по полю смещений соот-

ношениями Коши [32]

	 ( )1( , ) ( , ) ( , )
2

Tt t t= Ñ +Ñx xx u x u xε 	 (3.1)

Шаровой тензор, определяемый тензором деформаций, представим в виде [32]

	 ( ) ( )tr divθ º = xI I u Iε ,	 (3.2)

где θ – объемная деформация. Аналогичным образом определяется девиатор дефор-
маций e [32]

	 1
3 θ= -e Iε 	 (3.3)

Подстановка представления Гельмгольца (2.4) в выражение (3.2), дает [33]

	 ( , ) ( , )t tθ ϕ= Dxx x 	 (3.4)

Таким образом, объемная деформация однозначно определяется скалярным по-
тенциалом, однако, девиатор (3.3) определяется как скалярным, так и  векторным 
потенциалом [33, 34]

	 ( ) ( )1
3

1( , ) ( , ) rot ( , ) rot ( , )
2

Tt t t tϕ= Ñ Ñ - D + Ñ Ñx x x x x x xe x I x x xψ + ψ 	 (3.5)

Рассматривая закон Гука для изотропной среды в форме соотношений между де-
виаторными и шаровыми компонентами [32]

	 ( , ) ( , ), ( , ) ( , )p t K t t tθ µ= - =x x s x e x ,	 (3.6)

где p – давление, s – девиатор напряжений, а K  – объемный модуль,

	 2
3

K λ µ= + ,	 (3.7)

получим следующие выражения для объемной и девиаторной составляющей тензора 
напряжений в терминах соответствующих потенциалов [11]

	 ( )1 2( , ) ( , ), ( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , )p t K t t t tϕ µ ϕ= - D = ¶ ¶ + ¶ ¶x x x x xx x s x A x A xψ ,	 (3.8)

где

	 ( )1
1 23

1( , ) , ( , ) rot rot
2

T¶ ¶ = Ñ Ñ - D ¶ ¶ = Ñ Ñx x x x x x x x x x xA I A + 	 (3.9)

Из (3.8), (3.9) следует, что в динамических задачах возмущение, связанное с де-
виатором напряжений, может распространяться либо со скоростью P-волны, если 
выполнены условия

	 1( , ) ( , ) 0tϕ¶ ¶ ¹x xA x  и  2( , ) ( , ) 0t¶ ¶ =x xA xψ ,	 (3.10)

либо со скоростью S-волны, если

	 1( , ) ( , ) 0tϕ¶ ¶ =x xA x  и  2( , ) ( , ) 0t¶ ¶ ¹x xA xψ ,	 (3.11)

либо часть девиатора может двигаться со скоростью P-волны, а другая со скоростью 
S-волны, если
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	 1( , ) ( , ) 0tϕ¶ ¶ ¹x xA x  и  2( , ) ( , ) 0t¶ ¶ ¹x xA xψ 	 (3.12)

4. Динамические поля на линии действия силы
В случае пространственной внутренней задачи Лэмба поле напряжений на линии 

действия силы представимо в виде [14]

	 ( )( , ) ( , ) ( , )
l

t f x t g x t
Î

= Ä + - Ä
x

x n n I n ns ,	 (4.1)

где l  – линия действия силы, n – единичный вектор, совпадающий с направлением 
действия силы, x = ×x n – координата вдоль линии действия силы, ( , )f x t  – функция, 
описывающая распространение волнового фронта компоненты напряжений nns  
вдоль оси x , ( , )g x t   – функция, описывающая распространение волнового фронта, 
связанного с компонентами, ортогональными к  nns . Заметим, что в силу осевой сим-
метрии, тензор ( , )

l
t

Îx
xs  в  выбранной системе координат не содержит касательных 

компонент.
Разложение поля напряжений (4.1) на шаровой и девиаторный тензор дает

	 ( )( )2 ( , ) ( , )( , ) , ( , ) ( , ) ( , ) 3
3

g x t f x t
p x t x t f x t g x t

+
= - = - Ä -s n n I 	 (4.2)

Последнее выражение для девиатора показывает, что условие ( , ) 0x t =s  возможно 
только при выполнении условия

	 , : ( , ) ( , )x t f x t g x t" = 	 (4.3)

Однако, как показывает анализ аналитических выражений для усилий во внутрен-
ней задаче Лэмба от сосредоточенного силового источника [14,16], условие (4.3) не 
выполняется ни при каких значениях коэффициента Пуассона ( 1; 0.5)ν Î -  и ни при 
каких (временных) профилях рассматриваемой силовой нагрузки. Таким образом, на 
линии действия силовой особенности, вне зависимости от временного профиля вол-
ны, всегда присутствует девиаторная компонента ( , )x ts , причем эта девиаторная ком-
понента не связана со сдвигами в горизонтальной плоскости.

Далее, остается заметить, что в фундаментальном решении Стокса для уравнений 
движения изотропной упругой среды присутствует векторный потенциал [35]

	
2

1( , )
4 4S S SS

rr r r
t t H t r t

c c cc r
δ

πρ πρ

æ ö æ ö æ ö-Ñ÷ ÷ ÷ç ç ç÷ ÷ ÷ç ç ç= - - Ñ + -÷ ÷ ÷ç ç ç÷ ÷ ÷÷ ÷ ÷ç ç çè ø è ø è ø
x

x

x
xψ ,	 (4.4)

где r = x , H  – функция Хэвисайда, δ – функция Дирака. Непосредственная подста-
новка потенциала (4.4) в  соответствующий оператор (3.9), показывает, что 

2( , ) ( , ) 0
l

t
Î

¶ ¶ ¹x x x
A xψ . Таким образом, обеспечивается условие существования 
S-волны на оси линии действия силы.

Выводы
Показано, что во внутренней задаче Лэмба для изотропного упругого полупро-

странства на оси симметрии, определяемой линией действия силовой особенности, 
S-волна существует и не содержит касательных компонент тензора напряжений в де-
картовых координатах, одна из осей которых совпадает с линией действия силы.

Представляется, что полученные результаты могут найти применение, как в ана-
литических, так и в численных и экспериментальных исследованиях при определе-
нии волновых полей на линии действия силовых воздействий. Кроме того, появле-
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ние S-волны на линии действия силовой особенности, представляет интерес с точки 
зрения формирования поверхностных волн и, в частности, волн Рэлея [25, 26], дис-
персионных волн Рэлея–Лэмба [34, 36], а так же волн Лява [37, 38].
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Body waves in an isotropic elastic space propagating along the line of action of a concentrated 
force singularity are analyzed. It is shown that along the line of action of the force singularity, 
in addition to the P-wave, the S-wave also propagates. The erroneous statements found in 
a  number of publications about the absence of S-waves on the line of action of the force 
singularity are noted.
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1. Введение
Внутренние гравитационные волны существуют в  толще океана из-за неравно-

мерности плотности воды, вызванной неоднородностями солености и температуры, 
загрязнением. Они могут быть вызваны взаимодействием подводных течений с не-
ровностями дна, вершинами подводных хребтов, подводными кабелями или трубо-
проводами, а  также перемещением крупных рыб или косяков промысловой рыбы. 
Моделирование гравитационных волн важно при изучении океана, наблюдениях за 
загрязнениями, при прогнозировании погоды [1–3]. Гравитационные волны могут 
иметь амплитуду более ста метров, могут распространяться на километры от источ-
ника возмущений и могут быть обнаружены как непосредственно подводными дат-
чиками [4, 5], которые измеряют колебания солености, так и с помощью радиоме-
трии [1–3, 6–8]. В последнем случае регистрируется влияние гравитационных волн 
на ветровую рябь на свободной поверхности океана [9, 10].

Ранее решалась задача расчета поля скоростей в толще равномерно [9] или произ-
вольно стратифицированной [11] жидкости, на поверхности идеальной однородной 
жидкости [9, 12]. Асимптотические и численные исследования распространения гра-
витационных волн в толще жидкости проводились для постоянной [13–15] или про-
извольной (по вертикали) стратификации [16]. В настоящей работе рассматривается 
задача моделирования поля скорости течений на свободной поверхности идеальной 
стратифицированной жидкости, сформировавшегося под действием внутренних гра-
витационных волн, распространяющихся в ее толще. Полученные поля могут быть 
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далее использованы при расчете результата взаимодействия ветровой ряби с поверх-
ностным течением [17], что важно для моделирования формы возмущения морской 
поверхности, при радиометрических исследованиях океана [1, 2, 10].

2. Постановка задачи
Рассмотрим задачу моделирования распространения внутренних гравитационных 

волн, порожденных движением точечного массового источника в стратифицирован-
ной идеальной жидкости (рис. 1). Изменения плотности жидкости по отношению 
к  базовой стратификации малы, поэтому для записи уравнения движения можно 
воспользоваться приближением Буссинеска.

Для нахождения вертикальной компоненты скорости жидкости zv  в  области 
min max min max[ , ] [ , ] [ , ]x x y y H HΩ = ´ ´ -  ищется решение уравнения [18, 19]

	
2 3

2
2 2

( ) ( ( )); ( , , )z xy zv N z v f t x y z
t t z

∆ ∆ Ω
¶ ¶

+ = - = Î
¶ ¶ ¶

x r x 	 (2.1)

с условиями свободной поверхности в плоскости z H= :

	
3

2
; ,z xy zv g v z H

t z
∆

¶
= =

¶ ¶
	 (2.2)

и нулевыми условиями на оставшейся части границы области Ω:

	 0; , ,zv z HΩ= Î ¶ ¹x 	 (2.3)

где ( )N z  – частота плавучести. Стратификация может быть неравномерной, то есть 
частота плавучести ( )N z  может изменяться по глубине по произвольному закону, что 
соответствует естественной среде, где профиль стратификации может иметь слож-
ную структуру и может меняться, например, в зависимости от сезона. В начальный 
момент времени

	 0| 0z tv = = 	 (2.4)

Функция f  задает источник:

	
2 2 2 2

3
( )

3
( , , ) A x y zBA

f x y z e
π

- + +=

Рис. 1. Область Ω
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Заметим, что 
3R

( )f d B=ò x x . В случае равномерного движения источника возмущения 

его положение определяется функцией 0( )t t= +r x U , где U  – скорость прямолиней-
ного движения массового источника.

Можно выписать задачи для остальных компонент скорости [18], а именно, для 
компоненты xv :

	
2 2

2 2
02 2

( ) ( ) ( );x xy xv N z v N z f t
t xt t

∆ ∆ Ω
æ ö¶ ¶ ¶÷ç ÷+ = + - - Îç ÷ç ÷ç ¶ ¶è ø¶ ¶

x x U x 	 (2.5)

с граничными условиями

	
2

2
;x zv g v z H

xt
¶ ¶

= - =
¶¶

	 (2.6)

	 0; ,xv z HΩ= Î ¶ ¹x 	 (2.7)

начальным условием

	 0| 0,x tv = = 	 (2.8)

и для компоненты yv :

	
2 2

2 2
02 2

( ) ( ) ( );y xy yv N z v N z f t
t yt t

∆ ∆ Ω
æ ö¶ ¶ ¶÷ç ÷+ = + - - Îç ÷ç ÷ç ¶ ¶è ø¶ ¶

x x U x 	 (2.9)

	
2

2
;y zv g v z H

yt
¶ ¶

= - =
¶¶

	 (2.10)

	 0; ,yv z HΩ= Î ¶ ¹x 	 (2.11)

	 0| 0y tv = = 	 (2.12)

Для нахождения полей компонент скорости ( , )xv tx  и  ( , )yv tx  во всей области Ù нуж-
но решить задачу (2.5)–(2.8) и задачу (2.9)–(2.12), при этом в правых частях условий 
(2.6) и (2.10) используется функция zv , найденная ранее в результате решения задачи 
(2.1)–(2.4).

3. Моделирование поля скоростей на свободной поверхности
Пусть требуется найти горизонтальные компоненты поля скоростей жидкости xv , 

yv  не во всей области Ω, а только на свободной поверхности z H= . Тогда сначала 
следует решить задачу (2.1)–(2.4), то есть найти вертикальную компоненту скорости 

( , )zv x t , на всем временом отрезке [0, ]T , где T  – полное время моделирования. Далее, 
найденное поле вертикальной компоненты скорости подставляется в правую часть 
соотношений (2.6) и (2.10) и для каждой точки свободной поверхности ( , , )m nx y H  ре-
шаются соответсвующие задачи Коши для обыкновенных диференциальных уравне-
ний второго порядка (2.6) и (2.10), в результате чего определяются горизонтальные 
компоненты скорости ( , , , )xv x y H t  и  ( , , , )yv x y H t , в точках свободной поверхности на 
всем интервале времени [0, ]t TÎ .

3.1. Численная схема для нахождения вертикальной компоненты скорости жидкости 
zv  в области Ω. Для решения краевой задачи (2.1)–(2.4) в области Ω используется не-
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явная разностная схема на равномерной расчетной сетке, состоящей из x y zN N N´ ´  
узлов. Обозначим

	 ( ) ( )zs v qsψ =

	 , , ( ( 1), ( 1), ( 1), )s
m n k z min minv x h m y h n H h k qsψ = + - + - - + -

	 ( , , , ) ( ( 1), ( 1), ( 1), ),min minf m n k s f x h m y h n H h k qs= + - + - - + -

где 1, , xm N= ¼ , 1, , yn N= ¼ , 1, , zk N= ¼ , 2, , /s T q= ¼ , h – шаг по пространству, q – 
шаг по времени. На каждом шаге по времени s решается система линейных алгебраи-
ческих уравнений (СЛАУ)

	 1s sQ rψ + = 	 (3.1)

для неизвестных 1
, ,

s
m n kψ + , 1, , xm N= ¼ , 1, , yn N= ¼ , 1, , zk N= ¼ . Для апроксимации вто-

рых производных по времени и по пространственным переменным в (2.1) использу-
ются центральные разности:

	
3

2 2

( 1) 2 ( ) ( 1)
( , , , ) ( , , , )xyz xyz xyz

xy

s s s
m n k s f m n k s

q t z

∆ ψ ∆ ψ ∆ ψ
∆ ψ

+ - + - ¶
+ =

¶ ¶
Здесь xyz∆ , xy∆  – соответствующие разностные операторы. Таким образом, внутри 

области Ω, то есть для 1 xm N< < , 1 yn N< < , 1 zk N< <  имеем:

	

1 1 1 1 1 1 1
1, , 1, , , 1, , 1, , , 1 , , 1 , ,2 2

3

2 2

1 ( 6 )

2 ( ) ( 1)
( ) ( , , , )

s s s s s s s
m n k m n k m n k m n k m n k m n k m n k

xyz xyz
xy

h q
s s

s f m n k s
q t z

ψ ψ ψ ψ ψ ψ ψ

∆ ψ ∆ ψ
∆ ψ

+ + + + + + +
- + - + - ++ + + + + - =

- + - ¶
= - - +

¶ ¶

	 (3.2)

На свободной поверхности, то есть для zk N=  граничное условие (2.2) апроксими-
руется следующим образом:

	
2 2 2

, , , , 1 , , 22 2 2

1 3 4 1 ( ),
2 m n k m n k m n k xyg s

h t t t
ψ ψ ψ ∆ ψ- -

æ ö¶ ¶ ¶ ÷ç ÷ç - + =÷ç ÷÷ç ¶ ¶ ¶è ø
	 (3.3)

где 
2

, ,2 m n kt
ψ

¶

¶
 обозначает апроксимацию центральной разностью второй производной 

по времени:

	
2

1 1 2
, , , , , , , ,2

( 2 ) /s s s
m n k m n k m n k m n k q

t
ψ ψ ψ ψ+ -¶

º - +
¶

На остальной части границы области Ω¶ , то есть для 1m = , xm N= , 1n = , yn N= , 
1k = , из условия (2.3) имеем:

	 1
, , 0s

m n kψ + = 	 (3.4)

Коэффициенты матрицы Q системы (3.1) определяются левыми частями соотно-
шений (3.2)–(3.4), а вектор правой части sr  – правыми частями этих соотношений.

3.2. Расчет горизонтальных компонент скорости xv  и  yv  на свободной поверхности. 
Опишем подробнее процедуру нахождения горизонтальной x‑компоненты скорости 
жидкости на свободной поверхности, ( , , , )xv x y H t , min max min max( , ) [ , ] [ , ]x y x x y yÎ ´ , 
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[0, ]t TÎ . Выпишем условие (2.6) в  точке свободной поверхности ( , )m nx y , где 
min ( 1)x x h m= + - , min ( 1)y y h n= + - , 1, , xm N= ¼ , 1, , yn N= ¼ :

	
2

2
( ) ( , , , ),z m nt g v x y H t

xt
ζ

¶ ¶
= -

¶¶
	 (3.5)

где обозначено ( ) ( , , , )z m nt v x y H tζ = . Зададим начальное условие

	 (0) 0, (0) 0
t

ζ ζ
¶

= =
¶

	 (3.6)

Функция zv  правой части (3.5) найдена ранее в результате решения задачи (2.1)–
(2.4). Для апроксимации второй производной по времени используется схема цен-
тральных разностей:

	 1 1 22 ( , , ,( 1) )s s s
z m nq v x y H s qζ ζ ζ+ -= - - + ; 2, , ,s T q= ¼

где ( )s sqζ ζº , 0 1 0ζ ζ= = . Решив задачу Коши (3.5), (3.6) для всех точек ( , )m nx y , 
1, , xm N= ¼ , 1, , yn N= ¼  найдем поле xv  на свободной поверхности. Аналогично (с ис-

пользованием условия (2.9)) расчитывается поле горизонтальной компоненты ско-
рости на свободной поверхности yv .

3.3. Компьютерная реализация. Описанный выше алгоритм был реализован в ком-
пьютерной программе на языке программирования С++. Разработанная программа 
позволяет моделировать распространение гравитационных волн от движущегося то-
чечного источника возмущений, рассчитывать изменение во времени поля верти-
кальной компоненты скорости жидкости zv  во всей области Ω, изменение во времени 
горизонтальных компонент скорости жидкости xv  и  yv  на свободной поверхности 
жидкости. При решении краевой задачи (2.1)–(2.4) на каждом шаге s по времени ре-
шается СЛАУ (3.1) с матрицей Q определенной соотношениями (3.2)–(3.4), задаю-
щими численную схему. Матрица Q разреженная: каждая ее строка содержит всего 
7 ненулевых элементов (по количеству используемых узлов сетки в шаблоне числен-
ного метода), поэтому для ее хранения используется специальный сжатый формат. 
Это позволяет минимизировать требования к  объему оперативной памяти и  вести 
расчет на сетках до 220 × 220 × 220 на персональном компьютере или до 400 × 400 × 400 
на одном вычислительном узле суперкомпьютера. Для решения системы (3.1) ис-
пользуется обобщенный метод минимальной невязки (Generalized minimal residual 
method, GMRES). Этот итерационый проекционный метод решения СЛАУ был 
предложен в  [20]. Расчет одного шага по времени в  типовом расчете на сетке 
250 × 250 × 250 занимает примерно 30 минут на одном вычислительном узле супер-
компьютера МСЦ РАН (Intel(R) Xeon(R) CPU E5530@2.40GHz, 8Gb ОЗУ). На s-м 
шаге по времени выполняется несколько итераций решения системы (3.1), при этом 
контролируется величина невязки ( , )e s j ,

	
1,|| ||( , ) ,

|| ||

s j s

s

Q r
e s j

r
ψ + -

=

где 1,s jψ +  – j-е приближение к  1sψ + . Таким образом, на каждом шаге выполняется 5–10 
итераций, в результате чего величина невязки ( , )e s j  падает на 1–2 порядка до значе-
ний около 210- . Весь такой расчет (до выхода источника возмущений за пределы об-
ласти Ω) занимает около суток. В программе реализовано периодическое сохранение 
текущих результатов, что позволяет продолжить счет в случае сбоя или когда требуе-
мое время расчета превышает максимальное допустимое на суперкомпьютере время 
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непрерывного счета. Таким образом находится zv  во всей области Ω для [0, ]t TÎ . 
Далее решается набор задач (3.5), (3.6), и в результате получается искомое поле тече-
ний ( , )x yv v  на свободной поверхности z H=  при [0, ]t TÎ . Для реализации элемен-
тарных операций с разрежеными матрицами и решения системы (3.1) используется 
пакет GNU Scientific Library (GSL) [21]. Исходный код программы доступен в интер-
нете по адресу https://bitbucket.org/Jclash/inwaves.

4. Сравнение с асимптотиками
Для верификации правильности расчетов было проведено сравнение результатов 

расчета копмьютерной программы с  известными ассимптотическими решениями. 
Пусть жидкость равномерно стратифицирована ( constN = ), а гравитационные вол-
ны возбуждаются точечным массовым источником, т.е. функция f  правой части 
уравнений (2.1), (2.5), (2.9) задана как

	 ( , , ) ( ) ( ) ( )f x y z Q x y zδ δ δ=

Источник возмущения движется равномерного и  прямолинено со скоростью V  
в  неограниченной области, то есть его движение описывается функцией 

0( )t t= +r x U , где | | V=U . В этом случае известны ассимтотики дальнего поля для 
скорости жидкости v, когда источник движется горизонтально [13] или под фикси-
рованным углом к горизонту [14].

4.1. Горизонтальное движение. В случае, когда источник движется горизонтально 
прямолинейно и  с  постоянной скоростью, скорость жидкости в  дальнем поле 
1r V N  для 0x >  может быть вычислена с  использованием следующей форму-

лы [13] в сферической системе координат 1( , , )r ξ ϕ  с центром в точке текущего положе-
ния точечного источника ( )tr  (рис. 2):

	
2 2 2

1 1
1

sin cos cos
( , , ) ( ) cos | sin |

2 sin | |
NQ N

x y z H x r
Vr V

ξ ξ ϕ
ϕ

π ξ

æ ö+ ÷ç ÷= ç ÷ç ÷çè ø
W

v
W

	 (4.1)

Здесь

	 1 1 1( tg sin , sin cos , sin sin ),r r rξ ξ ξ ϕ ξ ϕ= -W

1 = -x x r, 1 1 1 1( , , )r x y z=  – вектор из точки текущего положения источника 1O  в точку 
M  с координатами ( , , )x y z  в которой расчитывается поле скоростей, 2 2 2

1 1 1 1r x y z= + + , 

1 1arccos x rξ = , ( )2 2
1 1 1arccos y y zϕ = + , ( )H x  – функция Хевисайда,

Рис. 2. Схема расчета асимптотики поля скорости 
при горизонтальном движении массового источника из [13]



751КНЯЗЬКОВ

	
1, 0

( ) 1 2, 0
0, 0

x
H x x

x

ìï <ïïï= =íïïï >ïî
Пример сравнения результата численного моделирования и  асимптотики (4.1) 

показан на рис. 3.
4.2. Движение под фиксированным углом к  горизонту. Аналогичная асимптотика 

может быть выписана в  случае, когда источник возмущения движется равномерно 
под фиксированным углом γ  к горизонту, то есть ( cos ,0, sin )V Vγ γ=U . Асимптотика 
дальнего поля для скорости в точке M  в системе координат 1( , , )r θ φ  с центром в точке 
текущего положения источника 1O  (рис. 4) имеет следущий вид [14]:

	
2 2 1/2

2 1/2

( ) cos( | | / ( ) 2)
,

2 | |
x y z g

g

R R N R c H ANQ
c RR A

π

π

+ +
=

R
v 	 (4.2)

Рис. 3. Моделирование горизонтального движения в идеальной равномерно стратифицированной 
жидкости, 0.8N = . Скорость движения 1V =  м/с, вертикальная составляющая скорости жидкости 

( ,1, )zv x z  показана в вертикальном сечении 1y = . Время движения 125T =  с для (a). 
Показано численное решение (а) и аналитическая аппроксимация (б)

Рис. 4. Схема расчета асимптотики поля скорости 
при движении массового источника под углом к горизонту из [14]
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где
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, ( )1 1arccos z rθ = , ( )2 2
1 1 1arccos x y xφ = + , 90α γ= - , и тригоно-

метрическии функции углов β, ω и η находятся из следующих соотношений:

	
2 2 2

sin cos sin cos coscot
sin sin (cos sin sin cos cos )

θ φ α θ α
β

θ φ θ α θ φ α

+
=

+ -

	
2 2 2

(cos sin sin cos cos )sincos
sin sin (cos sin sin cos cos )

θ α θ φ α α
ω

θ φ θ α θ φ α

-
=

+ -

	 3 cos costg ctg 2 tg ctg 0
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ω ω
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	 (4.3)

Поле скоростей (4.2) вычисляется как сумма волн, соответствующих действитель-
ным корням кубического уравнения (4.3), при которых выполнено двустороннее 
неравенство 0 s Tτ< < , где T  – полное время движения,

	
2

sin cos tg cos
cos tg coscoss

r
T

V
β α η ω

τ
ω η αη

+
= -

-
Для вычисления асимптотик (4.1) и (4.2) была написана компьютерная программа 

на языке программирования Python. Было проведено сравнение между численными 
решениями задачи (2.1)–(2.4) в  области Ω и  приближениями (4.1) и  (4.2). Пример 
такого сравнения показан на рис. 3 и рис. 5. Установлено, что результаты расчетов 
программы согласуются с этими асимптотиками на достаточном расстоянии от ис-

Рис. 5. Моделирование распространения внутренних волн от массового источника, который движется 
равномерно и прямолинейно под фиксированным углом 30γ = ° к горизонту, 0.8N = . 

Скорость движения 1V =  м/с, вертикальная составляющая скорости жидкости ( ,1, )zv x z  показана 
в вертикальном сечении 1y = . Время движения 139.3T =  с. Показаны численное решение (а) 

и аналитическая аппроксимация (б)
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точника и линии движения, когда после начала движения прошло достаточно про-
должительное время (то есть когда картина возмущений, формирующихся вокруг 
движущегося источника, принимает установившийся характер).

5. Пример расчета
Пусть область Ù [ 100,100] [ 50,50] [ 25,25]= - ´ - ´ -  с размерами 200.0 100.0 50.0´ ´  

заполнена однородно стратифицированной (частота плавучести 0.8N = ) идеальной 
жидкостью, глубина 2 50.0H =  м. Промоделируем распространение внутренних гра-
витационных волн в области Ù, в качестве источника возмущения возьмем горизон-
тально движущий точечный массовый источник. Такая вытянутая вдоль линии дви-
жения форма области выбрана для того, чтобы за время движения T  картина течений 
на поверхности (движущаяся вслед за источником возмущения) успела установиться. 
Ширина области max miny y-  выбрана достаточной для того, чтобы края области (на 
которых к тому же задано нефизическое условие 0zv = ) не влияли на картину воз-
мущения поверхности. Глубина области 2H  выбрана достаточной, чтобы отраженное 
от дна (где задано условие непротекания 0zv = , см. (2.3)) возмущение достаточно 
ослабло и не влияло на картину возмущений вблизи поверхности. Источник движет-
ся из точки с  координатами ( 75,0,20)-  со скоростью (1,0,0)=U , то есть движение 
происходит вдоль оси Ox  на глубине 5 метров.

При решении задачи (2.1)–(2.4) разностным методом (3.1)–(3.4) использовалась 
расчетная сетка размером 378×186×63. Шаг по пространству брался равным 0.79h = , 
шаг по времени 0.079q = . Расчет проводился до момента 225T =  с, когда источник 
возмущения достигал границы области Ω. Один расчет занимал около двух суток на 
одном вычислительном узле суперомпьютера МВС-10П. Результаты расчета верти-
кальной компоненты скорости ( , , , )zv x y z t  приведены на рис. 6. Для момента времени 

Рис. 6. Величина вертикальной компоненты скорости zv  на свободной поверхности (а) 
и в толще жидкости (б) в момент времени 175t =  c
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175t =  с показаны (а) величина вертикальной компоненты ( , , )zv x y H  на свободной 
поверхности z H=  и (б) величина вертикальной компоненты ( ,0, )zv x z  в вертикаль-
ном сечении 0y = , проходящем через линию движения источника возмущения.

Результаты решения задачи (2.1)–(2.4) загружались с вычислительного кластера на 
персональный компьютер, на котором уже решалась существенно менее требова-
тельная к вычислительным ресурсам задача (3.5), (3.6). Таким образом определялись 
компоненты скорости xv  и  yv  на свободной поверхности z H= . Эти компоненты по-
казаны на рис. 7,а и б. Для исключения влияния переходных процессов на картину 
течения, в  расчетах взаимодействия течения с  ветровым волнением следует брать 
поля скоростей xv , yv  на достаточном удалении от точки, находящейся над точкой, из 
которой начинается движения источника. Например, на рис. 8 показаны поля скоро-
стей не на всей верхней границе области Ω, а только на учаcтке свободной поверх-
ности [25,125] [ 50,50]´ - .

Заключение
В настоящей работе решается задача моделирования распространения гравита-

ционных волн от движущегося в идеальной стратифицированной жидкости массо-
вого источника. Частота плавучести может изменяться с высотой. Была разработана 
компьютерная программа, позволяющая рассчитывать изменение во времени поля 
скорости на свободной поверхности, вертикальной компоненты скорости в  толще 
жидкости. Достоверность расчетов верифицирована сравнением с асимптотически-
ми приближениями дальнего поля для случаев, когда жидкость равномерно страти-
фицирована, а источник движется равномерно и прямолинейно горизонтально [13] 
или под углом к горизонту [14]. Результаты расчетов согласуются с экспериментом по 
обтеканию сферы потоком стратифицированной жидкости [22].

Для отладки численных методов и  для сравнения с  известными асимптотиками 
считалось, что гравитационные волны возбуждаются точечным массовым источ-
ником. Однако в  разработанном методе моделирования поверхностных течений 
возможно задать более сложные возмущающие воздействия: с  помощью осцилли-
рующего источника, нескольких движущихся источников. Например, представляет 
интерес задача моделирования возмущения от движущейся стаи промысловых рыб. 
С помощью разработанных компьютерных программ можно моделировать возмуще-

Рис. 7. Поле течений ( , )x yv v  на свободной поверхности z H=  в момент времени 175t =  c: 
показаны x-компонента (а) и y-компонента (б)
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ние от такого сложного объекта: в толще жидкости расчет вести по асимптотическим 
формулам (4.1) или (4.2), а вблизи свободной поверхности использовать для расчета 
алгоритм, предложенный в разделе 3.

Результаты расчетов, приведенные выше, были получены как на персональных 
компьютерах, так и с использованием вычислительных кластеров Межведомствен-
ного суперкомпьютерного центра РАН (МСЦ РАН), г. Москва. Автор выражает глу-
бокую признательность руководству и  сотрудникам МСЦ РАН, предоставившим 
возможность и техническую поддержку этих расчетов.

Исследование выполнено за счет гранта Российского научного фонда №  24-61-
00025, https://rscf.ru/project/24-61-00025/.
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Simulation of the Flow Velocity Field on the Free Surface of a Stratified Fluid

D. Yu. Knyazkova,#

aIshlinsky Institute for Problems in Mechanics of the RAS, Moscow, Russia
#e-mail: knyaz@ipmnet.ru

The paper considers the problem of simulation of the velocity field on the free surface of an 
ideal stratified fluid generated by internal gravitational waves that reached the surface. The 
buoyancy frequency may vary with depth. The computer program has been written that allows 
calculating all components of the velocity field on the surface. It is shown that the calculation 
results for the vertical velocity component are consistent with the known asymptotics obtained 
in the far-field approximation for the cases of uniform and rectilinear motion of a point mass 
source horizontally (by B. Voisin) or at a  fixed angle to the horizon (by M.M.  Scase and 
S.B. Dalziel) in a uniformly stratified fluid.

Keywords: surface waves, stratified fluid, ideal fluid, velocity field, numerical simulation.
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Представлен подход к  численному моделированию широкополосного 
шума, возбуждаемого турбулентными пульсациями жидкости в  присутствии 
упругого тела, методом на основе синтетической турбулентности. Наиболее 
распространенные существующие методы решение данной задачи требуют 
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приводит к  практически невыполнимым требованиям к  вычислительным 
ресурсам. Сокращение объема вычислений может быть достигнуто для класса 
задач, в котором реализуется безотрывное обтекание.
В представленном методе пульсации скорости генерируются на основе 
информации об осредненных гидродинамических полях, путем пространственной 
фильтрации белого шума с  заданными корреляционными характеристиками. 
Метод позволяет локализовать области с наиболее интенсивным шумоизлучением, 
а  также интерпретировать полученный результат, анализируя особенности 
гидродинамического потока и  свойства упругой конструкции. Представлена 
верификация метода на примере задачи о  шумоизлучении фрагмента реальной 
технической конструкции, обтекаемой потоком жидкости.
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1. Введение
Снижение уровня подводного шума объектов морской техники является актуаль-

ной задачей. Акустическое излучение гребного винта, являющегося наиболее суще-
ственным источником шума, включает в себя тональную и широполосную состав-
ляющие. Широкополосная часть спектра шума, превалирующая в высокочастотной 
области, связана с взаимодействием турбулентного пограничного слоя с лопастями 
движителей [1]. Шум, возникающий при взаимодействии турбулентного погранич-
ного слоя с острыми кромками тела, называется кромочным шумом. При этом боль-
шое влияние на гидродинамический кромочный шум оказывают виброакустические 
характеристики лопастей, что приводит к резонансному усилению излучения звука.

С развитием современных технологий появилась возможность численного про-
гнозирования шумов обтекания. Чаще всего используется аналогия Лайтхилла [2], 
концепция которой подразумевает разделение задачи на гидродинамическую и аку-
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стическую. К  настоящему времени разработан ряд эффективных аналитических 
и  численных методов решения уравнения Лайтхилла с  известной правой частью, 
в том числе и в присутствии отражающих границ [3–5]. Аналогия Фокс Вильямса–
Хокингса [5] приобрела большую популярность и широко используется при числен-
ном прогнозировании аэроакустических процессов, в том числе шумоизлучения воз-
душных винтов. Использован [6] метод граничных элементов с уравнениями FW–H, 
чтобы понять природу возникновения шума, генерируемого воздушными винтами. 
Определено [6] ближнее поле воздушного винта и предсказаны его акустические ха-
рактеристики в дальнем поле. FW–H активно используется в работах ЦАГИ, в част-
ности обсуждается [7, 8] методология расчета шума воздушных винтов. В ней аэроди-
намические характеристики винта определяются при помощи численного решения 
системы уравнений Эйлера на произвольных неструктурированных сетках в рамках 
конечно-объемного подхода, и затем для расчета акустического излучения применя-
ется метод FW–H. Проведено [9] исследование кавитирующего и некаветирующего 
винтов в  условиях неоднородной идеальной жидкости и  показано, что прогнозы 
шума FW–H согласуются с результатами, полученными с помощью классического 
подхода с уравнениями Бернулли. Использована [10, 11] аналогия FW–H совместно 
с методом моделирования крупных вихрей (Large Eddy Simulation, LES) для оценки 
точности различных численных методологий при решении уравнения FW–H и оцен-
ки шума, создаваемого квадратным цилиндром конечного размера, погруженного 
в равномерный поток. Данное исследование показало, что квадрупольные источники 
звука являются значимыми в широком диапазоне частот. Это приводит к пониманию 
одного из недостатков метода FW–H и некорректности его использования в случае 
пренебрежения квадрупольными источниками.

Стоит отметить и  несколько других недостатков аналогии FW–H. Во-первых, 
в ней не учитывается упругость обтекаемой конструкции, что делает аналогию не-
применимой для прогнозирования гидродинамического кромочного шума. В  виде 
исключения алгоритмы FW–H для прогнозирования подводного шума морских 
гребных винтов могут применяться для описания низкочастотных процессов [12, 13] 
в ситуациях, когда шумоизлучение вызвано дискретными лопастными частотами или 
кавитацией. Во-вторых, использование LES моделей при описании гидродинамиче-
ских полей является дорогостоящим, и чаще пользуются гибридными численными 
методами. В таких методах расчетная область охватывает лишь малое пространство 
вблизи исследуемой неоднородности обтекаемого тела, и  вихревые особенности 
формируются искусственно на границах перехода между зонами RANS (осреднен-
ный поток) и  LES (турбулентный поток) в  гибридной гидродинамической модели 
[14,  15]. Процессы формирования таких искусственных вихрей являются широко-
полосными и искажают величину и распределение нестационарных гидродинамиче-
ских нагрузок, действующих на поверхность [16]. Соответственно, результаты таких 
расчетов могут быть некорректны.

Альтернативные FW–H подходы основаны на методе конечно-элементного моде-
лирования шумоизлучения, например [17–19]. Акустическое излучение в этом случае 
рассматривается как рассеяние созданной турбулентностью псевдозвуковой волны 
на поверхности обтекаемого тела. Они лишены основных недостатков FW–H, однако 
также требуют определения флуктуаций гидродинамических полей при помощи вих-
реразрешающего моделирования. Моделирование турбулентных пульсаций скоро-
сти продолжает оставаться сложнейшей задачей механики сплошной среды [20, 21].

В последние годы развивается альтернативный подход, открывающий возмож-
ность гораздо менее затратного моделирования гидродинамических источников 
с  использованием так называемой синтетической турбулентности. Термином син-
тетическая турбулентность (synthetic turbulence) обозначают случайные простран-
ственно-временные распределения скорости в турбулентном течении, которые гене-
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рируются без прямого численного решения точных или приближенных уравнений 
гидродинамики. Входными данными для такой модели являются статистические 
данные о турбулентности, которые могут быть получены из менее требовательного 
к  вычислениям CFD-моделирования, например, моделирования Навье–Стокса со 
средним значением Рейнольдса (Reynolds-averaged Navier–Stokes equations, RANS) 
[20, 21]. Алгоритмы генерации синтетической турбулентности должны удовлетворять 
двум ключевым требованиям: статистические характеристики получаемых распреде-
лений скорости должны быть близки к  характеристикам реальной турбулентности 
и численная реализация алгоритма должна быть простой и не требовать значитель-
ного объема вычислений. Существуют два основных метода формирования синтети-
ческой турбулентности для анализа генерации звука, а именно метод случайных мод 
Фурье (RFM) и метод пространственной фильтрации.

Впервые идея такого упрощенного моделирования турбулентности, основанная на 
методе RFM, была предложена в работе Кречнана [22]. Метод был применен [23] для 
генерации стационарного турбулентного поля скоростей с использованием спектра 
Фон Кармана–Пао. В [24, 25] его развили, чтобы получить нестационарную турбу-
лентную скорость в однородном конвективном среднем потоке. Затем модель RFM 
и линеаризованные уравнения Эйлера были объединены [26, 27] в методе генерации 
стохастического шума и излучения (stochastic noise generation and radiation, SNGR). 
Метод SNGR был улучшен [28, 29], чтобы представить конвекцию источника звука 
для прогнозирования шума струи.

Другая отличающаяся категория моделей [30] основана на фильтрации поля бело-
го шума. В англоязычной литературе он известен под аббревиатурой RPM, а его уско-
ренный вариант обозначается FRPM. Модель основана на выборе функции корреля-
ции турбулентных пульсаций, что неявно означает выбор соответствующего спектра 
и наоборот. Однако использование функции корреляции в качестве основной харак-
теристики турбулентности позволяет гораздо проще учитывать влияние локальных 
неоднородностей осредненной скорости потока на генерацию звука. Поэтому при 
анализе генерации звука турбулентным потоком метод (F)RPM в настоящее время 
служит основным инструментом моделирования синтетической турбулентности. 
Идея этого метода реализована и развита в многочисленных работах Р. Эверта с кол-
легами [31–36]. Однако стоит отметить, что метод RPM больше подходит для реше-
ния задач аэроакустики. Во-первых, при больших числах Маха необходимо учиты-
вать нелинейные эффекты, из-за чего алгоритм реализован во временной области. 
Во-вторых, метод также не учитывает упругость обтекаемого тела, что приемлемо для 
задач аэроакустики, где велико различие импедансов воздуха и обтекаемого тела.

В воде движение тел происходит с малыми числами Маха, что позволяет не учи-
тывать нелинейные эффекты и перейти в частотную область. При этом импедансы 
среды и обтекаемого тела становятся сопоставимы, и обязательным становится учет 
вклада резонансных колебаний несущих поверхностей, возбуждаемых потоком. 
В данной статье представлен подход к моделированию широкополостного шума, воз-
буждаемого турбулентными пульсациями жидкости в присутствии упругого тела, на 
основе фильтрации поля белого шума в частотной области. В качестве входных пара-
метров для описанного алгоритма служат поля кинетической энергии турбулентно-
сти, завихренности и модуля осредненной скорости, которые могут быть получены 
с помощью RANS моделей турбулентности, и производных коэффициента передачи 
«источник–звуковое давление», определенному по методу взаимности. В рамках ал-
горитма по известному полю модуля скорости строятся трубки тока вблизи неодно-
родности обтекаемой поверхности и определяется плотности мощности излучения 
элементарных струек тока в  приближении несжимаемой жидкости. Представлена 
верификация на примере задачи о шумоизлучении фрагмента реальной технической 
конструкции, обтекаемой потоком жидкости.
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2. Математическая постановка задачи
Математическое описание данного явления может выполняться с использованием 

уравнений Эйлера, с учетом уравнения неразрывности и уравнения состояния:
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где u – гидродинамическая составляющая поля скорости, p – давление, t – время, 
ρ – плотность жидкости, ρ0 – условно выбранное постоянное значение плотности, 
c – скорость звука. При условии, что средняя скорость обтекающего тело потока су-
щественно превышает уровни турбулентных флуктуаций скорости, а среда, в кото-
рой они движутся, акустически неоднородна (коэффициент передачи K ≠ const), ис-
точники Лайтхилла могут быть линеаризованы. Представим компоненты скорости 
в  виде суммы средней и  пульсационной составляющей: ( ) ( ) ( ), ,t t¢= +u x U x u x , где 
( )U x  – детерминированное среднее течение, а  ( ),t¢u x  – случайная флуктуирующая 

компонента.
Запишем первые два уравнения системы (2.1) с учетом описанных выше замеча-

ний:
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где i = 1,2,3.
Предположим, что средняя скорость потока W слабо изменяется вдоль линий тока, 

а  сами линии тока имеют малую кривизну. Введем локальную систему координат 
связанную с линиями тока, направленными вдоль оси z (рис. 1). Тогда U, V = 0. Сред-
ние скорости U, V, W направлены вдоль осей x, y, z соответственно. Пульсации ско-
рости u¢, v ¢, w ¢ также направлены вдоль осей x, y, z соответственно. Поскольку рас-

Рис. 1. Постановка задачи
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сматривается течение в  пограничном слое, где градиент средней скорости потока 
в  направлении, нормальном к  поверхности обтекаемого тела, много больше, чем 
в  направлениях вдоль и  поперек потока, это позволяет пренебречь компонентами 

,W W
z x

¶ ¶
¶ ¶

. Применяя операцию дивергенции к  первым трем уравнениям системы 

(2.2) и учитывая описанные замечания, можно получить следующее уравнение:

	 ( ) ( )
2

0

2 W v p
W

t y z z ρ
¢¶ ¶ ¶ ¶ Ñ¢ ¢Ñ × + + Ñ × = -

¶ ¶ ¶ ¶
u u 	 (2.3)

С учетом второго уравнения в системе (2.2), запишем уравнение (2.3) в спектраль-
ной области, совместно с граничными условиями на рассеивающей поверхности тела 
и на бесконечности:
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	 (2.4)

где p – искомое давление, k = ω/c – волновое число, ω – циклическая частота, R – 
расстояние от источника, N  – нормаль к  поверхности обтекаемого тела, U  – нор-
мальное перемещение точек обтекаемого тела, Г  – обтекаемая поверхность, знак 
«~» – Фурье-преобразование во временной области (далее этот символ опущен), i – 
мнимая единица, M = W/c – стремящееся к нулю число Маха, что позволяет прене-
бречь третьим слагаемым в первом уравнении системы (2.4).

Эту краевую задачу можно решить интегральным методом, введя K – коэффициент 
передачи «источник объемного ускорения  – давление» (функция Грина), который 
характеризует излучение в заданной точке пространства из другой точки, где стоит 
источник, и  учитывающий неоднородность пространства и  упругость обтекаемого 
тела. Решение можно записать в интегральном виде (2.5)

	 02
V

W v
p K dV

y z
ρ

¢¶ ¶
= -

¶ ¶ò ,	 (2.5)

где V – занятая жидкостью область.
Учитывая, что в пограничном слое производная ∂W/∂y представляет собой интен-

сивность осредненной величины завихренности Ωx и для рассматриваемых случаев 
слабо зависит от z, в выражении (2.5) можно выполнить интегрирование по частям 
и получить:

	 02 x
V

K
p v dV

z
ρ Ω

¶ ¢= -
¶ò 	 (2.6)

3. Генерация случайной реализации сигнала
Анализируя выражение (2.6) можно сказать, что акустическое излучение характе-

ризуется наличием неоднородности акустической среды, то есть неоднородность 
функции Грина, неоднородностью потока, то есть вязкостью и наличием погранич-
ного слоя, и турбулентными пульсациями нормальной компоненты скорости. При 
этом определение функции Грина (коэффициента передачи) возможно алгоритмами 
[17–19] с использованием метода взаимности, а осредненную завихренность потока 
можно получить методами вычислительной гидродинамики с использованием недо-
рогостоящих RANS моделей турбулентности. В  выражении (2.6) вычислительную 
сложность представляет лишь получение реализации пульсации нормальной компо-
ненты скорости. Предлагается ввести модель на основе синтетической турбулентно-
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сти, которая генерирует реализацию пульсации нормальной компоненты скорости. 
В работах [31, 32] описана концепция генерации реализаций однородной случайно 
функции ψ(x) скалярного аргумента x путем преобразования реализации белого шума 
h(x) с нулевым средним ( ) 0h x =  и функцией корреляции

	 ( ) ( ) ( )h x h x x xδ¢ ¢¢ ¢ ¢¢= - ,	 (3.1)

где угловые скобки  обозначают усреднение по ансамблю реализаций.
Принимая гипотезу о замороженной турбулентности и используя соотношения из 

[31, 32], статистически стационарный процесс ( ), ,v x y z Wt¢ -  можно представить со-
вокупностью бегущих вдоль трубок тока гидродинамических волн со случайной ком-
плексной амплитудой в виде:

	 ( ) ( ) ( ),i zv Ce G x G y h d dκ ε η ε η ε η
¥

-¥
¢ = - -ò ò 	 (3.2)

В качестве фильтра по аналогии с [28,29] используется Гауссов фильтр:

	 ( )
2 2

2 2
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2 2x yx y

x y
G x y

r rr r

π πæ öæ ö ÷ç÷ç ÷÷ çç= - - ÷÷ çç ÷÷ çç ÷÷ç ÷çè ø è ø
,	 (3.3)

где ry и rx – радиусы корреляции пульсаций скорости v ¢ в направлении осей y (направ-
ление градиента W) и x, и (3.2) примет вид:
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где C – случайная комплексная амплитуда, κ = ω/W – гидродинамическое волновое 
число.

Для определения амплитуды пульсации скорости v ¢ вычисляется спектральная 
плотность мощности пульсации скорости v ¢:
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	 (3.5)

Используя функцию корреляции (3.1) выражение (3.5) примет вид:

	
( ) ( )2 2
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Пользуясь интегралом Гаусса 2exp( )ax dx aπ
¥

-¥
- = -ò  ( 0a > ) для интегрирова-

ния выражения (3.6), получим:

	 C v ¢= ,	 (3.7)

где *v v v¢ ¢ ¢= .
Окончательно (3.2) примет вид:
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( ) ( )
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С другой стороны, для спектральной плотности мощности пульсаций скорости 
можно использовать спектр турбулентности фон Кармана [37–39]:
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где E – кинетическая энергия турбулентности, f – частота. Интегрирование квадрата 
выражения (3.9) в частотной области приводит к кинетической энергии турбулент-
ности, откуда может быть получено определение для константы A  (3.10). Зависи-
мость  B  (3.11) представлена эмпирической зависимостью [37]. Частота f0 является 
эмпирической зависимостью, полученной в ходе численных экспериментов.

Таким образом (2.6) можно переписать в виде:
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x yK
p h v e dsdSdz
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ò ò ò ,	 (3.13)

где s – поверхность перпендикулярная линиям тока по аналогии с S .
В ходе многочисленных численных экспериментов выяснено, что радиусы кор-

реляции rx и ry являются в достаточной степени малыми, что позволяет выполнить 
упрощенное вычисление внутреннего интеграла в (3.13) и представить звуковое дав-
ление в виде:

	 ( )04 , i z
x x xz S

K
p h e v r r dSdz
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κρ ε η Ω

¶ ¢= -
¶ò ò 	 (3.14)

Исходя из (3.14) и того, что h является дельта-коррелированной случайной функ-
ций можно записать следующее выражение для мощности звукового давления:

	
2

04 i z
x x yS z

K
p e v r r dz dS

z
κρ Ω

¶ ¢=
¶ò ò 	 (3.15)

Анализируя физический смысл выражения (3.14) можно сказать, что звуковое 
поле (3.15) интерпретируется в виде некогерентной вклада в поле турбулентных пуль-
саций в элементарных струйках тока площадью dS . При этом существенную роль на 
спектральные характеристики шума оказывает пространственное Фурье – преобра-
зование производной коэффициента передачи K по направлению линии тока.

Таким образом, задача экспресс оценки шума обтекания сводится к формирова-
нию семейства линий тока вблизи неоднородности обтекаемой поверхности, нахо-
ждению плотности мощности излучения элементарных струек тока, путем вычисле-
ния внутреннего интеграла в (3.15) и вычислению звукового давления путем расчета 
внешнего интеграла в (3.15).
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Для обеспечения упрощения вычисления в (3.15) несобственного интеграла вдоль 
линии тока в подынтегральное выражение можно внести пространственный Гауссов 
фильтр F , размер которого существенно превышает область больших градиентов ве-
личины K  и ограничить область интегрирования отрезком линии тока длиной l . Кро-
ме того, внешний интеграл можно привести к дискретному виду и окончательно по-
лучить:
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2

04 j
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i lj
x j j x j y j j jj l

K
p e v r r dl dS

z
κ

ρ Ω
¶

¢=
¶å ò 	 (3.16)

Интегрирование в (3.16) выполняется по заданной сетке линий тока с заданным 
шагом dl вдоль линии тока. Для радиусов корреляции можно ввести модельные зави-
симости. Например, радиусы корреляции в приложении к задачам обтекания кромок 
лопастей движителя можно приблизительно взять в следующем виде:

	 0.950.2 ,
2

j
x j j y j

y
r rδ= = ,	 (3.17)

где 0.95δ  – толщина пограничного слоя, определяемая из численного расчета по уров-
ню 95% от скорости W∞. Подробнее о получении этих модельных зависимостей изло-
жено в разд. 5.

4. Численная реализация алгоритма
Входными данными для расчета описанным методом является RANS расчет в ис-

следуемом объеме жидкости, включающим обтекаемое тело, и коэффициент переда-
чи (КП) «источник объемного ускорения – давление». Определение КП проводится 
по методу взаимности на конечно-элементной сетке, согласно методике [17], источ-
ник объемного ускорения располагается в точке, где проводится оценка шумоизлу-
чения. Конечно-элементная (КЭ) сетка должна включать в себя водные и структур-
ные элементы, а так же содержать набор узлов начальной линии, от которой будет 
начинаться построение линий тока.

После построения линий тока, проводится их дискретизация и  для каждой рас-
четной точки из гидродинамической задачи интерполируются компоненты модуля 
завихренности и кинетическая энергия, а также интерполируется КП при помощи 
функций форм КЭ исходя из значений КП в узлах КЭ, внутрь которого попала рас-
четная точка линии тока. Вычисление производной КП проводится по методу конеч-
ных разностей.

После этого вычисляется значение интеграла по формуле (3.16). Также пользова-
тель самостоятельно задает модельные зависимости радиусов корреляции.

5. Верификация
Верификация представленного метода проводится на примере задачи о шумоиз-

лучении задней кромки лопасти, обтекаемой потоком жидкости: скорость звука 
1500c =  м/с, коэффициент кинематической вязкости 61.006 10ν -= ×  м2/с. Для воз-

можности верификации по методике, описанной в  [17], рассматривается не вся 
кромка целиком, а несколько фрагментов, вырезанных по радиусу лопасти. То есть 
рассматривается набор квазидвумерных задач, отличающихся друг от друга углом 
установки профиля, толщиной профиля и гидродинамическими характеристиками 
набегающего потока.

На рис. 2 приведена расчетная область для решения гидродинамической задачи. 
Расчетная область представляет собой объем жидкости в  виде параллелепипеда, 
в  котором присутствует часть задней кромки лопасти. На входной границе 1 зада-
ются поле кинетической энергии турбулентности, поле диссипации кинетической 
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энергии и поля скоростей, полученные в ходе RANS моделирования обтекания всего 
изделия. На выходной границе 2 выполняется условие обращения в  нуль среднего 
избыточного давления. Нормальная компонента скорости жидкости на боковых по-
верхностях параллелепипеда 3 и полная скорость на поверхности задней кромки ло-
пасти 4 принимаются равными нулю. Тем самым выполняются условие непротека-
ния жидкости через боковые поверхности расчетной области и условие прилипания 
на кромке лопасти соответственно.

В гидродинамической части задачи движение жидкости описывается системой 
уравнений Навье–Стокса, осредненных по Рейнольдсу c замыканием моделью тур-
булентности SST Ментера [40]. Жидкость считается вязкой и  несжимаемой, а  по-
верхность обтекаемого тела абсолютно твердой. Расчеты выполняются при активи-
рованной схеме High Resolution по пространству, с  использованием неявной схемы 
интегрирования по времени второго порядка для уравнений переноса массы и им-
пульса и первого порядка для турбулентных характеристик и двумя итерациями на 
одном временном шаге по рекомендациям, изложенным в работе [41].

На рис. 3 показано пространственное распределение модуля скорости жидкости, 
кинетической энергии турбулентности и  модуля завихренности в  районе задней 
кромки лопасти в фиксированный момент времени.

На рис. 4 показана КЭМ используемая для определения КП в соответствии с [42] 
в связной постановке для СЛАУ относительно неизвестных величин потенциала пе-
ремещений в жидкости и перемещений в упругом теле. КЭМ представляет собой объ-
ем жидкости, ограниченный сферической поверхностью, внутри которой находится 
исследуемая лопасть целиком. На сферической границе расчетной области специаль-
ные КЭ формируют импедансное условие не отражения проходящих по нормали че-
рез нее акустических волн, обеспечивая излучение звука по аналогии с бесконечным 
свободным пространством. На поверхности лопасти задано граничное условие Fluid 
Solid Interface (FSI), которое связывает степени свободы перемещения в структурных 
элементах и  давления в  жидкостных элементах модели. Корневое сечение лопасти 
жестко зафиксировано по перемещениям. Размер элемента вблизи профиля выбира-
ется исходя из минимизации погрешности интерполяции гидродинамических полей 
на КЭ сетки по соотношению lак ≤ 4lгд, где lак размер элемента в акустической КЭМ, 
а  lгд – размер ячейки в  гидродинамической сеточной модели. В остальной области 
размер элемента соответствует lак1 ≤ λmin/3, где λmin = с/fmax – наименьшая длина волны 
соответствующая максимальной моделируемой частоте, c – скорость распростране-
ния звука. Используются квадратичные элементы акустической численной модели 

Рис. 2. Расчетная область ГД задачи об обтекании фрагмента задней кромки лопасти

1
4

3

2
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для обеспечения достаточной точности вычисления производной КП в (3.16). Коли-
чество конечных элементов АКМ составляет ~2 млн. Источник объемного ускорения 
единичной амплитуды необходимый для расчета КП методом взаимности [43] рас-
полагается в  дальней зоне исследуемого объекта. На рис. 5 показана визуализация 
КП в сечении поперек размаха лопасти, темный цвет соответствует отрицательным 
значениям КП, светлый – положительным.

На рис. 6,а показан радиус корреляции в направлении вдоль радиуса лопасти, на 
рис. 6,б показан радиус корреляции в нормальном направлении к поверхности лопа-

Рис. 3. Осредненное поле модуля завихренности (а), кинетической энергии турбулентности (б) 
и модуля скорости (в) в сечении вдоль потока

Рис. 4. Конечно-элементная модель для определения коэффициента передачи
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сти на различных частотах. Серые сплошные линии соответствуют частотам 
0.95 0.2

f
W
δ

¥

< , серые пунктирные  – 0.950.2 0.4
f

W
δ

¥

> > , серые штрихпунктирные  – 

0.950.4 0.7
f

W
δ

¥

> > , черная  – усредненная. Предложена модель, согласно которой 

осредненный радиус корреляции в направлении вдоль радиуса лопасти равен 20% от 
толщины пограничного слоя 0.950.2xr δ= , а осредненный радиус корреляции в нор-
мальном направлении к поверхности лопасти равен 2 / 3yr y= . Модельные зависи-
мости показаны черными пунктирными линиями на рис. 4. Можно заметить, что 
в случае с радиусом корреляции в направлении вдоль задней кромки лопасти модель-
ная зависимость не совпадает с усредненным радиусом корреляции вблизи поверх-
ности лопасти и больше схожа на модельную зависимость для радиуса корреляции 
в нормальном направлении к поверхности лопасти. Поэтому другой моделью описа-

Рис. 6. Радиус корреляции в направлении вдоль радиуса лопасти (а) и радиус корреляции 
в нормальном направлении к поверхности лопасти (б) на различных частотах

x
r

d

/y d

а y
r

d

/y d

б

Рис. 5. Реальная часть коэффициента передачи начастоте 0.95 / 0.4f Wδ ¥ =
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ния осредненного радиуса корреляции в направлении вдоль радиуса лопасти можно 
дополнительно рассмотреть зависимость 2 / 3x yr r y= = .

Расчет среднеквадратичной амплитуды давления p на поверхности сферы боль-
шого радиуса R выполнен следующими тремя способами.

(i) Первый способ расчета акустического давления p базируется на прямом сумми-
ровании вкладов квадрупольных источников в правой части уравнения Лайтхилла. 
Используется численная процедура решения данной задачи, детально описанная 
в работе [17].

(ii) В качестве второго способа расчета давления p используется подход, развитый 
в данной работе.

На примере одного из фрагментов на рис. 7 показаны результаты исследования 
модельной зависимости осредненного радиуса корреляции в направлении вдоль ра-
диуса лопасти. Средняя погрешность во всем рассматриваемом частотном диапазоне 
в  случае использования модели 0.2xr δ=  составляет 3 дБ, в  случае использования 
модели 2 / 3xr y=   – 4 дБ. Однако можно видеть, что в  диапазоне частот 

0.950.4 / 1.3f Wδ ¥> >  использование модели rx = 2y/3 дает заниженный результат 
в среднем на 5 дБ, тогда как модель rx = 0.2δ0.95 завышает результат в среднем на 2 дБ 
в диапазоне частот до 0.95 / 1.3f Wδ ¥ > . Таким образом, наиболее близкий результат 
возможно получить, используя модельную зависимость 0.950.2xr δ= . Во всех пред-
ставленных расчетах используется эта модель для описания осредненного радиуса 
корреляции в направлении вдоль радиуса лопасти.

На рис. 8–10 показана сходимость метода в зависимости от заданных пользовате-
лем параметров дискретизации линий тока  – шаг вдоль начальной линии da, шаг 
вдоль линии тока dl, количество точек по нормали N δ, количество точек вдоль линии 
тока zN  и  коэффициента геометрической прогрессии к  поверхности лопасти r. На 
рис. 8 показана сходимость метода в зависимости от длины линии тока, которая мо-
жет быть представлена как zN dl , и  количества расчетных точек вдоль нее, то есть 
шага dl. В  рамках этого исследования на толщину пограничного слоя приходится 
20 слоев расчетных точек ( 20N δ = ) со сгущением к поверхности с коэффициентом 
геометрической прогрессии 1.2r = , вдоль задней кромки 10 слоев на толщину погра-

/y d

СинТурбо 2 / 3xr y=

Прямой расчет
СинТурбо 0.952xr = d

0.95
/f W¥d
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Рис. 7. Зависимость оценки КШ от модели описания осредненного радиуса корреляции 
в направлении вдоль радиуса лопасти
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ничного слоя ( 1da =  мм). Увеличение уровня на высоких частотах 0.95 / 0.9f Wδ ¥ >  
объясняется в одном случае слишком редким шагом вдоль линии тока, а в другом – 
слишком маленькой длиной линии тока. Таким образом, на длину линии тока дол-
жно укладываться хотя бы 14 длин гидродинамических волн, а линия тока должна 
быть разбита как минимум на 50 частей.

На рис. 9 показана зависимость результата от коэффициента геометрической про-
грессии. Можно видеть, что он не влияет на результат. Для построения этих зависи-
мостей на толщину пограничного слоя приходится 20 слоев расчетных точек 
( 20N δ = ) со сгущением к поверхности с коэффициентом геометрической прогрес-
сии 1.2r = , вдоль задней кромки 10 слоев на толщину пограничного слоя ( 1da =  
мм), а также соблюдаются требования к длине линии тока и ее дискретизации. Таким 
образом, коэффициент геометрической прогрессии к поверхности лопасти r можно 

Рис. 8. Исследование сходимости метода от параметров «количество точек вдоль линии тока» 
и «шаг вдоль линии тока»
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Рис. 9. Исследование сходимости метода от параметра «прогрессия по нормали к поверхности»
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выбрать произвольно, однако для дальнейших верификационных расчетов принято 
1.2r = , поскольку этот коэффициент сгущения к стенке рекомендован при построе-

нии сеточных гидродинамических моделей для описания пограничного слоя [44].
На рис. 10 показана зависимость результата от количества точек по нормали к по-

верхности N δ и шага вдоль начальной линии da. Можно видеть, что на толщину по-
граничного слоя достаточно двадцати слоев, а  вдоль начальной линии достаточно 
четырех слоев на толщину пограничного слоя. Другие параметры расчета удовлетво-
ряют требованиям, описанным выше.

На рис. 11 показан вклад источников гидродинамического шума по нормали к по-
верхности лопасти. Расстояние от поверхности лопасти нормировано на толщину 
пограничного слоя, а  вклад источников нормирован на их максимальный уровень 

Рис. 10. Исследование сходимости метода от параметра «количество точек по нормали к поверхности» 
и «шаг вдоль начальной линии»
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Рис. 11. Вклад источников гидродинамического шума по нормали к поверхности лопасти
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шумоизлучения. Можно видеть, что максимальное излучение наблюдается вблизи 
поверхности, а затем монотонно спадает при удалении от поверхности.

На рис. 12 сравниваются результаты, полученные указанными двумя способами. 
На графике представлены зависимости звукового давления в точке на сфере боль-
шого радиуса. Сплошные линии соответствуют расчетам прямым методом [17], 
пунктирные линии получены с помощью метода, предложенного в данной работе. 
Фрагмент № 1 соответствует торцевой части лопасти, фрагменты № 2 и № 3 распо-
лагаются ниже по радиусу соответственно. Для фрагмента № 1 средняя погрешность 
составляет 4 дБ, для фрагмента № 2 – 1 дБ, для фрагмента № 3 – 3 дБ. Можно при 
этом отметить качественное совпадение результатов, полученных двумя методами. 
Приведенные верификационные результаты, демонстрирующие высокую точность 
разработанного метода подтверждаются валидацией, выполненной по известным 
экспериментальным данным, с которыми можно ознакомиться в [45].

Заключение
В работе представлен и  верифицирован метод моделирования шумоизлучения 

упругих тел методом на основе синтетической турбулентности. Пульсации скорости 
генерируются на основе информации об осредненных гидродинамических полях, 
путем пространственной фильтрации белого шума с заданными корреляционными 
характеристиками. На примере гребного винта показано, что метод позволяет про-
гнозировать излучение звука с  низкой погрешностью, не превышающей несколь-
ко  дБ. Метод реализован в  ПО «САТЕС» и  может использоваться в  практике аку-
стического проектирования изделий с важностью вклада гидродинамических шумов 
в широком частотном диапазоне.

Работа выполнена в  рамках Государственного задания Минобрнауки России 
№FFUF-2022-0003.
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An approach to the numerical modeling of broadband noise excited by turbulent fluid 
pulsations in the presence of an elastic body using a method based on synthetic turbulence 
is presented. The most common methods aimed at solving this problem involve determining 
noise emission as a result of solving the Helmholtz equation with sources in the form of the 
Lighthill tensor, previously determined in the hydrodynamic part of the problem using eddy-
resolving turbulence models. These methods require a large amount of computation, which in 
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the case of real technical applications leads to almost impossible requirements for computing 
resources. A reduction in the amount of calculations can be achieved for the class of problems 
in which continuous flow is implemented. In this case, hydrodynamic fields determined using 
a relatively simple Reynolds averaging of the Navier–Stokes equations can be used as initial 
data instead of directly determining velocity fluctuations in the computational domain using 
eddy-resolving methods.
In the presented method, velocity pulsations are generated based on information about 
averaged hydrodynamic fields, by spatial filtering of white noise with given correlation 
characteristics. As a result, an express assessment of the noise flow around a body is reduced to 
finding the radiation power density of elementary streams of current near the inhomogeneity 
of the streamlined surface, using data on the velocity vectors obtained as a result of solving 
a  hydrodynamic problem, in the approximation of an incompressible fluid, as well as the 
transfer coefficient “source of volumetric acceleration – pressure”, which is determined by the 
reciprocity method. The transmission coefficient characterizes the geometry of the streamlined 
body, its mechanical properties and the properties of the medium in which acoustic radiation 
propagates. The method allows you to localize areas with the most intense noise emission, 
as well as interpret the results obtained by analyzing the features of the hydrodynamic flow 
and the properties of the elastic structure. A verification of the method is presented using the 
example of the problem of noise emission from a fragment of a real technical structure flowing 
around a fluid flow.

Keywords: hydrodynamic noise, synthetic turbulence, finite element modeling, sound radiation.
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Геодинамика в  неоднородной 3D-геосреде, обусловленная гравитационными 
процессами, характеризуется полями перемещений, поворотов и  деформаций. 
Количественные и  пространственные характеристики распределения этих 
полей обеспечиваются соответствующими полями напряжений. Представлены 
результаты вычислительных экспериментов, моделирующих напряженно-
деформированное состояние двух профилей. Распределение полей по глубине 
обусловлены плотностной неоднородностью, одним из внутренних источников 
возникновения тектонических напряжений. Обобщение покомпонентного 
анализа показало общие свойства напряженно-деформированного состояния, 
которое характеризуется растяжением на фоне преобладающего сжатия. Для 
моделирования особенностей взаимодействия неоднородных структур профилей 
применен параметр интенсивности напряжений. Степень пластичности геосреды 
моделируется параметром интенсивности деформаций.

Ключевые слова: моделирование напряженно-деформированного состояния 
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1. Введение
Геодинамические явления в неоднородной 3D-геосреде рассматриваем как дефор-

мационные процессы, которые характеризуются полями перемещений, поворотов 
и деформаций. Количественные и пространственные характеристики распределения 
этих полей обеспечиваются соответствующими полями напряжений. Напряженность 
и  соответствующее гравитационное поле, обусловленное плотностной неоднород-
ностью Земли, является одним из основных внутренних источников возникновения 
тектонических напряжений [1]. Гравитационное поле обеспечивает формирование 
соответствующего усложненного деформирования геосреды, состоящего из пере-
мещений, сдвигов и поворотов текущих точек по всем координатным направлениям.

Механико-математическое моделирование напряженно-деформированного со-
стояния неоднородных геосред основано на теории подобия реологических процес-
сов в неоднородных многослойных средах, подверженных конечным деформациям 
[2–8]. В трехмерной постановке теории конечных деформаций и линеаризованной 
теории устойчивости предложена единая 3D-модель для изучения возможных дис-
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локаций в  неоднородных геосредах. Напряженно-деформированное состояние 
(НДС) разделяется на основное и возмущенное [4, 8]. Возможность существования 
основного (невозмущенного) состояния с  пренебрежимо малыми напряжениями 
и деформациями, которое существует до начала действия внутренних сил, действу-
ющих в земной коре, и обусловлено пренебрежимо малым гравитационным полем, 
является гипотетическим предположением. Кинематика возмущенного состояния 
определяется компонентами тензора конечных деформаций Коши–Грина, поступа-
тельными перемещениями и перемещениями линейного поворота, напряженное со-
стояние – компонентами несимметричного тензора напряжений Пиола–Кирхгофа. 
Аналитический алгоритм основан на получении решений относительно параметров, 
имеющих физический и геометрический смысл. В данной модели – это радиальное 
перемещение, перемещение поворота и результирующая по главным направлениям 
деформация. Предложенная методика позволяет на этапе численно-графическо-
го анализа встроить неоднородное распределение физико-механических свойств, 
конкретизировать граничные условия, уравнение состояния, количественно и  ка-
чественно оценить порядок нелинейности параметров, вклад каждой компоненты 
в распределение результирующих полей напряженно-деформированного состояния 
[9–11].

В статье [11] поставлена и  решена задача исследования устойчивого равновесия 
для основного и возмущенного состояний полого шара с граничными условиями на 
внутреннем основании и на внешней (дневной) поверхности. Внешняя поверхность 
( 2ρ ρ= ) полого шара свободна от нагружения. На сферической поверхности ( 1ρ ρ= ) 
в основании полого шара задается граничное условие в напряжениях с учетом следя-
щего давления p. Под внутренним следящим давлением понимается нагрузка, кото-
рая направлена по нормали к поверхности и не изменяет направление и величину 
в процессе деформирования [8]. Его значение соответствует давлению на заданной 
глубине и тем самым моделирует влияние отсутствующей внутренней части шара [12]. 
Решение задачи выполнено в системе координат Oρϕλ (ρ – радиус, 1 2ρ ρ¸  км; ϕ – ши-
рота, 90 90- ° ¸ °; λ – долгота, 180 180- ° ¸ °) в физических составляющих компонент 
тензора деформаций Грина, несимметричного тензора напряжений Пиола–Кирхго-
фа, компонент векторов перемещений и поворотов. Для основного и возмущенного 
состояний определяющие уравнения и их решения получены в аналитической форме 
для закона состояния в форме нелинейного вязкоупругого потенциала
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где ijε  контравариантные компоненты тензора деформаций Коши–Грина, ijξ  – кон-
травариантные компоненты тензора скоростей деформаций, iϑ  – функции физиче-
ских констант (упругости, жесткости, вязкости и других свойств геосред).

Здесь используются результаты построенного решения задачи и комплексы про-
грамм для расчета всех компонент и результирующих параметров НДС для закона со-
стояния в форме потенциала Мурнагана [7], физико-механических свойств верхних 
слоев (мощностью 35 км) океанической версии физической модели Земли РЕМ-О 
(РЕМ  – Parametric Earth Model, О  – океаническая модель) [12]. Выбор уравнения 
состояния и входных данных параметров плотности, упругости и жесткости согласно 
модели Земли РЕМ–О определяется геофизическим обоснованием данных [12].

Рассматриваем любой вертикальный (горизонтальный) геопрофиль как 2D-фраг-
мент 3D-шара, каждая точка которого имеет текущие координаты: глубина, широта, 
долгота. Поэтому на боковых границах 2D-фрагментов дополнительных граничных 
условий не требуется. Расчет может быть продолжен в любом координатном направ-
лении. Алгоритм предназначен для расчета НДС вертикальных и  горизонтальных 



780 ГЕОМЕХАНИЧЕСКИЕ МАРКЕРЫ НАПРЯЖЕННО‑ДЕФОРМИРОВАННОГО…

сечений 3D-шара по заданным координатам. 2D-фрагменты считаются в  рамках 
3D-модели, поэтому в расчетных значениях компонент параметров в текущих точках 
учитывается влияние компонент в смежных точках.

Полученное общее решение задачи устойчивого равновесия в аналитической фор-
ме [11], предполагает возможность встраивания параметра плотности ∆Ã ± Ã  моде-
ли  [13], для построения которой использованы данные глубинных сейсмических 
зондирований [14–16], геолого-геофизических экспедиций, выполненных 
в 2005–2010 гг. на НИС «Академик Лаврентьев» [13, 17]. Плотностная модель задает 
численное значение плотности по определенной сетке глубины и длины профиля, по 
текущим координатам (глубина, широта, долгота). Используя аналитическое реше-
ние задачи при среднем значении плотности Ã  по данным модели РЕМ–О, можем 
рассчитать значения параметров НДС при значениях плотности ∆Ã ± Ã  по такой же 
сетке, где ∆± Ã – приращение плотности. Таким образом, в общее решение, постро-
енное для средних значений плотности, упругости и  жесткости среды для модели 
РЕМ–О «встраивается» распределение плотностей с привязкой к текущим коорди-
натам. Вклад осадков и водного слоя, стратификация распределения плотностей по 
глубине профилей в расчетах компонент и интенсивности напряжений учитывается 
фактическими значениями заданного поля плотностей.

В статье [18] по этому алгоритму представлены некоторые результаты расчета по-
лей интенсивности гравитационных напряжений в земной коре по двум сейсмиче-
ским профилям района Центральных Курил: о. Уруп – о. Симушир – о-ва Ушишир 
и  Охотское море  – о. Симушир  – Курило-Камчатский желоб (это основная часть 
профиля 2.1–2.10) по обобщенным данным, которые получены Институтом морской 
геологии и геофизики ДВО РАН [14–16]. Плотностные модели профилей, построен-
ные на базе этих данных, морской и спутниковой гравиметрии соответствуют «услож-
ненной слоисто-блоковой структуре» земной коры, установленной в результате глу-
бинных сейсмических исследований [13]. Гравитационные силы и соответствующие 
распределения полей интенсивности напряжений в  этих условиях, являются след-
ствием плотностной неоднородности тектоносферы. Концентрация изолиний поля 
интенсивности напряжений соответствует положению глубинных разломов. Полу-
ченные расчетные данные полей интенсивности гравитационных напряжений по 
указанным профилям дают полное совпадение пространственной структуры плот-
ностной неоднородности и  полей интенсивности напряжений с  учетом локальных 
аномалий распределения плотностей [18].

Пространственные изменения и локальные возмущения полей напряжений опре-
деляются плотностными границами слоев и блоков, выделенных по сейсмическим 
и  гравитационным данным. В  рамках алгоритма [9–11] по входным данным плот-
ностных моделей выполнен детальный расчет, характеризующий напряженно-де-
формированное состояние двух профилей [13, 17], расположенных в  квадрате: 
45.0 50.0  .° ¸ ° с.ш , 149.0 ÷156.0  ° ° в. .  Обобщение компонентного анализа расчетных 
значений перемещений, поворотов, деформаций и соответствующих значений ком-
понент тензора напряжений по профилям 1.1–1.8 (длиной 700 км, глубиной 30 км) [17] 
и 2.1–2.10 (длиной 500 км, глубиной 35 км) [13] позволило определить общие свой-
ства НДС всего квадрата, которое характеризуется растяжением на фоне преоблада-
ющего сжатия. Применение модельных результирующих параметров интенсивности 
напряжений и деформаций, как геомеханических маркеров, позволило выявить осо-
бенности распределения полей напряжений и возможного распределения свойства 
пластичности геосреды по профилям.

2. Расчетная модель изучения напряженно-деформированного состояния
Динамика неоднородных упругих сред рассматривается в лагранжевых перемен-

ных. Напряженно-деформированное состояние устойчивого равновесия определя-
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ется основным (невозмущенным) и возмущенным, каждое из которых описываются 
соответствующими линеаризованными соотношениями [4, 8]. Используем соот-
ношения теории конечных деформаций и их линеаризованные выражения в произ-
вольной ортогональной криволинейной системе координат. В  приведенных ниже 
выражениях и далее все величины, отнесенные к основному состоянию, отмечены 
индексом “b”, величины без индексов относятся к возмущенному состоянию.

Основные соотношения для возмущенного состояния линеаризуются в окрестно-
сти значений соответствующих величин невозмущенного состояния. Ковариантные 
составляющие тензора конечных деформаций Коши–Грина основного b

ijε  и  возму-
щенного ijε состояний имеют вид

	 2 b b b b m
ij i j j i i m j bu u u uε = Ñ +Ñ +Ñ ×Ñ

	 ( ) ( )2 m m m m
ij i i b j m j j b i mg u u g u uε = +Ñ ×Ñ + +Ñ ×Ñ ,

где ,b m
i m j bu uÑ Ñ  – ковариантные производные от ковариантных и контравариантных 

составляющих вектора перемещений в  основном состоянии, i muÑ   – ковариантная 
производная от ковариантных составляющих вектора перемещений в возмущенном 
состоянии, m

ig  – метрический тензор в недеформированном состоянии.
В общем виде компоненты симметричного тензора обобщенных напряжений ijs  

для сжимаемого нелинейно-упругого тела в  невозмущенном ij
bs  и  возмущенном ins  

состоянии определены [8] выражениями соответственно 
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	 (2.1)

где inαβÀ  – тензор четвертого ранга.
Закон состояния ( )1 2 3, ,b b b bA A AΨ  представляет собой упругий потенциал и является 

дважды непрерывно-дифференцируемой функцией базисных алгебраических инва-
риантов b

iA  тензора деформаций Грина в невозмущенном состоянии [11]

	 1 2 3, ,b nb b mb nb b mb kb nb
n n m n m kA A Aε ε ε ε ε ε= = =

Напряженное состояние описывается несимметричным тензором Пиола–Кирх-
гофа, который определяется дифференцированием от энергии системы по градиенту 
вектора перемещений и характеризует элементарную силу, отнесенную к элементар-
ной площадке в отсчетной конфигурации [6, 8]

	 ( )im m mb in in m
n n b nt g u s s u= +Ñ × + × Ñ ,	 (2.2)

где тензоры обобщенных напряжений в  возмущенном ins  и  невозмущенном in
bs  со-

стояниях определяются соответственно формулой (2.1) и выражением

	 ( )1 2 3
1 2 3

2 3 , ,in in in ik nb b b b b
b b b kb b b

s g A A A
A A A

ε ε ε Ψ
æ ö¶ ¶ ¶ ÷ç ÷ç= + + ÷ç ÷ç ÷ç ¶ ¶ ¶è ø

Линеаризованное уравнение равновесия объемного элемента в контравариантных 
компонентах несимметричного тензора напряжений Пиола–Кирхгофа имеет вид
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	 0ij j
i t FÑ + = ,	 (2.3)

где jF  – массовые силы.
Решение 3D-задачи получено в  аналитической форме в  системе координат Oρϕλ 

(ρ – радиус, ϕ – широта, λ – долгота) в физических составляющих компонент тен-
зора деформаций Грина, несимметричного тензора напряжений Пиола–Кирхгофа, 
физических составляющих вектора линейных перемещений и  поворотов. Физиче-
ские компоненты параметров имеют индексы, определяющие их ориентацию в си-
стеме координат Oρϕλ(ρ,ϕ,λ).

3. Детализация напряженно-деформированного состояния профилей и  обобщение 
этих результатов на заданный регион

Любая геодинамическая модель в приложении должна следовать из анализа струк-
тур, развивающихся в заданном геологическом регионе одновременно.

На рис. 1 приведены два профиля 1.1–1.8 и 2.1–2.10, расположенные в квадрате 
149.0 156.0  ° ¸ ° в. . , 45.0 50.0  ° ¸ ° с.ш.

В рамках единой 3D-модели выполнен покомпонентный расчет всех полей, харак-
теризующих напряженно-деформированное состояния заданных профилей. Вычис-
лительный эксперимент выполнен для модели PEM-О, в которой выделен слой, мо-
делирующий земную кору мощностью 35 км ( 1ρ = 6336 км, 2ρ = 6371 км – верхняя 
поверхность). В соответствие с геофизическими свойствами PEM-О [12] используем 

Рис.1. Положение профилей 1.1–1.8 и 2.1–2.10 в квадрате 149.0 156.0  .° ¸ ° в. , 45.0 50.0  .° ¸ ° с.ш . 
Цифровая модель рельефа построена по данным http://topex.ucsd.edu [19]
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в  расчетах средне-взвешенные по мощности слоев значения параметров: упругой 
постоянной η = 54.777 ГПа, коэффициента жесткости µ = 53.837 ГПа, плотности 
Ã = 3097.839 кг/м3, ускорения силы тяжести g = 9.839 м/с2, внутреннего следящего 
давления p = 1.82 ГПа.

Физический закон состояния, который определяет способность к деформирова-
нию в зависимости от свойств упругости и жесткости среды, принят в форме потен-
циала Мурнагана [7]

	 2
1 22

A A
η

Ψ µ= + 	 (3.1)

Основное невозмущенное состояние является радиально-симметричным и устой-
чивым, характеризуется физическими компонентами радиальной деформации 
0.0338  ≤  ( )

b
ρρε   ≤ 0.0370, радиальным напряжением 0.00565 ГПа ≤ ( )

bt ρρ   ≤ 0.0062 ГПа, 
удлинением 0.99981 ≤ bδ  ≤ 1.0 и радиальным перемещением –1.2 км ≤  buρ ≤ 0 км [11].

На стадии возмущения в  общее решение, построенное для модели РЕМ–О, 
«встраивается» неоднородное распределение плотностей с привязкой к текущим 
координатам [13, 17]. Кинематика деформированной геосреды описывается по-
ступательными перемещениями, вектором линейного поворота, тензором конеч-
ных деформаций Коши–Грина. Компоненты вектора перемещений определяют 
вектор линейного поворота и  компоненты тензора деформаций по известным 
формулам [5,  8]. В  статье [20] опубликованы подробные численные результаты 
расчета полей перемещений, поворотов, деформаций и  гравитационных напря-
жений по глубине 35 км для профиля 2.1–2.10 длиной 500 км, которые далее ис-
пользуются.

В табл. 1–3 для сравнения представлены интервальные численные значения ком-
понент перемещений, поворотов, деформаций по двум профилям.

В табл. 1 приведены интервальные значения физических компонент uρ, uϕ, uλ и мо-
дуля | |u



 векторов перемещений, определяющих поступательные перемещения теку-
щих точек возмущенного напряженно-деформированного состояния по заданным 
профилям

	 2 2 2u u u uρ ϕ λ= + +


Таблица 1. Значения физических компонент uρ, uϕ, uλ и модуля u


 векторов перемещений по 
профилям 1.1–1.8 и 2.1–2.10

Компоненты и модуль 
вектора перемещений, км Профиль 1.1–1.8 Профиль 2.1–2.10

Max
Min

uρ

–5.8 ⋅ 10–19

–7.2 ⋅ 10–9

–9.2 ⋅ 10–10

–7.8 ⋅ 10–9

Max
Min

uϕ

–0.009
–0.01

–0.002
–0.009

Max
Min

uλ

0.001
0.0007

0.0009
0.0008

Max
Min

u


0.01
0.002

0.009
0.002
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В текущих точках меридиональные компоненты 0uλ >  положительные; радиаль-
ные и широтные компоненты 0uρ <  и 0uϕ <  имеют отрицательные направления. 
Между абсолютными значениями компонент векторов перемещений выявлена зави-
симость u u uρ λ ϕ<  по всей глубине профилей 1.1–1.8 и 2.1–2.10. Перемещения в 
радиальном направлении являются бесконечно малыми величинами 1uρ  , значит, 
в результате деформирования мощность слоев профилей остается практически без 
изменения. Поступательные перемещения текущих точек преобладают в латераль-
ных направлениях и обусловлены компонентами uϕ и uλ. При этом, абсолютные зна-
чения широтных перемещений uϕ больше, чем меридиональные uλ.

Компоненты wρ, wϕ, wλ определяют линейные повороты (табл.  2) в  окрестности 
текущих точек в результате перемещений uρ, uϕ, uλ на стадии возмущенного состоя-
ния. Расчеты показывают, что поворотные перемещения есть во всех координатных 
направлениях, отсутствуют нулевые значения, их порядок соизмерим со значениями 
компонент деформаций.

Компоненты тензора деформаций (табл. 3) полностью характеризуют деформа-
цию среды в окрестности текущей точки в результате перемещений uρ, uϕ, uλ, линей-
ных поворотов wρ, wϕ, wλ, косвенно определяя значения деформационных удлинений 
и сдвигов [5] и как результат соответствующие изменения размеров и формы.

Положительным линейным деформациям ( )ρρε  соответствуют удлинения, а отри-
цательным ( )ϕϕε  и  ( )λλε  – укорочения. Положительные угловые деформации ( )ρϕε  и  ( )ϕλε  
определяют уменьшение углов между положительными направлениями координат-
ных осей (меньше 90o), а  отрицательные значения ( )ρλε   – увеличение тех же углов 
(больше 90o).

Учитывая то обстоятельство, что при очень медленных процессах в условиях все-
стороннего сжатия предполагается возможность пластического деформирования 
массивов пород [21], введем в  рассмотрение положительный параметр интенсив-
ности деформаций:

( ) ( ) ( ) ( )2 2 2 2 2 2
int ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

2 3
3 2ρρ ϕϕ ϕϕ λλ λλ ρρ ρϕ ϕλ λρε ε ε ε ε ε ε ε ε= - + - + - + + +ε 	 (3.2)

Распределение интервальных значений компонент перемещений, поворотов и де-
формаций по профилям 1.1–1.8 и 2.1–2.2 имеет одинаковые качественные, но раз-

Таблица 2. Значения физических компонент wρ, wϕ, wλ вектора поворота по профилям 1.1–1.8 
и 2.1–2.10

Компоненты и модуль вектора 
поворота Профиль 1.1–1.8 Профиль 2.1–2.10

Max
Min

wρ

72.5 10-×
72.0 10-×

72.5 10-×
72.3 10-×

Max
Min

wϕ

83.6 10-×
82.6 10-×

83.3 10-×
83.0 10-×

Max
Min

wλ

74.0 10-×
87.2 10-×

73.3 10-×
86.0 10-×
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ные количественные характеристики. Максимальные перемещения и максимальные 
углы поворота в окрестности текущих точек характеризуют и определяют жесткость 
среды, способность сопротивляться деформации. Компоненты деформации, харак-
теризуют удлинения и сдвиги бесконечно малого объемного элемента и определяют 
прочность среды, способность выдерживать без разрушения заданную нагрузку [5]. 
В  данных условиях параметр перемещения 1uρ   определяет бόльшую жесткость 
в радиальном направлении, угол поворота wϕ определяет бόльшую сопротивляемость 
деформации при повороте в плоскости Oρλ, компонента деформации ( ) 1ρρε   опреде-
ляет бόльшую прочность и способность выдерживать нагрузки в радиальном направ-
лении. Весь комплекс перемещений, поворотов и деформаций обеспечивается соот-
ветствующим полем напряжений imt  (2.2).

Для изучения напряженного состояния заданного квадрата разложим симметрич-
ную часть ins  (2.1) несимметричного тензора напряжений Пиола–Кирхгофа imt  (2.2). 
Для поверхности второго порядка в  каждой текущей точке всегда можно выбрать 
такие направления координатных осей, для которых на трех взаимно перпендику-
лярных плоскостях касательные компоненты симметричного тензора напряжений 

ins  обращаются в нуль. Эти плоскости называются главными плоскостями, а напря-
жения ( Is , IIs , IIIs ), действующие на них  – главными напряжениями, т.е. в  каждой 
текущей точке вместо девяти компонент тензора напряжений получаем три компо-
ненты с важным физическим свойством. Главные напряжения определяют экстре-
мальные направления всего комплекса напряжений. На главных площадках глав-
ные напряжения принимают свои экстремальные значения – максимум Is , минимум 

IIIs  и минимакс IIs  ( I II IIIs s s> > ) [22]. Если в текущей точке известны все компоненты 

Таблица 3. Значения интенсивности intε  и физических компонент тензора деформаций Коши-
Грина по профилям 1.1–1.8 и 2.1–2.10

Компоненты интенсивности и тензора 
деформаций Профиль 1.1–1.8 Профиль 2.1–2.10

     int

Max
Min

ε
52.35 10-×
52.07 10-×

52.44 10-×
52.04 10-×

( )

Max
Minρρε

102.51 10-×
102.04 10-×

102.55 10-×
102.33 10-×

( )

Max
Minϕϕε

78.66 10-- ×
62.95 10-- ×

74.81 10-- ×
63.21 10-- ×

( )

Max
Minλλε

72.62 10-- ×
61.34 10-- ×

72.91 10-- ×
61.16 10-- ×

( )

Max
Minρϕε

61.43 10-×
72.56 10-×

61.18 10-×
72.30 10-×

( )

Max
Minρλε

89.21 10-- ×
71.29 10-- ×

71.02 10-- ×
71.18 10-- ×

( )

Max
Minϕλε

68.82 10-×
67.37 10-×

69.34 10-×
67.55 10-×
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тензора напряжений, то соответствующие главные направления и главные напряже-
ния вычисляются через решение кубического характеристического уравнения, со-
ставленного на основе определителя компонент тензора ins  [5]. По определению, 
растягивающее напряжение считается положительным, сжимающее – отрицатель-
ным.

На рис. 2 представлено двумерное графическое представление трехмерного напря-
женного состояния в текущих точках по профилям 1.1–1.8 и 2.1–2.10 (круги Мора).

Предполагаем, что возможно обобщение численного анализа результатов реше-
ния характеристического уравнения по определению главных напряжений по двум 
заданным профилям на весь заданный квадрат. По результатам расчетов напряжен-
ное состояние в заданном квадрате характеризуется в одном направлении растяже-
нием на фоне двухосного сжатия: максимальное растяжение ( I 0s > ), сжатие ( II 0s < ), 
максимальное сжатие ( III 0s < ).

При этом абсолютные значения главных напряжений относительно пропорцио-
нальны: 1

2I IIIs s» , 1
8II IIIs s» . Главное напряжение в зоне сжатия почти в 2 раза 

превышает такой же параметр в зоне растяжения. Таким образом, можно предполо-
жить, что общим свойством напряженно-деформированного состояния всего ква-
драта 149.0 156.0  ° ¸ ° в. . , 45.0 50.0  ° ¸ ° с.ш. является растяжение на фоне преобладающе-
го сжатия.

4. Детализация и особенности напряженно-деформированного состояния профилей
Кинематика деформированной геосреды по сечению профилей 1.1–1.8 и 2.1–2.10 

(табл. 1–3) обеспечивается соответствующим полем напряжений, при этом должна 
быть выражена согласованность с данными о глубинном строении земной коры, по-
ложением плотностных границ и разломов.

Для анализа особенностей распределения полей деформаций и  гравитационных 
напряжений по заданным профилям, рассмотрим распределение модельных поло-
жительных параметров интенсивности деформаций (3.2) и интенсивности напряже-
ний (4.1):

( ) ( ) ( ) ( )2 2 2 2 2 2 2 2 2
int ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

1 3
2

t t t t t t t t t t t tρρ ϕϕ ϕϕ λλ λλ ρρ ρϕ ϕλ ρλ ϕρ λϕ λρ= - + - + - + + + + + +T 	 (4.1)

Рис.2. Круги Мора в текущих точках по профилям 1.1–1.8 и 2.1–2.10
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На рис. 3 показаны графики градиентного распределения интенсивности дефор-
маций intε  по плоскости профилей 1.1–1.8 (рис. 3,а) и 2.1–2.10 (рис. 3,б). Распределе-
ние интенсивности деформаций моделирует степень пластического состояния гео-
среды профилей согласно заданной плотностной дифференциации.

Максимальные значения интенсивности деформаций intε  концентрируются в зо-
нах (окрашены в серый градиентный цвет), в которых возможность перехода в пла-
стическое состояние обусловлена напряженно-деформированным состоянием гео-
среды.

В плоскости профиля 1.1–1.8 (рис. 3,а) степень пластичности преобладает в верх-
них слоях срединной части земной коры в окрестности разломов и горизонтальных 

Рис. 3. Реконструкция поля интенсивности деформаций intε  по профилям: 
а: 1.1–1.8 значения интенсивности деформаций 5 5

int2.07 10 2.35 10- -× £ £ ×ε , 
горизонтальные границы раздела плотностей обозначены штриховой и сплошной линиями, 

в верхней части разломы соответствуют модели [17]; 
б: 2.1–2.10 значения интенсивности деформаций 5 5

int2.04 10 2.44 10- -× £ £ ×ε , 
значения плотностей, границы плотностных блоков и разломы соответствуют модели [13].

а

б
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границ раздела: мантия нижняя кора – верхняя кора [17]. В плоскости профиля 2.1–
2.10 (рис.  3,б) степень пластичности преобладает в  верхних слоях земной коры 
в окрестности разломов. Распределение максимальных значений поля intε  оконтури-
вает окрестности разломов, плотностных границ и определяет их зону влияния. Из-
менения значений интенсивности деформаций по всей плоскости профиля 1.1–1.8 
определяются интервалом 2.07⋅10−5 ≤ intε  ≤ 2.35⋅10−5; профиля 2.1–2.10 – интервалом 
2.04⋅10−5 ≤ intε  ≤ 2.44⋅10−5. Максимальное значение интенсивности деформаций по 
сечению профиля 2.1–2.10 равно 2.44⋅10−5. Оно больше максимального значения ин-
тенсивности деформаций по сечению профиля 1.1–1.8, но порядок значения тот же, 
2.44⋅10−5 > 2.35⋅10−5. Учитывая характеристики главных напряжений, это сравнение, 
возможно, косвенно определяет положение профиля 2.1–2.10 в зоне сжатия, а про-
филя 1.1–1.8 в зоне растяжения.

В зоне дальневосточных морей и северо-западном секторе Тихого океана массивы 
горных пород находятся в зоне повышенной сейсмичности и характеризуются слож-
ностью строения за счет структурных неоднородностей. Общеизвестные критерии 
пластичности и прочности горных пород предполагают, что все компоненты среды 
достигают предельного состояния при разрушении одновременно, что, в  общем 
случае неоднородных сред, маловероятно. Горные породы неодинаково сопротив-
ляются растяжению, сжатию и отрыву и не могут достигать предельного состояния 
одновременно. Кроме этого, в расчетные формулы, как правило, входят операторы 
усреднения физических и механических характеристик среды, что приводит к раз-
мыванию локализации плотностных разломов и  особенностей неоднородной гео-
структуры. Поэтому предложенный параметр интенсивности деформаций, может 
быть рассмотрен как геомеханический маркер пластического деформирования, так 
как его распределение моделирует совпадение с заданным плотностным распределе-
нием типов вещества и разломов по всей плоскости профилей (рис. 3).

На рис. 4 показаны графики изолиний и градиентного распределения интенсив-
ности напряжений intT  по плоскости профилей 1.1–1.8 (рис. 4,а) и 2.1–2.10 (рис. 4,б), 
которые согласуются с положением глубинных разломов и плотностных границ сло-
ев [13,18].

Изолинии концентрируются и преломляются там, где локализованы зоны раздела 
плотностей и разломы. Максимальное значение поля интенсивности напряжений по 
профилю 2.1–2.10 (рис.  4,б) достигает 1790 ГПа на юго-востоке на уровне мантии. 
Максимальное значение поля интенсивности напряжений по профилю 1.1–1.8 
(рис. 4,а) достигает 1690 ГПа на уровне мантии в средней части разреза. Пересечение 
профилей обозначено белой сплошной линией. Интервальные значения интенсивно-
сти напряжений для профиля 1.1–1.8 (рис. 4,а) составляют int1516 1690£ £TГПА ГПА, 
они меньше значений этого же параметра для профиля 2.1–2.10 (рис.  4,б) 

int1530 1790£ £TГПА ГПА . Характеристики главных напряжений is , значения пара-
метров интенсивности напряжений и градиентное распределение интенсивности на-
пряжений (рис. 4) определяют положение профиля 2.1–2.10 в зоне сжатия, а профиля 
1.1–1.8 в зоне растяжения. Возможно, что на рис. 4,а на глубине ниже отметки –20 км 
на протяжении – 40 км < L < 200 км моделируется часть океанической плиты профиля 
2.1–2.10, НДС которой характеризуется сжатием с  юго-востока на северо-запад 
(рис. 4,б).

Предполагаем, что динамика возможных структурных изменений обусловлена не 
только значениями интенсивности напряжений, но и  распределением градиентов 

int∆T  этой функции относительно смежных точек. На рис. 5 приведены графики по-
лей градиентов интенсивности напряжений int∆T  по плоскостям профиля 1.1–1.8 
(рис. 5,а) и фрагменту профиля 2.1–2.10 длиной 100 350L£ £км км (рис. 5,б).



789ОСИПОВА

Векторные поля градиентов интенсивности напряжений определяют направление 
и  величину наискорейшего изменения интенсивности 

maxint∆T  в  расчетных точках 
профилей.

Предполагаем, что малые значения градиентов интенсивности напряжения 
в смежных точках определяют более плотную и менее подвижную часть геосреды. На 
рис. 5 контуром I выделены «пустоты» в векторной сетке – модельные «блоки», вну-
три которых int 2.5 /∆ £T ГПа км. И наоборот, менее плотная и более подвижная часть 
геосреды, например, разломные зоны, характеризуются градиентами интенсивности 
напряжений int 2.5 /∆ ³T ГПа км.

Межблоковое пространство является неустойчивой составляющей геосреды, ха-
рактеризуется бо`льшими значениями градиентов интенсивности напряжений, кото-

Рис. 4. Распределение изолиний и градиентных полей интенсивности напряжений intT  по профилям:
а: 1.1–1.8 (длиной 700 км, глубиной 30 км), горизонтальные границы раздела плотностей обозначены 

штриховой и сплошной линиями, в верхней части разломы отмечены сплошной линией, 
соответствуют модели [17];

б: 2.1–2.10 (длиной 500 км, глубиной 35 км), границы плотностных блоков и разломы соответствуют 
модели [13]. Пересечение профилей 1.1–1.8 и 2.1–2.10 обозначено белой сплошной линией

б

а
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Рис.5. Распределение изолиний, градиентов int∆T  поля интенсивности напряжений int∆T  
и оконтуренных линией I модельных «блоков», внутри которых int 2.5 /∆ £T ГПа км, по профилям:

а: 1.1–1.8, в верхней части разломы отмечены сплошной линией и соответствуют модели [17];
б: фрагмент профиля 2.1–2.10 длиной 100 350 L£ £км км, 

границы плотностных блоков и разломы соответствуют модели [13]. 
Звездочками обозначены гипоцентры Симуширских землетрясений 2006, 2007 гг.

б

а
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рые изменяются по величине и направлению. При этом моделируются зоны грави-
тационной неустойчивости с повышенной способностью к структурообразованию, 
которые могут изменять границы глубинных разломов и раздела плотностей [23].

На рис. 5,а распределение векторного поля градиентов интенсивности напряже-
ний моделирует систему из двух горизонтальных массивных модельных «блоков» по 
длине 700 км, разделенных горизонтальной искривленной границей. Возможно, что 
это граница раздела плотностей геоструктуры профиля 1.1–1.8. При дополнитель-
ном тектоническом воздействии на эту модельную систему: «блок» – межблоковое 
пространство – «блок» (рис. 5,а) в условиях растяжения, возмущения геосреды и раз-
витие гравитационной неустойчивости затруднительно.

На рис. 5,б представлен наиболее информативный, с точки зрения зафиксирован-
ных геособытий, фрагмент 2.1–2.10 длиной 100 350L£ £км км. Распределение век-
торного поля градиентов интенсивности напряжений моделирует систему из восьми 
соразмерных модельных блоков, расположенных на глубине −10 ± 3 км вдоль про-
тяженных разломных зон. Они разделены вертикальными межблоковыми простран-
ствами. При дополнительном тектоническом воздействии на эту модельную систему: 
«блок» – межблоковое пространство – «блок» (рис. 5,б), которая находится в зоне 
сжатия, возможно ожидать возмущений геосреды и  развития гравитационной не-
устойчивости. Эти возмущения может служить механизмом, определяющих ход раз-
личных геодинамических процессов, в  том числе и  триггером землетрясений. На 
рис. 5,а гипоцентры землетрясений (обозначены звездочками) моделируются между 
соразмерными блоками, в  зоне влияния разломов и  плотностных границ, которые 
характеризуются восходящими и  нисходящими пиками изолиний интенсивности 
напряжений, что способствует развитию здесь изгибов слоев с нарушением сплош-
ности или формированием систем трещин и могут быть зоной повышенной сейсмич-
ности. По опубликованным данным гипоцентры Симуширских землетрясений 2006, 
2007  гг. располагались на глубине порядка 10  км в  зоне разломов основания коры 
[15, 16].

Параметр интенсивности напряжений предложен как геомеханический маркер 
возможного взаимодействия неоднородных геоструктур, так как распределение от-
носительно малых по величине градиентов интенсивности напряжений позволяют 
смоделировать геосреду как систему элементов взаимодействия: «блок» – межбло-
ковое пространство – «блок», где «блок» относительно (локально) устойчивая часть, 
«межблоковое пространство» – неустойчивая часть геоструктуры. При этом распре-
деление градиентов интенсивности напряжений, которые характеризуются боль-
шими значениями, моделируют направление и величину наискорейшего изменения 
поля интенсивности и последующие возможные геодинамические изменения.

5. Обсуждение результатов и выводы
В едином 3D-пространстве, структурированного соотношениями (2.1)–(2.3), 

представлено исследование НДС усложненных сред с заданной способностью к де-
формированию [7], неоднородным распределением физико-механических свойств 
по данным параметрической модели РЕМ–О [12], распределением плотностей, по-
лученных на основании обобщения данных мониторинга геологической обстановки 
Центральных Курил [13,17]. Введенные в рассмотрение положительные параметры 
интенсивности деформаций intε  и напряжений intT  являются модельными результи-
рующими характеристиками компонент тензора деформаций и напряжений в теку-
щей точке. Очевидно, что в естественных условиях работает иной механизм опреде-
ления результирующих характеристик деформирования и  напряжений. Но 
уместность применения в моделировании результирующих параметров деформиро-
вания и напряжений обусловлена возможностью получения пространственного рас-
пределения параметров, характеризующих особенности НДС в профилях.



792 ГЕОМЕХАНИЧЕСКИЕ МАРКЕРЫ НАПРЯЖЕННО‑ДЕФОРМИРОВАННОГО…

Количественное и  качественное распределение возможных полей напряжений 
и деформаций обусловлено расчетной моделью (2.1)–(2.3), граничными условиями, 
уравнением состояния (4), входными данными полей физико-механических свойств 
геосреды [12, 13, 17]. Получены согласованные поля распределения значений и гра-
диентов компонент тензоров, результирующих параметров, характеризующих на-
пряженно-деформированное состояние.

Здесь представлены результаты расчетов по двум профилям в квадрате Централь-
ных Курил, в  условиях плотностной неоднородности. Использованы результаты 
структурно-плотностного моделирования земной коры [13, 17]. Плотностная модель 
определяет важные свойства типов геовещества в текущих точках, распределенных 
по всей плоскости профилей. Входными данными являются значения плотности 
в  зависимости от распределения давления, температуры и  текущих координат. 
Встраивая эти данные плотностей в  расчетную механико-математическую модель, 
в  которой учтены распределения упругости и  жесткости получаем реконструкцию 
возможного динамического 3D-взаимодействия из системы элементов неоднород-
ной геосреды: «блок» – межблоковое пространство – «блок». Вклад осадков и вод-
ного слоя, стратификация распределения плотностей по глубине в расчетах компо-
нент НДС учитывается фактическими значениями заданного поля плотностей. На 
основании обобщения численного анализа результатов НДС по двум профилям 
1.1–1.8 (длиной 700 км, глубиной 30 км) и 2.1–2.10 (длиной 500 км, глубиной 35 км) 
на весь квадрат 149.0 156.0  ° ¸ ° в. . , 45.0 50.0  ° ¸ ° с.ш. установлены следующие общие ха-
рактеристики НДС всего квадрата:

1.  Перемещения в радиальном направлении являются бесконечно малыми вели-
чинами 1uρ  , значит, в результате деформирования мощность слоев заданного 
региона остается практически без изменения. Поступательные перемещения по глу-
бине обусловлены компонентами uϕ и uλ в латеральных направлениях, при этом пре-
обладают широтные компоненты перемещений;

2.  Компоненты линейных поворотов в результате перемещений фиксируются во 
всех координатных направлениях (отсутствуют нулевые значения), их порядок соиз-
мерим со значениями компонент деформаций;

3.  Компоненты тензора деформаций Коши–Грина полностью характеризуют де-
формацию среды в окрестности текущей точки в результате перемещений, линейных 
поворотов, косвенно определяя значения деформационных удлинений и  сдвигов 
и  как результат соответствующие изменения размеров и  формы. Положительным 
линейным деформациям ( )ρρε  соответствуют удлинения, а  отрицательным ( )ϕϕε  
и  ( )λλε   – укорочения. Положительные угловые деформации ( )ρϕε  и  ( )ϕλε  определяют 
угол между положительными направлениями координатных осей меньше 90o, а отри-
цательные значения ( )ρλε  – тот же угол больше 90o;

4.  Компоненты несимметричного тензора напряжений Пиола–Кирхгофа полно-
стью обеспечивают кинематику, описанную в пп. 1–3 этого списка. Предложенный 
параметр интенсивности напряжений является результирующей положительной 
функцией всех девяти компонент тензора напряжений Пиола–Кирхгофа в  текущей 
точке. Чем больше значение параметра интенсивности напряжений в определенном 
направлении, тем более вероятно в этом месте относительное усиление движения и со-
путствующего деформирования. Направление усиления/ослабления движения опре-
деляется вкладом компонент тензора ( )t ϕλ  и  ( )t λϕ . Вклад касательных ( )t ρλ  и  ( )t λρ  значи-
тельно меньше, чем значения компонент ( )t ϕλ , ( )t λϕ , ( )t ρρ , ( )t ϕϕ , ( )t λλ , ( )t ρϕ  и  ( )t ϕρ  [20, 23];

5.  На основании алгоритма построения главных напряжений по данным расчетов 
текущих значений компонент тензора напряжений Пиола–Кирхгофа по двум про-
филям, получена общая характеристика напряженного состояния всего квадрата 



793ОСИПОВА

149.0 156.0  ° ¸ ° в. . , 45.0 50.0  .° ¸ ° с.ш : растяжение на фоне преобладающего сжатия 
(максимальное растяжение–сжатие–максимальное сжатие).

Для выявления особенностей распределения НДС по двум профилям 1.1–1.8 
и 2.1–2.10 используем те же расчетные данные компонент перемещений, поворотов, 
деформаций и напряжений. Эти данные информативны в плане общих характери-
стик НДС заданного квадрата, при этом особенности распределения полей НДС по 
геоструктуре профилей согласуются и  обеспечиваются общими характеристиками, 
приведенными в списке пп. 1–5.

Установлены следующие особенности распределения НДС по профилю 1.1–1.8:
1.  Рельеф поверхности профиля определяется напряженно-деформированным 

состоянием глубинных структур.
2.  На рис. 4а пространственное распределение изолиний интенсивности напря-

жений моделирует положение профиля в зоне растяжения, на глубине ниже –20 км 
на протяжении –40 км < L < 200 км моделируется часть океанической плиты профи-
ля 2.1–2.10, НДС которой характеризуется сжатием с юго-востока на северо-запад.

3.  Распределение маркера интенсивности напряжений моделирует устойчивую 
слоисто-блоковую структуру по плоскости всего профиля.

4.  Распределения кинематических параметров определяют возможные качествен-
ные изменения вещественных элементов геосреды профиля (список пп.  1–5). Па-
раметр интенсивности деформаций, как геомеханический маркер степени пласти-
ческого деформирования неоднородной геосреды по глубине профиля, моделирует 
концентрацию максимальных значений в зонах локализации разломов и плотност-
ных границ.

Установлены следующие особенности распределения НДС по профилю 2.1–2.10:
1.  На рис. 4,б пространственное распределение изолиний интенсивности напря-

жений и более насыщенная окраска на юго-восточной границе профиля моделирует 
потенциальную возможность бокового давления «поддвигающейся Тихоокеанской 
плиты, создающей зону сжатия, повышение плотности геологической среды в пре-
делах уклона Курильского желоба и, как следствие, возникновение зоны повышен-
ных напряжений. По мере удаления от указанной зоны в сторону Охотского моря, 
величина интенсивности напряжений, естественно, должна уменьшаться…» [18], 
что подтверждается более светлой окраской верхней части вдоль всего профиля 
на рис. 4,б.

2.  Распределение градиентов маркера интенсивности напряжений моделирует 
устойчивые/неустойчивые структурные элементы в плоскости профиля относитель-
но возможного динамического взаимодействия: устойчивые структурные элемен-
ты – «блоки», которые разделены зонами с повышенной активностью – «межбло-
ковыми пространствами». Динамическое воздействие на межблоковые пространства 
в  системе из восьми соразмерных модельных блоков, расположенных на глубине 
−10 ± 3 км (рис. 5,б), моделирует возможность сейсмических деформаций. Распре-
деление, детализация слоисто-блоковой структуры (расположение, соизмеримость 
блоков взаимодействия) в гипоцентрах Симуширских землетрясений, а также кон-
центрация полей деформаций и напряжений согласуются с плотностной дифферен-
циацией земной коры и свидетельствуют о прошлой и возможной в будущем сейсми-
ческой активности в этом регионе.

3.  Рельеф поверхности профиля определяется напряженно-деформированным 
состоянием глубинных структур.

4.  Распределения кинематических параметров определяют возможные качествен-
ные изменения вещественных элементов геосреды профиля (список пп. 1–5). При-
менен параметр интенсивности деформаций, как геомеханический маркер степени 
пластического деформирования неоднородной геосреды по глубине профиля. Мак-
симальные значения маркера концентрируются в  зонах локализации разломов по 
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всей плоскости профиля, при этом распределение максимальных значений оконту-
ривают окрестности разломов, плотностных границ и определяют их зону влияния.

Полученные результаты позволяют реконструировать и  объяснить особенности 
структурной эволюции неоднородных геосред в поле собственной гравитации.

В рамках расчетной 3D-модели неоднородность свойств (упругость, жесткость) 
геосреды может быть учтена через приращение ∆± . Закон состояния, определяющий 
способность к усложненному деформированию, учитывающий взаимодействие ком-
понент деформаций и скоростей деформаций, может быть принят в форме ( ),ij ij ijΦ ε ξ . 
Но автор не располагает данными неоднородного распределения свойств упругости, 
жесткости, вязкости и других свойств геосред.

Работа выполнена в  рамках госбюджетной темы «Изучение структуры, физиче-
ских и  вещественных характеристик и  геодинамики литосферы, сейсмической ак-
тивности и закономерностей размещения полезных ископаемых в регионе дальнево-
сточных морей и северо-западном секторе Тихого океана», регистрационный номер: 
124022100082-4.
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Geomechanical Markers of Stress and Strain State, and Interaction of Structures 
in Inhomogeneous Geoenvironment
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Geodynamics in an inhomogeneous 3D-geoenvironment, due to gravitational processes, is 
characterized by fields of displacement, rotations and deformations. The quantitative and 
dimensional characteristics of the distribution of these fields are provided by the corresponding 
stress fields. The results of computational experiments modeling the stress and strain state of 
two profiles are presented. The distribution of fields in depth is due to density inhomogeneity, 
one of the internal sources of tectonic stresses. The generalization of the component analysis 
showed the general properties of the stress and strain state, which is characterized by stretching 
against the background of prevailing compression. The stress intensity parameter is used to 
model the interaction features of inhomogeneous profile structures. The degree of plasticity of 
the geoenvironment is modeled by the deformation intensity parameter.
Keywords: modeling of the stress and strain state of an inhomogeneous geoenvironment, 
interaction of geostructures, plasticity of the geoenvironment
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Разработан трехпольный конечный элемент четырехугольной формы тонкой 
оболочки с  узловыми неизвестными в  виде: перемещений и  их первых 
производных; деформаций и  искривлений срединной поверхности; усилий 
и моментов срединной поверхности. 
Аппроксимация искомых величин осуществлялась в  двух вариантах. В  первом 
варианте компоненты вектора перемещений и компоненты тензоров деформаций 
и  кривизн, а  также тензоров усилий и  моментов аппроксимировались 
с использованием традиционных функций формы как составляющие скалярных 
полей. Во втором варианте тензорные величины аппроксимировались через 
соответствующие тензоры узловых точек, и  только после координатных 
преобразований на основе соотношений используемой криволинейной 
системы координат были получены аппроксимирующие выражения компонент 
соответствующих тензоров.
На конкретных примерах показана эффективность использования второго 
варианта аппроксимирующих выражений в расчетах оболочки.

Ключевые слова: вектор перемещения, тензор деформаций, тензор напряжений, 
тензор усилий, тензор искривлений, трехпольный конечный элемент, тензорно-
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1. Введение
Оболочки различных конфигураций в последнее время получают все более широ-

кое распространение во многих инженерных сооружениях (трубопроводы, резервуа-
ры, покрытия, перекрытия, летательные аппараты, архитектурные формы и другие). 

Теория расчета тонких оболочек в настоящее время является достаточно развитой 
[1–4] при различных видах нагружения. Аналитические решения уравнений теории 
тонких оболочек оказались возможными лишь в некоторых частных случаях, далеких 
от инженерной практики. Поэтому актуальными оказались разработки численных 
методов решения уравнений теории оболочек. Среди численных методов решения 
задач деформирования инженерных конструкций получил развитие и широкое ис-
пользование метод конечных элементов (МКЭ) [5–7]. Наиболее широкое исполь-
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зование при расчете оболочек получил МКЭ в формулировке метода перемещений 
[8–14]. МКЭ в формулировке метода перемещений использовался в расчетах трех-
слойных оболочек [15–22]. Для обоснования разработанной методики расчета трех-
слойных оболочек в [21, 22] выполнено сравнение полученных результатов с анали-
тическими решениями других исследователей.

В расчетах оболочек МКЭ широко использовался и в смешанной формулировке 
[23–26]. В последние годы разрабатывается виртуальный МКЭ с объемными конеч-
ными элементами на пространственных сетках дискретизации [27, 28].

При использовании МКЭ в  формулировке метода перемещений применялись 
в конечных элементах кинематические узловые неизвестные. При смешанной фор-
мулировке МКЭ в конечных элементах узловыми неизвестными принимались пере-
мещения и  напряжения с  выполнением условий совместности между конечными 
элементами в сетке дискретизации.

При проектировании тонкостенных оболочек необходимо знать численные зна-
чения компонент векторов перемещений, а также компонент тензоров напряжений. 
Достижению этой цели служит развитие численных методов расчета, в  частности 
МКЭ в  виде трехпольной формулировки, которая позволяет без дополнительных 
вычислительных процедур одновременно получать численные значения компонент 
вектора перемещения, изгибающих моментов, продольных сил, деформаций и  ис-
кривлений срединной поверхности рассчитываемой оболочки. При этом следует 
применять вычислительные технологии, позволяющие учитывать смещение конеч-
ного элемента как твердого целого.

Получение аппроксимирующих выражений искомых величин с учетом смещения 
как твердого тела для конечного элемента в форме цилиндрической панели показано 
в [29, 30], для трехслойных оболочек в [15, 16].

Проблеме учета жестких смещений в МКЭ в векторной формулировке посвящены 
работы [31,32].

С целью решения проблем численного анализа НДС оболочек в настоящей работе 
излагается разработанный трехпольный вариант МКЭ со следующими полями узло-
вых неизвестных:

–  перемещения и их первые производные;
–  деформации и искривления срединной поверхности;
–  усилия и моменты срединной поверхности.
Аппроксимация искомых величин использована в двух вариантах.
В первом варианте традиционные аппроксимирующие выражения использова-

лись для аппроксимации непосредственно компонент векторов перемещений и ком-
понент тензоров деформаций, искривлений, усилий и моментов.

Во втором варианте традиционные аппроксимирующие процедуры применялись 
к искомым векторам и тензорам, и после координатных преобразований в исполь-
зуемой криволинейной системе координат определялись аппроксимирующие выра-
жения для компонент искомых векторов и тензоров.

Используемая векторно-тензорная форма интерполяционной процедуры позво-
ляет эффективно решить проблему учета смещений оболочек как абсолютно твердых 
тел.

2. Геометрия оболочки
Параметризация срединной поверхности оболочки является важным аспектом 

процесса разработки вычислительного алгоритма расчета тонкостенных объектов. 
В  представленном исследовании в  качестве криволинейных координат срединной 
поверхности были использованы осевая координата x  и полярный угол θ. Таким об-
разом, радиус-вектор срединной поверхности оболочки может быть задан векторной 
функцией следующего вида
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	 ( ) ( )0 , sin , cos ,R xi r x j r x kθ θ θ θ= + +


 

	 (2.1)

где θ – полярный угол, отсчитываемый в плоскости yOz от оси Oz против хода часо-
вой стрелки; ( )θ,r r x=  – функция, зависящая от конкретного типа поверхности.

Так, например, для оболочки в форме эллипсоида данная функция имеет вид

	 ( )θ
θ θ

2 2

2 2 2 2
, ,

cos sin

bc a x
r x

a b c

-
=

+
	 (2.2)

где , ,a b c  – параметры эллипсоида.
Для эллиптического цилиндра эта формула зависит только от полярного угла 

	 ( )θ
θ θ2 2 2 2cos sin

bc
r

b c
=

+
	 (2.3)

Базисные векторы точки 0M  срединной поверхности оболочки в исходном состоя-
нии можно получить стандартным образом с использованием формул дифференци-
альной геометрии 

	 0 0 0 0 0 0 0 0
1 , 2 , 1 2, / ,,xa R a R a a a aθ= = = ´

 

    

	 (2.4)

где ( )( ) ( )20 0 0 0 0 0 0
1 1 2 2 1 2 .a a a a a a a= × × - ×
     

Векторы базиса точки ζ0M , расположенной в произвольном слое оболочки на рас-
стоянии ζ от точки 0M  в исходном состоянии определяются по формулам

	 0 0 0 0
1 , 2 ,, ,xg R g Rζ ζ

θ= =
 

 

	 (2.5)

где ζ ζ0 0 0R R a= +
 



.
В процессе деформирования оболочки под действием приложенной внешней на-

грузки точки 0M  и  ζ0M  займут новые положения M  и  ζM , определяемые векторами 
перемещений v



 и V


 соответственно

	 ( )ζ1 0 2 0 0 0
1 2 ,v v a v a va V v a a= + + = + -



      

	 (2.6)

Входящий в структуру формулы вектора V


 орт нормали к деформированной сре-
динной поверхности определяется векторным произведением

	 1 2 / ,a a a a= ´
  

	 (2.7)

где ( ) ( ) ( )( ) ( )θ θ

20 0
1 , 2 , 1 1 2 2 1 2, ,

, ,x x
a R R v a R R v a a a a a a a= = + = = + = × × - ×

   

          

Векторы базиса в точке ζM  деформированного состояния оболочки определяются 
зависимостями

	
( ) ( )
( ) ( )

ζ ζ

ζ ζ
θ θ θθ

ζ

ζ

0 0 0
1 , 1 , ,,

0 0 0
2 , 2 , ,,

x x xx
g R R V g v a a

g R R V g v a a

= = + = + + -

= = + = + + -

  

    

  

    

	 (2.8)

Метрические тензоры точек ζ0M  и  ζM  определяются компонентами

	 αβ α β αβ α β
0 0 0, ,g g g g g g= × = ×

   

	 (2.9)

где нижние индексы α и β последовательно принимают значения 1, 2.
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Ковариантные компоненты тензора деформаций в точке ζM  могут быть получены 
посредством использования соотношения механики сплошной среды

	 ( )ζ
αβ αβ αβε 0 / 2g g= - 	 (2.10)

При использовании гипотезы тонких оболочек Кирхгофа–Лява [1] соотношения 
(2.10) могут быть представлены суммой 

	 { } { } { }ζ
αβ αβ αβε ε ζ

3 1 3 13 1

,
´ ´´

= + À 	 (2.11)

где { } { } { } { } { } { }11 22 12 11 22 12 11 22 12
1 3 1 31 3

2 , 2 , 2
T T Tζ ζ ζ ζ

αβ αβ αβε ε ε ε ε ε ε ε
´ ´´

= = À = À À À  – деформации 

и искривления в точках ζM  и M  оболочки. 

3. Дискретная модель объекта
Для построения дискретной модели оболочки был выбран четырехузловой конеч-

ный элемент в виде фрагмента срединной поверхности с узлами , , ,i j k l .
Криволинейные координаты x  и θ дискретного элемента определяются с исполь-

зованием билинейных функций через координаты узлов посредством матричных 
соотношений

	 { } { } { } { }
1 4 1 44 1 4 1

, ,T T
y yx xϕ θ ϕ θ

´ ´´ ´

= = 	 (3.1)

где { } { } { } { }
1 4 1 4

, .T i j k l T i j k l
y yx x x x x θ θ θ θ θ

´ ´

= =

В качестве искомых кинематических и силовых параметров конечного элемента 

выбираются следующие столбцы узловых неизвестных: { } { } { } { }1 2

1 36 1 12 1 12 1 12

L T L T L T L T
y y y yv v v v

´ ´ ´ ´

ì üï ïï ï= í ýï ïï ïî þ
 – 

строки узловых перемещений, каждая из которых имеет вид 
{ } { }ξ ξ η η, , , ,

1 12

... ...L T i j k l i l i l
yq q q q q q q q q

´

= , где под q понимается компонента вектора пере-

мещения 1 2,v v  или v; { } { } { }ε ε
1 24 1 12 1 12

T TT
y y y

´ ´ ´

ì üï ïï ïï ïÀ = Àí ýï ïï ïï ïî þ
 – строки узловых деформаций и искрив-

лений срединной поверхности { } { }λ λ λ λ λ λ λ λ λ11 11 11 11 22 22 12 12
1 12

... 2 ... 2 ,T i j k l i l i l
y

´

=  где под αβλ  

понимается деформация αβε  или искривления αβÀ  срединной поверхности; 

{ } { } { }
1 24 1 12 1 12

T TT
y y yNM N M

´ ´ ´

ì üï ïï ïï ï= í ýï ïï ïï ïî þ
 – строки узловых продольных сил и изгибающих моментов 

{ } { }11 11 11 11 22 22 12 12

1 12

... ...T i j k l i l i l
yT T T T T T T T T

´

= . Здесь под αβT  понимается контрава-

риантная компонента тензора внутренних усилий или тензора моментов.
В разработанных к  настоящему времени вычислительных комплексах (ANSYS, 

NASTRAN, ABAQUS и  других) и  конечно-элементных алгоритмах традиционно 
используется покомпонентная интерполяционная процедура, отличительной осо-
бенностью которой является применение интерполяционного выражения отдельно 
к  каждой компоненте вектора перемещения или к  каждой компоненте тензорных 
величин, таких как тензор деформаций, искривлений, сил и  моментов. Согласно 
этой интерполяционной процедуре, можно записать следующие интерполяционные 
выражения
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	 { } { } { } { } { } { }
1 12 1 4 1 44 112 1 4 1

, , ,T L T T
y y yq q T Tαβ αβ

αβ αβψ λ ϕ λ ϕ
´ ´ ´´´ ´

= = = 	 (3.2)

где { }ψ
1 12

T

´

  – матрица-строка, содержащая произведения полиномов Эрмита третьей 

степени [24, 25].
При использовании билинейных функций формы для аппроксимации деформа-

ций условия неразрывности деформаций не выполняются из-за наличия деформа-
ций сдвига εxy  в узле k  конечного элемента.

С использованием интерполяционных зависимостей (3.2) формируются аппро-
ксимирующие матричные выражения 

	 { } { } { } { } { } { } { } { }1 1 1 1
6 1 6 1 3 16 24 6 24 3 36 6 3624 1 24 1 36 1 36 16 1

, , , ,k
y y y yH NM H NM v A v B vε ε ε

´ ´ ´´ ´ ´ ´´ ´ ´ ´´

é ù é ù é ù é ùÀ = À = = À =ê ú ê ú ê ú ê úë û ë û ë û ë û 	 (3.3)

где { } { } { }αβ αβε ε
1 6 1 3 1 3

T TT

´ ´ ´

ì üï ïï ïï ïÀ = Àí ýï ïï ïï ïî þ
  – строка деформаций и  искривлений внутренней точки 

конечного элемента; { } { }11 22 12 11 22 12

1 6

TNM N N N M M M
´

= – строка усилий и момен-

тов внутренней точки конечного элемента; { }ε
1 6

k

´

À  – строка деформаций и искривле-

ний внутренней точки, определяемых функциями перемещений.
Как следует из (3.2), каждая из компонент вектора и  тензора интерполируется 

через узловые значения этой же самой компоненты. Данная аппроксимация явля-
ется корректной, если векторы и тензоры определены в декартовой системе коор-
динат.

Если векторы и тензоры определены в криволинейной системе координат, то не-
обходимо использовать тензорно-векторную форму интерполяционной процедуры, 
при которой выполняется интерполирование не отдельных компонентов вектора 
или отдельных компонент тензоров деформаций, искривлений, усилий или момен-
тов, а  непосредственно самого вектора перемещения и  вышеупомянутых тензоров 
посредством узловых значений векторов и тензоров.

При реализации трехпольного варианта МКЭ применительно к анализу НДС обо-
лочек тензорно-векторная форма интерполяционной процедуры предусматривает 
использование следующих интерполяционных выражений

	 { } { } { } { } { } { } { } { } { } { }
1 4 1 4 1 4 1 4 1 124 1 4 1 4 1 4 1 12 1

, , , , ,
T T T T T L

y y y y yN N M M v vε ϕ ε ϕ ϕ ϕ ψ
´ ´ ´ ´ ´´ ´ ´ ´ ´

= À = À = = =
 

    

  	(3.4)

где { } { } { } { }ε ε ε ε ε
1 4 1 4

;T i j k l T i j k l
y y

´ ´

= À = À À À À    

      – строки узловых тензоров деформаций 

и  искривлений срединной поверхности; { } { }
1 4

;T i j k l
yN N N N N

´

=      

{ } { }
1 4

T i j k l
yM M M M M

´

=      – строки узловых тензоров продольных сил и изгибающих 

моментов; { } { }ξ ξ η η, , , ,
1 12

... ...L T i j k l i l i l
yv v v v v v v v v

´

=
        

 – строка узловых векторов перемеще-

ния и их производных первого порядка.
Тензоры деформаций и искривлений, усилий и моментов, входящих в (3.4), мож-

но представить компонентами диадных произведений соответствующих векторов 
локальных базисов, например
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где





     

L

a a a a a a
i i i











=

( ) ( ) ( )

×4 12

1
0

1
0

2
0

2
0

1
0

2
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

00 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0
1
0

1
0

2
0

2
0

1
0

2
0

1
0

1
0

     

 

a a a a a a

a a

j j j( ) ( ) ( )
( )) ( ) ( )

( ) ( )

k k k

l
a a a a

a a a a

   

   

2
0

2
0

1
0

2
0

1
0

1
0

2
0

2
0

0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0
ll l

a a
 

1
0

2
0( )



























матрица 
4 12

D
´

é ù
ê ú
ê úë û





 имеет вид 
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ê úë û





, но ее компоненты, отличные от нуля, являются диадными 

произведениями контравариантных векторов базисов узловых точек;
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Векторы базисов внутренних и  узловых точек конечного элемента выражаются 
через орты декартовой системы координат посредством следующих матричных соот-
ношений

	 { } { } { } { }0 0 0 0
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, ,a m i a m iρ ρ
α α
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é ù é ù= =ê ú ê úë û ë û
 

 

	 (3.6)

где { } { }α
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. Верхний индекс ρ обозна-

чает конкретный из узлов КЭ , , ,i j k l .
В результате обращения первого соотношения (3.6) и подстановки его во второе 

соотношение (3.6) базисные векторы узлов конечного элемента выражаются через 
базисные векторы его внутренней точки
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	 (3.7)
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С учетом (3.7) диадные произведения узлов КЭ также могут быть выражены через 
диадные произведения точки, принадлежащей внутренней области конечного эле-
мента
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	 (3.8)
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При учете (3.5)–(3.9) соотношения (3.4) могут быть представлены выражениями
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Из (3.10) можно получить необходимые интерполяционные зависимости для ком-
понент тензоров деформаций, искривлений, продольных сил и изгибающих момен-
тов, например
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Получение интерполяционных соотношений для компонент вектора перемеще-
ния в  соответствие с  векторной формой интерполяционной процедуры изложено 
[24, 25].

На основе интерполяционных зависимостей (3.11) формируются аппроксимирую-
щие выражения

	 { } { } { } { } { } { } { } { }ε ε ξ2 2 2 2
6 1 6 1 3 16 24 6 24 3 36 6 3624 1 24 1 36 1 36 16 1

= , = , = , =k
y y y yH H A BNM NM v v v

´ ´ ´´ ´ ´ ´´ ´ ´ ´´

é ù é ù é ù é ùÀ À Àê ú ê ú ê ú ê úë û ë û ë û ë û 	 (3.12)

Анализируя (3.11), можно констатировать, что отдельная компонента любого тен-
зора (деформаций, искривлений, усилий и моментов) в точке, принадлежащей вну-
тренней области используемого элемента дискретизации, зависит от узловых значе-
ний всех его компонент, то есть от полного набора узловых варьируемых параметров 
соответствующего тензора.

При общепринятой форме интерполяционной процедуры (3.2) отдельная компо-
нента тензора, например, компонента тензора искривлений 11À  является функцией 
узловых значений только этой же самой компоненты, т.е. ( )11 11 11 11 11

i j k lfÀ = À À À À  и не 
зависит от узловых значений остальных компонент данного тензора ρ ρ

22 12,À À .
Также особенностью новых интерполяционных зависимостей (3.11) является при-

сутствие в них параметров применяемой в конкретном расчете оболочки криволи-
нейной системы координат, что не наблюдается в традиционных интерполяционных 
соотношениях (3.2).

4. Матрица жесткости конечного элемента
Для получения матрицы жесткости конечного элемента используется функционал 

[24, 25], основанный на равенстве работ заданных сил на перемещениях и внутрен-
них усилий на деформациях и искривлениях, дополненный условием равенства нулю 
работы на деформациях и искривлениях невязки, определяемой как разность между 
внутренними усилиями, вводимыми по определению, и внутренними усилиями, вы-
ражаемыми через деформации и искривления
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строки продольных сил и изгибающих моментов, а также деформационных параме-
тров в точке срединной поверхности оболочки; { }ε kÀ  – столбец, элементы которого 
определяются соотношениями Коши; { } { }1 2

1 3

;TU v v v
´

=  { } { }1 2 3
1 3

TP p p p
´

=  – матрицы-

строки компонент вектора перемещения и  вектора внешней поверхностной на
грузки.

Входящая в (4.1) матрица Cé ùê úë û  определяет связь между столбцами { }NM  и { }εÀ

	 { } { }ε
6 1 6 16 6

NM C
´ ´´

é ù= Àê úë û 	 (4.2)

При учете аппроксимирующих выражений для кинематических { }U , { }εÀ  и сило-
вых { }NM  искомых неизвестных в зависимости от используемого варианта аппро-
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ксимации (3.2) или (3.11) функционал (4.1) с учетом (4.2) может быть преобразован 
к виду

	
{ } { } { } { }

{ } { } { }

1

6 61 24 24 6 6 24 24 1 1 24 24 6 6 24 24 1

6 6 36 36 36 361 24 24 6 6 36 3636 1 1 36

T TT T

y y y y
L F F

TTT T
G G

R Ry y y
F F

H C H dF H H dFNM NM NM

H C B dF P Pv v

γ γ γ γ

γ γ

ε

ε

-

´´ ´ ´ ´ ´ ´ ´ ´

´ ´ ´´ ´ ´ ´ ´

é ù é ù é ù é ùé ù= - +Àê úê ú ê ú ê ú ê úë ûë û ë û ë û ë û

é ù é ùé ù é ù é ù+ -À ê ú ê ú ê úê ú ê úë û ë û ë ûë û ë û

Õ ò ò

ò ò { }
3 13

,A dFPγ
´´

é ù
ê úë û

	 (4.3)

где матрицы γ
6 24

H
´

é ù
ê úë û , γ

6 36

B
´

é ù
ê úë û  и  γ

3 36

A
´

é ù
ê úë û  компонуются на основе интерполяционных выражений 

(3.3) или (3.12), нижний индекс γ  принимает значения 1, 2, причем γ=1 соответствует 
использованию общепринятой покомпонентной интерполяционной процедуре 
(3.2), а  γ=2 соответствует применению разработанной тензорно-векторной форме 
интерполяции искомых величин (3.11) в трехпольном варианте МКЭ. 

Входящая в (4.3) матрица 
36 36

RP
´

é ùê úë û  определяет связь между столбцами кинематических 

узловых неизвестных в локальной и глобальной системах координат. 
Осуществляя минимизацию (4.3) по кинематическим { }TG

yv , { }ε
T

yÀ  и  силовым 

{ }T

yNM  искомым неизвестным, можно записать систему матричных уравнений 

	

∂

∂{ }
= 














∏
∫

× × × ×

L

y
G T

T

R
F

T T

v
P B C H

36 36 36 6 6 6 6 24
�

 ℵ{ }−    { } =

∂

× × × ×
∫

∏

dF P A P dFy

T

R
F

L

24 1 36 36 36 3 3 1

0� �

∂∂ ℵ{ }
= 














∫

× × × ×�
�

y

T
F

T

RH C B dF P
24 6 6 6 6 36 36 36

{ }− 






 { } =

∂

∂

× × × ×
∫

∏
36 1 24 6 6 24 24 1

0v H H dF NM

N

y
G

F

T

y

L

� �

MM
H C H dF NM

y

T
F

T

y

{ }
= 











 { }−∫

× ×

−

× ×24 6 6 6

1

6 24 24 1
� �

FF

T

yH H dF∫
× × ×








 ℵ{ } =

24 6 6 24 24 1

0� � �

	 (4.4)

или в более компактном виде 

	
36 24 24 1 36 1

24 36 36 1 24 2

0
× × ×

× × ×




 ℵ{ }−{ } =



 { }−

T

y

y
G

S f

S v

ε

44 24 1

24 24 24 1 24 24 24

0G NM

W NM G

y

y

T




 { } =




{ }−  

×

× × × ×11

0εℵ{ } =y ,

	 (4.5)

где 
24 36 24 6 6 6 6 36 36 36× × × × ×




 =












∫S H C B dF P

F

T

Rγ







 =











× × × ×
∫, ,

24 24 24 6 6 24 24 24

G H H dF W
F

T

γ γ 

 =












∫

× ×

−

×F

T

H C H dF
24 6 6 6

1

6 24
γ γ

Выражая из третьего и  второго уравнений (4.5) столбцы { }ε yÀ  и { }yNM , можно 
получить следующие матричные зависимости
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24 1 24 24

1

24 24 24 1 24 1× ×

−

× × ×

ℵ{ } =  






 

{ }ε y

T

yG W NM N, MM G S vy y
G

y

{ } =     { }

ℵ{ } =

×

−

× ×

× ×

−

24 24

1

24 36 36 1

24 1 24 24

1

ε GG W G S v
T











 











× ×

−

× ×24 2424 24

1

24 36 36 1
yy
G{ }

	 (4.6)

Осуществляя подстановку (4.6) в первое уравнение (4.5), можно записать следую-
щее матричное выражение

	 { } { }
36 136 36 36 1

G
yK v f

´´ ´

é ù =ê úë û ,	 (4.7)

где 
1 1

36 36 36 24 24 2424 24 24 3624 24

T TK S G W G S
- -

´ ´ ´ ´ ´´

é ùé ù é ù é ù é ù é ù é ù= ê úê ú ê ú ê ú ê ú ê ú ê úë û ë û ë û ë û ë û ë ûë û
 – искомая матрица жесткости размером 36́ 36 ко-

нечного элемента, используемого для построения дискретной модели оболочки.
Глобальная матрица жесткости всей исследуемой оболочки, представляющая со-

бой матрицу системы линейных алгебраических уравнений (СЛАУ), компонуется из 
отдельных матриц жесткостей Ké ùê úë û посредством использования матрицы индексов [5]. 

Полученные в результате решения методом Гаусса глобальной СЛАУ столбцы { }G
yv  

посредством (4.6), позволяют вычислять требуемые для анализа НДС оболочки 
столбцы продольных сил и изгибающих моментов { }yNM , а также столбцы деформа-
ций и искривлений { }ε yÀ  в любой интересующей исследователя узловой точке рас-
считываемой конструкции.

5. Вычислительные эксперименты
Эксперимент 1. В качестве тестовой задачи был выполнен расчет двухшарнирной 

арки эллиптического очертания (рис.  1), загруженной линейной нагрузкой интен-
сивности 0.1q =  Н/см. 

Рис. 1. Расчетная схема эллиптического кольца при шарнирном опирании
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По условиям симметрии рассматривалась половина арки. Использовались следу-
ющие исходные данные: 1L =  см; 50a =  см; 10b =  см; 0.1h =  см; 52 10E = ×  МПа; 
ν 0.3= . Расчеты выполнялись в двух вариантах: в первом варианте искомые величи-
ны аппроксимировались как составляющие скалярных полей; во втором варианте 
интерполяционные функции применялись к векторным и тензорным полям и толь-
ко после координатных преобразований определялись аппроксимирующие выраже-
ния искомых величин. Результаты повариантных расчетов приведены в табл. 1, где 
в зависимости от степени сгущения сетки дискретизации даются значения нормаль-
ных напряжений на внутренней sin, наружной sout и  срединной smidl поверхностях 
оболочки, а  также моментов и  продольных сил в  точках арки. В  правой колонке 
табл. 1 даются значения Mф

22 и Nф
22, определенные соотношениями

	 N q Lф Н22 0 1 1 0 100= − ⋅ = − ⋅ = −. .

	 ���
midl N L h= − ⋅( )= − ⋅( )= −ф Н см смсм Н22 20 1 0000.100 1 1/ . .

	 Mф Н см22 0 00= ⋅. 0 

Анализ данных табл. 1 показывает сходимость вычислительного процесса при ис-
пользовании трехпольного конечного элемента и адекватное совпадение параметров 
НДС со значениями, полученными аналитическим путем. Сравнение повариантных 
значений нормальных напряжений, продольных сил и изгибающих моментов пока-
зывает их примерное совпадение.

При замене шарнирной опоры на пружинную (рис. 2) оболочка получает возмож-
ность смещаться в вертикальном направлении при неизменном НДС.

В табл. 2 приведены значения параметров НДС оболочки при различных смеще-
ниях арки по вертикали. При выполнении повариантных расчетов была использова-
на сетка дискретизации 211 2´ .

Рис. 2. Расчетная схема эллиптического кольца при пружинном опирании
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Анализ данных табл. 2 показывает, что в первом варианте расчета параметры НДС 
оболочки в точке пружинного опирания претерпевают весьма значительные измене-
ния, которые возрастают по мере увеличения смещения оболочки как абсолютно 
твердого тела. Так, при смещении оболочки на величину 0.10 м напряжения θθsin  уже 
меняют свой знак, а sxx возрастают на несколько порядков. На основе этого можно 
отметить, что использование общепринятой в МКЭ интерполяции компонент век-
тора перемещения, компонент тензоров усилий и моментов, деформаций и искрив-
лений не позволяет учитывать смещения оболочки как абсолютно твердого тела. 
И напротив, использование разработанной тензорно-векторной формы интерполя-
ционной процедуры в  трехпольной формулировке МКЭ позволяет в  полной мере 
учитывать смещения оболочки как абсолютно твердого тела. Подтверждением этого 
факта является анализ значений параметров НДС оболочки, полученных во втором 
варианте расчета. Анализ данных, представленных в правой половине таблицы 2 по-
казывает, что численные значения нормальных напряжений, продольных сил и из-
гибающих моментов остаются неизменными даже при существенной величине жест-
ких смещений, что доказывает несомненные преимущества разработанного 
трехпольного конечного элемента с тензорно-векторной формой интерполяционной 
процедуры.

Эксперимент 2. Определено НДС эллиптической цилиндрической оболочки, име-
ющей первоначально шарнирное опирание по торцам (рис. 3). 

Вдоль верхней образующей была приложена линейно распределенная нагрузка 
интенсивности 10q =  Н/см. Геометрические размеры оболочки были приняты рав-
ными: 2.0L =  м; толщина стенки 0.015h =  м; параметры эллипса поперечного сече-
ния: 1.0b =  м; 0.3c =  м. Физические характеристики: 52 10E = ×  МПа; ν 0.3= .

Как и в эксперименте 1 определение НДС оболочки выполнялось при двух вари-
антах аппроксимации искомых величин. Результаты повариантных расчетов при 
шарнирном способе опирания оболочки приведены в табл. 3, в которой даются чис-
ленные значения физических напряжений θθs  и sxx на внутренней и наружной по-
верхностях оболочки в точках , ,A B C  и D  (рис. 3) при различных размерах сетки дис-

Рис. 3. Расчетная схема эллиптического цилиндра при шарнирном опирании
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кретизации ¼ части эллиптического цилиндра (была рассчитана только четвертая 
часть оболочки вследствие симметрии расчетной схемы).

Анализ данных, приведенных в табл. 3, показывает, что при использовании обо-
их вариантов аппроксимации искомых величин наблюдается сходимость вычисли-
тельного процесса, но во втором варианте аппроксимации искомых величин схо-
димость выше. Значения параметров НДС в обоих вариантах весьма близки между 
собой. 

При замене шарнирных опор оболочки на пружинные при действии той же на-
грузки она получает возможность смещаться по вертикали ка твердое тело (рис. 4).

Результаты определения НДС оболочки при фиксированной сетке узлов 51 51´  
и различных смещениях оболочки как твердого тела приведены в табл. 4.

Как следует из анализа данных табл.  4, в  первом варианте расчета наблюдается 
существенное изменение параметров НДС, причем фиксируемые изменения про-
порциональны величине жесткого смещения оболочки в  вертикальном направле-
нии. Так, например, sin

xx в точке B уменьшились в 4.3 раза, а  θθsout – в 3.2 раза.
Для наглядности полученных вычислений на рис. 5, 6 представлены повариантные 

графические зависимости изменения значений нормальных напряжений θθs  и sxx 
в точке B в зависимости от величины жесткого вертикального смещения.

На графиках отчетливо прослеживается тенденция к  увеличению погрешности 
вычисления напряжений θθs  и sxx в  первом варианте расчета по мере увеличения 
жесткого вертикального смещения оболочки. Во втором варианте расчета параметры 
НДС остаются неизменными, чему свидетельствуют строго горизонтальные графики 
θθs  и sxx.

Из анализа данных табл. 4 видно, что во втором варианте расчета параметры НДС 
оставались абсолютно неизменными при любом значении величины вертикального 
жесткого смещения, что приводит к выводу о том, что разработанная тензорно-век-
торная форма интерполяционной процедуры искомых величин в трехпольном вари-
анте МКЭ позволяет полностью учитывать смещения исследуемых оболочек как 
абсолютно твердых тел.

Рис. 4. Расчетная схема эллиптического цилиндра при пружинном опирании
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Заключение
Разработан векторно-тензорный способ интерполяционной процедуры для трех-

польного варианта МКЭ, позволяющий выразить компоненты силовых (продольных 
сил и  изгибающих моментов) и  кинематических (деформаций и  искривлений сре-
динной поверхности) искомых неизвестных через полный набор узловых силовых 
или кинематических параметров.

Рис. 5. Графики значений нормальных напряжений sθθ в точке B

Рис. 6. Графики значений нормальных напряжений sxx в точке B
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Выполненные численные эксперименты по расчету оболочек с  эллиптическим 
поперечным сечением, имеющих возможность под действием заданной нагрузки 
смещаться как абсолютно твердые тела, показали, что применение разработанной 
тензорно-векторной формы интерполяционной процедуры позволяет корректным 
образом учитывать жесткие смещения оболочек и  вычислять искомые параметры 
НДС без какой-либо погрешности.
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Three-Field FEM in Shell Calculations with Options 
for Interpolation of the Sought Values

Yu. V. Klochkova,#, A. P. Nikolaeva,##, V. A. Pshenichkinab,###, O. V. Vakhninaa,####, 
A. S. Andreeva,#####, M. Yu. Klochkovb,######

aVolgograd State Agricultural University, Volgograd, Russia
bVolgograd State Technical University, Volgograd, Russia

e-mail: klotchkov@bk.ru#, anpetr40@yandex.ru##, vap_hm@list.ru###, 
ovahnina@bk.ru####, aandreev.07.1988@gmail.com#####, m.klo4koff@yandex.ru######

A three-field finite element of a quadrangular shape of a thin shell with nodal unknowns in 
the form of: displacements and their first derivatives has been developed; deformations and 
curvatures of the median surface; forces and moments of the middle surface. 
The approximation of the required quantities was carried out in two versions. In the first 
version, the components of the displacement vector and the components of the strain and 
curvature tensors, as well as the force and moment tensors, were approximated using traditional 
shape functions as components of scalar fields. In the second version, tensor quantities were 
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approximated through the corresponding tensors of nodal points, and only after coordinate 
transformations based on the relations of the used curvilinear coordinate system were 
approximating expressions for the components of the corresponding tensors obtained.
Specific examples show the effectiveness of using the second version of approximating 
expressions in shell calculations.

Keywords: displacement vector, strain tensor, stress tensor, force tensor, curvature tensor, three-
field finite element, tensor-vector interpolation
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