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В статье получено новое решение уравнений Гриоли задачи о движении твердого те-
ла, имеющего неподвижную точку, под действием потенциальных и гироскопиче-
ских сил. С использованием модифицированного метода Пуансо, предложенного
автором статьи, показано, что движение тела в построенном решении представляет-
ся качением без скольжения эллипсоида инерции тела по неподвижной в простран-
стве плоскости. Данный результат можно отнести к аналогу результата Пуансо, по-
лученному в истолковании движения тела в решении Эйлера.

Ключевые слова: решение уравнений Гриоли, кинематическое истолкование, моди-
фицированный метод Пуансо
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1. Введение. В динамике твердого тела, имеющего неподвижную точку, большое
значение имеют геометрические исследования свойств движения тела. Известным
примером истолкования движения тела в задаче о движении тяжелого твердого тела
является результат Л. Пуансо [1], который доказал, что движение тела в классическом
решении Л. Эйлера можно представить качением без скольжения эллипсоида инер-
ции тела по неподвижной в пространстве плоскости. Большой вклад в исследование
движения тяжелого твердого тела внесли Д. Сильвестр [2], который интерпретировал
движение тела качением центральной поверхности второго порядка по одной из ее ка-
сательных плоскостей, неподвижной в пространстве; Д. Мак-Куллаг [3], изучавший
движение гирационного эллипсоида в решении Эйлера, и другие [4–9]. Обзор класси-
ческих результатов, полученных в кинематическом истолковании движения тела,
имеющего неподвижную точку, представлен в учебнике по теоретической механике [10],
в монографиях [11, 12], в которых особое внимание уделено уравнениям П.В. Харла-
мова [13], описывающим уравнения неподвижного годографа вектора угловой скоро-
сти. Благодаря применению этих уравнений получено геометрическое истолкование
движения тела во многих решениях уравнений Эйлера–Пуассона и их обобщений на
случай, когда учитываются движения несомых тел (систем, называемых гиростатом).
В статье [9] Н.Е. Жуковский отмечал большое значение геометрического истолкова-
ния в теоретической механике. В статье [14] предложен модифицированный метод
Пуансо, который основан на рассмотрении свойств вектора, который коллинеарен
вектору угловой скорости. Показано [15], что в одном из решений [16], полученном в
задаче о движении твердого тела в потенциальном силовом поле, движение тела пред-
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ставляется качением без скольжения эллипсоида инерции тела по неподвижной в
пространстве плоскости.

Данная статья посвящена изучению уравнений Гриоли [17], которые являются наи-
более общими уравнениями движения тела под действием потенциальных и гироско-
пических сил, допускающими три первых интеграла. Частный вариант этих уравне-
ний в другой постановке рассматривал Х.М. Яхья [18, 19]. В статье [20] показана экви-
валентность уравнений Д. Гриоли и Х.М. Яхьи. Для доказательства данного
утверждения применялся метод инвариантных соотношений (ИС) построения част-
ных решений уравнений динамики твердого тела [21]. При этом рассматривались три
линейных ИС для компонент момента количества движения и применялись методы
решения обратных задач механики и метод ИС [22], который имеет отличие от мето-
да [21]. Следует отметить и уравнения М.П. Харламова [23], полученные в исследова-
нии движений механических систем под действием гироскопических сил. Они также
являются частной формой уравнений Гриоли.

В данной статье рассмотрены три линейных ИС по компонентам момента количе-
ства движения тела, правые части которых зависят от компонент единичного вектора
оси симметрии силовых полей. Используя метод решения обратных задач, находится
потенциальная функция и функция, характеризующая гироскопические силы. Третья
функция, входящая в правые части уравнений Гриоли, не содержится в первых инте-
гралах данных уравнений и она равна дивергенции вектора момента количества дви-
жения. Далее полагается, что конец вспомогательного вектора, введенного в модифи-
цированном методе Пуансо [14], принадлежит эллипсоиду инерции тела в неподвиж-
ной точке, а градиент к эллипсоиду ортогонален неподвижной в пространстве
плоскости. Это требование на структуру заданных ИС дает возможность выразить
компоненты вектора момента количества движения через линейные функции от первой и
второй компонент вектора оси симметрии силовых полей и произвольную дифферен-
цируемую функцию от третьей компоненты указанного вектора. Таким образом, в
статье найдено новое решение уравнений Гриоли и установлено, что движение можно
представить качением без скольжения эллипсоида инерции по неподвижной в про-
странстве плоскости. Полученный в статье результат дополняет исследования [15, 24, 25],
увеличивая число случаев в динамике твердого тела, которые являются аналогом ис-
толкования Пуансо [14].

2. Постановка задачи. Рассмотрим задачу о движении твердого тела, имеющего не-
подвижную точку, под действием потенциальных и гироскопических сил, которая
описывается дифференциальными уравнениями Гриоли [17]:

(2.1)

(2.2)

В уравнениях (2.1), (2.2) введены обозначения:  – вектор момента коли-

чества движения;  – единичный вектор оси симметрии силовых полей;

 (  – главные моменты инерции) – матрица гирационного

тензора; , ,  – дифференцируемые функции от

; ,  = ; точка над 

и  обозначает относительную производную по времени . Уравнения (2.1), (2.2) име-
ют первые интегралы

∂ ν ν ν ∂ ν ν ν= × + μ ν ν ν × + × + ×
∂ ∂

 1 2 3 1 2 3
1 2 3

( , , ) ( , , )( , , )( ) L Ua a ax x x ν x x ν
ν ν

= × ( )aν ν x

= 1 2 3( , , )x x xx

= ν ν ν1 2 3( , , )ν

 =  
 1 2 3

1 1 1diag , ,a
A A A 1 2 3, ,A A A

μ ν ν ν1 2 3( , , ) ν ν ν1 2 3( , , )L ν ν ν1 2 3( , , )U

ν ν ν1 2 3, , ∂ ν ν ν = ν ν ν
∂

1 2 3
1 2 3

( , , ) grad ( , , )L L
ν

∂ ν ν ν
∂
1 2 3( , , )U

ν
ν ν ν1 2 3grad ( , , )U x

ν t
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(2.3)

где E и  – произвольные постоянные.
В монографии [22] на основании применения метода решения обратной задачи ме-

ханики исследованы условия существования инвариантных соотношений (ИС):

(2.4)

где   – дифференцируемые функции от  . Показано, что
если функции ,  находить из первых интегралов (2.3), то уравне-
ния (2.1), (2.2) допускают ИС (2.4) при выполнении равенства

(2.5)

В данной статье применен модифицированный метод Пуансо, установленный в [14].
Согласно этому методу, вектору угловой скорости  сопоставим в соответствие
вектор :

(2.6)

Введем главную подвижную систему координат  с единичными векторами .
Неподвижную систему координат обозначим через , а ее единичные векторы –
через .

Запишем , :

(2.7)

Эллипсоид инерции тела описывается уравнением

(2.8)

Касательная плоскость к поверхности (2.8) ортогональна вектору

(2.9)

Отметим, что в равенствах (2.7) ,   зависят от .
Постановка задачи. Определить условия на функции (2.4), , при выполнении

которых компоненты вектора  удовлетворяют уравнениям

(2.10)

(2.11)

(2.12)

Поясним механическую трактовку условий (2.10)–(2.12). Равенство (2.10) характери-
зует свойство того, что конец вектора  принадлежит эллипсоиду инерции. Равен-
ство (2.11) означает, что неподвижный годограф вектора  является плоской кривой.
Равенство (2.12) определяет свойство того, что касательная плоскость к эллипсоиду
инерции при некоторых условиях на ,  и функцию  совпадает с плоскостью (2.11).
Следовательно, ставится задача о нахождении решения уравнений (2.1), (2.2), для ко-
торого имеет место аналог истолкования движения тела, полученного Пуансо в реше-
нии Эйлера. В отличие от подхода Пуансо, при данном подходе концы вектора 

⋅ − ν ν ν = ⋅ + ν ν ν = ⋅ =1 2 3 1 2 32 ( , , ) 2 , ( , , ) ; 1,a U E L kx x x ν ν ν

k

= ν ν ν = ν ν ν = ν ν ν1 1 1 2 3 2 2 1 2 3 3 3 1 2 3( , , ), ( , , ), ( , , ),x g x g x g

ν ν ν1 2 3( , , )ig =( 1,3)i νi =( 1,3)i
ν ν ν1 2 3( , , )U ν ν ν1 2 3( , , )L

∂ ν ν ν ∂ ν ν ν ∂ ν ν νμ ν ν ν = + +
∂ν ∂ν ∂ν

1 1 2 3 2 1 2 3 3 1 2 3
1 2 3

1 2 3

( , , ) ( , , ) ( , , )( , , ) g g g

= aω x
( )tb

( )= ∈ 1( ) ( ) ( ) ( )t B t t B t Cb ω

Oxyz 1 2 3, ,i i i
ξηζO

=1 2 3, ,v v v ν
( )tb ( )tω

= + + = + +1 1 2 2 3 3 1 1 2 2 3 3
1 2 3

1 1 1( ) , ( )t b b b t x x x
A A A

b i i i ω i i i

( )Φ = + + − σ = σ =2 2 2 2 2
1 2 3 0 0( , , ) 0 constx y z A x A y A z

Φ = + +1 1 2 2 3 3grad ( , , )x y z A x A y A zi i i

ib ix =( 1,3)i t
( )B t

( )tb

+ + = σ2 2 2 2
1 1 2 2 3 3 0A b A b A b

⋅ = 0( ) ( )t t kb ν

Φ = + + = β1 2 3 1 1 1 2 2 2 3 3 2grad ( ) ( )b ,b ,b A b A b A b ti i i ν

( )tb
( )tb

σ0 0k β( )t

( )tb



904 ГОРР

принадлежат эллипсоиду инерции, а в методе Л. Пуансо эллипсоиду инерции принад-
лежат концы вектора .

Отметим, что для применения метода ИС [22] в интегрировании системы уравне-
ний (2.1), (2.2) используется уравнение (2.2), которое в скалярной форме состоит из
уравнений

(2.13)

где

(2.14)

3. Исследование уравнений (2.13). Введем углы Эйлера  [10]:

(3.1)

Поскольку предполагается, что уравнения (2.1), (2.2) проинтегрированы, то по фор-
мулам (3.1) можно найти углы . Следовательно, подвижный базис  в непо-
движном базисе  получим с помощью переменных . Рассмотрим уравне-
ние (2.12), используя в силу (2.6) значения :

(3.2)

и углы Эйлера  в матрице, определяющей связь между подвижной и неподвиж-
ной системами координат, получим

(3.3)

Равенство (3.3) выполняется, если имеют место соотношения

(3.4)

которые записаны с учетом выражений , , .
В качестве независимой функции  в формулах (2.4), (3.4) примем , где

 – дифференцируемая функция от . Тогда ИС (2.4) с учетом (3.4) запишем в
виде

(3.5)

На основании (3.5) равенство (3.3) упрощается:

(3.6)
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Таким образом, при записи (3.6) в качестве вспомогательной переменной выбрана пе-
ременная . Из (3.5), (3.6) следует значение функции :

Пусть γ – множество решений уравнений (2.13), в которых  в силу (2.14), (3.5)
имеют вид

(3.7)

Запишем уравнения (2.13), принимая во внимание равенства (3.7):

(3.8)

Таким образом, множество  определяется соотношениями

(3.9)

которые описывают решение системы (3.8). Отметим, что в уравнениях  – произ-
вольная дифференцируемая функция от ; функции  и 
на ИС (3.7) найдем, используя первые интегралы (2.3):

(3.10)

(3.11)

В монографии [22] показано, что в функции (3.10) при нахождении 

нельзя выражение  заменять единицей, так как в противном случае из
уравнений (2.1), (2.2) не следует условие (2.5) (ниже будет приведен пример этого
свойства).

Из векторного представления  из (3.5) следует, что вектор  коллинеарен вектору , а
переменность его модуля зависит от функции . Данное свойство возможно и
в задаче о движении тяжелого твердого тела, несущего ротор, то есть в задаче о дви-
жении гиростата [26] под действием силы тяжести. Из формул (3.10), (3.11) следует,
что функции ,  имеют сингулярный вид. Такого вида функции
рассматривали ранее [27–29] и другие (см. монографию [30]) без объяснения приме-
нения результатов в каких-либо силовых полях, так как они решали математические
проблемы существования соответствующих решений уравнений динамики твердого
тела. Объяснение применимости сингулярных функций ,  дано
в статьях [31, 32] при рассмотрении задач квантовой механики.

В дальнейшем целесообразно рассматривать два варианта ИС (3.7). В первом вари-
анте (см. (3.5)) полагаем, что  – произвольная дифференцируемая функция ; во
втором варианте предполагаем, что она определяется из уравнения .
Во втором случае из условия (2.5) получим

(3.12)
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На примере (3.12) покажем, что в формуле (3.10) нельзя заменять выражение

 единицей. При выполнении условия (3.12) ИС (3.5) таковы:

(3.13)

Для наглядности проведенных преобразований запишем динамические уравнения,

которые следуют из (2.1), в случае (3.13). Используя функции , 
из (3.10), (3.11) при значении  из (3.12), установим следующие уравнения:

(3.14)

Если в левые части системы (3.14) подставить значения (3.13) и воспользоваться урав-
нениями Пуассона (3.8) при условии (3.12):

(3.15)

то получим тождества. Таким образом, данные свойства нельзя получить в случае, ес-

ли в выражении (3.10) применять геометрический интеграл  = 1.
4. Интегрирование уравнений Пуассона (3.8), (3.15). Поскольку уравнения (3.8) име-

ют два первых интеграла

(4.1)

то интегрирование уравнений (3.8) сводится к квадратурам. Из (4.1) определим функ-

ции , :

(4.2)

Без ограничения общности полагаем, что главные моменты инерции удовлетворяют
неравенствам

(4.3)
Тогда, в силу (4.3), имеют место условия

Запишем соотношения (4.2) в виде

(4.4)

где

(4.5)
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Для примера действительности функций (4.4) положим, что параметр  удовлетворя-
ет условию

(4.6)

Тогда переменная  изменяется на множестве

(4.7)

где, в силу (4.6), , то есть множество (4.7) содержится во множестве [–1; 1],

причем . Зависимость  находим из третьего уравнения системы (3.8) путем
обращения интеграла

(4.8)

В случае (3.12) для вычисления интеграла можно ввести новую переменную .
Следовательно, интеграл (4.8) примет вид

(4.9)

Очевидно, что интеграл в левой части (4.9) вычисляется в элементарных функциях.
5. Исследование уравнений (2.10), (2.11). Подставим в уравнения (2.10), (2.11) значе-

ния (3.2), в которых   имеют вид (3.5):

(5.1)

(5.2)

где функция  такова:

(5.3)
Поскольку уравнения (5.1), (5.2) рассматриваются на многообразии, которое характе-

ризует кривую γ, то, в силу (4.1) (первого интеграла уравнений (3.8)), .
Внесем это значение в равенства (5.1), (5.2):

(5.4)

(5.5)

Из соотношений (5.4), (5.5) получим условие

(5.6)

При выполнении равенства (5.6) уравнения (5.4), (5.5) аналитически эквивалентны.
Данное свойство, в силу (2.10), (2.11), является весьма примечательным. Геометриче-
ская трактовка его такова: если конец вектора  принадлежит эллипсоиду инерции те-
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ла, то проекция  на вектор  (неподвижный в пространстве) постоянна и наоборот.
Если в (5.4)  (это значение можно принять за единицу), то на эллипсоиде
инерции тела лежит конец вектора . Такое свойство имеет место и в решении Эйле-

ра. При  из (5.4) следует равенство

(5.7)

Используя  из (5.7), запишем ИС (3.5) в векторной форме:

(5.8)

В силу (5.8) вектор  не только постоянен по величине, но и неподвижен в простран-
стве. Это означает, что при  для уравнений (2.1), (2.2) имеет место случай Эй-
лера, который полностью изучен в учебниках по теоретической механике (см., напри-
мер, [10]). Здесь представляет интерес применение метода решения обратных задач
механики, который позволил из уравнений Гриоли получить уравнения Эйлера. Запи-
шем только основные формулы при :

(5.9)

(5.10)

Подстановка величин из (5.9), (5.10) в уравнение (2.1) дает уравнение

(5.11)

которое характеризует решение Эйлера. Таким образом, при  имеем: ,
то есть годограф вектора  совпадает с годографом вектора .

Покажем, что при  годограф вектора  существенно отличается от годо-

графа вектора . Запишем (5.4), приняв обозначение :

(5.12)

Покажем, что вектор  коллинеарен вектору . В силу равенства  для
вектора  получим значение:  =  = , где вектор  указан в (3.5).
На основании (3.5), (5.12) получим:

(5.13)

то есть в неподвижном пространстве вектор (5.13) постоянен. Очевидно, что для век-
тора  это свойство не выполняется (см. (3.5)). Использование равенства (5.13)
при кинематическом истолковании недостаточно, так как это не позволяет качествен-
но исследовать годографы векторов  и  и выполнить их сравнительный анализ.
Поскольку при произвольной функции  получить конкретный результат невоз-
можно, то в дальнейшем полагаем  (см. [22]).

6. Случай . Рассмотрим случай , который характеризу-
ется равенством (3.12). Компоненты вектора момента количества движения в подвиж-
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ной системе координат имеют вид (3.13), компоненты вектора  в подвижной системе
координат определены соотношениями

(6.1)

Для нахождения компонент вектора  обратимся к уравнению (5.4). Так

как , то из (5.4) следует

(6.2)
где

Для применения комплексного подхода в истолковании движения тела запишем
выражения для углов Эйлера из (3.7) с учетом (6.1):

(6.3)

(6.4)

где вспомогательная переменная  определяется из (4.8):

(6.5)

Введем обозначение
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дографов вектора , а также при истолковании движения тела на основании
качения без скольжения эллипсоида инерции тела (2.10) по плоскости (2.11).

Для исследования подвижного годографа вектора  обратимся к формулам (6.1),

(6.2). С учетом равенств   из (6.1) найдем

(6.8)

Подставим  из (6.8) в геометрический интеграл . Тогда получим
уравнение

(6.9)

Рассмотрим линейную комбинацию уравнений (2.10) и (6.9):

(6.10)

Следовательно, в качестве подвижного годографа вектора  можно рассматривать
линию пересечения эллипсоида (2.10) и конуса (6.10).

В задачах кинематического истолкования движения твердого тела важную роль иг-
рает формула [14]

(6.11)

где  – полярный угол уравнений неподвижного годографа. Поскольку функция 
известна (см. (6.4)), то при замене  на  в (6.11) найдем полярный угол уравнений не-
подвижного годографа вектора . Однако, этот подход приводит к значительным
вычислительным трудностям. Его можно использовать в комплексном подходе [33]
истолкования движения тела; для этого необходимо использовать формулы (6.3)–
(6.5). В результате движение тела можно описать с помощью улов Эйлера: ,

, .

Преобразуем уравнения [13] с помощью замены :

(6.12)

где

(6.13)

На основании равенств (6.8), уравнений (3.15), соотношения (2.11), из равенств (6.12),
(6.13) получим
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Построение подвижного годографа (уравнения (6.9), (6.10)) и неподвижного годогра-

фа (уравнения (6.14), (6.15)), в силу (4.7), достаточно проводить при .

При таком подходе радикалы ,  после нулевых значений в силу

изменяют свой знак. При этом полагаем . Свойство проекции неподвижно-

го годографа установить достаточно просто: эта кривая расположена в кольце с радиу-
сами

и касается указанных окружностей. В силу формулы (6.15) и свойств функций (6.16)
при  угол  убывает, при  угол  возрастает.

Для сопоставления подвижных годографов векторов  и  запишем годограф
 как линию пересечения поверхностей

(6.17)

(6.18)

Из уравнений (6.9), (6.10) следует, что подвижный годограф вектора  является
линией пересечения поверхностей второго порядка, а из уравнений (6.17), (6.18) – по-
движный годограф вектора  является линией пересечения поверхности второго
порядка (6.17) (конуса) и поверхности третьего порядка (6.18). Следовательно, поло-
дии  отличаются от полодии  в случае Эйлера.

На основании формулы

(6.19)

устанавливаем уравнения подвижного годографа :

(6.20)

Из (6.20) следует, что подвижный годограф в данном случае (линия пересечения по-
верхностей второго и третьего порядка) не совпадает по своему типу с подвижным го-
дографом  в случае Эйлера. Таким образом, несмотря на различные типы полодий
и герполодий, построение их не вызывает затруднений, поскольку все аналитические
формулы в статье выписаны.

ЗАКЛЮЧЕНИЕ

1. В статье для кинематического истолкования движения тела применен модифи-
цированный метод Пуансо, предложенный автором статьи.

2. Получено новое решение уравнений Гриоли задачи о движении тела под дей-
ствием потенциальных и гироскопических сил. Кинематическое истолкование движе-
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ния тела в данном решении характеризуется движением без скольжения эллипсоида
инерции по неподвижной в пространстве плоскости.

3. Отличие истолкования движения тела, полученного в данной статье, от истолко-
вания в случае Эйлера состоит в том, что в первом подходе эллипсоид инерции содер-
жит полодию вектора , а в случае Эйлера он содержит полодию вектора угловой
скорости . Подвижный годограф  в решении Эйлера – линия пересечения по-
верхностей второго порядка. Аналогичным свойством обладает и подвижный годо-
граф вектора , но в статье подвижный годограф вектора  – линия пересечения
поверхностей второго и третьего порядка.

Исследование выполнено за счет гранта Российского научного фонда № 19-71-30012.
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Cinematic Interpretation of Motion a Rigid Body in a new Solution of Grioli Equations
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In the article, a new solution is obtained for the problem on motion of a rigid body, having a
fixed point, under the action of potential and gyroscopic forces. With use of the modified
Poisson method, proposed by the author, it is shown that the motion of the body in this
solution can be presented by rolling without sliding of the ellipsoid of inertia of the body
along a plane fixed in the immovable space. This result may be considered as an analysis of
Poisson result on interpretation of motion a rigid body in Euler solution.
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Излагается регуляризация особенностей дифференциальных уравнений возмущен-
ной пространственной задачи двух тел, порождаемых гравитационными силами, с
использованием четырехмерных переменных и матриц Кустаанхеймо–Штифеля, а
также кватернионная регуляризация уравнений этой задачи, предложенная автором
и имеющая ряд преимуществ перед матричной регуляризацией Кустаанхеймо–Шти-
феля. Дается аналитический обзор работ, посвященных кватернионной регуляриза-
ции указанных особенностей с использованием переменных Кустаанхеймо–Штифе-
ля, которая уникальна в совместной регуляризации, линеаризации и увеличении раз-
мерности для трехмерных кеплеровских систем. Рассмотрен предложенный автором
новый метод регуляризации уравнений возмущенной пространственной задачи двух
тел, основанный на использовании идеальных прямоугольных координат Ганзена, пе-
ременных Леви-Чивита и параметров Эйлера (Родрига–Гамильтона), а также на ис-
пользовании в качестве дополнительных переменных кеплеровской энергии и ре-
ального времени и новой независимой переменной Зундмана. Приведены регуляр-
ные кватернионные уравнения в переменных Леви-Чивита и параметрах Эйлера
этой задачи, которые имеют не только хорошо известные достоинства матричных
уравнений в переменных Кустаанхеймо–Штифеля, но и обладают своими дополни-
тельными достоинствами.

Ключевые слова: механика космического полета (астродинамика), возмущенная про-
странственная задача двух тел, регуляризация особенностей, порождаемых гравита-
ционными силами, идеальная система координат, уравнения орбитального движе-
ния, переменные Кустаанхеймо–Штифеля, параметры Эйлера (Родрига–Гамильто-
на), координаты Ганзена, переменные Леви-Чивита, кватернион
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1. Введение. Работа носит обзорный аналитический характер и дополняет собой на-
шу обзорную работу [1]. Обсуждается проблема регуляризации дифференциальных
уравнений возмущенной пространственной задачи двух тел, лежащих в основе небес-
ной механики и механики космического полета (астродинамики): проблема устране-
ния особенностей типа сингулярностей (деления на ноль), которые порождаются дей-
ствующими на небесное или космическое тело ньютоновскими гравитационными си-
лами и которые осложняют аналитическое и численное исследование движения тела
вблизи гравитирующих тел или его движения по сильно вытянутым орбитам. Для по-
лучения различных регулярных уравнений используются четырехмерные параметры
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Эйлера (Родрига–Гамильтона), четырехмерные переменные Кустаанхеймо–Штифе-
ля (KS-переменные), двухмерные идеальные прямоугольные координаты Ганзена, ре-
гулярные двухмерные переменные Леви-Чивита и кватернионы Гамильтона.

В нашей работе [1] излагаются кватернионные и бикватернионные методы описа-
ния движения, модели теории конечных перемещений и регулярной кинематики
твердого тела, основанные на использовании четырехмерных вещественных и дуаль-
ных параметров Эйлера (Родрига–Гамильтона). Эти модели кинематики не имеют
особенностей, порождаемых использованием для описания движения классических
углов Эйлера–Крылова и их дуальных аналогов. Обсуждается проблема регуляриза-
ции дифференциальных уравнений возмущенной пространственной задачи двух тел с
помощью использования четырехмерных параметров Эйлера, четырехмерных пере-
менных Кустаанхеймо–Штифеля и кватернионов Гамильтона. Излагается история
проблемы регуляризации и регулярные уравнения Кустаанхеймо–Штифеля, нашед-
шие широкое применение в небесной механике и астродинамике. Излагаются пред-
ложенные нами кватернионные методы регуляризации, имеющие ряд преимуществ
перед матричной регуляризацией Кустаанхеймо–Штифеля, и различные, предложен-
ные нами, регулярные кватернионные уравнения возмущенной пространственной за-
дачи двух тел (как для абсолютного, так и для относительного движения). Приведены
результаты сравнительного исследования точности численного интегрирования раз-
личных форм регуляризованных уравнений небесной механики и астродинамики в
переменных Кустаанхеймо–Штифеля и ньютоновских уравнений в декартовых коор-
динатах, показывающие, что точность численного интегрирования регуляризованных
уравнений в переменных Кустаанхеймо–Штифеля значительно выше (на несколько
порядков) точности численного интегрирования ньютоновских уравнений.

В настоящей работе кратко описывается матричная регуляризация Кустаанхеймо–
Штифеля (KS-регуляризация) особенностей дифференциальных уравнений возму-
щенной пространственной задачи двух тел, порождаемых гравитационными силами, с
использованием четырехмерных переменных Кустаанхеймо–Штифеля. Показывается,
что предложенный нами кватернионный метод регуляризации уравнений этой задачи
имеет ряд преимуществ перед матричной регуляризацией Кустаанхеймо–Штифеля.
Дается аналитический анализ работ, посвященных кватернионной регуляризации
указанных особенностей дифференциальных уравнений возмущенной простран-
ственной задачи двух тел с использованием четырехмерных переменных Кустаанхей-
мо–Штифеля. Многие из этих работ опубликованы в ведущих зарубежных изданиях.

В работе также излагается регуляризация Леви-Чивита уравнений возмущенной
плоской задачи двух тел (уравнений плоского движения). Изложен предложенный нами
новый метод регуляризации уравнений возмущенной пространственной задачи двух
тел, основанный на использовании идеальной системы координат, двухмерных иде-
альных прямоугольных координат Ганзена и двухмерных переменных Леви-Чивита,
описывающих движение второго (рассматриваемого) тела в идеальной системе коор-
динат, в которой уравнения пространственного движения принимают вид уравнений
плоского движения, а также основанный на использовании четырехмерных парамет-
ров Эйлера (Родрига–Гамильтона) и кватерниона Гамильтона, характеризующих ори-
ентацию идеальной системы координат в инерциальной системе координат. Эти па-
раметры Эйлера и кватернион ориентации идеальной системы координат являются
скалярными и кватернионным оскулирующими элементами орбиты изучаемого (вто-
рого) тела (медленно изменяющимися переменными).

Леви-Чивита в отношении своих попыток обобщить предложенную им знамени-
тую регуляризацию уравнений плоской задачи двух тел на пространственную задачу
позже признал [2]: “Проблема в пространстве долго сопротивлялась моим усилиям,
т.к. я пытался подойти к ней с помощью аналогичных изменений координат…”.
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Штифель и Шейфеле в своей широко цитируемой книге [3] отмечали, что Леви-
Чивита приложил много усилий, чтобы найти обобщение своего метода регуляриза-
ции дифференциальных уравнений плоского движения в задаче двух тел на общую
пространственную задачу двух тел, но безуспешно. В работе [4] (см. также книгу [5])
говорится, что из-за фундаментальных трудностей, первоначально разъясненных
Хопфом [6] и Гурвицем [7], невозможно обобщить преобразование Леви-Чивита к эк-
вивалентному набору трехмерных переменных (на случай трехмерного пространства).

Тем не менее, автором статьи [8] было показано, что регуляризация Леви-Чивита
может быть с успехом использована для построения регулярных уравнений возмущен-
ной пространственной задачи двух тел. Эта регуляризация регулярных уравнений воз-
мущенной пространственной задачи двух тел, предложенная в [8], излагается в нашей
обзорной работе.

Для получения регулярных уравнений исходные дифференциальные уравнения
возмущенной пространственной задачи двух тел в декартовых координатах записыва-
ются нами в двух системах координат: орбитальной и идеальной системах координат
(название системы координат “идеальная”, по-видимому, было введено Deprit [9]) с
использованием кватернионного оскулирующего элемента орбиты, компоненты ко-
торого – параметры Эйлера – являются медленно изменяющимися переменными и
характеризуют инерциальную ориентацию в пространстве идеальной системы коор-
динат. В этих уравнениях переменными являются расстояние r от центра масс второго
тела до центра масс первого тела, производная dr/dt (проекция  вектора скорости v
центра масс второго тела на направление радиус-вектора r второго (изучаемого) тела),
модуль  вектора c момента орбитальной скорости второго тела, обобщенная
истинная аномалия ϕ и параметры Эйлера (Родрига–Гамильтона) ( j = 0, 1, 2, 3)
(скалярные оскулирующие элементы орбиты).

Далее осуществляется переход от этих уравнений возмущенной пространственной
задачи двух тел к уравнениям, записанным в идеальной системе координат с исполь-
зованием двухмерных идеальных прямоугольных координат Ганзена для описания
движения второго тела в этой системе координат и дополненным нами кватернион-
ным дифференциальным уравнением ориентации идеальной системы координат в
инерциальной системе координат, коэффициенты которого содержат координаты
Ганзена. Отметим замечательную особенность идеальной системы координат: в ней
трехмерные уравнения пространственного движения принимают вид двухмерных
уравнений плоского движения в идеальных прямоугольных координатах Ганзена.

Затем в полученных уравнениях нами осуществляется переход от координат Ганзе-
на к переменным Леви-Чивита и переход к новой независимой переменной τ в соот-
ветствии с дифференциальным соотношением dt = rdτ (преобразованием времени
Зундмана [10]). Кроме этого, также в качестве дополнительной переменной вводится
кеплеровская энергия h, через которую выражаются коэффициенты дифференциаль-
ных уравнений в переменных Леви-Чивита, и дополнение полученных уравнений
дифференциальными уравнениями для кеплеровской энергии и времени.

В итоге получаются скалярные и кватернионные регулярные уравнения движения
второго тела (регулярные уравнения возмущенной пространственной задачи двух
тел), полученные в работе [8], в которых совместно используются переменных Леви-
Чивита и параметры Эйлера (Родрига–Гамильтона).

Эти регулярные уравнения имеют не только хорошо известные достоинства уравне-
ний Кустаанхеймо–Штифеля (регулярность, линейность в новом времени для кепле-
ровских движений, близость к линейным уравнениям для возмущенных движений),
но и обладают своими дополнительными достоинствами:

1) для невозмущенного эллиптического кеплеровского движения изучаемого тела
они эквивалентны уравнениям движения не четырехмерного одночастотного гармо-

v1

= ×c r v
Λ j
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нического осциллятора, как в случае Кустаанхеймо–Штифеля, а уравнениям движе-
ния двухмерного одночастотного гармонического осциллятора; кватернион ориента-
ции идеальной системы координат, в которой записаны эти уравнения движения, в
этом случае остается постоянным;

2) для возмущенного движения изучаемого тела кватернион ориентации идеальной
системы координат, входящий в состав используемых переменных и имеющий в каче-
стве своих компонент параметры Эйлера, является кватернионным оскулирующим
элементом (медленно изменяющейся кватернионной переменной), что также являет-
ся полезным свойством этих уравнений, позволяющим эффективно использовать ме-
тоды нелинейной механики.

Отметим, однако, что эти уравнения не пригодны для исследования редко встреча-
ющихся прямолинейных орбит, когда модуль вектора момента орбитальной скорости
второго тела  обращается в ноль, поскольку кватернионное дифференциаль-
ное уравнение ориентации идеальной системы координат в этом случае вырождается
(в знаменателях коэффициентов этого уравнения присутствует величина c). В статье
указывается, как можно избавиться от этого недостатка излагаемых регулярных урав-
нений возмущенной пространственной задачи двух тел, в которых совместно исполь-
зуются переменные Леви-Чивита и параметры Эйлера, и приводятся регулярные урав-
нения в этих переменных, не имеющие указанного недостатка, но являющиеся более
сложными.

2. Проблема регуляризации уравнений небесной механики и механики космического
полета (астродинамики). В основе небесной механики и астродинамики лежат ньюто-
новские дифференциальные уравнения возмущенной пространственной задачи двух
тел. Эти уравнения вырождаются при соударении второго (изучаемого) тела с первым
(центральным) телом (при равенстве нулю расстояния между телами), что делает ис-
пользование этих уравнений неудобным при изучении движения второго тела в малой
окрестности центрального тела или его движения по сильно вытянутым орбитам.
Сингулярность в начале координат создает в задаче двух тел не только теоретические,
но и практические (вычислительные) трудности. Устранение особенностей типа син-
гулярности (деления на ноль) классических (ньютоновских) уравнений небесной ме-
ханики и астродинамики, порождаемых силами гравитации, получило название “ре-
гуляризация” (Леви-Чивита 1920), а уравнения, не имеющие этих особенностей, на-
зываются регулярными. Среди методов регуляризации и регулярных моделей
прикладной небесной механики и астродинамики в последнее время широкое распро-
странение получили кватернионные методы и модели, основанные на использовании
гиперкомплексных переменных – кватернионов Гамильтона, компонентами (элемен-
тами) которых являются четырехмерные переменные Кустаанхеймо–Штифеля или
четырехмерные параметры Эйлера (Родрига–Гамильтона). Эти методы и модели име-
ют ряд преимуществ аналитического и вычислительного характера перед другими ме-
тодами и моделями.

Изучению различных аспектов кватернионной регуляризации дифференциальных
уравнений возмущенной пространственной задачи двух тел с использованием четы-
рехмерных переменных Кустаанхеймо–Штифеля (KS-переменных) посвящены рабо-
ты [11–28], а также работы автора статьи [8, 29–42].

Приводятся [42–50] результаты сравнения численного решения уравнений орби-
тального движения небесных и космических тел в переменных Кустаанхеймо–Шти-
феля, параметрах Эйлера и в других переменных, которые свидетельствуют об эффек-
тивности использования KS-переменных и параметров Эйлера в задачах небесной ме-
ханики и астродинамики.

Проведено [51, 52] сравнительное исследование точности численного интегрирова-
ния классических ньютоновских дифференциальных уравнений пространственной
ограниченной задачи трех тел (Земля, Луна и космический аппарат) в декартовых ко-

= ×c r v
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ординатах и построенных автором статьи [53] регулярных кватернионных дифферен-
циальных уравнений этой задачи в KS-переменных, принимающих вид регулярных
кватернионных уравнений возмущенной пространственной задачи двух тел в случае
отсутствия поля тяготения Луны. Регулярные кватернионные уравнения в KS-пере-
менных показали значительно более высокую точность, чем уравнения в декартовых
координатах: для круговой орбиты точность оказалась выше на 2 порядка, для возму-
щенных эллиптических орбит со средним эксцентриситетом – на 4 порядка, для воз-
мущенной эллиптической орбиты с высоким эксцентриситетом – на 7 порядков.

Отметим, что в книге Бордовицыной [43] приведены результаты численных иссле-
дований решений уравнений невозмущенной и возмущенной пространственной зада-
чи двух тел (решений уравнений невозмущенного и возмущенного движения ИСЗ)
ряда авторов с использованием уравнений в KS-переменных и уравнений в декарто-
вых координатах, демонстрирующие преимущество уравнений в KS-переменных пе-
ред уравнениями в декартовых координатах (в смысле точности их численного инте-
грирования). Сравнение этих результатов с нашими результатами [51, 52] показало,
что они в целом согласуются между собой. Отметим также, что Бордовицыной и Шар-
ковским использованы регулярные уравнения в переменных Кустаанхеймо–Штифе-
ля в канонической, а не в осцилляторной форме, выведенные ими с использованием
соответствующего гамильтониана.

Полученные нами результаты подтверждают значительные преимущества регуляр-
ных кватернионных уравнений в KS-переменных, имеющих возмущенный осцилля-
торный вид, в задачах прогноза движения небесных и космических тел, а также в зада-
чах коррекции параметров орбитального движения КА и инерциальной навигации в
космосе перед уравнениями в декартовых координатах.

3. Регуляризация Кустаанхеймо–Штифеля уравнений возмущенной пространственной
задачи двух тел и регуляризация Леви-Чивита уравнений возмущенной плоской задачи
двух тел. Векторное и скалярные дифференциальные уравнения возмущенной про-
странственной задачи двух тел имеют вид

(3.1)

где r – радиус-вектор центра масс второго (изучаемого) тела, проводимый из центра
масс первого (центрального) тела,  – расстояние между телами, m и M – массы
второго и первого тел; f – гравитационная постоянная; p – вектор возмущающего
ускорения центра масс второго тела (вектор-функция времени t, радиус-вектора r и
вектора скорости  второго тела в системе координат ξ, имеющей начало в
центре масс первого тела и координатные оси, параллельные осям инерциальной си-
стемы координат), t – время; ξk – декартовые координаты центра масс изучаемого те-
ла в системе координат ξ,  =   – проекции возмуща-
ющего ускорения p на оси инерциальной системы координат, совпадающие с его про-
екциями на оси системы координат ξ, верхняя точка – символ дифференцирования
по времени t.

Уравнения (3.1) вырождаются при соударении второго тела с центральным телом
(при равенстве нулю расстояния r между телами), что делает использование этих урав-
нений неудобным при изучении движения второго тела в малой окрестности цен-
трального тела или его движения по сильно вытянутым орбитам. Сингулярность в на-
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чале координат, как уже отмечалось, создает не только теоретические, но и практиче-
ские (вычислительные) трудности.

Проблема устранения указанной особенности, известная в небесной механике и
астродинамике как проблема регуляризации дифференциальных уравнений возму-
щенной задачи двух тел, восходит к Эйлеру [54] и Леви-Чивита [2, 55, 56]. Наиболее
эффективная регуляризация уравнений возмущенной пространственной задачи двух
тел (спинорная или KS-регуляризация) была предложена Кустаанхеймо и Штифелем
[57, 58]. Она наиболее полно изложена в монографии [3].

В регуляризации Кустаанхеймо использованы достоинства методов теории спино-
ров: вместо одной комплексной переменной теории Леви-Чивита была взята пара
комплексных чисел. На языке вещественного анализа это эквивалентно введению че-
тырех параметров , , , .

В регуляризации Кустаанхеймо–Штифеля, изложенной в книге [3], использована
обобщенная матрица Леви-Чивита, названная KS-матрицей. Эта матрица (обознача-
ется нами как ) – четырехмерная квадратная матрица, содержащая в левом
верхнем углу двухмерную квадратную матрицу Леви-Чивита и имеющая вид

(3.2)

В этой матрице  ( j = 0, 1, 2, 3) – переменные Кустаанхеймо–Штифеля, называе-
мые KS-переменными (вместо обозначения  одной из переменных Кустаанхеймо–
Штифеля здесь и далее нами используется обозначение ).

В матричной записи преобразование Кустаанхеймо–Штифеля имеет вид (3.3) [3]:

(3.3)

В скалярной записи связи декартовых координат ξk с переменными Кустаанхеймо–
Штифеля  имеют вид

(3.4)

что с точностью до перестановки индексов совпадает с отображением Хопфа [59].
Таким образом, в основе регуляризации Кустаанхеймо–Штифеля лежит нелиней-

ное неоднозначное преобразование декартовых координат изучаемого тела, которое
основывается на переходе от трехмерных декартовых координат ξk к новым четырех-
мерным переменным Кустаанхеймо–Штифеля uj (т.е., на переходе от трехмерного
пространства декартовых координат к новому четырехмерному пространству).

Уравнения Кустаанхеймо–Штифеля в скалярной записи имеют вид [3]
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(3.8)

Здесь τ – новая независимая переменная, называемая фиктивным временем, связан-
ная с временем t дифференциальным соотношением dt = rdτ (преобразованием време-
ни Зундмана [10]), h – кеплеровская энергия единицы массы изучаемого тела, рас-
сматриваемая как дополнительная переменная и определяемая соотношением

(3.9)

Время t также рассматривается как дополнительная (зависимая) переменная.
Уравнения Кустаанхеймо–Штифеля (3.5)–(3.8) образуют систему десяти обыкно-

венных нелинейных, в общем случае нестационарных, дифференциальных уравнений
относительно четырех KS-переменных uj, их первых производных duj/dτ по новой не-
зависимой переменной τ, кеплеровской энергии h и времени t.

Эти скалярные уравнения эквивалентны матричным уравнениям [3]

(3.10)

где  – четырехмерный вектор-столбец KS-переменных, L(uks) – KS-матрица, опре-
деляемая соотношением (3.2),  – четырехмерный вектор-столбец, сопоставляемый
трехмерному вектору возмущающего ускорения p,  – скалярное произведение че-
тырехмерных вектор-столбцов a и b.

Уравнения Кустаанхеймо–Штифеля обобщают уравнения Леви-Чивита уравнений
возмущенной плоской задачи двух тел, имеющие в скалярной записи вид

(3.11)

(3.12)

(3.13)

Здесь  и  – переменные Леви-Чивита, связанные с декартовыми координатами  и
 соотношениями

(3.14)

В случае плоского движения четырехмерная квадратная матрица  Кустаан-
хеймо–Штифеля, определяемая соотношением (3.2), переходит в двухмерную квад-
ратную матрицу Леви-Чивита, имеющую вид

(3.15)

В матричной записи преобразование Леви-Чивита (3.14) имеет вид (3.16) [3]:
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В комплексной записи преобразование Леви-Чивита принимает вид (3.17):

(3.17)

и устанавливает отображение параметрической плоскости переменных Леви-Чивита
 и  на физическую плоскость переменных  и  (декартовых координат).
Скалярные регулярные уравнения возмущенной плоской задачи двух тел (3.11)–

(3.13) Леви-Чивита эквивалентны его матричным уравнениям [3]

(3.18)

где  – двухмерный вектор-столбец переменных Леви-Чивита, L(ulc) – матрица Ле-
ви-Чивита, определяемая соотношением (3.15),  – двухмерный вектор-столбец, со-
поставляемый двухмерному вектору возмущающего ускорения p,  – скалярное
произведение двухмерных вектор-столбцов a и b.

Отметим основные хорошо известные достоинства уравнений Кустаанхеймо–
Штифеля (3.5)–(3.7):

− они, в отличие от ньютоновских уравнений (3.1), регулярны в центре притяже-
ния, когда расстояние между телами ;

− линейны во времени τ для невозмущенных кеплеровских движений (в отличие от
существенно нелинейных ньютоновских уравнений) и имеют в этом случае вид систе-
мы четырех независимых линейных дифференциальных уравнений второго порядка с
одинаковыми постоянными коэффициентами, равными половинной кеплеровской
энергии h, взятой со знаком “–”:

− для эллиптического кеплеровского движения, когда кеплеровская энергия h =
= const < 0, эти уравнения эквивалентны уравнениям движения четырехмерного од-
ночастотного гармонического осциллятора во времени τ, квадрат частоты которого
равен половине кеплеровской энергии, взятой со знаком минус;

− позволяют выработать единый подход к изучению всех трех типов кеплеровского
движения;

− близки к линейным уравнениям для возмущенных кеплеровских движений;
− позволяют представить правые части дифференциальных уравнений движения

небесных и космических тел в полиномиальной форме, удобной для их решения с по-
мощью ЭВМ.

Эти свойства регулярных уравнений позволили разработать эффективные методы
нахождения решений в аналитической или численной форме таких трудных для клас-
сических методов задач как исследование движения вблизи притягивающих масс или
движения по орбитам с большими эксцентриситетами. Штифелем и Шейфеле [3],
Бордовицыной и Шарковским [43] показано, что точность численного интегрирова-
ния регуляризованных уравнений в переменных Кустаанхеймо–Штифеля значитель-
но выше точности интегрирования ньютоновских уравнений. Так, Бордовицыной и
Шарковским показано, что использование регулярных уравнений в переменных Ку-
стаанхеймо–Штифеля позволяет повысить точность численного решения ряда задач
небесной механики и астродинамики, например, задачи о движении искусственного
спутника Земли (ИСЗ) по орбитам с большими эксцентриситетами, от трех до пяти
порядков по сравнению с решениями, полученными при использовании классиче-
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ских ньютоновских уравнений. Сравнение этих результатов с нашими, приведенными
выше, показало, как уже отмечалось выше, что они в целом согласуются между собой.

Fukushima было также показано [45, 46], что KS-регуляризация приводит к очень
эффективной схеме интегрирования уравнений орбитального движения, повышаю-
щей точность и скорость численного интегрирования. Это связано не только со струк-
турой уравнений, но также с использованием нескольких методов, которые приносят
важные преимущества численной схеме. Проводится [46] численное сравнение четы-
рех схем регуляризации трехмерной задачи двух тел в условиях возмущения: регуляри-
зации KS, Шперлинга–Бюрде (SB), Бюрде–Феррандиса (BF) и трехмерное расшире-
ние регуляризации Леви-Чивита (LC). В аннотации [46] сказано: КS и расширенная
LС-регуляризация с масштабированием энергии Кеплера обеспечивают наилучшую
экономическую эффективность при интеграции почти всех возмущенных задач двух
тел. Подчеркнем, что и Fukushima [46] сравнивает семь схем, описанных в § 1, а также
“нерегуляризованную обработку, а именно прямое интегрирование в декартовых ко-
ординатах”. Для каждой из этих формулировок им проводится тестовая интеграция
Икара, охватывающая около 1 миллиона лет, и измеряется время его выполнения.

4. Кватернионная регуляризация и регулярные кватернионные уравнения возмущенной
пространственной задачи двух тел, предложенные автором статьи. В основе знаменитой
регуляризации Кустаанхеймо–Штифеля лежит, как уже отмечалось, нелинейное не-
однозначное преобразование декартовых координат изучаемого тела, названное KS-
преобразованием. Причем это преобразование состоит в переходе от трехмерного
пространства декартовых координат к четырехмерному пространству новых коорди-
нат (к четырехмерным переменным Кустаанхеймо–Штифеля). Поэтому, по мнению
Штифеля и Шейфеля прямой вывод регулярных уравнений в трехмерном (т.е. про-
странственном) случае невозможен ([3], стр. 29).

В книге [3] постулируется матричное регулярное уравнение пространственной за-
дачи двух тел (первое из уравнений (3.10)), записанное ими по аналогии с матричным
регулярным уравнением Леви-Чивита плоского движения (3.18), и с помощью не-
скольких теорем доказывается, что при этом удовлетворяется старое векторное нью-
тоновское уравнение (первое из уравнений (3.1)).

Вскоре после открытия KS-преобразования было рассмотрено использование ква-
тернионов Гамильтона (четырехмерных гиперкомплексных чисел) и четырехмерных
кватернионных матриц для регуляризации уравнений пространственной задачи двух
тел, поскольку четырехмерность пространства новых координат делало естественным
использование для такой регуляризации кватернионов Гамильтона и четырехмерных
кватернионных матриц. Однако, Штифель и Шейфеле полностью отвергли эту идею,
написав в одиннадцатой главе своей книги [3], посвященной геометрии KS-преобра-
зования, что “Любая попытка заменить теорию KS-матриц более популярной теорией
кватернионных матриц приводит поэтому к неудаче или, во всяком случае, к очень
громоздкому формализму”. Поэтому вместо хорошо известных в математике четырех-
мерных кватернионных матриц Штифель и Шейфеле в [3] для построения теории ре-
гуляризации используют новые четырехмерные квадратные матрицы, названные ими
KS-матрицами, имеющие вид (3.2).

Приведенное утверждение Штифеля и Шейфеле было опровергнуто, по-видимому
впервые, автором статьи [29–32]. Известный западный ученый Вальдвогель по поводу
цитированного выше высказывания Штифеля и Шейфеле о бесперспективности ис-
пользования в теории регуляризации кватернионных матриц в работе [20] говорит:
“Это утверждение было впервые опровергнуто Челноковым (1981), который предста-
вил теорию регуляризации пространственной задачи Кеплера, используя геометриче-
ские представления во вращающейся системе координат и кватернионные матрицы.
В серии статей (напр., 1992 и 1999) тем же автором была расширена теория кватерни-
онной регуляризации и приведены практические применения.”
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Автором статьи было показано [29–32] ([29] – с использованием классических ква-
тернионных матриц, [30] – с использованием кватернионов Гамильтона), что в дей-
ствительности кватернионный подход к регуляризации

– позволяет дать прямой и наглядный вывод регулярных уравнений в KS-перемен-
ных (что, как уже отмечалось, ставилось Штифелем и Шейфеле под сомнение ([3],
cтр. 29) из-за неоднозначности KS-преобразования,

− позволяет дать наглядные геометрическую и кинематическую интерпретации ре-
гуляризующему KS преобразованию;

− раскрывает геометрический смысл его неоднозначности;
− позволяет получить более общие регулярные уравнения возмущенной простран-

ственной задачи двух тел, частным случаем которых являются регулярные уравнения
Кустаанхеймо–Штифеля.

Для построения кватернионных регулярных уравнений возмущенной пространствен-
ной задачи двух тел в [29] была использована четырехмерная кватернионная матрица

(4.1)

элементами которой являются переменные Кустаанхеймо–Штифеля uj.
Эта матрица отличается от KS-матрицы (3.2). Если под элементами uj этой матри-

цы понимать четырехмерные параметры Эйлера (Родрига–Гамильтона) , то она бу-
дет являться хорошо известной кватернионной матрицей поворота, описывающей
вращение в трехмерном пространстве.

В работе [30] для этих целей использован кватернион Гамильтона u:

(4.2)
элементами которого являются переменные Кустаанхеймо–Штифеля uj.

В кватернионной записи связи декартовых координат ξk с переменными Кустаан-
хеймо–Штифеля uj имеют вид

(4.3)

приведенный Штифелем и Шейфеле в их книге [3].
Показано [29, 30], что регуляризующее KS-преобразование координат заключается

в переходе от трехмерных декартовых координат центра масс второго тела в инерци-
альной системе координат к новым четырехмерным переменным, которые являются
нормированными определенным образом компонентами сопряженного кватерниона
поворота  =  – , характеризующего ориентацию вращающейся си-
стемы координат η в инерциальной системе координат. Ось  этой системы коорди-
нат направлена вдоль радиус-вектора r центра масс второго тела, а ее начало находит-
ся в центре масс этого тела. Нормирующий множитель равен квадратному корню из
расстояния r от центра масс второго тела до центра притяжения, поэтому кватернион-
ные переменные u и λ связаны кватернионным соотношением , которые экви-

валентны скалярным соотношениям: , , .
Также было показано, что билинейное соотношение Кустаанхеймо–Штифеля

(4.4)

связывающее между собой KS-переменные uj и их первые производные по новой неза-
висимой переменной τ, накладывает на движение трехгранника η дополнительное
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(неголономное) условие, заключающееся в равенстве нулю проекции  вектора ω аб-
солютной угловой скорости трехгранника η на направление радиус-вектора r (ось ):

Отметим, что по словам Штифеля и Шейфеле ([3], стр. 29) соотношение вида (4.4):

где uj и  – компоненты четырехмерных векторов u и , “называется билинейным со-
отношением и играет основную роль в нашем построении регулярной небесной меха-
ники”.

Таким образом, переход в уравнениях пространственной задачи двух тел от декар-
товых координат центра масс второго тела к KS-переменным фактически означает за-
пись этих уравнений во вращающейся системе координат η с использованием в каче-
стве параметров ориентации этой системы координат четырехмерных параметров Эй-
лера (Родрига–Гамильтона) , являющихся компонентами кватерниона поворота λ
этой системы координат.

Дальнейшие преобразования этих уравнений связаны с нормировкой параметров
Эйлера  (кватерниона поворота λ) с помощью множителя  и с переходом в них к
переменным Кустаанхеймо–Штифеля uj, а также с введением в качестве дополни-
тельных зависимых переменных кеплеровской энергии h и времени t и с переходом к
новой независимой переменной Зундмана τ.

Отметим, что автором были получены [29, 30] более общие (в сравнении с уравне-
ниями Кустаанхеймо–Штифеля) матричные (с использованием кватернионных мат-
риц) и кватернионные регулярные уравнения возмущенной пространственной задачи
двух тел в KS-переменных в предположении, что вышеуказанное билинейное соотно-
шение (4.4) не выполняется. Эти уравнения содержат дополнительные слагаемые, в
которых присутствуют проекции  и  векторов угловой скорости и углового ускоре-
ния сопровождающего трехгранника η на направление радиус-вектора r центра масс
второго тела (одна из этих проекций (  или ) является произвольно задаваемым па-
раметром) и являются более сложными.

Матричные регулярные уравнения возмущенной пространственной задачи двух тел
в переменных Кустаанхеймо–Штифеля в общем случае, когда билинейное соотноше-
ние (4.4) не выполнется, имеют вид [29]
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(4.5)

где  и  – проекции векторов угловой скорости и углового ускорения
трехгранника η на направление радиус-вектора r (одна из этих проекций (  или )
является произвольно задаваемым параметром), верхний штрих, по-прежнему, –
символ дифференцирования по независимой переменной τ.

Кватернионные регулярные уравнения этой задачи в общем случае в переменных
Кустаанхеймо–Штифеля имеют вид [30] (в этой работе эти уравнения записаны в дру-
гой кватернионной форме, соответствующей приведенной выше матричной записи
этих уравнений (4.5), когда кватернионная переменная , введенная в этой работе и
соответствующая вектор-столбцу , равна ):

(4.6)

В этих уравнениях u, h, t – неизвестные функции независимой переменной τ,  – ква-
тернион, сопряженный кватерниону u, проекции  вектора p возмущающего ускоре-
ния на оси инерциальной системы координат являются заданными функциями вре-
мени t, декартовых координат и проекций вектора скорости центра масс второго тела
на оси опорной системы координат ξ, которые могут быть представлены как функции
времени t и переменных , ;  и  – проекции векторов угловой скорости
и углового ускорения трехгранника η на ось , заданные как функции переменных t и

, ; центральная точка означает скалярное произведение.
Для нахождения проекций радиус-вектора r и вектора скорости  центра масс

изучаемого тела на оси инерциальной системы координат (координат ξk и их произ-
водных  по времени t) через переменные uj и  необходимо воспользоваться кватер-
нионными соотношениями

Таким образом, нами были получены более общие (в сравнении с уравнениями Ку-
стаанхеймо–Штифеля) регулярные матричные и кватернионные уравнения возму-
щенной пространственной задачи двух тел. Эти уравнения сложнее уравнений Куста-
анхеймо–Штифеля. Они, в первую очередь, имеют теоретический интерес, демон-
стрируя тот факт, что регуляризация достигается и в том случае, когда , т.е.
когда не выполняется билинейное соотношение, являющееся одним из основных в
теории регуляризации Кустаанхеймо–Штифеля. Возможно, эти уравнения будет це-
лесообразно использовать для высокоточных численных расчетов, поскольку при их
интегрировании не требуется выполнения билинейного соотношения (4.4), которое
неизбежно будет нарушаться в процессе численного интегрирования из-за методиче-
ских и вычислительных погрешностей.
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Полагая  и , из уравнений (4.6) получаем нашу кватернионную форму
регулярных уравнений Кустаанхеймо–Штифеля:

(4.7)

Здесь scal(•) – скалярная часть кватернионного произведения ,  – кватернион
действующих возмущений.

Отметим, что использование кватернионных моделей механики имеет преимуще-
ства перед использованием векторных и матричных моделей. Кватернионное исчис-
ление, в отличие от матричного исчисления, имеет геометрическую наглядность век-
торного исчисления. В отличие от векторного исчисления, оно более общее и гибкое.
Так, в кватернионном исчислении, в отличие от векторного, операция деления опре-
делена (существует), и она легко алгоритмизируема, а операция умножения обладает
свойством ассоциативности. Кроме того, в кватернионных уравнениях, в отличие от
векторных, можно непосредственно использовать векторные величины, определяе-
мые их проекциями не в одной, а в разных системах координат. Все это вместе делает
кватернионный аппарат более мощным и гибким средством решения многих задач
механики, навигации и управления движением, чем векторный. Также отметим, что в
кватернионном исчислении, в отличие от матричного, операция аналитического на-
хождения и численного вычисления обратного кватерниона, в отличие от аналитиче-
ского нахождения и вычисления обратной матрицы, проста и легко алгоритмизируема.

Автором также были получены другие регулярные кватернионные уравнения воз-
мущенной пространственной задачи двух тел и искусственного спутника Земли (ИСЗ)
в новых четырехмерных переменных: модифицированных переменных Кустаанхей-
мо–Штифеля, введенных в работе [34] (см. также [38]). Эти уравнения обладают все-
ми достоинствами выше приведенных матричных и кватернионных уравнений в пере-
менных Кустаанхеймо–Штифеля, но имеют более простую и симметричную структу-
ру для движения второго тела (например, космического аппарата (спутника)) в
гравитационном поле Земли, в описании которого учитываются не только централь-
ная, но и зональные, тессеральные и секториальные гармоники [34, 41].

Более простые и симметричные структуры уравнений приводят к более эффектив-
ным вычислительным алгоритмам при численном интегрировании дифференциаль-
ных уравнений движения спутника. Удобство и эффективность использования полу-
ченных уравнений движения спутника в модифицированных переменных Кустаан-
хеймо–Штифеля для аналитического исследования движения спутника показано в [41]
на примере движения спутника в гравитационном поле Земли, в описании которого
учитываются его центральная (ньютоновская) и зональные гармоники. В этой работе
найдены первые интегралы уравнений движения спутника в модифицированных пе-
ременных в указанном случае, предложены замены переменных и преобразования
этих уравнений, позволившие получить для изучения движения спутника замкнутые
системы дифференциальных уравнений меньшей размерности, в частности, системы
уравнений четвертого и третьего порядков.

Предложен [32, 34] способ однозначного нахождения значений параметров Эйлера
и переменных Кустаанхеймо–Штифеля по заданным в рассматриваемый момент вре-
мени значениям декартовых координат и их первых производных (проекциям вектора
скорости). Этот способ имеет в сравнении со способом неоднозначного нахождения
переменных Кустаанхеймо–Штифеля [3] существенные преимущества.

5. Работы по регуляризации Кустаанхеймо–Штифеля (KS-регуляризации) и кватерни-
онной регуляризации уравнений задачи двух тел других авторов. В работе Velte [11], по-
священной профессору Отто Фольку, дается с помощью кватернионов в векторном
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изложении новый вывод KS-преобразования, действующего из четырехмерного про-
странства параметров в трехмерное физическое пространство. Использование кватер-
нионов в векторном изложении (с использованием векторной записи для кватернио-
нов со скалярной составляющей ξ ∈ R и векторной компонентой x ∈ R3) позволило
автору дать каждому шагу в выводе KS-преобразования непосредственную геометри-
ческую интерпретацию. В частности, KS-преобразование представлено как преобра-
зование Леви-Чивита, сформулированное в повернутой системе координат. Отмеча-
ется, что здесь вполне естественным образом вступают (появляются) углы Эйлера.
В качестве простого приложения приводятся явные формулы для KS-преобразования
в случае эллиптического движения Кеплера в пространстве.

Во введеннии отмечается, что Volk и Waldvogel указали [60] на геометрическую ин-
терпретацию KS-преобразования, включающую эйлеровы углы повернутой системы
координат. Velte также отмечает, что “В этой статье Volk (1973) указал, что KS-преоб-
разование уже встречается в письме Эйлера к Кристиану Гольдбаху в виде особого
случая так называемой идентичности Эйлера”.

В завершение вывода KS-преобразования говорится: “Таким образом, мы нашли,
что преобразование Кустаанхеймо и Штифеля можно вывести следующим образом.
Во-первых, в плоскости движения вводится и формулируется посредством кватернио-
нов преобразование Леви-Чивита. Введя теперь повернутую систему координат, полу-
чим преобразование Кустаанхеймо и Штифеля”.

Далее в разделе “Связь с углами Эйлера” отмечается, что “До сих пор мы описыва-
ли поворот системы координат с помощью кватерниона D, заданного в виде (9), со-
держащим половинный угол поворота и единичный вектор оси вращения. Но можно
также выразить угол поворота и единичный вектор оси вращения с помощью трех эй-
леровых углов (долготы узла, наклона плоскости движения и угла между линией узла и
направлением единичного вектора el в плоскости движения)”. Поэтому компоненты
кватерниона D являются функциями трех указанных углов Эйлера.

Отметим, что в статье [11], на наш взгляд, Velte фактически реализована прозрачная
идея, заключающаяся в том, что если в системе координат X1X2X3 точка совершает
плоское движение в плоскости X1X2 с координатами x1 и x2, то в системе координат

, повернутой на произвольный угол δ относительно исходной системы коооор-
динат X1X2X3 вокруг оси, направление которой не совпадает с осью X3 и задается еди-
ничным вектором d, точка будет совершать пространственное (трехмерное) движение
в системе координат  с тремя координатами ,  и , которые могут быть вы-
ражены через четырехмерные переменные Кустаанхеймо–Штифеля uj. Именно такие
формулы, связывающие новые координаты ,  и  точки с переменными Кустаан-
хеймо–Штифеля uj, в итоге получены из формул, связывающих декартовы координа-
ты x1 и x2 в системе координат X1X2X3 с переменными Леви-Чивита ξ и η, в результате
проделанных выкладок с использованием кватернионов (в том числе с использовани-

ем введенного постоянного произвольного кватерниона  + , описыва-

ющего поворот исходной системы координат (переход от системы координат X1X2X3 к
системе координат ). Постоянство кватерниона  в статье не оговорено, но это
следует из использованного Velte термина “поворот” и проводимых выкладок. При
этом полученные переменные Кустаанхеймо–Штифеля uj выражены им в явном виде
через переменные Леви-Чивита ξ и η и компоненты dj кватерниона D. В четвертом
разделе им также представлены формулы, с помощью которых компоненты dj могут
быть найдены с помощью углов Эйлера. Также для эллиптического движения Кеплера
в повернутой системе координат  получены формулы для переменных Куста-
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анхеймо–Штифеля uj, выраженные через параметры орбиты, эксцентрическую ано-
малию E и компоненты dj кватерниона D.

Подчеркнем, что Velte-преобразование Кустаанхеймо и Штифеля (KS-преобразо-
вание) представлено как преобразование Леви-Чивита, сформулированное в поверну-
той на постоянный угол δ системе координат. Нами [29, 30] показано, как уже отмеча-
лось в разд. 4, что регуляризующее KS-преобразование координат заключается в пере-
ходе от трехмерных декартовых координат центра масс второго (изучаемого) тела в
инерциальной системе координат к новым четырехмерным переменным Кустаанхей-
мо–Штифеля , которые являются нормированными определенным образом компо-
нентами сопряженного кватерниона вращения  – , где  – пара-
метры Эйлера. Эти параметры Эйлера  и кватернион вращения  характеризуют
ориентацию вращающейся (подвижной) системы координат η в инерциальной системе
координат. Ось  этой системы координат направлена вдоль радиус-вектора r центра
масс второго тела, а ее начало находится в центре масс этого тела. Нормирующий мно-
житель равен квадратному корню из расстояния r от центра масс второго тела до центра
притяжения, поэтому кватернионные переменные u и λ связаны соотношением .

Подробный анализ работы Velte проводится также в связи с тем, что в следующем
разделе излагаются полученные нами регулярные уравнения возмущенной простран-
ственной задачи двух тел [8], в состав которых входят регулярные дифференциальные
уравнения движения в модифицированных переменных Леви-Чивита второго поряд-
ка, описывающие движение второго (изучаемого) тела в идеальной системе координат
и имеющие вид регулярных уравнений Леви-Чивита плоского движения, и регуляр-
ное кватернионное дифференциальное уравнение в четырехмерных параметрах Эйле-
ра первого порядка, описывающих изменение ориентациии идеальной системы коор-
динат в инерциальной системе координат в процессе движения тела. Совместное ис-
пользование модифицированных переменных Леви-Чивита и параметров Эйлера
позволило нам расширить знаменитую регуляризацию Леви-Чивита плоского движе-
ния на пространственное движение с использованием идеальной системы координат.

В работе Vivarelli [12] KS-преобразование, введенное Кустаанхеймо и Штифелем в
небесную механику, сформулировано в терминах гиперкомплексных чисел как про-
изведение кватерниона и его антиинволюции. Следовательно, онo представляет осо-
бый морфизм вещественной алгебры кватернионов, имеющий трехмерное веществен-
ное линейное подпространство, а также представляет собой естественное обобщение
преобразования Леви-Чивита. Показано, что кватернионная матрица произведения
приводит к KS-матрице; билинейное соотношение Кустаанхеймо–Штифеля и два тож-
дества, которые играют центральную роль в KS-теории, легко выводятся с использова-
нием кватернионов. Дается подходящее кватернионное калибровочное преобразова-
ние, которое приводит к хорошо известному расслоению четырехмерного простран-
ства. В дополнение приводится несколько геометрических интерпретаций.

Отметим, что кватернион q, используемый автором [12], имеет вид

где i, j, k – векторные мнимые единицы Гамильтона.
Преобразование Кустаанхеймо–Штифеля представляется в следующей кватерни-

онной форме:

где  – кватернион, антиинволюцивный кватерниону q.
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Это представление отличается от кватернионного представления преобразования
Кустаанхеймо–Штифеля

приведенного в [3] и используемого в наших работах.
В работах Vivarelli [13, 14] развивается геометрический и физический взгляд на век-

торное произведение двух кватернионов и рассматривается связь трех классических
задач механики через гиперкомплексное KS-преобразование.

Исследование возмущенного кеплеровского движения проводится Штифелем и
Шейфеле в [3] не только с использованием регулярных уравнений в осцилляторной
форме и методов теории колебаний, но также с использованием регулярных уравне-
ний в канонической форме, для чего ими разработана теория канонического KS-пре-
образования. Такой канонический подход к проблеме регуляризации, использующий
KS-преобразование, развит в работах Лидова [61, 62] и Лидова и Ляховой [63] и широко
используется в настоящее время. В более поздней работе [64] рассмотрено применение
в теории регуляризации канонических уравнений задачи двух тел обобщенной KS-мат-
рицы и связанных с ней преобразований.

Отметим также работу Шагова [15]. В ней получены дифференциальные уравнения
движения космического аппарата в рамках возмущенной пространственной задачи
двух тел, записанные в орбитальной системе координат и использующие для описа-
ния его движения в инерциальном пространстве кватернион поворота, нормирован-
ный посредством множителя, равного квадратному корню из модуля c вектора момен-
та скорости спутника. В этих уравнениях в качестве независимой переменной исполь-
зована переменная τ, связанная с временем t дифференциальным соотношением dτ =
= (1/2)cr–2dt (здесь r – расстояние до центра Земли). Уравнения во “времени” τ ли-
нейны для невозмущенного кеплеровского движения спутника.

В работе Deprit, Elipe и Ferrer “Линеаризация: Лаплас против Штифеля” [16] мат-
ричная KS-теория Кустаанхеймо–Штифеля изложена в терминах кватернионов. Ав-
торы рассматривают KS-преобразование независимо от его возможного применения к
кеплеровским системам, уточняют несколько теорем, сформулированных Штифелем.
В аннотации сказано: “с одной стороны, мы отказываемся от формализма матричной
теории, чтобы продолжить исключительно в контексте алгебры кватернионов; с дру-
гой стороны, мы объясняем, как в иерархии гиперкомплексных систем как KS-преоб-
разование, так и классическое проективное разложение возникают путем удвоения
преобразования Леви-Чивита”.

Во введении этой работы отмечается: “Будучи свободными от вычислительных
сервитутов (вычислительного рабства, вычислительной зависимости), мы даже поста-
вили перед собой задачу переустановить всю KS-теорию в терминах кватернионов.
К тому времени, как Штифель и Шейфеле завершили свою монографию, они осозна-
ли тесную связь между своим матричным формализмом и теорией кватернионов. Бы-
ло предложено, чтобы они воспользовались этим; они отреагировали на предложение
в чрезмерных терминах (Штифель и др., 1971, p. 286). Действительно ли они считают,
что переход от матриц к кватернионам приведет к “провалу или, по крайней мере, к
очень громоздкому формализму”?. Несмотря на суровые предсказания Штифеля, мы
приняли вызов. Мы потерпели неудачу? Читатель – это наше жюри. Построение KS-
преобразования как эманации альтернативной билинейной формы над алгеброй за-
трат кватернионов не сложнее, чем матричный формализм Штифеля и Шейфеле.
Кроме того, мы находим награды в упражнениях: теоремы обострены, некоторые в
значительной степени; доказательства сокращены; общий дизайн Штифеля значи-
тельно улучшился в отношении его глобального и внутреннего значения, не говоря
уже о том, чтобы обеспечить стиль программирования для манипулирования кватер-
нионами с помощью процессоров символов общего назначения.”

ξ = ξ + ξ + ξ = = − − − 1 2 3 0 1 2 3; ,u u u ur i j k u i u u i j k
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В работе Deprit, Elipe и Ferrer также рассматривается линеаризация уравнений дви-
жения, записанных в цилиндрической, сферической и орбитальной системах коорди-
нат, посредством введения новых переменных и введения новой независимой пере-
менной вместо времени t. В этой работе в качестве альтернативы KS-преобразованию
было предложено собственное преобразование: DEF-преобразование. В отношении
этого преобразования и известного BF-преобразования, также рассмотренного ими,
отмечается следующее:

“Об альтернативах KS-преобразованию Штифель и Шейфеле (1971, p. 288) выпу-
стили предупреждение, чуть ли не предписание: “авторы убеждены, что поиск других
преобразований […] не очень многообещающий”. Многим читателям их предзнаме-
нование создало впечатление, что KS-методика уникальна в совместной регуляриза-
ции, линеаризации и увеличении размерности для трехмерных кеплеровских систем.
Факты отвергают иск. Кустанхаймо, Штифель и Шейфеле никогда не упоминали о
решающем шаге, который Фок (1935, 1936) сделал в этом направлении тридцать пять
лет назад, даже в их кратком упоминании того же шага, предпринятого, но независи-
мо, Мозером (Moser 1970). Здесь у нас есть место для последней записи в конкурсе:
BF-преобразование, предложенное Burdet (1969) для координатной части и завершен-
ное Ferrfandiz (1986a,b, 1987, 1988) для моментальной части. Мы дополняем его нашим
собственным преобразованием, DEF-преобразованием, которое, как мы утверждаем,
одинаково хорошо выполняет все задачи KS-преобразования – линеаризацию, регу-
ляризацию и каноничность – хотя, как мы склонны верить, более простым и более
интуитивным способом (раздел 4.1). По общему признанию, конструкция включает в
себя тяжелые алгебраические манипуляции, однако не более, чем в случае с KS- или
BF-преобразованием. Кроме того, мы передаем эту работу процессору символов.”

Восьмимерное DEF-преобразование декартовых координат и проекций вектора
скорости материальной точки имеет (в обозначениях авторов этого преобразования)
следующий вид [16]:

где x = r – радиус-вектор точки, X = v =  – ее вектор скорости; u0, U0 и u, U – новые
скалярные и трехмерные векторные переменные.

Независимая переменная (время t) заменяется на обобщенную истинную анома-
лию  f, такую, что

где β – параметр.
DEF-преобразование имеет много общего с BF-преобразованием (Burdet–Ferrandiz

transformation), имеющим вид

Оно отличается от него отсутствием множителя  и является более простым.
Уравнения движения материальной точки в ньютоновском гравитационном поле в

DEF-переменных (при отсутствии возмущений) после перехода к обобщенной истин-
ной аномалии  f в качестве независимой переменной принимают следующий вид [16]:

( ) ( ) ( )( )
=

= + × × = + ⋅ − ⋅

0

0 0
0 0

1 1 ,

u

U U
u u

x u

X u u U u u u u U u U u

r

= β = = × = ×
β

2 2
0 2

1; , ,u df Qdt Q Q Q u U x X

( ) ( ) ( )( )

=
   = + × × = + ⋅ − ⋅   
   

0

0 02
0 0

1 1 1

u

U U
u u

x u

X u u U u u u u U u U u
u

21/ u



932 ЧЕЛНОКОВ

где μ – гравитационная постоянная, Q = const – “угловой момент”, h – кеплеровская
энергия (постоянная величина).

Дифференцируя третье уравнение приведенной системы уравнений по переменной  f,
получаем [16] линейное дифференциальное уравнение второго порядка относительно
векторной переменной u:

Для новой скалярной переменной σ = Q2/(μu0), введенной вместо переменной u0, по-
лучаем, учитывая первое и второе уравнения вышеприведенной системы, следующее
линейное дифференциальное уравнение относительно скалярной переменной σ [16]:

После получения двух последних уравнений ([16], p. 191) говорится “Это завершает ли-
неаризацию кеплеровских систем в трех измерениях посредством DEF-преобразования”.

Никаких комментариев в отношении второго уравнения и основного четвертого
динамического уравнения движения материальной точки (уравнения первого порядка
для векторной переменной U) полученной в [16] системы уравнений не дается, хотя
видно, что четвертое уравнение содержит в правой части векторное слагаемое

которое после подстановки в него аналитических решений u0 = u0( f ) и u = u( f )
(функций обобщенной истинной аномали f ), полученных в результате интегрирова-
ния приведенных последних двух линейных уравнений, принимает вид нестационар-
ного выражения, явно зависящего от “времени” f.

Уравнение для переменной U принимает при этом вид векторного дифференциаль-
ного неоднородного линейного уравнения, однородная часть которого имеет посто-
янные коффициенты, а неоднородная часть явно зависит от “времени” f (обобщенной
истинной аномалии f ), что не позволяет построить аналитическое решение этого
уравнения в простой форме.

Кватернионные уравнения движения материальной точки в ньютоновском грави-
тационном поле в переменных Кустаанхеймо–Штифеля имеют вид [30] (в них четы-
рехмерная кватернионная переменная u отлична от векторной переменной u DEF)

Здесь первое кватернионное уравнение эквивалентно системе четырех независимых
линейных однородных дифференциальных уравнений второго порядка относительно
компонент uj кватернионной переменной u (переменных Кустаанхеймо–Штифеля [3]):
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Эти уравнения имеют постоянные коэффициенты, равные половинной постоян-
ной кеплеровской энергии h материальной точки, взятой со знаком “минус”, и легко
интегрируются в элементарных функциях в случае эллиптического кеплеровского
движения, когда h < 0, или, для любого знака энергии h, в функциях Штумпфа. В слу-
чае эллиптического кеплеровского движения основное кватернионное уравнение эк-
вивалентно уравнению движения четырехмерного одночастотного осциллятора.
Уравнение для времени t может быть проинтегрировано отдельно от этих уравнений.

Радиус-вектора r и вектор скорости  материальной точки в инерциальной си-
стеме координат связаны с переменными u и  кватернионными соотношениями

На наш взгляд, из сравнения приведенных уравнений видно преимущество уравне-
ний в KS-переменных перед уравнениями в DEF-переменных. Отметим, что из кватер-
нионных уравнений возмущенного движения материальной точки в KS-переменных
получаются [37] уравнения в кватернионных оскулирующих элементах (в кватернион-
ных медленных переменных), удобные для исследования возмущенного эллиптическо-
го движения материальной точки.

Среди других ранних зарубежных работ отметим статьи Vrbik [17, 18], в которых
продемонстрирована эффективность применения кватернионов к решению возму-
щенной задачи Кеплера. Так приведено доказательство формул [18] для построения
пертурбативного решения возмущенной задачи Кеплера с использованием алгебры
кватернионов в формулировке уравнений Кустанхеймо–Штифеля. Главным преиму-
ществом такого подхода является удаление из соответствующего решения быстрых
колебаний (в случае консервативных сил) и малых делителей (в случае зависящих от
времени сил).

Среди более поздних работ отметим статьи Вальдфогеля [19, 20], имеющего сов-
местные работы с Штифелем [65, 66]. Утверждается [20], что “кватернионы для регу-
ляризации небесной механики – верный (правильный) путь” и что кватернионы “яв-
ляются идеальным инструментом для описания и разработки теории пространствен-
ной регуляризации в небесной механике”.

Вальдвогель [20] пишет: “Данная статья подкрепляет это утверждение. Мы начнем
с краткого введения в алгебру кватернионов, затем мы опишем процедуру регуляриза-
ции и ее следствия в элегантной форме. Кроме того, будет приведен альтернативный
вывод теории движения Кеплера, основанный на регуляризации. Также мы рассмот-
рим регуляризацию ограниченной пространственной задачи трех тел, т.е. простран-
ственное обобщение преобразования Бирхоффа. В завершение будет приведено опи-
сание возмущенного движения Кеплера в регуляризованных переменных”.

Как уже отмечалось, в [20] признается приоритет автора статьи в области кватерни-
онной регуляризации дифференциальных уравнений возмущенной пространствен-
ной задачи двух тел.

Укажем основные особенности кватернионного метода регуляризации Вальдфо-
геля [20], а именно, для регуляризации предлагается использовать “звездно сопряжен-
ный” кватернион (“star conjugate of the quaternion”)

где , а также отображение

= v r
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В этом отображении используется нетрадиционное представление трехмерного
вектора x кватернионом x = x0 + ix1 + jx2 с нулевой k-компонентой (отметим, что спе-
циальный символ “ ” кватернионного произведения Вальдфогелем не используется).
Такой кватернион x является формальным обобщением (наращиванием) комплекс-
ной переменной x = x0 + ix1, использованной Леви-Чивита в теории регуляризации
уравнений плоского движения.

Приведенное отображение Вальдфогеля с учетом его предыдущей формулы прини-
мает вид

В скалярной записи из последней формулы имеем

“что в точности является KS-преобразованием в его классической форме или – до пе-
рестановки индексов – отображением Хопфа” [20].

Отметим, что кватернионы Вальдфогеля x, u и  совпадают с кватернионами Vivar-
elli [12] x, q и  с точностью до обозначений индексов их компонент.

В классической теории кватернионов трехмерному вектору x ставится в соответ-
ствие кватернион  с нулевой скалярной частью. В работах автора ста-
тьи для регуляризации используются кватернионные переменные  +
+ u3k и , не совпадающия (по смыслу) с кватернионной пере-
менной Вальдфогеля, и кватернион  с нулевой скалярной частью.
В этих работах используется отображение

а также отображение

В скалярной записи первое из этих отображений дает в точности преобразование
Кустаанхеймо–Штифеля

которое по своей форме отличается от выше приведенного преобразования Вальдфо-
геля.

В скалярной записи второе из этих отображений дает преобразование координат

отличное от преобразования Кустаанхеймо–Штифеля, и позволяет, как показано на-
ми [41], получить регуляризованные кватернионные уравнения возмущенного движе-
ния искусственного спутника Земли в ее гравитационном поле в четырехмерных пере-
менных , которые обладают всеми достоинствами уравнений движения спутника в
переменных Кустаанхеймо–Штифеля  (также полученных нами), но имеют более
простую и симметричную структуру в случае учета в потенциале гравитационного по-
ля Земли не только его центральной (ньютоновской) составляющей, но и других со-
ставляющих: зональных, тессеральных и секториальных гармоник поля тяготения
Земли.

Отметим полученное элегантное кватернионное представление [19, 20] простран-
ственного отображения Биркгофа [67], используемого в теории регуляризации урав-
нений ограниченной задачи трех тел. Такое же преобразование, известное как отобра-
жение Жуковского, используется в аэродинамике для отображения поперечных раз-


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резов аэродинамической поверхности до приблизительной круговой формы. В
работе [20] это преобразование названо преобразованием Жуковского–Биркгофа
(Joukowsky–Birkhoff mapping). Это представление приведено там в качестве дополне-
ния к более ранним работам по теории регуляризации [65, 68].

Saha показано [21], как преобразование Кустанхеймо–Штифеля, записанное в ква-
тернионной форме, можно интерпретировать как вращение в трех измерениях с ис-
пользованием оси и угла вращения. Отметим, что такая интерпретация преобразова-
ния Кустанхеймо–Штифеля была дана значительно ранее в работах автора статьи [29, 30].

Отмечается [21], что “преобразование Кустанхеймо–Штифеля превращает грави-
тационную проблему двух тел в гармонический осциллятор при переходе к четырем
измерениям. В дополнение к интересам математической физики, KS-преобразование
оказалось очень полезным при моделировании N-тел, где оно помогает справляться с
близкими встречами. И все же формализм остается несколько загадочным, а роль до-
полнительного измерения особенно загадочна. В этой статье показано, как базовое
преобразование можно интерпретировать как вращение в трех измерениях. Напри-
мер, если повернуть телескоп из зенита к выбранной звезде за один оборот, то можно
представить ось вращения и угол как KS-преобразование звезды. Неединственность
оси вращения кодирует дополнительное измерение. Эта геометрическая интерпрета-
ция становится очевидной при написании KS-преобразований в кватернионной фор-
ме, что также помогает получить краткие выражения для регуляризованных уравне-
ний движения”.

В статье [22] регуляризация Кустанхеймо–Штифеля пространственной задачи
Кеплера представлена в симплектическом и кватернионном подходах.

Рассматриваются [23] устойчивость и хаос в пространстве Кустаанхеймо–Штифе-
ля, индуцированные расслоением Хопфа. Даны [24] полностью регулярные и универ-
сальные решения проблемы относительного движения космического корабля в двух
формах, полученных из регуляризаций KS и Сперлинга–Бурде (SB). В полученных ре-
шениях нет особенностей, и на их форму не влияет тип эталонной орбиты (круговая,
эллиптическая, параболическая или гиперболическая). Кроме того, решения задачи
даны в компактных тензорных выражениях и непосредственно относятся к вектору
начального состояния корабля-лидера. Формулировки SB и KS вводят фиктивное вре-
мя посредством преобразования Сундмана (Sundman transformation). Из-за использо-
вания альтернативной независимой переменной решения строятся на основе теории
асинхронного относительного движения. Этот метод упрощает необходимые произ-
водные. Замкнутые выражения частных производных орбитального движения по на-
чальному состоянию приведены явно.

Среди последних работ в области преобразований Леви-Чивита и Кустанхеймо–
Штифеля отметим работы Breiter и Langner [25–27]. Отмечается [27], что “KS-преоб-
разование приобрело популярность в матрично-векторной формулировке Кустанхей-
мо и Штифеля (1965), но его гораздо проще интерпретировать и обобщать на языке
кватернионной алгебры, очень тесно связанной с оригинальной спинорной формули-
ровкой Кустанхеймо (1964)”. Излагается KS-преобразование в кватернионной форме,
предлагается его обобщенное определение, развивается геометрическая интерпрета-
ция KS-переменных, предложенная в [21], рассматривается билинейная форма Ку-
станхеймо–Штифеля и ее обобщение. Однако отметим, что основная цель [27] – “вы-
вести альтернативный набор переменных действие–угол, который не основан на по-
нятии плоскости орбиты (таким образом, избегая сингулярностей, когда орбита
вырождается в прямой отрезок), и проверить его на некоторой хорошо известной аст-
рономической проблеме (на проблеме Лидова–Козаи)”.

В связи с этим говорится “Но тем, кто хочет извлечь выгоду из богатства канониче-
ского формализма, требуется набор переменных “действие–угол” регуляризованной
задачи Кеплера. Первый шаг в этом направлении можно найти в монографии Штифе-
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ля и Шейфеле (1971), где симплектические полярные координаты вводятся для каж-
дой отдельной степени свободы. Однако этот подход не учитывает вырождение про-
блемы и, следовательно, не подходит для методов возмущения на основе усреднения.
Более того, не было предпринято никаких попыток связать этот набор с ограничени-
ем, известным как “билинейный инвариант”, эффективно сокращающим систему до
трех степеней свободы. Обе проблемы были решены Чжао (2015), который предложил
переменные “LCF” (предположительно названные в честь Леви-Чивита (1906) и
Фейоса (2001)). В его подходе движение в KS-переменных рассматривается в колеб-
лющейся “плоскости Леви-Чивита” (Деприт и др., 1994) как проблема с двумя степе-
нями свободы. Третья степень свободы добавляется парой переменных действие–угол,
ориентирующих плоскость. Избыточная четвертая степень скрыта в определении
плоскости Леви-Чивита. Преобразованный кеплеровский гамильтониан зависит от
одной переменной действия, два других действия тесно связаны с угловым моментом
и его проекцией на полярную ось. Интересно, что результат идентичен “изоэнергети-
ческим переменным”, найденным Леви-Чивита (1913) без регуляризации.”

Задача Лидова–Козаи анализируется [27] в терминах LKS-переменных, которые
позволяют непосредственно исследовать устойчивость для всех равновесий, кроме
круговой экваториальной и полярной радиальной орбит.

Предложен [28] альтернативный угловой подход к KS-преобразованию, предложе-
на его интерпретация через симметрию.

Во многих работах проводилось сравнение точности численного решения регуляр-
ных уравнений в переменных Кустаанхеймо–Штифеля с решениями других регуляр-
ных уравнений, предложенных в этих работах. В частности, в [47] такое сравнение
проводилось с уравнениями, предложенными в этой работе. В их состав входят урав-
нения в параметрах Эйлера, характеризующие ориентацию орбитальной системы ко-
ординат. В качестве переменных используются расстояние, его производная по новой
независимой переменной (а затем величины, являющиеся постоянными интегриро-
вания в решениях уравнений невозмущенного движения для этих переменных), пара-
метры Эйлера, а также момент количества орбитального движения.

В работах Fukushima (2005, 2007) [45, 46], ученого из японской Национальной аст-
рономической обсерватории, показано, что KS-регуляризация приводит к очень эф-
фективной схеме интегрирования уравнений орбитального движения, повышающей
точность и скорость численного интегрирования. Это связано не только со структурой
уравнений, но также с использованием нескольких методов, которые приносят важ-
ные преимущества численной схеме.

Приводится [46] численное сравнение четырех схем регуляризации трехмерной за-
дачи двух тел в условиях возмущения: регуляризации SB, KS, BF и трехмерное расши-
рение регуляризации LC. В аннотации статьи [46] сказано: КS и расширенная LС-ре-
гуляризация с масштабированием энергии Кеплера обеспечивают наилучшую эконо-
мическую эффективность при интеграции почти всех возмущенных задач двух тел.
Подчеркнем, что Fukushima сравнивает семь схем, описанных в § 1 его статьи, а также
“нерегуляризованную обработку, а именно прямое интегрирование в декартовых ко-
ординатах”. Для каждой из этих формулировок им проводится тестовая интеграция
Икара, охватывающая около 1 миллиона лет, и измеряется время его выполнения.

В качестве переменных состояния нового специального метода возмущений для за-
дачи двух тел предложены [48] cемь пространственных элементов (в том числе эле-
мент, обратный удвоенной полной энергии, и два первых интеграла (first integrals of
the unperturbed motion)) и элемент времени. Новые элементы сохраняют нулевой экс-
центриситет и наклон, а также отрицательные значения полной энергии. Предложены
уравнения движения, записанные в орбитальной системе координат, для описания
ориентации которой используются параметры Эйлера. Уравнения для параметров Эй-
лера записываются в скалярной и матричной формах. Сравниваются результаты чис-
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ленных решений предлагаемых уравнений и других уравнений, в том числе уравнений
в KS-переменных. Из приводимых результатов численных решений можно сделать
вывод, что для решаемых задач лучшую точность дают уравнения в KS-переменных и
уравнения, предложенные авторами, причем решения новых уравнений имеют мень-
шие погрешности, чем решения уравнений в KS-переменных.

Показано [49], что специальные методы возмущения, основанные на регуляризо-
ванных формулировках, могут конкурировать и даже работать лучше, чем полуанали-
тические методы для изучения долгосрочного движения (порядка десятилетий) объ-
ектов, вращающихся вокруг Земли. Обращается внимание на то, что для такого рода
применений формулировка Коуэлла (Cowell) никогда не используется из-за малых
требуемых размеров шагов интегрирования, что вызывает сильное накопление ошиб-
ки округления и длительное время вычислений. Авторы этой работы разработали код
Fortran, названный THALASSA, который включает метод Коуэлла, EDromo, регуля-
ризацию KS, и набор регулярных элементов, которые были получены Штифелем и
Шейфеле (1971, раздел 19) из уравнений в KS-переменных. Сложный числовой реша-
тель, названный LSODAR (решатель для обыкновенных дифференциальных уравне-
ний с автоматическим поиском корней), был включен для интеграции дифференци-
альных уравнений движения.

Авторы [48] отмечают, что они представили набор неосредненных методов, осно-
ванных на интегрировании существующих регуляризованных формулировок уравне-
ний движения через адаптивный решатель, и что ими впервые показано, что эффек-
тивные реализации неусредненных регуляризованных формулировок уравнений дви-
жения, и особенно методов неособых элементов, являются привлекательными
кандидатами для долгосрочного изучения высотного и высокоэллиптического спут-
ника Земли.

Представлен [50] новый метод вычисления орбит в возмущенной задаче двух тел:
векторы положения и скорости движущегося объекта в декартовых координатах заме-
няются восемью орбитальными элементами, то есть константами невозмущенного
движения. Два из них связаны с радиальным движением, следующие четыре – пара-
метры Эйлера, задающие ориентацию промежуточной системы координат, эволюция
которой отслеживает ориентацию плоскости орбиты и направление отсчета на ней.
Полная энергия и элемент времени дополняют вектор состояния. Численные тесты
включены для оценки эффективности предлагаемого специального метода возмуще-
ний. На примере орбитального движения двух комет показывается, что вычисления с
использованием этого метода намного более точные и более быстрые, чем классиче-
ские вычисления орбит с декартовыми координатами.

6. Кватернионная регуляризация уравнений возмущенной пространственной задачи
двух тел с использованием идеальной системы координат, переменных Леви-Чивита, па-
раметров Эйлера и кватернионов. Как известно Леви-Чивита приложил много усилий,
чтобы найти обобщение своего метода регуляризации дифференциальных уравнений
плоской задачи двух тел на общую пространственную задачу двух тел, но безуспешно.

Рассмотрим предложенную нами кватернионную регуляризацию [8] уравнений
возмущенной пространственной задачи двух тел с использованием переменных Леви-
Чивита. Она основана на использовании двухмерных идеальных прямоугольных ко-
ординат Ганзена, двухмерных переменных Леви-Чивита, четырехмерных параметров
Эйлера (Родрига–Гамильтона) и кватерниона вращения Гамильтона, описывающих
ориентацию идеальной системы координат [9], а также основана на использовании в
качестве дополнительных переменных кеплеровской энергии и реального времени и
на использовании новой независимой переменной Зундмана. Эти уравнения имеют
не только хорошо известные достоинства уравнений Кустаанхеймо–Штифеля, но и
имеют свои дополнительные достоинства.
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6.1. Уравнения возмущенной пространственной задачи двух тел, записанные в орби-
тальной и идеальной системах координат с использованием кватернионного оскулирую-
щего элемента орбитального движения. Эти уравнения имеют вид [8, 33, 34]

(6.1)

(6.2)

(6.3)

(6.4)

Уравнение (6.4) является кватернионной записью скалярной системы дифферен-
циальных уравнений (6.2) и (6.3) в параметрах Эйлера , характеризующих ориента-
цию идеальной системы координат в инерциальной системе координат. Кватернион-
ная переменная  в этом уравнении имеет смысл кватернионного оскулирующего
элемента орбиты второго (изучаемого) тела: при равенстве нулю составляющей 
вектора p возмущающего ускорения центра масс второго тела, перпендикулярной
плоскости, проходящей через радиус-вектор r и вектор v скорости этого тела, то есть,
плоскости мгновенной орбиты второго тела, кватернион .

Уравнения (6.1)–(6.3) или (6.1) и (6.4), (6.3) – уравнения движения второго тела, за-
писанные в двух вращающихся системах координат: в орбитальной системе коорди-
нат  и в идеальной системе координат . Уравнения (6.1) записаны в орбиталь-
ной системе координат, а уравнения (6.2) и (6.3) (или (6.4), (6.3)) – в идеальной систе-
ме координат.

Ось  орбитальной системы координат , имеющей начало в центре масс вто-
рого тела, направлена по радиус-вектору r, а ее ось  направлена вдоль вектора

 момента орбитальной скорости центра масс второго тела. Ось  идеальной
системы координат  параллельна оси  орбитальной системы координат, а ко-
ординатные оси  и  идеальной системы координат лежат в плоскости коорди-
натных осей  и  орбитальной системы координат и получаются из них пово-
ротом вокруг оси  на угол  по ходу часовой стрелки.

В уравнения (6.1)–(6.3) или (6.1) и (6.4), (6.3) переменными являются расстояние r
от центра масс второго тела до центра масс первого тела, производная dr/dt (проек-
ция  вектора скорости v центра масс второго тела на направление радиус-вектора r
(на ось  орбитальной системы координат)), модуль вектора момента орбитальной
скорости второго тела , обобщенная истинная аномалия ϕ и параметры Эй-
лера (Родрига–Гамильтона)  ( j = 0, 1, 2, 3), характеризующие ориентацию идеаль-
ной системы координат  в инерциальной системе координат ξ.

Фигурирующие в этих уравнениях величины  являются проекциями вектора p
возмущающего ускорения центра масс второго тела на оси орбитальной системы ко-
ординат .

Вектор Ω абсолютной угловой скорости идеальной системы координат  паралле-
лен радиус-вектору r центра масс второго тела и определяется формулой

μ ϕ= − + = = =v
v

2
1

1orb 1 2orb3 2 2, , ,d dc dr dc cp rp
dt dt dt dtr r r

Λ Λ = −Ω Λ − Ω Λ = Ω Λ − Ω Λ 
ΛΛ = Ω Λ + Ω Λ = Ω Λ − Ω Λ


0 1
1 1 2 2 1 0 2 3

32
2 0 1 3 2 1 1 2

2 , 2 ,

2 , 2

d d
dt dt

dd
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Ω = ϕ Ω = ϕ Ω =1 3orb 2 3orb 3cos , sin , 0r rp p
c c

( )= = Ω + Ω = ϕ + ϕ Ω = id id 1 2 3orb 32 ; cos sin , 0d r p
dt c
Λ Λ Ω Ω i j i j
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Проекции  вектора Ω на оси идеальной системы координат  запишем в виде

где ,  – проекции радиус-вектора r на оси системы коорди-
нат .

Декартовые координаты ξk в инерциальной системе координат и проекции 
вектора скорости центра масс второго тела на оси орбитальной системы координат
находятся через указанные переменные по формулам

где  – параметры Эйлера, характеризующих ориентацию орбитальной системы ко-
ординат в инерциальной системе координат, которые предварительно находятся через
переменные  с использованием формул

в которых , , или с использованием кватернионных формул

Проекции  вектора скорости центра масс второго тела на оси инерциальной си-
стемы координат ξ определяются кватернионными соотношениями

а связи проекций  вектора p возмущающего ускорения на оси инерциальной систе-
мы координат с их проекциями  на оси орбитальной системы координат опреде-
ляются кватернионными соотношениями перепроектирования

Отметим, что уравнения возмущенного кеплеровского движения, записанные в
идеальной системе координат и состоящие из уравнений для полярных координат и
уравнений для угловых переменных, описывающих ориентацию идеальной системы
координат, были получены Andoyer (1923) [69] и Musen (1959) [70].

6.2. Уравнения возмущенной пространственной задачи двух тел, записанные в идеаль-
ной системе координат с использованием идеальных прямоугольных координат Ганзена и
кватернионного оскулирующего элемента орбитального движения. Введем двухмерные
идеальные прямоугольные координаты Ганзена , , являющиеся проекциями ра-
диус-вектора r центра масс второго тела на оси идеальной системы координат , свя-
занные с переменными r и ϕ (полярными координатами) соотношениями

(6.5)

Дифференцируя эти соотношения дважды по времени и используя уравнения (6.1),
получим вместо уравнений (6.1)–(6.3) следующие уравнения:

(6.6)

Ωi ηid

Ω = ϕ = Ω = ϕ = Ω =1 3orb 1 3orb 2 3orb 2 3orb 3
1 1cos , sin , 0,r rp Η p p Η p

c c c c
= ϕ1 cosH r = ϕ2 sinH r
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(6.7)

(6.8)
Уравнения (6.7) и (6.8) в кватернионной записи имеют вид

(6.9)

где

Декартовые координаты ξk центра масс второго тела в инерциальной системе коор-
динат и проекции  вектора абсолютной скорости v центра масс второго тела на оси
инерциальной системы координат находятся через идеальные координаты Ганзена , 
и их производные ,  по кватернионным формулам

(6.10)

(6.11)

Проекции  вектора p возмущающего ускорения на оси идеальной системы ко-
ординат  связаны с его проекциями  на оси инерциальной системы координат ξ
соотношениями перепроектирования

(6.12)

Уравнения (6.6)–(6.8) или (6.6), (6.9) являются уравнениями движения второго те-
ла, записанными в идеальной системе координат . В этих уравнениях переменны-
ми являются двухмерные идеальные прямоугольные координаты Ганзена , , их
первые производные по времени ,  и параметры Эйлера  ( j = 0, 1,2,3), характе-
ризующие ориентацию идеальной системы координат  в инерциальной системе ко-
ординат ξ. Фигурирующие в этих уравнениях величины  являются проекциями
вектора p возмущающего ускорения центра масс второго тела на оси идеальной систе-
мы координат  ( ).

Отметим, что скалярные уравнения возмущенного кеплеровского движения в ган-
зеновских координатах и параметрах Эйлера, записанные в идеальной системе коор-
динат, ранее были получены в других формах и другими способами Deprit (1976) [9] и
Брумбергом (1980) [71]. Уравнения (6.6)–(8.8) получены автором статьи [8] незави-
симо и согласуются с уравнениями [9] и [71].

6.3. Регулярные кватернионные уравнения возмущенной пространственной задачи двух
тел в переменных Леви-Чивита и параметрах Эйлера. Введем систему координат ,
оси которой параллельны осям идеальной системы координат , а начало находится
в центре масс O первого тела. Ориентация системы координат , оси которой па-
раллельны осям орбитальной системы координат , а начало находится в центре O,
в идеальной системе координат  (а также и в системе координат ) характеризу-
ется кватернионом поворота , имеющим вид
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Компоненты  ( j = 0, 1, 2, 3) этого кватерниона определяются соотношениями

и являются параметрами Эйлера, характеризующими ориентацию орбитальной систе-
мы координат  в идеальной системе координат .

Ранее введенные двухмерные идеальные прямоугольные координаты Ганзена ,
, определяемые соотношениями (6.5), являются декартовыми координатами цен-

тра масс второго тела в системе координат  и связаны с переменными r и  соот-
ношениями

Введем переменные Леви-Чивита

связанные с ганзеновскими координатами соотношениями

(6.13)

Введение знака “–” в соотношении для переменной Леви-Чивита  и, как
следствие, для координаты Ганзена  объясняется следующими соображе-
ниями. Для пространственного движения связи трехмерных декартовых координат ξk

с четырехмерными переменными Кустаанхеймо–Штифеля  имеют вид соотноше-
ний (3.4):

Для плоского движения координата . Двухмерные декартовые координаты ξ1 и
ξ2 в этом случае совпадают с координатами Ганзена  и  (напомним, что коорди-
ната Ганзена ):  и  (идеальная система координат в случае плос-
кого движения может трактоваться как опорная система кординат ξ).

Нулевому значению координаты  соответствуют, как видно из (3.4), нулевые зна-
чения либо переменных Кустаанхеймо–Штифеля  и , либо переменных  и .
При этом переменными Леви-Чивита будут либо переменные  и , либо
переменные  и .

Выбирая первый вариант выбора переменных  и  в качестве перемен-
ных Леви-Чивита, получим, учитывая, что 

Для второго варианта выбора переменных  и  в качестве переменных
Леви-Чивита имеем соответственно

Нами, таким образом, выше был выбран первый вариант определения переменных
Леви-Чивита: , , соответствующий описанию движения орби-
тальной системы координат относительно идеальной системы координат в парамет-
рах Эйлера  и .
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Отметим, что уравнениям Леви-Чивита (3.11)–(3.14) (они приведены в книге Шти-
феля и Шейфеле [3]) соответствует второй вариант выбора определения переменных
Леви-Чивита.

Дополнительно дадим другое объяснение введения знака “–” в соотношении для
переменной Леви-Чивита  и, как следствие, для координаты Ганзена

. По аналогии с соотношениями

определяющими переменные Кустаанхеймо–Штифеля  для пространственного
движения через параметры Эйлера  и расстояние r до центра притяжения, для дви-
жения в идеальной системе координат (эквивалентного в этом случаю плоскому дви-
жению) будем иметь соотношения для переменных Леви-Чивита  и :

которые определяют движение центра масс второго тела в идеальной системе коорди-
нат. В этих соотношениях роль параметров Эйлера  играют выше введенные пара-
метры Эйлера Φj:

характеризующие ориентацию орбитальной системы координат  в идеальной си-
стеме координат. В соотношениях для переменных Леви-Чивита  и , как видно,
присутствует знак “–” в соотношении для переменной . Выражения для координат
Ганзена принимают при этом вид

согласующийся с формулами (3.4) в случае плоского движения, когда , .
В этих выражениях присутствует знак “–” в выражении для координаты .

Проекции вектора скорости центра масс второго тела на оси системы координат O
(а также на оси идеальной системы координат ) связаны с производными по време-
ни от переменных Леви-Чивита соотношениями

(6.14)

Формулы для кеплеровской энергии h и модуля c вектора момента орбитальной
скорости второго тела, определяемые выражениями

(6.15)

в новых переменных Леви-Чивиты  и  принимают вид

(6.16)

Перейдем в уравнениях движения второго тела (6.6)–(6.8), записанным в идеаль-
ной системе координат с использованием идеальных прямоугольных координат Ган-
зена , , к переменным Леви-Чивита ,  по формулам (6.13), (6.14) и к новой
независимой переменной τ в соответствии с дифференциальным соотношением
Зундмана dt = rdτ. Введем также в качестве дополнительной переменной кеплеров-
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скую энергию h, определяемую соотношениями (6.15), (6.16) и удовлетворяющую
дифференциальному уравнению . В итоге получим следующие скалярные
регулярные дифференциальные уравнения движения второго тела (регулярные урав-
нения возмущенной пространственной задачи двух тел) [8]:

(6.17)

(6.18)

(6.19)

(6.20)

Здесь

Эти уравнения необходимо дополнить кватернионными соотношениями перепро-
ектирования (6.10)–(6.12).

Отметим, что регулярные уравнения (6.17)–(6.20) содержат, как подсистему, урав-
нения (6.17), (6.18), (6.20), имеющие вид регулярных уравнений Леви-Чивита плоской
задачи двух тел. Эта подсистема уравнений совпадают с уравнениями Леви-Чивита
плоской задачи двух тел (3.11)–(3.14), если в них формально ввести переобозначения

,  и , .
Скалярные регулярные уравнения движения второго тела (6.17)–(6.20) (регулярные

уравнения возмущенной пространственной задачи двух тел) в кватернионной записи
имеют следующий вид [8]:

(6.21)

(6.22)

Здесь

Отображения радиус-вектора r и вектора скорости v центра масс второго тела на оси
идеальной и инерциальной систем координат определяются соотношениями

= ⋅/dh dt p v

− = − =
τ τ

2 2
0 3

0 0 3 32 2
1 1 1 1,
2 2 2 2

d U d UhU rQ hU rQ
d d

 = + τ τ τ 
0 3

0 32 dU dUdh Q Q
d d d

( ) ( )

( ) ( )

Λ Λ = − Ω Λ + Ω Λ = Ω Λ − Ω Λ τ τ ΛΛ = Ω Λ + Ω Λ = Ω Λ − Ω Λ
τ τ

0 1
1 1 2 2 1 0 2 3

32
2 0 1 3 2 1 1 2

2 , 2

2 , 2

d dr r
d d

dd r r
d d

=
τ

dt r
d

= = + = − = − −2 2
0 3 0 0 1id 3 2id 3 3 1id 0 2id, ,r U U Q U p U p Q U p U pr

( )  Ω = − Ω = − = − = τ τ 
2 2 0 3

1 0 3 3id 2 0 3 3id 3 0 3id 3orb
1 2, ; 2 ,dU dUU U p U U p c U U p p
c c d d

=0 1U u = −3 2U u =0Q q = −3 2Q q

( )− = =
τ ττ


2

2
1 1 , 2 scal
2 2

d dh dh r
d dd

U UU Q Q

( )( )= = − − =
τ τ

  2 2
id 3id 0 3 0 32 2 ;d r dtr p U U U U r

d c d
Λ Λ Ω Λ i j

= + = − = Λ + Λ + Λ + Λ0 3 0 3 0 1 2 3, ,U U U UU k U k Λ i j k

 = = = = = + = − τ τ 
  2 2 0 3

0 3 3 0, 2 dU dUr U U c U U
d d

r U U U U U

= − = +  id id 1id 2id, p pQ i U P P i j

ξ= Η + Η = = = = ξ + ξ + ξ   id 1 2 id 1 2 3, ,in inr i j U i U r Λ r Λ r r i j k

Η Η= = + = =
τ

   id 1 2
id

22d d d d d
dt dt dt dt r d
r U Uv i k U i U i

ξ= = = ξ + ξ + ξ   id 1 2 3,in inv Λ v Λ v v i j k



944 ЧЕЛНОКОВ

Уравнения (6.17)–(6.20) или (6.21) и (6.22) являются регулярными уравнениями
возмущенной пространственной задачи двух тел, построенными с использованием
идеальных прямоугольных координат Ганзена. В скалярных уравнениях (6.17)–(6.20)
регулярными переменными являются переменные Леви-Чивита U0 и U3, описываю-
щие движение центра масс второго тела в идеальной системе координат O , кепле-
ровская энергия h, время t и параметры Эйлера  ( j = 0, 1, 2, 3), характеризующие
ориентацию идеальной системы координат в инерциальной системе координат. В ре-
гулярных кватернионных уравнениях (6.21) и (6.22) переменными являются двухмер-
ный кватернион U, описывающий движение центра масс второго тела в идеальной си-
стеме координат O , кеплеровская энергия h, время t и четырехмерный кватернион
(кватернионный оскулирующий элемент) , характеризующий ориентацию идеаль-
ной системы координат в инерциальной системе координат. Фигурирующие в этих
уравнениях величины ,  являются проекциями вектора p возмущающего уско-
рения центра масс второго тела на оси идеальной системы координат. Эти величины
находятся через проекции вектора p на оси инерциальной системы координат с помо-
щью выше приведенных соотношений перепроектирования.

Регулярные уравнения (6.17)–(6.20) или (6.21) и (6.22) возмущенной простран-
ственной задачи двух тел образуют систему нелинейных нестационарных дифферен-
циальных уравнений десятого порядка (такую же размерность имеют регулярные
уравнения Кустаанхеймо–Штифеля) и обладают всеми достоинствами уравнений Ку-
стаанхеймо–Штифеля:

− они, в отличие от ньютоновских уравнений, регулярны в центре притяжения, линей-
ны для невозмущенных кеплеровских движений и имеют в этом случае скалярный вид

или кватернионный вид

(для эллиптического кеплеровского движения, когда кеплеровская энергия h < 0, эти
уравнения эквивалентны уравнениям движения двухмерного одночастотного гармо-
нического осциллятора, квадрат частоты которого равен половине кеплеровской
энергии, взятой со знаком “минус”);

− позволяют выработать единый подход к изучению всех трех типов кеплеровского
движения;

− близки к линейным уравнениям для возмущенных кеплеровских движений;
− позволяют представить правые части дифференциальных уравнений движения

небесных и космических тел в полиномиальной форме, удобной для их решения с по-
мощью ЭВМ.

Вместе с тем эти регулярные уравнения имеют существенные отличия:
1) для невозмущенного эллиптического кеплеровского движения изучаемого тела

они эквивалентны уравнениям движения не четырехмерного одночастотного гармо-
нического осциллятора, как в случае Кустаанхеймо–Штифеля, а уравнениям движе-
ния двухмерного одночастотного гармонического осциллятора, поскольку кватерни-
он ориентации идеальной системы координат, в которой записаны эти уравнения ор-
битального движения, в этом случае остается постоянным;

2) для возмущенного движения изучаемого тела кватернион ориентации идеальной
системы координат является кватернионным оскулирующим элементом (т.е. медлен-
но изменяющейся кватернионной переменной), что также является полезным свой-
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− = = = Λ = =
τ

2

2
1 0, 0,3; const, const, 0,1,2,3
2

i
i j

d U hU i h j
d

− = = =
τ

L
2

2
1 0; const,  
2

d h h
d

U U const



945КВАТЕРНИОННАЯ РЕГУЛЯРИЗАЦИЯ ОСОБЕННОСТЕЙ МОДЕЛЕЙ

ством этих уравнений, позволяющим эффективно использовать методы нелинейной
механики.

Отметим, однако, что эти уравнения не пригодны для исследования прямолиней-
ных орбит, когда модуль вектора момента орбитальной скорости второго тела

 обращается в ноль, поскольку кватернионное дифференциальное уравнение
ориентации идеальной системы координат в этом случае вырождается (из-за присут-
ствия в этом уравнении знаменателя c).

От этого недостатка уравнений (6.17)–(6.20) или (6.21) и (6.22) можно избавиться,
переходя в них от независимой переменной τ к новой независимой переменной  в
соответствии с дифференциальным соотношением  и дополняя полученные
уравнения дифференциальным уравнением для переменной c. В итоге получаем урав-
нения, не имеющие указанной особенности:

В этих регулярных кватернионных уравнениях переменными, по-прежнему, явля-
ются двухмерный кватернион U, кеплеровская энергия h, время t, четырехмерный
кватернион , а также двухмерный кватернион S и модуль c вектора момента орби-
тальной скорости. Эти уравнения сложнее регулярных кватернионных уравнений (6.21)
и (6.22).

Отметим однако, что при движении в ньютоновском гравитацинном поле, как из-
вестно, существуют следующие виды траекторий: круговая, эллиптическая, параболи-
ческая и гиперболическая. При наличии малых вомущений движение происходит по
траекториям, близким к указанным. Прямолинейных тракторий среди них нет. Тем не
менее, с теоретической точки зрения прямолинейные и близкие к ним орбиты могут
существовать при определенных возмущающих или управляющих силах, поэтому по-
следние приведенные уравнения представляют интерес.

В заключение отметим, что Брумбергом [71] описано применение параметров Эй-
лера к выводу уравнений возмущенного движения пространственной задачи двух тел в
ганзеновских координатах и указано на возможность дальнейшего преобразования
полученных им уравнений возмущенного движения с использованием параболиче-
ских координат Леви-Чивита.

Заключение. Дан аналитический обзор работ, посвященных кватернионной регуля-
ризации особенностей дифференциальных уравнений возмущенной пространствен-
ной задачи двух тел, порождаемых действующими гравитационными силами, с помо-
щью использования четырехмерных переменных Кустаанхеймо–Штифеля. Они де-
монстрируют актуальность разработки кватернионных методов регуляризации
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особенностей классических моделей механики типа деления на ноль, порождаемых
действующими гравитационными силами, и актуальность применения регулярных
кватернионных моделей аналитической механики для решения задач небесной меха-
ники и механики космического полета (астродинамики).

Изложен предложенный автором новый метод регуляризации дифференциальных
уравнений возмущенной пространственной задачи двух тел, основанный на использо-
вании двухмерных идеальных прямоугольных координат Ганзена и двухмерных пере-
менных Леви-Чивита, описывающих движение второго (рассматриваемого) тела в
идеальной системе координат, в которой уравнения пространственного движения
принимают вид уравнений плоского движения, а также основанный на использова-
нии четырехмерных параметров Эйлера (Родрига–Гамильтона) и кватерниона Га-
мильтона, характеризующих ориентацию идеальной системы координат в инерциаль-
ной системе координат.

Изложены полученные с помощью этого метода регулярные скалярные и кватерни-
онные уравнения возмущенной пространственной задачи двух тел. В скалярных уравне-
ниях переменными являются переменные Леви-Чивита, кеплеровская энергия, время и
указанные параметры Эйлера. В кватернионных уравнениях переменными являются
двухмерный кватернион, описывающий движение центра масс второго тела в идеаль-
ной системе координат (его компоненты – переменные Леви-Чивита), кеплеровская
энергия, время и четырехмернный кватернион ориентации идеальной системы коор-
динат (его компоненты – параметры Эйлера). Используемые в качестве переменных
параметры Эйлера и кватернион ориентации идеальной системы координат являются
скалярными и кватернионным оскулирующими элементами орбиты изучаемого (второ-
го) тела (медленно изменяющимися переменными).

Изложенные регулярные уравнения возмущенной пространственной задачи двух
тел, в которых совместно используются переменные Леви-Чивита и параметры Эйле-
ра, образуют в общем случае систему нелинейных нестационарных дифференциаль-
ных уравнений десятого порядка (такую же размерность имеют и регулярные уравне-
ния Кустаанхеймо–Штифеля). Они, также как и уравнения Кустаанхеймо–Штифеля,
регулярны в центре притяжения (в отличие от нерегулярных ньютоновских уравне-
ний), линейны для невозмущенных кеплеровских движений (в отличие от существен-
но нелинейных ньютоновских уравнений для этих движений); позволяют выработать
единый подход к изучению всех трех типов кеплеровского движения (эллиптического,
гиперболического, параболического) с использованием функций Штумпфа, близки к
линейным уравнениям для возмущенных кеплеровских движений, позволяют пред-
ставить правые части дифференциальных уравнений движения небесных и космиче-
ских тел в полиномиальной форме, удобной для их численного решения.

Однако эти регулярные уравнения имеют следующие существенные отличия от ре-
гулярных уравнений в переменных Кустаанхеймо–Штифеля:

− для невозмущенного эллиптического кеплеровского движения изучаемого тела
они эквивалентны уравнениям движения не четырехмерного одночастотного гармо-
нического осциллятора, как в случае Кустаанхеймо–Штифеля, а уравнениям движе-
ния двухмерного одночастотного гармонического осциллятора, так как для этого слу-
чая движения тела кватернион ориентации идеальной системы координат, в которой
записаны эти уравнения движения, и его компоненты (параметры Эйлера) остаются
постоянными. Поэтому скалярные и кватернионное дифференциальные уравнения в
параметрах Эйлера, описывающие изменение ориентации идеальной системы коор-
динат, выпадают в этом случае из рассмотрения;

− для возмущенного движения изучаемого тела кватернион ориентации идеальной
системы координат является кватернионным оскулирующим элементом (т.е. медлен-
но изменяющейся кватернионной переменной), а параметры Эйлера (компоненты
этого кватерниона) – скалярными оскулирующими элементами, что также является
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полезным свойством этих уравнений, позволяющим эффективно использовать мето-
ды нелинейной механики.

Недостатком этих уравнений является то, что эти уравнения не пригодны для ис-
следования прямолинейных орбит. Для этих орбит модуль c вектора момента орби-
тальной скорости второго тела, стоящий в знаменателях коэффициентов скалярных и
кватернионного дифференциальных уравнений в параметрах Эйлера, описывающих
изменение ориентации идеальной системы координат, обращается в ноль. Поэтому
эти уравнения в этом случае вырождаются. В статье приведены регулярные кватер-
нионные уравнения, свободные от этого недостатка, но имеющие более сложную
структуру.

Во введении было отмечено, что Леви-Чивита (1920) в отношении своих попыток
обобщить предложенную им знаменитую регуляризацию уравнений плоской задачи
двух тел на пространственную задачу позже признал их неудачу. Штифель и Шейфеле
в своей книге (1971) также отмечали, что Леви-Чивита приложил много усилий, чтобы
найти обобщение своего метода регуляризации дифференциальных уравнений плос-
кого движения в задаче двух тел на общую пространственную задачу двух тел, но без-
успешно. Aarseth и Zare (1974), а также Aarseth (2003) отмечали, что из-за фундамен-
тальных трудностей, первоначально разъясненных Хопфом и Гурвицем, невозможно
обобщить преобразование Леви-Чивита к эквивалентному набору трехмерных пере-
менных (на случай трехмерного пространства).

Изложенные в разд. 3 результаты, полученные ранее автором [8], показывают, что
регуляризация дифференциальных уравнений возмущенного плоского движения в за-
даче двух тел, предложенная Леви-Чивита, может быть с успехом использована для
регуляризации дифференциальных уравнений возмущенного пространственного дви-
жения в задаче двух тел, если исходные уравнения возмущенного пространственного
движения записать в идеальной системе координат, в которой они принимают вид
уравнений возмущенного плоского движения, и затем получаемые уравнения допол-
нить скалярными или кватернионным уравнениями, описывающими изменение ори-
ентации идеальной системы координат в параметрах Эйлера в процессе возмущенно-
го движения тела, а также дополнить уравнениями для кеплеровской энергии и време-
ни, рассматриваемыми в качестве дополнительных переменных (при этом в качестве
независимой переменной используется независимая переменная Зундмана).

В заключение отметим недавно опубликованную на английском языке работу автора
статьи [42], в которой рассмотрены различные аспекты кватернионной регуляризации
особенностей дифференциальных уравнений возмущенной пространственной задачи
двух тел, порождаемых действующими гравитационными силами, а также рассмотрена
кватернионная регуляризация дифференциальных уравнений возмущенного централь-
ного движения (возмущенного движения материальной точки в произвольном цен-
тральном силовом поле, когда линия действия потенциальной силы проходит во все
время движения через точку, называемую центром), а также рассмотрены различные
приложения регуляризованных кватернионных уравнений.

Работа выполнена в рамках темы FFNM-2022-0007.
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The article presents an analytical review of works devoted to the quaternion regularization of
the singularities of differential equations of the perturbed three-body problem generated by
gravitational forces, using the four-dimensional Kustaanheimo–Stiefel variables. Most of
these works have been published in leading foreign publications. We consider a new method
of regularization of these equations proposed by us, based on the use of two-dimensional
ideal rectangular Hansen coordinates, two-dimensional Levi-Civita variables, and four-di-
mensional Euler (Rodrigues–Hamilton) parameters. Previously, it was believed that it was
impossible to generalize the famous Levi-Civita regularization of the equations of plane mo-
tion to the equations of spatial motion. The regularization proposed by us refutes this point
of view and is based on writing the differential equations of the perturbed spatial problem of
two bodies in an ideal coordinate system using two-dimensional Levi-Civita variables to de-
scribe the motion in this coordinate system (in this coordinate system, the equations of spa-
tial motion take the form of equations of plane motion) and based on the use of the quaterni-
on differential equation of the inertial orientation of the ideal coordinate system in the Euler
parameters, which are the osculating elements of the orbit, as well as on the use of Keplerian
energy and real time as additional variables, and on the use of the new independent Sund-
mann variable. Reduced regular equations, in which Levi-Civita variables and Euler param-
eters are used together, have not only the well-known advantages of equations in Kustaan-



951КВАТЕРНИОННАЯ РЕГУЛЯРИЗАЦИЯ ОСОБЕННОСТЕЙ МОДЕЛЕЙ

heimo–Stiefel variables (regularity, linearity in new time for Keplerian motions, proximity
to linear equations for perturbed motions), but also have their own additional advantages:
1) two-dimensionality, and not four-dimensionality, as in the case of Kustaanheimo-Stiefel,
a single-frequency harmonic oscillator describing in new time in Levi-Civita variables the
unperturbed elliptic Keplerian motion of the studied (second) body, 2) slow change in the
new time of the Euler parameters, which describe the change in the inertial orientation of
the ideal coordinate system, for perturbed motion, which is convenient when using the
methods of nonlinear mechanics. This work complements our review paper [1].

Keywords: space flight mechanics (astrodynamics), perturbed spatial two-body problem, reg-
ularization of singularities generated by gravitational forces, ideal coordinate system, equa-
tions of orbital motion, Kustaanheimo–Stiefel variables, Euler (Rodrigues–Hamilton) pa-
rameters, Levi-Civita variables, quaternion
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В статье получены результаты, касающиеся численно-аналитического решения за-
дачи о максимальном повороте твердого тела на заданном интервале времени путем
перемещения подвижной внутренней массы. Движения массы реализуются при по-
мощи приложения ограниченной силы. Ранее рассматривались аналогичные задачи,
в которых перемещения внутренней массы предполагались кинематическими с
ограничениями на скорость точки. Полученный аналитический результат описыва-
ется простыми и легко проверяемыми формулами. Оптимальная траектория по-
движной внутренней массы является спиралью, которая накручивается на центр
масс самого твердого тела с возрастающей до бесконечности частотой. Полученные
численные результаты касаются построения иных оптимальных траекторий, кото-
рые не поддаются аналитическому исследованию.

Ключевые слова: оптимальное управление, принцип максимума Понтрягина, дина-
мика твердого тела
DOI: 10.31857/S0032823523060085, EDN: GHQIGD

1. Введение. Рассматривается задача о максимальном угле поворота за заданное вре-
мя плоского твердого тела при помощи ограниченных внутренних сил, реализуемых в
процессе движения внутренней точечной массы.

Более точная постановка задачи следующая. Рассматривается плоское твердое тело,
которое может совершать плоское движение и на которое не действуют никакие
внешние силы. Внутри этого тела имеет возможность двигаться (в плоскости тела при
помощи актюаторов) материальная точка. Перемещение точки осуществляется по-
средством управляющей внутренней силы, которая ограничена по модулю и может
быть ориентирована в произвольном направлении в плоскости движения системы.
На координаты и скорости точки (относительно твердого тела) не накладываются ни-
какие ограничения (кроме условий дифференцируемости). Требуется выбрать такой
допустимый закон изменения управляющей силы, чтобы повернуть тело на макси-
мальный угол за заданное время.

Ранее, подобного рода модели (твердое плоское тело, взаимодействующее с по-
движной внутренней массой) рассматривались в качестве примеров, иллюстрирую-
щих закон сохранения кинетического момента системы материальных точек (см.,
напр., ([1], разд. 333, стр. 38), ([2], задача 45, стр. 226)). Отметим, однако, что движе-
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ние подвижной массы (насекомого, по терминологии Аппеля [1]) рассматривалось с
кинематической точки зрения, т.е., относительная скорость подвижной массы счита-
лась заданной функцией времени (в частности, постоянной). В учебнике [2] ситуация
аналогичная. При формулировке таких задач указывалось, что система “тело + точка”
в начальный момент находилась в покое, а затем, в момент , точка начинала дви-
гаться с некоторой постоянной относительной скоростью . Ясно, что переход
точки из состояния  в состояние  не может произойти мгновенно и реали-
зуется при помощи приложения к точке некоторой ограниченной силы. Это обстоя-
тельство приводит к необходимости определенной коррекции как формулировок, так
и полученных в [1, 2] ответов к указанным задачам.

В настоящее время аналогичные модели рассматриваются для исследования управ-
ляемых робототехнических устройств, предназначенных для перемещения тел при по-
мощи подвижных внутренних масс (см., напр. [3–5] и [6]). В частности рассматрива-
ются кинематические перемещения внутренних масс, для которых управлением явля-
ется вектор скорости, реализующий необходимое оптимальное перемещение объекта
(капсюльного робота).

В настоящей работе, рассмотренные выше модели применяются для оптимального
поворота объекта при помощи подвижной внутренней массы, перемещение которой
осуществляется ограниченной по модулю управляющей силой (см. также [7, 8]).

2. Описание модели, уравнения движения и постановка задачи. На рис. 1 изображено
сечение твердого тела, центр масс которого находится в точке C.  – неподвижная
система координат,  – подвижная поступательная система координат, связанная с
центром масс тела. Предполагаем, что оси этих систем координат все время парал-
лельны друг другу. Внутри тела находится материальная точка m, которая имеет воз-

можность двигаться посредством приложения внутренней силы . Для мо-
дуля силы F должно соблюдаться следующее ограничение

(2.1)

Пусть m – масса точки m,  – масса тела и его момент инерции относительно цен-
тра масс C соответственно. Обозначим:

 – координаты центра масс C тела в системе координат ;
 – угол поворота тела относительно неподвижной системы координат ;

 – координаты точки  относительно подвижной системы .
Учитывая, что при приложении к подвижной точке  силы , на тело в той же точ-

ке пространства действует сила  (согласно третьему закону Ньютона), запи-
шем уравнения движения центра масс и уравнение кинетического момента тела отно-
сительно его центра масс:

(2.2)

Движение точки  определяется уравнениями второго закона Ньютона

(2.3)

Из (2.2) и (2.3) получим три уравнения

(2.4)

Далее, для упрощения записи, будем полагать , , μ равными единице.

= 0t
=v v0

=v 0 =v v0

Oxy
ξηC

( )= , T
x yF F F

+ ≤2 2 2
0x yF F F

,M J

,C Cx y Oxy
ϕ Oxy
ξ η, m ξηC

m F
= −'F F

= − = − ϕ = η − ξ , ,C x C y x yMx F My F J F F

m

( ) ( )+ ξ = + η =  ,C x C ym x F m y F

+ξ = λ η = λ ϕ = μ ξη − ηξ λ = μ =
λ

    1, , ( ); ,x y
M mF F

Mm J

0F λ



956 РОЗЕНБЛАТ, РЕШМИН

Третье уравнение в системе (2.4) можно проинтегрировать. Предполагая ,
окончательно получаем следующую систему дифференциальных уравнений

(2.5)

В правой части полученного третьего уравнения в системе (2.5) добавлена константа
, чтобы обеспечить выполнение условия . Однако, не-

трудно показать, что эту константу, при решении рассматриваемой оптимальной зада-
чи, можно опустить без ограничения общности.

Систему (2.5) перепишем в стандартной форме системы Коши, вводя обозначения

(2.6)

Получаем систему дифференциальных уравнений в стандартной форме

(2.7)

Для системы (2.7) ставится следующая задача оптимального управления.
Пусть заданы начальные условия   и время . Требуется опре-

делить такой закон изменения управляющих сил , которые удовлетворяют огра-
ничениям (2.1) и обеспечивают  = .

В классической формулировке задачи Понтрягина последнее условие максимума
можно заменить следующим

(2.8)

3. Основные уравнения принципа максимума и формулировка результата. Здесь приве-
дены дифференциальные уравнения принципа максимума Понтрягина для рассмат-
риваемой оптимальной задачи и излагается полученный результат.
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Рис. 1. Тело с движущейся внутренней точечной массой.
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В соответствии с принципом максимума Понтрягина [9], вводим сопряженные пе-
ременные  , соответствующие фазовым переменным из (2.6), и гамильтони-
ан  для исходной системы дифференциальных уравнений (2.7) по формуле

(3.1)

Сопряженные переменные удовлетворяют следующей системе дифференциальных
уравнений

В данном случае, используя (3.1), получим уравнения

(3.2)

Из последнего уравнения системы (3.2) следует, что . Тогда система (3.2)
приобретает следующий вид

(3.3)

В соответствии с принципом максимума оптимальное управление  доставляет мак-
симум функции  из (3.1), и при ограничениях (2.1) имеет вид

(3.4)

Кроме того, поскольку на конечные значения ,  не наложено никаких
ограничений, то должны быть выполнены условия трансверсальности

(3.5)

Дифференцируя дважды последние два уравнения системы (3.3) и используя (2.7) и
(3.4), получим следующие два уравнения для двух сопряженных переменных , :

(3.6)

Таким образом, задача сводится к поиску решений системы 6-го порядка (3.6) на от-
резке , которые удовлетворяют краевым условиям

(3.7)
Мы можем понизить на две единицы порядок системы (3.6), записав следующие два
ее интеграла

(3.8)

где  – произвольные постоянные, определяемые начальными и конечными усло-
виями для переменных , . Система (3.8) является уже системой 4-го порядка.
Можно еще понизить порядок системы (3.8) на две единицы при помощи следующих
замен

(3.9)

Из (3.8) и (3.9), обозначая , получаем следующие четыре уравнения первого
порядка

(3.10)
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Отсюда получаем замкнутую систему трех дифференциальных уравнений первого по-
рядка относительно трех функций  (уравнение для  “отщепляется”):

(3.11)

Если в системе (3.11) поделить второе и третье уравнения на первое и взять за незави-
симое переменное функцию , то получим систему второго порядка для двух перемен-
ных .

Таким образом, нам нужно найти такие решения системы (3.11) на отрезке
, которые удовлетворяют краевому условию , чтобы обеспечить

условие трансверсальности (3.7). Аналитически эти решения удалось найти лишь в
том частном случае, когда . Справедливо следующее утверждение.

Утверждение 1. Система (3.11) в случае  имеет частное решение, которое
дается соотношениями

(3.12)

Справедливость утверждения 1 устанавливается непосредственной проверкой.
Далее, используя первые два уравнения системы (3.11) и соотношения (3.12), полу-

чим искомые решения системы (3.6) как функции времени на отрезке :

(3.13)

Используя формулы (3.6) и (3.13), получаем выражения для оптимальных управлений

(3.14)

Подставляя функции из (3.14) в уравнения движения (2.7), находим соответствую-
щие оптимальные траектории точки в системе координат  и максимальный угол
поворота тела. Несложно получить, что эти траектории представляют собой спирали,
закручивающиеся вокруг центра масс  бесконечное число раз. В конце этого процес-
са, при , направление управляющей силы  меняется с увеличивающейся до
бесконечности частотой.

В формулах (3.14)  – произвольная константа из интервала . Используя (3.14),
мы можем решить полную систему уравнений (2.7), (3.3) на отрезке  и опре-
делить все те начальные условия , , при которых соблюдены усло-
вия трансверсальности , . Проводя элементарные выкладки, мы по-
лучаем следующий результат.

Утверждение 2. Если начальные условия в рассматриваемой задаче удовлетворяют
следующим соотношениям:

(3.15)

ρ γv{ , , } β

( )

ρ λρ +ρ = γ ργ = − γ +

ρ λρ +
ρ γ = γ + + γ ≠

v v v
v

v
v

v

 



2 2

2
2

1

( )cos , sin  

cos sin ; sin 0
2

C

C
C

ρ
{ }γ,v

≤ ≤0 t T ρ =( ) 0T

= =1 2 0C C
= =1 2 0C C

( ) ( ) [ ]γ = γ = ± = ± λ ρv
1/3 2/3

0( ) arcsin 1/ 10 , ( ) 10 ( )t t t

≤ ≤0 t T

[ ]
[ ]

= − τ α + − τ

= − − τ α + − τ

= λ τ = α = τ ∈

3
3 0

3
4 0
3

0

( ) (1 ) cos ln(1 )*
( ) (1 ) sin ln(1 )*
/10, / , const, [0,1]*

p t p

p t p

p T t T

[ ] [ ]= α + − τ = − α + − τ
τ = α = ∈ π τ ∈

0 0

0

cos ln(1 ) , sin ln(1 )
/ , const [0,2 ), [0,1]

x yF F
t T

ξηC

C
→t T F

α0 π[0,2 )
≤ ≤0 t T

= 0(0)k kx x =( 1,4)k
=( ) 0kp T =( 1,4)k

= ξ = α + α = η = α − α

= ξ = − α + α = η = − α + α

α ∈ π

 

2 2

10 0 0 20 0 0

30 0 0 40 0 0

0

(0) (cos 3 sin ), (0) (3 cos sin )
10 10

(0) (cos sin ), (0) ( cos sin )
2 2

[0,2 ],

T Tx x

T Tx x



959К ЗАДАЧЕ ОБ ОПТИМАЛЬНОМ ПОВОРОТЕ ТВЕРДОГО ТЕЛА

то при управляющих силах из (3.14) тело за время  повернется на максимальный
угол. При этом оптимальные траектории спиралеобразно стремятся к точке

Справедливость утверждения 2 следует из принципа максимума Понтрягина и не-
посредственного интегрирования системы уравнений (2.7), (3.3) при функциях , ,
вычисляемых по формулам (3.14).

Замечание 1. В силу однородности пространства в формулах (3.15) можно принять
. Тогда искомые начальные условия будут такими

Оптимальное управление из (3.14) примет вид

Решая систему (2.5) при указанных начальных условиях и управлениях , получим
следующие формулы для координат и скоростей

(3.16)

Из (3.16) следует, что оптимальный угол поворота равен , траекто-

рии точки по координатам и скоростям приближаются спиралеобразно в точку нуль.
На рис. 2 представлены законы движения точки по координатам и ее траектория.

4. Решение оптимальной задачи методом полярных координат. В предыдущем разделе
решение задачи Понтрягина осуществлялось в декартовых координатах. В настоящем
разделе исходная задача оптимального управления решается с использованием поляр-
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ных координат. Такой метод позволяет сократить выкладки и лучше прояснить меха-
нический смысл полученных результатов.

В системе (2.7) перейдем к полярным переменным по формулам

(4.1)

Тогда система (2.7) примет вид

(4.2)

В (4.2) приняты следующие обозначения

(4.3)

Согласно (4.3), ,  суть проекции управляющей силы  на оси скоростной системы
координат (касательную и нормаль соответственно, к траектории точки в декартовой
системе координат ). Ясно, что эти проекции также удовлетворяют ограничению

(4.4)

Путем несложных преобразований можно сократить число уравнений в системе (4.2).
В результате получаем следующую систему четырех дифференциальных уравнений
для четырех переменных 

(4.5)

Для системы (4.5) ставится аналогичная разд. 3 оптимальная задача. Найти функ-
ции , , которые при ограничениях (4.4) и заданных начальных условиях ,

, ,  обеспечивают для решения системы (4.5) .
Используя принцип максимума Понтрягина, вводим сопряженные переменные

, которые соответствуют исходным переменным  в написанном
порядке. Далее составляем гамильтониан, который запишем в следующем виде

(4.6)

В соответствии с принципом максимума оптимальные функции ,  реализуют мак-
симум функции  из (4.6), и при ограничениях (4.4) имеют вид

(4.7)

где , .
Из дифференциальных уравнений для сопряженных переменных следует, что

, т.е., . Записывая уравнения для других сопряженных пере-
менных, присоединяя к ним динамические уравнения (4.5) и используя равенства (4.7),
получаем следующую систему шести дифференциальных уравнений для шести функ-
ций 
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В системе (4.8) приняты обозначения из (4.7). Кроме того, так как на исходные пере-
менные , ,  при  не наложено никаких ограничений, то должны быть
выполнены условия трансверсальности

(4.9)

Таким образом, требуется решить систему дифференциальных уравнений (4.8) на от-
резке  при заданных начальных условиях для переменных  и условиях
трансверсальности (4.9) для переменных . Для некоторых начальных условий
это удалось сделать аналитически.

Можно показать (доказательство громоздко и здесь не приводится), что система
уравнений (4.8), (4.9) не имеет решений, при которых  (т. е., оптимальные
траектории не могут быть окружностями с центром в центре масс тела).

Перейдем тогда в системе (4.8) к независимой переменной . Для этого поделим
обе части всех уравнений, начиная со второго, на первое уравнение. Получим систему
пяти уравнений для пяти переменных  (производная по  обозначается
штрихом)

(4.10)

Система (4.10) имеет два интеграла

(4.11)

(4.12)

Интеграл (4.11) получается непосредственно из третьего и четвертого уравнений си-
стемы (4.10). Интеграл (4.12) следует из сохранения значения функции Гамильтона (4.6)
при значениях ,  из (4.7) в силу уравнений (4.8). Константы ,  в (4.11) и (4.12)
определяются заданными начальными условиями для  и условиями трансвер-
сальности (4.9).

Благодаря интегралу (4.11), можно понизить порядок системы (4.10). Введем
вместо ,  новую переменную  по формулам

(4.13)

Тогда интеграл (4.11) соблюдается автоматически, а система (4.10) будет эквивалентна
следующим четырем уравнениям для четырех переменных , 

(4.14)

ρ( )t γ( )t v( )t =t T

= = =1 2 3( ) ( ) ( ) 0p T p T p T

≤ ≤0 t T ρ γ v{ , , }
1 2 3{ , , }p p p

ρ = const

ρ

γ v 1 2 3{ , , , , }p p p ρ

γγ = − + =
ρ γγ

 
= − + λ γ = γ + − λρ  ρρ 

   = − − − λρ γ +  ρ    γ

v
vv

v v

2
2

00

2 2
1 2 12

2
2 2

3 1 3
0

tg' , '
coscos

tg , tg' '

1 tg'
cos

p q
pp

p pp p p

p pp p
p

 + + λρ = = ρ 

2
2 22
1 constpp h

 γ − γ + λρ γ + = = ρ 

= + =

v
v

v

02
1

2 2
0 2 3

cos sin sin const

,

ppp H

p p q q p

vF βF h H
ρ γ v{ , , }

1p 2p σ

= σ = ρ σ − λρ σ ∈ π1 2sin , ( cos ); [0,2 ]p h p h

γ σ v{ , , , }q = v 3( )q p

γγ = − + =
ρ γγ

 γσ = − = − + − λρ γ + ρ ρ  γ

v
v

v

2
2

00

02
1 2

tg' , '
coscos

tg' , ' tg
cos

p q
vpp

ppq p



962 РОЗЕНБЛАТ, РЕШМИН

В уравнениях (4.14) ,  даются формулами (4.13), а ,  определяются обозначени-
ями из (4.7).

Введем новую переменную  по формуле

(4.15)

Тогда имеем , и система уравнений (4.14) примет вид

(4.16)

Рассмотрим такие начальные условия, для которых . В этом случае из инте-
грала (4.11) следует, что

(4.17)

В соответствии с условиями трансверсальности (4.9) тогда имеем . Уравне-
ния (4.16) приобретают вид

(4.18)

Далее полагаем . Тогда система (4.18) примет вид

(4.19)

Из формулы (4.12) для рассматриваемых начальных условий получим следующий ин-
теграл системы (4.19)

(4.20)

При условиях: 1) ограниченности функции , 2) стремлении  к нулю при 

медленнее, чем , из (4.20) получим с необходимостью, что . Тогда из (4.20)
имеем соотношение

(4.21)

Обозначая , из (4.21) получим соотношение

(4.22)

Используя (4.22), перепишем 1-е и 3-е уравнения системы (4.19) в виде следующей си-
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(4.23)

Отметим, что 2-е уравнение системы (4.19) при выполнении соотношений (4.22) и
(4.23) выполняется тождественно.

Введем новые переменные по формулам

(4.24)

Заметим, что в (4.24) введено “безразмерное время” , а условие , в таком слу-
чае, реализуется при . Это, конечно, справедливо при монотонном убывании
функции , что будет показано далее.

Уравнения (4.23) для введенных в (4.24) новых переменных приобретают вид

(4.25)

Система (4.25) есть автономная система дифференциальных уравнений 2-го порядка
(“полулинейная”). Эта система имеет три особые точки с координатами :

(4.26)

Эти точки являются стационарными решениями системы (4.25).

Уравнения же (4.19) тогда имеют особые решения , , ,
, для которых выполнены соотношения

(4.27)

Эти решения удовлетворяют также интегралу (4.20) при . Так как , то из (4.27)
получим

(4.28)

Отметим, что в силу условий трансверсальности (4.9), формул (4.17) и обозначений (4.15),
имеем ,  = 0. В результате приходим к решениям, полученным
в разд. 3.

Ясно, что, выбирая другие решения системы (4.25), которые существуют на беско-
нечном интервале  и отличны от стационарных, могли бы быть получены но-
вые оптимальные решения для соответствующих новых начальных условий исходной
задачи. Исследование системы (4.25), однако, приводит к следующему отрицательно-
му результату.

Утверждение 3. Решениями системы (4.25), которые продолжаются на весь беско-
нечный интервал , являются только стационарные решения, представлен-
ные тремя особыми точками из (4.26).

Доказательство утверждения 3 приведено в Приложении. Фазовая плоскость систе-
мы (4.25) приведена на рис. 3, где изображено соответствующее векторное поле на-
правлений вместе с некоторыми фазовыми траекториями. Некоторые решения пока-
заны на рис. 3,а–г, где видно, что они действительно непродолжаемые. Продемон-
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стрировано два варианта. В первом случае , . При этом на
конечном интервале времени первая координата становится достаточно большой по
абсолютной величине, значение второй уходит на бесконечность (см. рис. 3,а,б).
Во втором случае , . При этом на конечном интервале времени
первая координата остается небольшой по величине, значение второй уходит на бес-
конечность (см. рис. 3,в,г). В обоих случаях есть немонотонность одной из координат,
что соответствует сложному поведению фазовых траекторий на рис. 3.

Замечание 2. Нетрудно установить, используя (4.7), (4.15) и первое равенство из (4.28),

что оптимальная сила  удовлетворяет соотношениям  = . Таким обра-
зом, сила  является постоянной по модулю (равным единице) и всегда направлена
под углом 45° к касательной траектории подвижной точки в системе . Эта сила яв-
ляется “следящей” по скорости точки. Отметим, что в монографии [10], (см. разд. 3.5.2,
стр. 115) рассматривалась задача о “следящей” силе по позиции точки (сила была так-
же постоянна по модулю и всегда перпендикулярна радиус-вектору точки). Спирале-
образные траектории движения точки, полученные в монографии [10], вполне анало-
гичны траекториям в настоящей работе.

=1(0) 1.1z =2(0) 0.6z

=1(0) 0.9z =2(0) 0.4z

F β=vF F 1/ 2
F

ξηC

Рис. 3. Фазовая плоскость системы (4.25) и некоторые фазовые траектории.

�20 z12010�10

�10

�20

20

0

z2

10

�

z1

0

�

z1

0

�

z2

0�0

г

в

б

а

z2



965К ЗАДАЧЕ ОБ ОПТИМАЛЬНОМ ПОВОРОТЕ ТВЕРДОГО ТЕЛА

Замечание 3. В работе [11] численно исследовалась задача об оптимальной раскрут-
ке плоской двухмассовой системы, где управлением являлся ограниченный внешний
момент, приложенный к одному из тел.

Замечание 4. Аналитические выражения для оптимальных траекторий в рассматри-
ваемой задаче удалось получить лишь для достаточно узкого класса начальных усло-
вий. При этом оказалось, что оптимальные траектории подвижной массы в конце ин-
тервала управления по спиралям приходят с нулевой предельной скоростью в центр
масс тела. Весьма вероятно, что аналогичный эффект будет наблюдаться и для других
начальных условий. Однако для доказательства этого факта потребуются дополни-
тельные численно-аналитические исследования решений приведенных в статье диф-
ференциальных уравнений.

Замечание 5. При исследовании, редукции и поиске первых интегралов дифферен-
циальных уравнений настоящей статьи использовались идеи и методы, которые были
развиты в [12, 13].

5. Результаты численного интегрирования уравнений принципа максимума. Рассчитаем
теперь траекторию, начальные условия у которой такие, что не поддались аналитиче-
скому исследованию. Численно интегрировалась в обратном времени система (4.8).
При этом терминальные значения фазовых координат и момент окончания были вы-
браны произвольно, а терминальные значения сопряженных переменных задавались
достаточно малыми в соответствии с (4.9):

Отметим, что ненулевые значения сопряженных переменных здесь взяты специаль-
но, так как при нулевых значениях рассматриваемая система дифференциальных
уравнений имеет особенность. На рис. 4 (на первых трех графиках) представлены за-
висимости фазовых координат   от времени. Остальные неизвестные функции,
такие как  или зависимость от времени координат и проекций силы в исход-
ной системе, могут быть подсчитаны с использованием уравнений (4.1)–(4.3). Для
примера на рис. 4 (на четвертом графике) был подсчитан угол  при условии, что

.

Приложение. Доказательство утверждения 3. Перепишем систему (4.25) в виде сле-
дующей системы интегральных уравнений

(П1)

Нас интересуют решения системы (П1), которые продолжаются на весь бесконечный
интервал . Такие решения будем называть приемлемыми. Из второго урав-
нения системы (П1) следует, что любое приемлемое решение  (при ) не
обращается в нуль на любом конечном интервале времени . Тогда из первого уравне-
ния системы (П1) получим, что при  решение  стремится к бесконеч-

ности при  не медленнее, чем . В этом случае второе уравнение системы (П1)
становится противоречивым при , так как левая часть этого уравнения ограни-
чена при всех  (меньше 1), а правая часть стремится к  при , как . Таким
образом, при  решения системы не продолжаются на бесконечный интер-
вал времени, т.е., приемлемых решений нет.

Рассмотрим случай . В силу симметрии достаточно рассмотреть случай
, . Тогда, в силу вышесказанного, имеем , , а правая

часть первого уравнения системы (П1) остается все время положительной (в против-

−ρ = γ = = = = = =6
1 2 3( ) ( ) ( ) 0.1, ( ) ( ) ( ) 10 , 10T T T p T p T p T Tv

ρ γ, ,v
α ϕ( ), ( )t t

α( )t
α =( ) 0T

τ τ
τ −   τ −τ = − =   

+   + τ +   
 

2
2 2 2 2 1

1 1 2 22 2
0 0 12 2

( ) (0) ( ) 1( ) (0) 4 ( ) , exp
( ) 11 ( ) 1 (0)

s z z z sz e z e z s ds ds
z sz z

≤ τ < +∞0
τ2( )z ≠2(0) 0z

τ
<1 2(0) (0) 0z z τ1( )z

τ → +∞ τ2e
τ → +∞

τ +∞ τ → +∞ τe
<1 2(0) (0) 0z z

>1 2(0) (0) 0z z
>1(0) 0z >2(0) 0z τ >2( ) 0z τ ∈ +∞[0, )



966 РОЗЕНБЛАТ, РЕШМИН

ном случае, существует такое , что , и, в силу вышесказанного, прием-
лемых решений нет. Таким образом, в этом случае для приемлемого решения необхо-
димо иметь

Покажем, что для приемлемого решения должно соблюдаться точное равенство

(П2)

Действительно, в противном случае, в силу монотонности по  интеграла 
и первого уравнения системы (П1), нарушение равенства (П2) привело бы к бесконеч-

τ1 τ τ <1 1 2 1( ) ( ) 0z z

+∞
−< ≤ 2

2 1
0

0 4 ( ) (0)se z s ds z

+∞
− = 2

2 1
0

4 ( ) (0)se z s ds z

τ
τ − 2

20
( )se z s ds

Рис. 4. Результаты интегрирования системы (4.8) и зависимость α(t).

0 5 10

0 5 10

0

10

20

30
�

�2

�1

0

�

t

t

0

2

4

6

�

�4

�2

0

	

0 5 10
t

0 5 10
t



967К ЗАДАЧЕ ОБ ОПТИМАЛЬНОМ ПОВОРОТЕ ТВЕРДОГО ТЕЛА

ному возрастанию при  (как ) функции . А это, как было уже отмечено
выше, было бы противоречиво для второго уравнения системы (П1) (в случае прием-
лемого решения).

Используя равенство (П2), первое уравнение системы (П1) можно переписать в
следующем виде

(П3)

Предположим, что предел функции  при  существует и является конеч-
ным: . Рассмотрим три случая:

1) . Тогда интеграл  положителен и расходится при , а зна-

чит второе уравнение системы (П1) противоречиво и приемлемых решений нет.

2) . Тогда интеграл  отрицателен и расходится при , а из

второго уравнения системы (П1) получим  = 0. Отсюда, используя уравнение

(П3), получим, что  = 0. Рассматривая систему линейного приближения

для исходной системы (4.25) в окрестности особой точки , , получим

Собственные числа этой системы суть , , следовательно, решения ни-
как не могут входить в эту точку, что указывает на противоречивость полученных пре-
дельных значений для исходной нелинейной системы (4.25). Таким образом, в этом
случае также нет приемлемых решений.

3) . Тогда, если интеграл  расходится при , то он должен

быть обязательно отрицателен (иначе противоречиво второе уравнение системы (П1).
Кроме того, в этом случае второе уравнение системы (П1) приводит к предельному со-
отношению  = 0. Согласно соотношению (П3), это предельное соотношение

дает предельное соотношение  = 0. Полученное противоречие указывает
на отсутствие приемлемых решений в этом случае.

Если же интеграл  сходится при , то, согласно второму уравне-

нию системы (П1), существует предел . Переходя в равенстве (П3) к

пределу при , получим соотношение . Полученный предел
является первой особой точкой из (4.26). Линеаризованные уравнения исходной си-

стемы (4.25) в окрестности этой особой точки имеют вид , . Соб-

ственные числа полученной системы суть . Таким образом, и в этом слу-

чае решения никак не могут входить в рассматриваемую точку. Это указывает на от-
сутствие приемлемых решений в рассматриваемом случае.

τ → +∞ τ2e τ1( )z

+∞
τ −

τ
τ = 2 2

1 2( ) 4 ( )sz e e z s ds

1( )z s → +∞s

→+∞
= < +∞1lim ( ) *s

z s z

> 1*z
τ −

+
2
1
20
1

( ) 1
( ) 1

z s ds
z s

τ → +∞

< 1*z
τ −

+
2
1
20
1

( ) 1
( ) 1

z s ds
z s

τ → +∞

τ→+∞
τ2lim ( )z

→+∞
=1lim ( ) *s

z s z

=1{ 0z =2 0}z

= − = τ ∈ +∞
τ τ
1 2

1 2 22 4 , ; [0, )dz dzz z z
d d

λ =1 2 λ =2 1

= 1*z
τ −

+
2
1
20
1

( ) 1
( ) 1

z s ds
z s

τ → +∞

τ→+∞
τ2lim ( )z

τ→+∞
τ =1lim ( ) *z z

τ −
+

2
1
20
1

( ) 1
( ) 1

z s ds
z s

τ → +∞

τ→+∞
τ =2 2lim ( ) *z z

τ → +∞ = → =2 21 2 1/2* *z z

= −1 1 22 4'z z z =2 1
5'
8

z z

λ = ±1,2
31
2

i



968 РОЗЕНБЛАТ, РЕШМИН

Последний оставшийся случай, когда , также приводит к отсут-
ствию приемлемых решений, так как тогда, при , противоречиво второе урав-
нение системы (П1). Утверждение 3 доказано.
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бюджета по госзаданию № 123021700055-6.
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On Optimal Rigid Body Rotation with Internal Forces Application
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The article describes the result obtained for the problem of a rigid body’s maximum rotation
in a given time interval by moving a movable internal mass. The mass movement is achieved
by applying limited force. Previously, similar problems were considered in which the dis-
placements of internal mass were assumed to be kinematic with restrictions on the point’s
speed. The obtained result is described by analytical, easily verifiable formulas. The optimal
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trajectory of the moving mass is a spiral that coils around the center of mass of a rigid body
with a frequency increasing to infinity. The obtained numerical results relate to the design of
other optimal trajectories that cannot be analyzed analytically.

Keywords: optimal control, Pontryagin’s maximum principle, rigid body dynamics
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Объектом исследования данной работы является двухмассовая управляемая механи-
ческая система, состоящая из несущего диска, вращающегося вокруг своей оси, за-
крепленной в пространстве, и несомого кольца, присоединенного к диску при по-
мощи невесомых упругих элементов. Демпферов в системе нет. Процесс подавления
радиальных колебаний рассматривается с позиции теории оптимального управле-
ния. На достаточно больших интервалах времени используется численный метод
Ньютона для решения краевой задачи принципа максимума Понтрягина. Исследо-
ваны свойства фазовых траекторий системы в зависимости от начальных состояний
диска и кольца и количества пружин в сложной модели упругого взаимодействия.
Показано, как при некоторых начальных условиях и параметрах системы вследствие
радиальности упругой силы и закона сохранения кинетического момента траекто-
рия центра масс кольца стремится к окружности. Указанная тенденция выхода на
режим движения по окружности не является единой и зависит от количества пру-
жин. Демонстрируется, что при малом количестве упругих элементов траектория
кольца не принимает вид окружности, а происходит почти полное гашение радиаль-
ных колебаний. Установлено, что при рассматриваемых во время численного экспе-
римента параметрах системы управление является релейным с довольно большим
количеством переключений. При этом происходит одновременное раскручивание
всей системы.

Ключевые слова: релейное управление, принцип максимума, управляемое вращение,
краевая задача, метод Ньютона, гашение колебаний
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1. Введение. Процессы подавления колебаний и раскрутки механических систем
присутствуют во многих технических устройствах. Важность исследования данных яв-
лений обусловлена большим количеством механических объектов, которые напрямую
или косвенно связаны с разными модификациями процессов раскрутки и вращения.
В работе рассматривается модель колеса, состоящая из диска и кольца, соединенных
между собой невесомыми упругими пружинами. Ставится задача о подавлении ради-
альных упругих колебаний (имеется в виду изменение расстояния между осями вра-
щения диска и кольца) за счет изменения угла кручения между диском и кольцом.
Закон управления формируется на основе соотношений принципа максимума Понт-
рягина [1] в соответствующей задаче оптимального управления с некоторым инте-
гральным функционалом. Таким образом, речь идет о минимизации в некотором
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смысле амплитуды колебаний в течение всего процесса раскрутки (а не только в тер-
минальный момент), связанной с энергией, закачиваемой в эту степень свободы.
При численных экспериментах оказалось, что одновременно с этим удается обеспе-
чить раскручивание системы до достаточно больших угловых скоростей. Для построе-
ния управления на большом интервале времени предлагается использовать метод
Ньютона, часто применяющийся для решения соответствующей краевой задачи
принципа максимума. В предыдущих работах [2, 3] предполагалось, что механическая
система совершает движения при малых величинах отклонений центра масс кольца и
модуля разности углов поворотов диска и кольца. В данном случае потенциальная
энергия упругого взаимодействия была разложена в двумерный ряд Тейлора, что отра-
жается на простоте полученных уравнений, описывающих движение двухмассовой
системы. Отличием данной работы от предыдущих является рассмотрение более точ-
ной и сложной математической модели упругого взаимодействия при довольно боль-
ших колебаниях системы и разном количестве упругих элементов. Выбор численного
метода Ньютона для решения краевой задачи принципа максимума Понтрягина обу-
словлен более простой реализацией на ЭВМ и быстрой сходимостью. Однако метод
последовательных приближений [4, 5], использованный в предыдущих работах, также
может быть успешно применен для решения задачи.

Установлено, что минимизация радиальных колебаний механической системы при
выборе в качестве управления крутящего момента может быть проведена успешно.
Однако в процессе раскрутки возрастает до довольно больших значений величина
разности углов поворотов, что с физической точки зрения может привести к разруше-
нию двухмассовой системы. Предполагается, что возможности прикладываемого к
диску момента велики, так что в процессе управления угол крутильной деформации,
т.е. разность углов вращения диска и кольца, может изменяться сколь угодно быстро в
заданных пределах. Указанный угол кручения выбирается в качестве нового управле-
ния, которое гасит амплитуду радиальных колебаний. Выбором допустимого диапазо-
на изменения управления (угла кручения) можно обеспечить дополнительно и требуе-
мую раскрутку системы в целом.

Отметим, что существуют работы [6], численные методы расчета оптимального
программного управления которых используют эволюционные алгоритмы, не осно-
ванные на решении краевой задачи принципа максимума. Решение краевой задачи
принципа максимума Понтрягина проводилось в работах [7–16]. Приведена [17] зада-
ча граничного управления колебаниями двумерной пластины с целью полной оста-
новки колебаний за конечное время. При этом на управляющие воздействия наложе-
ны ограничения на максимум абсолютной величины. Построение управления для ме-
ханических систем как в данной задаче, у которых число степеней свободы
превосходит размерность вектора обобщенных управляющих сил, было проведено в
работе [18]. Рассматривается [19] возможный подход к осуществлению управления
движением портального крана при перемещении груза. Предложено два различных
метода отыскания управляющего ускорения, обеспечивающего гашение колебаний
перемещаемого груза. Гашение колебаний нелинейного маятника проводилось в ра-
боте [20]. Получено [21] аналитическое оптимальное по энергии управление гармони-
ческим осциллятором, причем задача рассматривалась на конечном интервале
времени. Исследовалась [22] динамика механического изотропного стержневого
упругого подвеса. Многомерные осцилляторы с нелинейным затуханием рассматри-
вались в [23, 24].

2. Описание механической системы и уравнения движения. Рассматривается управля-
емая механическая система, состоящая из диска и кольца, соединенных между собой
при помощи невесомых предварительно растянутых пружин, концы которых не за-
щемлены шарнирно-неподвижными опорами (рис. 1). Радиус диска равен . Радиус
внутренней полости кольца равен . Углы поворотов диска и кольца обозначены со-
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ответственно через  и . Оси вращения параллельны, причем ось вращения диска и
его центр масс зафиксированы в пространстве. Положение центра масс кольца харак-
теризуется относительными координатами  в прямоугольной системе координат в
плоскости, которая перпендикулярна осям вращения. Таким образом, при  и

 оси вращения совпадают.
Упругое взаимодействие будем моделировать системой, состоящей из  пружин

жесткостью , причем длина в свободном состоянии каждой из них равна .
Соответствующая внутренняя энергия каждой натянутой пружины в недеформиро-
ванной системе подсчитывается по формуле:

(2.1)

Пусть теперь система деформировалась за счет смещения кольца  на  по горизон-
тали, на  по вертикали, а диск  совершил относительный поворот на угол .
Для -й пружины запишем координаты конца, соединенного с диском:

(2.2)

и координаты конца, соединенного с кольцом:
(2.3)

Соответствующая энергия -й пружины в деформированной системе подсчитывается
по формуле:

(2.4)

α β
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Рис. 1. Двухмассовая система.
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В результате запишем потенциальную энергию упругой деформации системы в виде:

(2.5)

Учитывая выражение для кинетической энергии

(2.6)

составим Лагранжиан:

(2.7)

(2.8)

Докажем, что суммы, указанные ниже, имеют следующую особенность:

(2.9)

Рассмотрим сумму , где  – мнимая единица, которая представляет собой гео-
метрическую прогрессию, сумма которой равна:

(2.10)

где  – первый член,  – знаменатель. Из полученной форму-
лы (2.10) следует, что . Заменяя  на , аналогично доказываем равенство ну-
лю суммы. Утверждение доказано.

Из выражений (2.9) можно получить аналогичными рассуждениями для  следу-
ющий результат:

(2.11)

Производные для получения уравнения для :

(2.12)

Отметим, что в состоянии равновесия, когда , выражение для  пред-
ставляет собой векторное произведение двух коллинеарных векторов  и

. Поэтому в этом случае . Рассмотрим первую сумму в полученном выра-
жении. Упростим данное выражение следующим образом:
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(2.13)

Аналогично полученным выражениям для  соотношения для  имеют следующий вид:

(2.14)

Производные для получения уравнения для :

(2.15)

Аналогично полученным выражениям для  соотношения для  имеют следующий вид:

(2.16)

Уравнения Лагранжа второго рода для описания движения механической системы
имеют следующий вид:

(2.17)

3. Постановка задачи управления. Предполагаем, что крутящий момент  может
быть достаточно большим. Поэтому в качестве нового управления выбираем угол кру-
чения и считаем, что он ограничен:

(3.1)

где  – заданная постоянная, которая должна быть достаточно мала. Функция 
предполагается кусочно-непрерывной. Выберем интегральный функционал качества
типа Лагранжа, соответствующий минимизации амплитуды радиальных колебаний
системы в течение всего процесса:

(3.2)
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поворотов диска и кольца, то последние два уравнения системы (2.17) можно рассмат-
ривать отдельно от первых двух. Введем новые переменные:  – скорость изменения
координаты ,  – скорость изменения координаты . Перейдем к системе четырех
уравнений первого порядка, описывающих двумерный осциллятор:
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(3.3)

Здесь в соответствии с (2.3), (2.8) зависимость правых частей от нового управления 
достаточно сложная и нелинейная:

где величины ,  не зависят от управления и заданы в (2.2). Системе (3.3) отвечают
начальные условия:

(3.4)

Сформулируем задачу оптимального управления на конечном заданном интервале
времени .

Задача. За счет выбора допустимого управления  требуется за время  перевести
систему (3.3) из заданного начального состояния (3.4) в произвольное терминальное
состояние и минимизировать при этом функционал (3.2), т.е. уменьшить, насколько
это возможно, радиальные колебания в процессе управления.

Далее будут составлены соотношения принципа максимума для поставленной зада-
чи, на основе которых будут найдены численно соответствующие законы управления.
Их оптимальность математически строго не обосновывается, так как принцип макси-
мума является только необходимым условием оптимальности. Однако, их эффектив-
ность проверена.

Кроме того, результаты численного моделирования, приведенные далее, подтвер-
ждают, что неотрицательность управления (см. (3.1)) способствует постепенному рас-
кручиванию исходной системы (2.17) до достаточно больших значений угловых скоро-
стей . Если в процессе решения задачи у построенного управления появятся точки
разрыва, то в них соответствующий момент  окажется бесконечно большим. Дан-
ная проблема может быть успешно решена с помощью процедуры сглаживания [3].

4. Краевая задача принципа максимума. Введем вспомогательную переменную  и
перейдем к функционалу типа Майера:

(4.1)

Для составления соответствующей краевой задачи принципа максимума следует вы-
полнить набор последовательных стандартных действий, а именно ввести сопряжен-
ные переменные, составить гамильтониан, выписать сопряженную систему, найти об-
щий вид управления, максимизирующего гамильтониан в каждый момент времени,
добавить начальные условия для основных переменных и граничные условия для со-
пряженных переменных на правом конце траектории (условия трансверсальности).

Введем соответствующие сопряженные переменные: , , , , ,
причем . Запишем гамильтониан:

(4.2)

=

=

−= = − +

−= = − +





 

 

0

1

0

1

,

,

N
bi ai

x x
ib b i
N

bi ai
y y

ib b i

kl x xkNxx
m m l

kl y ykNyy
m m l

v v

v v

u

( ) ( )= + γ − = + γ −cos , sinbi b i bi b ix x r u y y r u

( ) ( )= − + − = 2 2; 1, , ,i bi ai bi ail x x y y i N

aix aiy

( ) ( ) ( ) ( )= = = =v v v v0 0 0 00 , 0 , 0 , 0x x y yx x y y

∈ [0, ]t T
( )u t T

β( )T
( )M t

0x

( ) ( )= = = + = 2 2
0 0 0 0, ; 0 0J x T x f x y x

( )0p t ( )1p t ( )2p t ( )3p t ( )4p t
( ) = = −0 const 1p t

( )
=

=

 −= = − − + + − + 
 

 −+ + − 
 





v

v

2 2 0
1 2

1

0
3 4

1

,
N

bi ai
x

ib i b
N

bi ai
y

ib i b

kl x x kNxH p f x y p p
m l m

kl y y kNyp p
m l m



976 ВАСЕНИН, РЕШМИН

Здесь в скалярном произведении  – вектор сопряженных переменных,  – вектор-
функция, у которой компоненты с ненулевым индексом задают правую часть систе-
мы. Сопряженная система имеет вид:

(4.3)

Граничные условия (условия трансверсальности) для системы (4.3) заданы на пра-
вом конце траектории:

(4.4)

Исследуемая система нелинейна по управлению . Однако, при численных расче-
тах, представленных далее, максимальное значение гамильтониана в зависимости от
управления достигалось только в граничных значениях управления. Это означает, что
выражение для определения управления, доставляющего максимум гамильтониану
при выбранных параметрах системы, можно записать следующим образом:

(4.5)

Дополнительная численная проверка отсутствия максимума гамильтониана при про-
межуточных значениях управления также выполнялась.

5. Методика применения метода Ньютона. Для построения оптимального управле-
ния или экстремалей на основе составленных соотношений принципа максимума (3.3),
(3.4), (4.3)–(4.5) будем численно решать их с использованием метода Ньютона в ком-
бинации с методом “пристрелки”.

Начальные значения сопряженных переменных считаются варьируемыми парамет-
рами. Исходная система интегрируется совместно с сопряженной системой в прямом
времени при управлении, максимизирующем гамильтониан в каждый момент време-
ни. Цель – обеспечить выполнение условий трансверсальности на правом конце тра-
ектории. Задача рассматривается формально как задача решения системы нескольких
уравнений, заданных неявно. Число уравнений равно числу варьируемых параметров.
Для выбора варьируемых параметров на следующей итерации и обеспечения сходимо-
сти к искомому решению используется метод Ньютона:

(5.1)

где  – вектор начальных значений сопряженных переменных,  – вектор-функ-
ция из условий трансверсальности на правом конце,  – матрица Якоби. Так как
условия трансверсальности на правом конце явно не зависят от начальных значений
сопряженных переменных, то для определения матрицы Якоби будем использовать
выражение:
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Процесс итераций заканчивается, когда будут выполнены условия трансверсальности
на правом конце.

6. Численное построение экстремалей. В данном разделе представлены результаты
расчетов системы при раскручивании системы управлением, полученным из соотно-
шений принципа максимума. Была проведена серия расчетов при разных количествах
упругих элементов, соединяющих диск и кольцо. Рассмотрена динамика системы как
при малых, так и при больших отклонениях.

Расчет 1. При расчете были использованы следующие параметры системы с нену-
левой начальной угловой скоростью и ненулевым начальным отклонением:

Численным методом Ньютона было получено управление, успешно уменьшающее
амплитуду радиальных колебаний механической системы. На рис. 2 представлены ре-
зультаты численного моделирования. Обнаружено, что воздействие оптимального
управления на механическую систему имеет приблизительно периодический характер
с примерным периодом . Сопряженные переменные , , ,  сначала
колеблются с убывающей амплитудой, а потом, когда колебания полностью пропада-
ют, принимают нулевое терминальное значение. В конце процесса раскручивания
угол и угловая скорость кольца приняли приблизительно следующие значения:

, . Относительное изменение значения гамильтониана в тече-

ние процесса движения составляет 0.00008%, что свидетельствует о правильности и
точности проделанных вычислений.

Расчет 2. При расчете были использованы следующие параметры системы с нену-
левой начальной угловой скоростью и ненулевым начальным отклонением:

Численным методом Ньютона было получено управление, успешно уменьшающее
амплитуду радиальных колебаний механической системы. На рис. 3 представлены ре-
зультаты численного моделирования. На графике для оптимального управления де-
монстрируется нетривиальный алгоритм переключения. Сложный характер поведе-
ния в течение всего процесса движения, следующий из расхождения скоростей убыва-
ния амплитуд колебаний , , , , наблюдается и для сопряженных переменных ,

, , . В конце процесса раскручивания угол и угловая скорость кольца приняли

приблизительно следующие значения: , . Относительное изме-

нение значения гамильтониана в течение процесса движения составляет 0.0001%, что
свидетельствует о правильности и точности проделанных вычислений.
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Расчет 3. При расчете были использованы следующие параметры системы с нену-
левой начальной угловой скоростью и ненулевым начальным отклонением:

= = = =1 кг, 1 кг, 0.055 м, 0.21 мa b a am m r r

= = = =2 2
0

Н0.0015 кг м , 0.0220 кг м , 10 , 0.1 м
мa bI I k l

= = =02, 45 c, 0.1 радN T u

Рис. 2. Результаты численного моделирования расчета 1 (малые колебания, большое количество пружин).
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Численным методом Ньютона было получено управление, успешно уменьшающее
амплитуду радиальных колебаний механической системы. На рис. 4 представлены ре-
зультаты численного моделирования. Установлено, что, в отличие от второго расчета,
оптимальное управление стремится к периодической форме. Сопряженные перемен-
ные , , ,  сначала колеблются с убывающей амплитудой, а потом, когда коле-
бания полностью пропадают, принимают нулевое терминальное значение. В конце
процесса раскручивания угол и угловая скорость кольца приняли приблизительно
следующие значения: , . Относительное изменение значения
гамильтониана в течение процесса движения составляет 0.00005%, что свидетельству-
ет о правильности и точности проделанных вычислений.
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Рис. 3. Результаты численного моделирования расчета 2 (конечные колебания, малое количество пружин).
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Заключение. В работе рассмотрена задача об оптимальном гашении радиальных ко-
лебаний в упругой двухмассовой системе, состоящей из диска и кольца, соединенных
пружинами, при ограничениях на управляющее воздействие (угол кручения). Такая
задача сводится к управлению колебаниями соответствующего двумерного осцилля-
тора. Оказалось, что закон изменения угла кручения, полученный из соотношений
принципа максимума, при выбранных параметрах системы имеет релейный вид с
большим количеством переключений. При этом также продемонстрировано, что од-
новременно может возникать режим раскрутки механической системы, причем как
при малом, так и при достаточно большом количестве пружин. Показано, что с увели-
чением количества пружин в механической системе при неизменности остальных па-
раметров возрастает время гашения колебаний, а в некоторых случаях траектория
центра масс кольца стремится к окружности. Стремление траектории центра масс
кольца к окружности при достаточно большом количестве упругих элементов следует
из радиальности упругой силы. Отметим, что поведение механической системы при
малых колебаниях совпало с поведением системы в упрощенной математической мо-
дели упругого взаимодействия в работах [2, 3], что показывает правильность проде-
ланного исследования. Планируется использовать данную математическую модель
для анализа раскручивания системы при контакте кольца с поверхностью, наличием
трения и внутреннего демпфирования. Результаты будут применяться для исследова-
ния нежелательного эффекта потери силы тяги транспортного средства во время ин-
тенсивного старта [25].

Работа выполнена при финансовой поддержке РНФ (проект № 23-11-00128),
https://rscf.ru/project/23-11-00128/.
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Control of Suppression of Radial Vibrations of a Two-mass System 
with its Simultaneous Spinning-up
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The object of research in this work is a two-mass controlled mechanical system consisting of
a carrier disk rotating about its axis, fixed in space, and a carried ring connected to the disk
by means of weightless elastic elements. There are no dampers in the system. The process of
suppression of radial oscillations is considered from the perspective of the theory of optimal
control. On sufficiently large time intervals, Newton’s numerical method is used to solve the
boundary value problem of the Pontryagin’s maximum principle. The properties of phase
trajectories of the system are studied depending on the initial states of the disk and ring and
the number of springs in a complex model of elastic interaction. It is shown how, under cer-
tain initial conditions and parameters of the system, due to the radiality of the elastic force
and the law of conservation of angular momentum, the trajectory of the center of mass of the
ring tends to a circle. The specified tendency to enter the circular motion mode is not uni-
form and depends on the number of springs. It is shown that with a small number of elastic
elements, the trajectory of the ring does not take the form of a circle, but almost complete
damping of radial vibrations occurs. It has been established that with the parameters of the
system considered during the numerical experiment, the control is relay with a fairly large
number of switchings. In this case, the entire system is simultaneously spinning-up.

Keywords: relay control, maximum principle, controlled rotation, boundary value problem,
Newton’s method, vibration damping
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Рассматривается задача о движении вокруг неподвижной точки изменяемого тела в
зависящем от времени силовом поле. Указываются условия, при которых уравнения
движения сводятся к классическим уравнениям Эйлера–Пуассона, описывающем
движения твердого тела в поле притяжения. Обсуждаются вопросы существования
первых интегралов и устойчивости установившихся движений.

Ключевые слова: движение изменяемого тела с неподвижной точкой, зависящее от
времени силовое поле, замена времени, замена переменных, существование инте-
грируемых случаев, неинтегрируемость уравнений движения, существование устано-
вившихся движений, бифуркационные диаграммы
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1. Постановка задачи и уравнения движения. Пусть  – абсолютная система
отсчета (АСО),  – подвижная прямоугольная декартова система отсчета (ПСО),
оси которой могут свободно вращаться вокруг неподвижной точки . Пусть тело об-
разовано точками , …,  точки массами , …, . Положение этих точек задается
векторами , проекции которых на оси ПСО имеют вид

Будем считать, что законы движения точек относительно ПСО заданы соотношениями
(1.1)

где , ,  – гладкие функции времени.
Пусть

ортогональная матрица, по строкам которой записаны единичные векторы α =

= , ,  АСО, заданные своими проекциями на
оси ПСО (см., например, [1], стр. 56 и далее, а также [2]). Эта матрица зависит от вре-
мени , причем кососимметричная матрица

(1.2)

α β γOX X X

1 2 3Ox x x
O

1P nP 1m nm
kOP

( )= 1 2 3, , T
k k k kx x xx

( )= ,k k tx x

( )1kx t ( )2kx t ( )3kx t

 
 = −  
 

1 2 3

1 2 3

1 2 3

α α α
β β β
γ γ γ

S

α α α1 2 3( , , )T = β β β1 2 3( , , )Tβ = γ γ γ1 2 3( , , )Tγ

( )= tS S

−= ⇔ =1ˆ  ˆd d
dt dt
S Sω S Sω
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называется матрицей угловой скорости:

По ее компонентам определяется вектор угловой скорости ПСО относительно АСО

заданный в проекциях на оси ПСО.
При этом матричное равенство (1.2) можно записать в виде системы уравнений

Пуассона

(1.3)

Согласно формуле Эйлера скорость точки  в момент времени  определяется со-
отношением

Тогда кинетическая энергия системы в целом определяется как

где

Здесь суммирование осуществляется по всем точкам: индекс  пробегает значения
от 1 до . Функция  зависит только от времени и при дальнейшем составлении
уравнений движения роли не играет.

Согласно теореме об изменении момента количеств движения уравнения движения
имеют вид

(1.4)

где  – момент внешних сил.
Замечание 1. Уравнения (1.4) совместно с уравнениями Пуассона (1.3) описывают

движения гиростата с переменным тензором инерции и переменным гиростатиче-
ским моментом. Известны различные постановки задачи о движении тел с осесиммет-

−ω ω 
 = ω −ω  −ω ω 

3 2

3 1
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0
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ричными роторами (см., напр., [3, 4]). Движению гиростата с переменным гиростати-
ческим моментам посвящена монография [5].

Утверждение 1. Если существует функция  , такая, что

(1.5)

где тензор  и вектор  постоянны в осях ПСО, а вектор  не зависит явно
от времени, то заменой независимой переменной 

(1.6)

и переменной :

(1.7)
уравнения (1.4), (1.3) приводимы к виду

(1.8)

(1.9)

Правые части уравнений (1.8), (1.9) не зависят явно от времени и имеют вид уравне-
ний движения гиростата под действием не зависящего явно от времени крутящего мо-
мента.

Доказательство. Подставим условия (1.5) в уравнения (1.4)

и домножим левую и правую части этого уравнения на 

(1.10)

Применение к уравнениям (1.10) соотношений (1.6) и (1.7) приводит их к виду (1.8),
что и требовалось.

Что касается уравнений Пуассона (1.3), то также домножая левую и правую части
на  и, используя замену переменных (1.7), получаем уравнения

отличающиеся от уравнений (1.3) лишь обозначениями.
Замечание 2. В постановке задачи предполагается, что точки , , …,  совершают

наперед заданное движение относительно подвижной системы отсчета, описываемое
соотношениями (1.1). Понятно, что для обеспечения такого относительного движения
к этим точкам надо приложить некоторые управляющие воздействия – силы , , …,

. После того, как то или иное вращательное движение системы, определяемое урав-
нениями (1.3), (1.4) найдено, управляющие силы , , …,  могут быть найдены из
уравнений

где  – активные силы, действующие на точки , , …, .
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2. Случай потенциальности внешних сил. Предположим, что система совершает дви-
жение в потенциальном поле внешних сил с потенциалом

(2.1)
выражающим зависимость от времени и от ориентации тела. При этом момент внеш-
них сил, как известно, записывается как

(2.2)

Утверждение 2. Если потенциал (2.1) имеет вид

(2.3)

то уравнения движения сводятся к не зависящим от времени уравнениям Эйлера–
Пуассона, описывающим вращение тела в трехмерном евклидовом пространстве.

Доказательство сводится к непосредственной подстановке условий (2.3) в соотно-
шение для момента (2.2).

Рассмотрим некоторые известные специальные случаи такого потенциала, для ко-
торых предлагаемая замена переменных и времени приводит к классическим задачам
механики твердого тела.

3. Движение тела в однородном переменном поле. Пусть поле, в котором совершает
движение система, однородно, но, в отличие от привычного поля силы тяжести, ме-
няется со временем. Для определенности можно считать, что это поле направлено
вдоль оси . Тогда потенциал в общем случае записывается как

При этом условие теоремы записывается как

(3.1)

где  – постоянный вектор.
Замечание 3. В случае, когда речь идет об однородном, но переменном поле силы

тяжести с ускорением , направленным в сторону, противоположную вектору ,
вектор  можно представить в виде

где  – масса системы,  – вектор, определяющий положе-
ние центра масс системы – точку .

Утверждение 3. Пусть выполнено условие (3.1).
− При  уравнения (1.8), (1.3), а вместе с ними – и уравнения (1.4), (1.2), впол-

не интегрируемы во всех случаях, известных из механики тяжелого твердого тела с не-
подвижной точкой. Речь идет о случаях Эйлера, Лагранжа, Ковалевской и Горячева–
Чаплыгина. Также при выполнении указанных условий имеют место многочисленные
случаи существования частных интегралов, включая случай Гесса (см. детали, напр., в
[1, 6–8]). В общем случае уравнения движения системы оказываются неинтегрируе-
мыми (см. [9–11]).

− При  и уравнения (1.8), (1.3), а вместе с ними – и уравнения (1.4), (1.2),
вполне интегрируемы во всех случаях, известных из механики тяжелого гиростата.
Речь идет о случае Жуковского–Вольтерра, случае динамической симметрии, а также
случаях Ковалевской–Яхья [12, 13] и Сретенского [14]. Также при выполнении ука-
занных условий имеют место случаи существования частных интегралов и решений,
включая случай Сретенского, аналогичный случаю Гесса (также см. [15]). В общем
случае уравнения движения системы также оказываются неинтегрируемыми (см. [16]).
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Замечание 4. В рассматриваемый класс систем не попадают тела с переменным ги-
роскопическим моментам (см., напр., [5]).

Утверждение 4. При выполнении условия (3.1) установившимся движениям систе-
мы (1.8), (1.9) – положениям равновесия и равномерным вращениям – единственным
образом ставятся в соответствие движения системы (1.4), (1.3). При этом движение,
равномерное в новом времени, в исходном времени таковым не будет. Также сохраня-
ются вид и свойства бифуркационных диаграмм (см., в частности, [17–22]) относи-
тельно тяжелого твердого тела и [23–26] относительно тяжелого гиростата.

Замечание 5. Устойчивость записанных в исходном времени движений из утвержде-
ния 4 в общем случае требует отдельного обсуждения.

Замечание 6. Одним из наиболее естественных источников зависимости однородно-
го поля от времени является колебания точки подвеса (см., напр., [27]).

4. Движение тела в линейном переменном поле. Предположим теперь, что закон дви-
жения точек организован таким образом, что центр масс совпадает с неподвижной
точкой. Тогда в квадратичном приближении поле притяжения со стороны распреде-
ленных притягивающих центров определяется потенциалом вида (см., напр., [28])

Утверждение 5. Если коэффициенты , ,  таковы, что

где ,  и  – постоянные, то условие (2.3) утверждения 2 оказываются выпол-
ненными, а сами уравнения (1.8), (1.3) при  являются вполне интегрируемыми [28]
(см. также [29–31]).

Замечание 7. Инвариантные многообразия в упомянутом интегрируемом случае
изучались в [32].

Замечание 8. Изучаемые уравнения посредством преобразования Лежандра в общем
случае приводятся к виду

с функцией Гамильтона

Для таких систем замена независимой переменной  вида (1.6) выглядит впол-
не естественной и очевидной.

5. Краткие исторические замечания и возможные направления дальнейших исследова-
ний. Системы подобно-деформируемых тел, исследование движения которых восхо-
дит к публикации Д.Н. Зейлигера [33], при соответствующем выборе относятся к си-
стемам рассматриваемого класса.

Исследования таких систем, продолженные Н.Г. Четаевым [34] (см. также [35]), по-
лучили развитие в ряде работ, посвященных решению задач теории групп, дифферен-
циальной геометрии и математической физики [36–39].

Исследования применимости моментов инерции, зависящих от времени, к управ-
лению ориентацией спутников восходят, вероятно, к публикациям [40, 41]. Примеры
использования особенностей динамики тел с моментами инерции, зависящими от
времени, применительно к задачам орбитальной динамики обсуждаются в [42].
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Для аффинно-деформируемых тел рассматриваемого класса характерно изменение
со временем тензора инерции. Вместе с тем, как видно из формулировки утверждения 1,
вопрос о распространении полученных результатов на случай зависящего от времени
гиростатического момента остается открытым. Исследования таких систем, восходя-
щие, вероятно, к публикации [43], посвященной перманентным вращениям уравно-
вешенного неавтономного гиростата, ведутся довольно интенсивно. Так изучались [44]
маятниковые вращения тяжелого гиростата с переменным гиростатическим момен-
том, регулярные прецессии гиростата с переменным гиростатическим моментом под
действием потенциальных и гироскопических сил [45–47], инвариантные соотноше-
ния уравнений движения такого гиростата [48]. Полученные результаты были изложе-
ны в труднодоступной монографии [5]. Дальнейшие исследования были сосредоточе-
ны на разработке подходов к исследованию гиростатов с переменным гироскопиче-
ским моментом [49] и на изучении различных частных решений их уравнений
движения [50–54].

Также заметим, что в вышеприведенных рассуждениях молчаливо предполагается
неизменность массы изучаемой системы. Между тем, задачи о движении тела пере-
менной массы также заслуживают внимания (см., напр., [55, 56]). При этом источни-
ками изменения массы и формы могут быть, например, как испарение и сублимация,
так и налипание пыли. Общие подходы к исследованию таких систем предложены в [57].
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В статье рассмотрена задача о нелинейных колебаниях жидкостей, полностью за-
полняющих осесимметричный цилиндрический сосуд, совершающий движение во-
круг горизонтальной оси. Движение каждой жидкости предполагается потенциаль-
ным. Приведена оценка влияния нелинейных коэффициентов на динамические ха-
рактеристики процессов при вращательных движениях сосуда. Рассмотрен случай
вынужденных угловых колебаний сосуда с жидкостями относительно неподвижной
оси. В статье приведено приближенное решение нелинейных уравнений, получен-
ное методом Бубнова–Галёркина, а также выявлены основные нелинейные эффек-
ты, связанные с вращением поверхности раздела жидкостей. Приведены амплитуд-
но-частотные характеристики и области устойчивости движений двухслойной жид-
кости при вынужденных угловых колебаниях круглого цилиндрического сосуда.

Ключевые слова: механическая система, цилиндрическая полость, гидродинамиче-
ские коэффициенты, основной резонанс, возмущенная поверхность, вращательное
движение
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1. Введение. Для описания многих физических систем, требуется создание нели-
нейных математических моделей. К ним относится и рассматриваемая далее механи-
ческая система, состоящая из твердого тела, полость которого полностью заполнена
двумя несмешивающимися жидкостями.

Задача о движении такого тела, в линейной постановке рассматривалась многими
авторами. В частности, исследовалась [1, 2] проблема о движениях двухслойной тяже-
лой жидкости. Была решена задача об управлении движением сосуда с финальным
условием гашения внутренних волн жидкости. Решена задача о колебаниях твердого
тела, имеющего прямоугольную полость и скрепленного упругой связью с неподвиж-
ным основанием.

В статье [3] показано качественное отличие движений твердого тела с полостью, це-
ликом наполненной двумя жидкостями от аналогичных случаев движений твердого
тела с одной однородной жидкостью, рассмотренное Н.Е. Жуковским [4]. Особенно-
сти линейных и нелинейных колебаний однородной жидкости, частично заполняю-
щей полость подвижного и неподвижного твердого тела, рассмотрены в книгах [5–7].
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Изучена [8] задача о малых движениях и нормальных колебаниях системы из двух
тяжелых несмешивающихся стратифицированных жидкостей (нижняя жидкость счи-
талась вязкой, а верхняя идеальной), частично заполняющих неподвижный сосуд.

Исследованы [9] нелинейные задачи динамики однородной жидкости в резервуарах
нецилиндрической формы. Выведены [10] частотные уравнения собственных колеба-
ний двухслойной жидкости в прямом круговом цилиндре с мембранами, расположен-
ными на “свободной” и внутренних поверхностях жидкости.

Были исследованы [11–15] нелинейные эффекты колебаний двухслойной жидко-
сти, полностью заполняющей ограниченный объем и построены области неустойчи-
вости вынужденных колебаний двухслойной жидкости в цилиндрическом баке при
поступательных и угловых движениях. При проведении экспериментов [16] с жидко-
стями, полностью заполняющими круглый цилиндрический бак, вблизи основного
резонанса были зафиксированы особенности нелинейных движений поверхности раздела
слоев жидкостей, подобные движениям свободной поверхности однородной жидкости.

Рассмотрены [17] свободные колебания вязкой двухслойной жидкости в замкнутом
сосуде. Представлена [18] регуляризация баротропных гравитационных волн в двух-
слойной жидкости в прямоугольном сосуде. Следует также отметить статьи по нелиней-
ным колебаниям двух жидкостей [19, 20], в которых кроме теоретических результатов
приведено исследование на экспериментальной установке, состоящей из осциллирую-
щего бака, наполненного двумя несмешивающимися жидкостями. Математическая мо-
дель в этих работах получена в результате применения вариационного подхода Лагранжа.

Целью настоящей работы является дальнейшее исследование нелинейных колеба-
тельных движений двух жидкостей в цилиндрической полости твердого тела, совер-
шающего угловые колебания.

2. Постановка задачи. Рассмотрим круглый цилиндрический сосуд, полностью за-
полненный двумя несмешивающимися жидкостями, и совершающий колебания во-
круг неподвижной горизонтальной оси  (рис. 1). С твердым телом свяжем систему
координат  и расположим ось  так, чтобы в невозмущенном положении
механической системы тело–жидкости ось  была перпендикулярна невозмущен-
ной поверхности раздела жидкостей . Движение твердого тела вокруг оси  будем
описывать угловой координатой  и вектором угловой скорости вращения  так, что

, .
Введем также переносную систему координат , с началом, в середине невозму-

щенной поверхности раздела жидкостей , , где  – расстояние от оси
вращения до поверхности раздела жидкостей,  – радиус-вектор, проведенный из
точки ;  – ускорение свободного падения.

Жидкости с плотностями  и  предполагаются идеальными и несжимаемыми,
остальные обозначения ясны из рис. 1. Вектор абсолютной скорости произвольной
точки бака имеет вид

(2.1)
Предположим, что движение каждой жидкости потенциальное, удовлетворяет

уравнениям Лапласа, граничным условиям непротекания на смачиваемых поверхно-
стях, кинематическим условиям и динамическим условиям на поверхности раздела
(см. [13]).

Используя цилиндрическую систему координат , потенциалы скоростей 
каждой жидкости можно записать в виде рядов Фурье

(2.2)
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где  и  – гармонические скалярные функции, коэффициенты  – функции
времени, подлежащие определению (обобщенные координаты i-й гармоники). Верх-
ние индексы  принимают значения 1 и 2, и относятся соответственно к верхней и

нижней жидкостям. Определение функций ,  подробно приведено в предыду-
щих работах авторов [12, 13].

3. Вынужденные угловые колебания цилиндрического сосуда с двухслойной жидко-
стью. Ранее были изучены нелинейные колебания жидкостей в сосудах, совершающих
вынужденные поступательные движения [12]. При этом были выявлены основные не-
линейные эффекты, связанные с вращением диаметра поверхности раздела жидко-
стей. Для того чтобы оценить влияние остальных нелинейных коэффициентов на ха-
рактеристики динамических процессов при конечных вращательных движениях сосу-
да рассмотрим другой частный случай движения, а именно случай вынужденных
угловых колебаний сосуда с жидкостями, закрепленного относительно неподвижной
оси и находящегося в поле тяжести.

Проекции ускорения и угловых скоростей на оси связанной системы координат бу-
дут равны

(3.1)

(3.2)

( )kA ( )k
iB αi

k
( )kA ( )k

iB

= θ = = θ0 0cos , 0, sinx y zg g g g g

ω = ω = θ ω =0, , 0x y z

Рис. 1. Геометрия задачи и системы координат.
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Согласно исходным предпосылкам о порядке малости величин угловых скоростей бу-

дем пренебрегать слагаемыми пропорциональными , как малыми величинами по-

рядка . В связи с этим квадрат парциальной частоты , пропорциональный , и бо-
ковое ускорение можно с точностью до малых высшего порядка представить в следу-
ющем виде

(3.3)

(3.4)

Тогда система уравнений для обобщенных координат  и , при возбужде-
нии основной моды колебаний поверхности раздела жидкостей примет вид [13]

(3.5)

(3.6)

где , , , , , , ,
.

Постоянные коэффициенты, выражающиеся через параметры первой и второй жид-
костей [11, 13]
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В уравнениях (3.5), (3.6) параметр  характеризует деформацию поверхности разде-
ла жидкостей в плоскости перпендикулярной плоскости колебаний сосуда. Пусть со-
суд совершает угловые колебания по закону

(3.7)

Если параметрический резонанс отсутствует в рассматриваемом случае, т.е. , то
вынужденные угловые колебания системы описываются нелинейным дифференци-
альным уравнением

(3.8)

Приближенное решение этого уравнения, найденное методом Бубнова–Галёркина
[6], можно представить в виде

(3.9)

где  и  – неизвестные постоянные.
Удержав в (3.9) только основные гармоники

(3.10)

получим уравнение

(3.11)

где .
Уравнение зависимости амплитуд свободных колебаний двухслойной жидкости

от частот колебаний (скелетная линия) может быть получено из уравнения (3.11)
при ,

(3.12)

Проведем исследование устойчивости полученного стационарного решения системы,
предположив

(3.13)

Рассмотрим возмущенное движение системы

(3.14)

Начальные условия для функций  и  достаточно мало отличаются друг от
друга. Такие движения будем называть возмущенными, а величины  и  – воз-
мущениями. Движение называется устойчивым по Ляпунову, если малые изменения в
начальных условиях достаточно мало отклоняют систему от невозмущенного движе-
ния. Уменьшая начальные возмущения, можно сделать отклонения при t > t0 сколь
угодно малыми.

Подставляя (3.14) в (3.5)–(3.6) и, учитывая, что  является частным решением (3.8),
получаем уравнения возмущенного движения системы в виде
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(3.16)
Оставляя в уравнениях (3.15) и (3.16) только линейные члены, с учетом (3.13) прихо-
дим к уравнениям первого приближения

(3.17)

(3.18)
Здесь для удобства написания решения в дальнейшем были приняты следующие обо-
значения:

(3.19)

Переходим к построению областей неустойчивости решений уравнений (3.17)–(3.18).
Рассмотрим сначала уравнение (3.17) относительно функции , характеризующее
возмущение периодического решения . Амплитуда  этого решения
определяется уравнением (3.11). Установим, какая пара значений  и , приводит к
устойчивым решениям и какая пара к неустойчивым. Имея в виду построение основ-
ной области неустойчивости решения уравнения (3.17), представим его в виде

(3.20)
Воспользовавшись методом Бубнова–Галёркина [6],

(3.21)

после интегрирования получим следующие соотношения, в которых отражены грани-
цы области неустойчивости

(3.22)

(3.23)

Из уравнения (3.22), (3.23) получаем левую и правую границы динамической не-
устойчивости исходной формы основной моды колебаний поверхности раздела (ли-
нии АМО и АV).

Далее рассмотрим второе уравнение (3.18) в вариациях относительно возмущения
 тривиального решения . Исследование решений уравнения (3.18) дает от-

вет на вопрос об устойчивости тривиального решения. В соответствии с изложенным
выше, областям неустойчивости уравнения (3.18) отвечают области параметрически
возбуждаемых колебаний , т.е. области динамической неустойчивости режима
движения (3.11). Для построения основной области неустойчивости положим
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Подставляя выражения (3.24) в уравнения (3.25) и применяя метод Бубнова–Галёрки-
на [6], получаем следующие соотношения для определения границ областей динами-
ческой устойчивости:

(3.25)

(3.26)

Уравнения (3.25), (3.26) описывают левую и правую границы параметрически возбуж-
даемых колебаний (линии ADE и AJ).

Рассмотрим теперь вопрос о построении установившихся режимов движения жид-
костей, происходящих в основной области динамической неустойчивости. Предполо-
жим, что в области основного резонанса приближенное решение системы нелиней-
ных уравнений (3.17)–(3.18) можно представить в виде

(3.27)

Используя метод Бубнова–Галёркина для постоянных  , , получа-
ем следующие алгебраические соотношения:

(3.28)

(3.29)

Исключив  из (3.29) и подставляя результат в выражение (3.28), находим уравне-
ние для определения амплитудно-частотных характеристик в области динамической
неустойчивости

(3.30)

где
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(3.32)

На рис. 2 построены амплитудно-частотные характеристики и области неустойчи-
вости вынужденных угловых колебаний двухслойной жидкости для цилиндрической
полости при возбуждении основных гармоник  для случая , ,

 при двух значениях  и .
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Соответствующие уравнению (3.30) резонансные кривые представлены на рис. 2
сплошными синими линиями FGQ – возникновение устойчивых изменений коорди-
наты , взаимодействие которых с основной формой приводит к вращению узлово-
го диаметра.

Сплошные линии черные RNM и зеленые KLD показывают плоские линейные
устойчивые колебания, пунктирные линии HF и PT – отображают неустойчивые ре-
жимы возникновения параметрических колебаний, пунктирные линии черные МС и
зеленые DB – неустойчивые режимы возникновения нелинейных колебаний основ-
ной формы.

Из полученных всех соотношений построены амплитудно-частотные характери-
стики (АЧХ) и области неустойчивости вынужденных угловых колебаний жидкостей.
При отсутствии верхней жидкости , построенные характеристики качественно
совпадают с результатом задачи о вынужденных угловых колебаниях одной жидкости
в цилиндрическом сосуде [5].

Вид амплитудно-частотных характеристик и области неустойчивости I и II угловых
нелинейных колебаний цилиндрического сосуда, целиком заполненного двумя жид-
костями показаны на (рис. 2), для двух уровней амплитуды входного сигнала

 и 0.1.

При малых значениях  на (рис. 2,а) поведение амплитудно-частотных ха-
рактеристик угловых колебаний двухслойной жидкости мало чем отличается от анало-
гичных характеристик поступательных колебаний двухслойной жидкости [12], что и
следовало ожидать, т.к. эффект дополнительных нелинейных коэффициентов, стоя-

щих множителями перед малыми  и , не может существенно проявиться. При уве-
личении амплитуды  область II расширяется, увеличивается расстояние между
устойчивой и неустойчивой ветвями кривой параметрического резонанса FGQ и PST
(рис. 2,б). Видно (рис. 2,б), что точка S пересечения ветви PST и границы ADSE обла-
сти II не совпадает с точкой D пересечения ветви KLD и этой же границы ADSE, хотя
на (рис. 2,а) они практически совпали. Левая ветвь RNM и правая ветвь KLD с ростом
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Рис. 2. Амплитудно-частотные характеристики и области неустойчивости вынужденных угловых колебаний

жидкостей в цилиндрическом баке при возбуждении основных гармоник  для случая ,
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амплитуды  поднимаются. Устойчивая ветвь FGQ с увеличением  несколько под-
нимается по значениям.

Таким образом, учет нелинейных слагаемых, при коэффициентах , , ,  при-
водит к некоторому количественному изменению, но не вносит никаких новых каче-
ственных свойств в динамическую систему.

Заключение. На основании приведенных теоретических исследований нелинейных
колебаний жидкостей, возбуждаемых угловыми колебаниями твердого тела вокруг го-
ризонтальной оси, можно сделать следующий вывод. В определенном диапазоне ам-
плитуд возбуждения колебаний твердого тела при одинаковой частоте возбуждения
амплитуды плоских колебаний поверхности раздела увеличиваются. Переход из плос-
ких колебаний поверхности раздела в пространственные движения происходит при
сравнительно больших амплитудах колебаний поверхности раздела.

Следует заметить, что амплитудно-частотная характеристика реальных жидкостей,
обладающих вязкостными свойствами, может отличаться от приведенных теоретиче-
ских кривых, сужением областей неустойчивости и отсутствием кривых, характеризу-
ющих пространственные движения поверхности раздела.
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Amplitude-Frequency Characteristics and Stability Regions
of a Two-Layer Liquid Under Angular Vibrations of a Solid Body
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The article considers the problem of nonlinear oscillations of the motion of liquids com-
pletely filling an axisymmetric cylindrical vessel moving around a horizontal axis . The
motion of each fluid is assumed to be potential and formulated in a cylindrical coordinate
system. The influence of nonlinear coefficients on the characteristics of dynamic processes
during finite rotational movements of the vessel is estimated and the case of forced angular
oscillations of a vessel with liquids relative to a fixed axis is considered. The main nonlinear
effects associated with the rotation of the diameter of the interface of liquids are also re-
vealed. An approximate solution of the obtained non-linear equations, found by the Bubn-
ov-Galerkin method, was used in the article. As a result of the transformation, the ampli-
tude-frequency characteristics and stability regions of a two-layer liquid are constructed un-
der forced angular oscillations of a round cylindrical vessel.

Keywords: mechanical system, cylindrical cavity, hydrodynamic coefficients, basic reso-
nance, disturbed surface, rotational motion
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В рамках длинноволнового приближения исследованы частоты и формы собствен-
ных колебаний газа в резонаторе Гельмгольца имеющего форму трубы периодиче-
ского сечения. Задача сводится к задаче Штурма–Лиувилля с краевыми условиями
первого рода, решение которой проводится методом ускоренной сходимости. Про-
веден детальный анализ зависимостей собственных чисел и собственных функций
от параметров трубы. Выявлен “автомодельный” тип зависимости собственной ча-
стоты для различных мод. Определены значения параметров периодичности трубы,
при которых происходит резкое изменение собственной частоты.

Ключевые слова: резонатор, собственные колебания газа, метод ускоренной сходимости
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1. Введение. Впервые на задачу о проникновении звука через цилиндрическое от-
верстие обратил внимание Дж.В. Стретт [1], который заменил бесконечномерную за-
дачу газовой механики конечномерной введя понятие присоединенной массы отвер-
стия. Этот подход был развит в 40-е годы XX века в Советском Союзе для случая задачи
о собственных колебаниях газа в цилиндрическом сосуде с перегородкой теоретически [2]
и подтвержден экспериментально [3]. Несмотря на длительную историю и в последние
годы задача о собственных колебаниях в резонаторе Гельмгольца вызывает значитель-
ный интерес, ей посвящено ряд работ как теоретических [4, 5], где изучались особен-
ности спектра собственных колебаний газа в трубе с единственным сингулярным де-
фектом, так и экспериментальных [6].

Настоящая работа посвящена собственным колебаниям газа в резонаторе Гельм-
гольца цилиндрической формы (далее трубы), сечение площадь поперечного сечения

которого – периодическая функция продольной координаты, а именно ,
, где параметр  далее будет именоваться амплитудой дефекта, а  –

волновым числом трубы. Основное внимание в работе уделено изучению изменений
вносимых периодическим изменением радиуса трубы в спектральные свойства зада-
чи, особенно в предельных случаях, когда в трубе существует периодическая структура
из сингулярных дефектов.

2. Постановка задачии. Итак, имеется резонатор Гельмгольца длины  с открытыми
концами. Радиус поперечного сечения резонатора меняется по периодическому закону

 (рис. 1). Пусть поперечные размеры трубы значительно меньше, чем
продольный размер. Будем исследовать зависимость параметров собственных колеба-
ний газа (частоты и формы продольных колебаний) от геометрических параметров

= 2
0S S h

= − π1 sinh a bx a b

l

= − π1 sinh a bx

УДК 534-13
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трубы (амплитуды изменения радиуса трубы  – амплитуды дефекта и волнового чис-
ла трубы ).

В приближении линейной акустики уравнения для звукового потенциала после
разделения переменных можно записать в безразмерном виде [4, 5]

(2.1)

где , ,  – размерная собственная частота,  – длина трубы,  – ско-
рость звука.

Предполагается, что концы резонатора открыты, что соответствует краевым усло-
виям первого рода

(2.2)
Ставится задача определить собственные числа и собственные функции задачи (2.1)–

(2.2) и их зависимость от амплитуды деформации профиля трубы  и волнового числа
трубы .

Решение задачи (2.1)–(2.2) проводилось численно методом ускоренной сходимо-
сти, основные элементы которого состоят в следующем [7].

Пусть дана задача Штурма–Лиувилля с граничными условиями первого рода

(2.3)

(2.4)
Причем коэффициенты уравнения – ограниченные функции на некотором расши-
ренном интервале, содержащем отрезок [0, 1]

Тогда, используя метод Рэлея–Ритца, найдем оценку сверху первого собственного
числа

где .
Рассмотрим две задачи Коши для уравнения (1), в котором положено I.  и II.

 ( ) с начальными условиями вида

Выбираем параметр  таким образом, чтобы решение второй задачи Коши оставалось
знакопостоянным на интервале [0, 1]. Тогда согласно осцилляторным теоремам
Штурма такому значению  будет соответствовать оценка снизу для собственного

a
b
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dx dx
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Рис. 1. Геометрия задачи. Резонаторы в форме трубы с периодически изменяющимся радиусом

 (кривая черного цвета) и пилообразной формы (красные линии).
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числа . Таким образом получаем двустороннюю оценку собственного числа
. Затем повторяем процедуру необходимое число раз до достижения за-

данной точности вычисления собственного значения.
3. Собственные частоты резонатора Гельмгольца периодического сечения. Проведен-

ные по методу ускоренной сходимости расчеты первых четырех собственных частот
для волнового числа трубы соответствующего половине периода показали, что в слу-
чае трубы сужающегося профиля собственные частоты существенно зависят от вели-
чины амплитуды дефекта. Предельные величины нечетных и последующих четных
собственных частот совпадают. Спектр резонатора единичной длины переходит в
спектр резонатора разделенного в месте максимума амплитуды дефекта (рис. 2). В
случае трубы расширяющегося профиля происходит незначительное уменьшение
собственных частот, слабо зависящее от амплитуды дефекта.

Поведение частот колебаний значительно усложняется при дальнейшем увеличе-
нии волнового числа трубы. На рис. 3 для набора амплитуд дефекта приведены зави-
симости первых четырех собственных частот от волнового числа трубы в случае, когда
ее профиль первоначально сужается. Первоначальное нарастание частот, увеличива-
ющееся вместе с ростом амплитуды дефекта, затем сменяется падением до минимума,
причем величина частот становится значительно меньше, чем у трубы постоянного
радиуса. В районе волнового числа трубы, соответствующего одному периоду измене-
ния профиля трубы для первой моды (k-кратному для k-й моды) значения частот воз-
вращаются к исходным значениям и слабо зависят от амплитуды дефекта. После до-
стижения минимума значения частот слабо зависят от величины волнового числа тру-
бы. На фоне медленного возрастания наблюдаются периодические возмущения,
отражающие периодичность в изменении профиля трубы.

Чтобы подчеркнуть общие особенности в поведении зависимостей для разных мод
справа на рис. 3 приведены масштабированные зависимости частот от сдвинутого на
соответствующие значения аргумента. Учитывая такое подобие, далее анализируются
особенности поведения только первой моды собственных колебаний.

Для верификации и качественного обсуждения полученных результатов были ис-
пользованы упрощенные модели, допускающие аналитическое решение задачи. В ка-
честве первой из них была выбрана модель, в которой, возникающая в уравнении (2.1)

ξ λ2
1*

ξ λ ≤ λ ≤ λ2
1 1* *

Рис. 2. Зависимость собственных частот от величины дефекта  первых четырех мод колебаний при 

для трубы а. сужающегося профиля ; б. расширяющегося профиль .
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логарифмическая производная радиуса трубы, заменялась ее средним значением на
каждом из интервалов монотонного поведения радиуса.

На каждом интервале разбиения задача сводилась к решению уравнения с постоян-
ными коэффициентами

(3.1)
после чего проводилась сшивка решений. Результатом процедуры сшивки оказыва-
лась система трансцендентных алгебраических уравнений, из которых определялась
собственная частота. В частности, при  ( ) сшивка не требуется, а крае-
вые условия на концах трубы приводят к росту частоты собственных колебаний

.
Во второй модели рассматривалась труба пилообразного профиля, радиус которой

меняется по закону

(3.2)
а решение на n-м участке имеет вид

(3.3)

На стыке участков гладкости профиля трубы опять задавались условия сшивки,
условие совместности приводит к системе уравнений, из которой определяется часто-
та собственных колебаний.

Проведенные в рамках первой и второй моделей расчеты зависимости первой соб-
ственной частоты от волнового числа трубы (рис. 4) показали качественное совпаде-
ние с результатами численного моделирования методом ускоренной сходимости на
интервале выхода зависимости на асимптотику больших чисел .

( )+ − + ω = =21 2 0; ln /'' 'n
n n n n n nu f u u f d h dx

( ) ( )
+−= ω + ω ω = ω −

11 2 2 2cos sin ; ,
n

nf x
n n n n n n nu e A x B x f

= 1n < <0 1/2b

ω = π +2 2 2
1f

( ) ( )= − = − − − =1 1 2 , 1 1 2 ; 2,3,...n
nh abx h a n bx n

( ) ( )= ω + ω1 sin cosn n n
n

u x A x B x
h

b

Рис. 3. Зависимость собственных частот первых четырех мод колебаний от “волнового числа” трубы для
разных значений амплитуды дефекта ; 0.5; 0.75; 0.9 (слева). Справа частотная зависимость приведе-
на в измененных координатах.
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Изучение изменения вида профилей первой собственной формы при увеличении
амплитуды дефекта трубы и степени ее изрезанности (росте волнового числа трубы )
выявило ряд характерных особенностей рис. 5. При малом изменении волнового чис-
ла  и с ростом амплитуды дефекта максимум первоначально синусоидального
профиля смещается в сторону уменьшения радиуса, с обострением профиля соб-
ственной моды  справа и относительным выполаживанием слева от максимума,
причем при стремлении амплитуды дефекта к единице производные  могут стре-
миться к бесконечности в окрестности точки с радиусом трубы близким к нулю. В ин-
тервале изменения волнового числа  минимум профиля трубы смещается
из правого края влево (при равных значениях амплитуды дефекта) вместе с положени-
ем максимума профиля (при  профиль собственной моды становится симметрич-
ным). Увеличение параметра  будет приводить к постепенному выполаживанию про-
филя собственной моды в окрестности его максимума и обострению производных в
окрестности правого конца трубы, где радиус обращается в нуль при  и .
В последнем случае профиль собственной функции принимает форму ступеньки,
ограниченной вертикальной асимптотой в правом конце. Далее профиль собственной
функции имеет вид ступенчатой функции, его максимум смещается влево вместе с по-
ложениями минимумов радиуса трубы. При возникновении очередного нуля у радиу-
са трубы  в профиле собственной функции возникает вторая ступенька, кото-
рая, однако, в дальнейшем исчезает в окрестности симметричного профиля трубы

. Физическая интерпретация последней особенности связана с тем, что положе-
нию максимума, который в силу симметрии находится в центре трубы, соответствует
нуль скорости газа. Таким образом, уменьшение до нуля радиуса отверстия ( ) в
силу отсутствия потока не приводит к изменению профиля собственной функции.
Третья ступенька в профиле собственной функции возникает при появлении четвер-

b

< 1/2b

1u
1u

< <1/2 3/2b

= 1b
b

= 5/2b = 1a

= 9/2b

= 5b

→ 1a

Рис. 4. Зависимость первой собственной частоты от “волнового числа” трубы: сплошная линия – числен-

ное моделирование МУС;  – результаты аналитического решения уравнений с осредненными коэффици-
ентами;  – результаты аналитического решения задачи для резонатора пилообразного профиля.
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Рис. 5. Деформация профилей первой собственной моды при изменении “волнового числа” трубы.
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того нуля у радиуса трубы ( ). Причем такая структура сохраняется и в следую-
щем симметричном случае, когда .

Заключение. Следует отметить, что полученные результаты при относительно неболь-
ших значениях параметра  согласуются с ранее выполненными исследованиями [4, 5],
в которых анализировалось поведение собственных функций резонатора Гельмгольца
с единичным дефектом. Было получено, что собственные функции при стремлении
величины дефекта к критическому значению, соответствующему полному разделе-
нию резонатора на две части, локализуются в зависимости от моды в одной из двух
частей резонатора. Спектр задачи, при этом, можно разделить на две части соответ-
ствующие спектрам двух взятых по отдельности частей резонатора. С точки зрения га-
шения звуковых колебаний это означает, что уменьшение радиуса отверстия, соеди-
няющего две части резонатора, будет приводить к локализации звуковых колебаний в
одной из частей. При этом напряжения вызванные звуком в корпусе резонатора будут
сосредоточены практически исключительно в перегородке, где производные звуково-
го потенциала, а соответственно и скорость потока, будут обращаться в бесконеч-
ность.

В настоящей работе для трубы периодического сечения определены условия, когда
звуковые колебания соответствующие первой собственной моде будут распростра-
няться по всей длине трубы. Максимум их интенсивности будет сосредоточен в
окрестности минимумов радиуса сечения трубы. Таким образом, в случае резонатора
переменного сечения возможно возникновение значительных звуковых нагрузок на
корпус даже на больших расстояниях от узкого входного отверстия.
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Within the framework of the long-wave approximation, the frequencies and shapes of gas
natural oscillations in a Helmholtz resonator having the shape of a pipe of periodic cross-
section have been studied. The problem is reduced to the Sturm–Liouville problem with
boundary conditions of the first kind, the solution of which is carried out by the method of
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natural frequency for various modes has been revealed. The values of the resonator periodic-
ity parameters at which a sharp change in the natural frequency occurs are determined.

Keywords: resonator, gas natural oscillations, accelerated convergence method
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В асимптотических расчетах первого порядка малости по безразмерной амплитуде
капиллярных волн на поверхности заряженных струй полярной жидкости исследу-
ется влияние эффекта релаксации поверхностного натяжения на закономерности их
реализации. Расчеты проводятся на модели идеальной несжимаемой электропро-
водной жидкости. Показано, что учет эффекта динамического поверхностного натя-
жения приводит к повышению порядка дисперсионного уравнения, у которого по-
является еще один затухающий корень, описывающий колебания поверхности
струи, связанные с разрушением приповерхностного двойного электрического слоя
(разрушением упорядоченности полярных молекул в приповерхностном слое). При
достаточно больших зарядах (предпробойных в смысле зажигания коронного разря-
да в газовой среде) это решение становится неустойчивым, вследствие чего претер-
певает электростатическую неустойчивость вся поверхность. В используемой мате-
матической модели идеальной жидкости движение поверхности струи, появляюще-
еся при включении эффекта релаксации поверхностного натяжения, и декременты
затухания капиллярных волновых движений имеют чисто релаксационную природу.

Ключевые слова: заряженная струя, релаксация поверхностного натяжения, декре-
мент

DOI: 10.31857/S003282352306005X, EDN: HLMDPE

1. Введение. Эффект релаксации поверхностного натяжения полярной жидкости,
называемый также эффектом динамического поверхностного натяжения, заключает-
ся в изменении его величины между равновесным значением и некоторым макси-
мальным, достигаемым при разрушении приповерхностного двойного электрическо-
го слоя. Этот эффект основан на том, что ориентирующее действие поверхность жид-
кости оказывает на диполи отдельных молекул: в приповерхностном слое молекулы
выстраиваются отрицательно заряженными концами диполей молекул наружу [1, стр. 47],
в результате электростатического квадрупольно-дипольного взаимодействия. При
этом величина коэффициента поверхностного натяжения достигает наименьшего
значения. При силовом воздействии на поверхность жидкости упорядоченность ди-
полей разрушается, и величина коэффициента поверхностного натяжения, измеряе-
мого плотностью свободной энергии поверхности жидкости, увеличивается. Время,

УДК 532.612; 532.614
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необходимое для восстановления равновесной структуры приповерхностного слоя,
называется временем релаксации.

Сам эффект релаксации поверхностного натяжения начал исследоваться еще в на-
чале прошлого XX века (см., дискуссию [2, 3], и приведенные там ссылки).

Эффект динамического поверхностного натяжения изучается уже более ста лет [1–8],
но вопрос об изменении закономерностей распространения капиллярных приповерх-
ностных волн и потери ими устойчивости при его учете, остается открытым.

2. Физическая постановка задачи. Рассмотрим бесконечную струю радиусом R не-
сжимаемой, электропроводной жидкости с плотностью ρ, коэффициентом поверх-
ностного натяжения σ, движущуюся со скоростью  вдоль оси симметрии невозму-
щенной струи в вакууме. Для упрощения математических выкладок жидкость будем
считать идеальной. Примем, что в области пространства вокруг струи жидкости име-
ется электростатическое поле, вектор напряженности которого перпендикулярен не-
возмущенной цилиндрической свободной поверхности струи , что приводит
к появлению поверхностного заряда с поверхностной плотностью .

Все нижеследующее рассмотрение проведем в цилиндрической системе коорди-
нат , в которой ось  направлена вдоль оси симметрии невозмущенной струи, а
начало системы координат движется вместе со струей со скоростью струи.

В реальных (не идеализированных) условиях поверхность струи возмущена капил-
лярным волновым движением, возникающим уже в силу теплового движения мо-
лекул [9]. Амплитуда капиллярных волн теплового происхождения  определя-
ется соотношением , где  – постоянная Больцмана,  – абсолютная
температура [9]. Для большинства жидкостей амплитуда тепловых осцилляций 

не превышает  см.
Во введенной системе координат форма поверхности струи будет описываться

уравнением , движение жидкости будет определяться капиллярными
волнами на поверхности струи. Зададимся целью исследовать возможные движения
жидкости в описанной системе.

Примем также, что в жидкости реализуется эффект динамического поверхностного
натяжения. В экспериментах [4–8] найдено, что характерное время релаксации по-
верхностного натяжения различных жидкостей  (время установления упорядочен-

ности диполей на поверхности жидкости), составляет  с, а максимальное
значение динамического поверхностного натяжения  на четверть величины выше
его равновесного значения  [8]. Поэтому для численных оценок в нижеследующем

изложении примем значения:  с,  дин/см,  дин/см,  =
=  ≈ 17 дин/см, характерные для воды.

Принимая во внимание, что в результате разрушения двойного электрического
слоя коэффициент поверхностного натяжения изменяется от равновесного до макси-
мального значений, динамический коэффициент поверхностного натяжения 
можно представить в виде суммы величины коэффициента поверхностного натяже-
ния равновесной поверхности струи и добавки, связанной с разрушением упорядо-
ченности дипольных молекул в приповерхностном слое:

(2.1)

Временная зависимость (с характерным временем релаксации ) показывает, что в
начальный момент времени при полном разрушении порядка в ориентации припо-
верхностных диполей максимальное значение коэффициента поверхностного натя-
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жения составляет . Но по прошествии времени порядка  ориентация
диполей восстанавливается и поверхностное натяжение снижается до .

Как уже упоминалось выше эффект релаксации поверхностного натяжения жидко-
сти объясняется отклонением строения приповерхностной структуры мгновенно де-
формированной поверхности от ее равновесного состояния. Известно, что лапласов-
ское давление определяет связь между изменением давления  под искривленной
капиллярным волновым движением поверхностью жидкости с кривизной поверхно-
сти . Эффект релаксации приповерхностной структуры жидкости можно связать с
тем фактом, что жидкость при весьма коротких временах воздействия обладает как
вязкими, так и упругими свойствами [11]. В такой ситуации можно воспользоваться
известным для вязкоупругих жидкостей принципом суперпозиции Больцмана [10, 11],
согласно которому “текущее напряжение определяется суперпозицией откликов на
полный спектр приращений деформации”, то есть текущее напряжение определяется
всей историей деформации среды. Это позволяет записать соотношение, связываю-
щее мгновенное изменение капиллярного давления на поверхности жидкости  с
историей изменения ее кривизны  [10, 11]:

(2.2)

Подстановка (2.1) в (2.2) и применение прямого преобразования Фурье к результату
такой подстановки позволяет перейти от временной зависимости величины поверх-
ностного натяжения к частотной. В результате комплексный коэффициент поверх-
ностного натяжения  запишем в соответствие с известной формулой Максвелла [10]:

(2.3)

В (2.1), (2.3) введены обозначения:  – мнимая единица,  – характерное время ре-
лаксации (время, за которое мгновенно деформированный приповерхностный слой
жидкости возвращается в равновесное состояние),  – значение коэффициента по-
верхностного натяжения равновесной структуры поверхности жидкости (для нулевой
частоты),  – максимальное значение коэффициента поверхностного натяжения для
весьма высоких частот, соответствующих неравенству .

3. Математическая постановка задачи. Математическая постановка задачи для иде-
альной несжимаемой идеально проводящей жидкости будет состоять из уравнения
Эйлера

уравнения непрерывности:

уравнений Максвелла:

(3.1)

Граничные условия к выписанным уравнениям будут иметь вид:

на свободной поверхности электропроводной струи:
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кинематическое: .

динамическое: ;
условия на границе проводник–диэлектрик:

(3.2)

В выписанных соотношениях  – поле скоростей в объеме жидкости,  –
скорость на свободной поверхности струи,  – гидродинамическое давление в
объеме жидкости,  – давление на свободной поверхности струи,  –
напряженность приложенного электрического поля в объеме внутри и вне струи,

 – напряженность приложенного электрического поля на свободной поверх-
ности струи,  – атмосферное давление,  – давление сил поверхностного
натяжения;  – поверхностная плотность электрического заряда.

Решение задачи проведем в безразмерных переменных, в которых  = 1.
За всеми физическими величинами оставим прежние обозначения, а их численные
величины будут выражаться в долях своих характерных размеров.

Введем малый параметр : отношение максимальной амплитуды капиллярных волн
к радиусу струи: .

4. Дисперсионное уравнение без учета эффекта динамического поверхностного натяже-
ния. Раскладывая сформулированную задачу по малому параметру , несложно выде-
лить задачи нулевого и первого порядков малости [12].

Решение задачи нулевого порядка определяет невозмущенную цилиндрическую
струю, движущуюся вдоль оси симметрии со скоростью , с равномерно распределен-
ным по ее поверхности электрическим зарядом, создающим электростатическое поле
в окрестности струи, стремящееся к нулю при удалении от поверхности струи на бес-
конечность.

В первом порядке малости по  будем искать решение стандартными методами
(см., напр., [12, 13]).

В указанном приближении решения задачи (3.1), удовлетворяющие граничным
условиям (3.2), для возмущения границы раздела сред , и добавок к гидроди-
намическому потенциалу в струе , и к электрическому потенциалу  будем
искать в виде

где  – азимутальный параметр;  – частота капиллярных волн;  – волновое
число;  – начальная амплитуда;  – неизвестные коэффициенты;  и  –
модифицированные функции Бесселя первого и второго рода, порядка  [14].

Находя значения коэффициентов  и подставляя решения в систему граничных
условий задачи, можно получить дисперсионное уравнение для капиллярных волн с
произвольными азимутальными числами  на поверхности струи без учета эффекта
релаксации поверхностного натяжения:

(4.1)
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где штрих у функций Бесселя обозначает производную по аргументу;  – безразмер-
ный параметр, характеризующий устойчивость струи по отношению к заряду на ее по-
верхности.

5. Дисперсионное уравнение с учетом эффекта динамического поверхностного натяже-
ния. Дисперсионное соотношение с учетом динамического поверхностного натяже-
ния найдем по аналогии с [10, 15].

Перейдем к размерному квадрату частоты. Для этого необходимо квадрат безраз-

мерной частоты  умножить на квадрат масштаба обезразмеривания частоты:

(5.1)

где  – коэффициент поверхностного натяжения на нулевой частоте (статическое).
Поменяем в формуле (5.1) статическое поверхностное натяжение  на динамиче-

ское как это было сделано в [10, 15]:

(5.2)

где  и  – частота и характерное время релаксации, для получения которого в без-
размерной форме следует разделить его на масштаб измерения времени [T] =

= .
Подставив (5.2) в (5.1), получим размерную частоту с коэффициентом динамиче-

ского поверхностного натяжения.

Вновь вернемся к безразмерной частоте, используя масштаб обезразмеривания часто-

ты :

при  квадрат частоты стремится к “статическому” значению .
Введем новое обозначение , тогда дисперсионное уравнение с учетом эф-

фекта динамического поверхностного натяжения примет вид:

где  – определено (4.1).
Таким образом, полное дисперсионное соотношение с учетом динамического по-

верхностного натяжения принимает вид:

(5.3)
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Несложно видеть, что общая степень дисперсионного уравнения по сравнению
с (4.1) увеличилась на единицу, а кроме того некоторые его коэффициенты стали не
вещественными, а комплексными, что может существенно изменить решения.

Интересно отметить, что дисперсионное уравнение для струи зависит от азимуталь-
ного параметра  [16]. Этим струя отличается от капли, для которой дисперсионное
уравнение оказывается вырожденным по азимутальному параметру [17, 18]. Упомяну-
тое различие между каплей и струей не единственное: они по разному ведут себя в
смысле устойчивости по отношению к собственному электрическому заряду [17, 19] и
по отношению к спонтанному разбиению на капли [19–23].

Согласно [17] сферическая капля устойчива по отношению к собственному заряду
вплоть до очень больших его значений, оставаясь сферической. Критический для реа-
лизации неустойчивости заряд определяется критерием Рэлея:

При больших значениях параметра Рэлея , удовлетворяющих записанному выше
неравенству, капля вытягивается в фигуру типа сфероида вращения и сбрасывает около
четверти заряда и примерно пять процентов массы в виде струйки мелких капелек [20],
как это и наблюдается в экспериментах [20–22].

Качественно подобным образом ведут себя и незаряженные капли, помещенные в
сильное внешнее однородное электростатическое поле [22].

Струя ведет себя иначе. Она изначально неустойчива, например, для нулевой ази-
мутальной моды ( ) распадается на капли даже в отсутствии заряда [19], так как
поверхностная потенциальная энергия сил поверхностного натяжения струи больше
чем потенциальная энергия совокупности капель, имеющих суммарный объем, рав-
ный объему распадающегося на капли участка струи, и распад на отдельные капли
энергетически выгоден. Закономерности распада струи на отдельные капли зависят от
номера азимутальной моды, как это показано на рис. 1. Видно, что для азимутальной
моды с  имеет место последовательный отрыв капель с торца струи, для моды
с  свободный конец струи движется “хлыстообразно”, и капли отрываются с его
торца, а для  распад на капли происходит через выброс боковых дочерних стру-
ек, который начинается при очень больших значениях заряда (приходящегося на еди-
ницу длины струи), при которых зажигается коронный разряд у поверхности струи,
как это отмечается в экспериментах [23].

6. Численный анализ. Для более детального исследования влияния эффекта релакса-
ции поверхностного натяжения на закономерности реализации капиллярных волн на
струе и ее устойчивость построим по полученным дисперсионным уравнениям (4.1) и
(5.3) графики для первых трех азимутальных мод.

Значения физических величин, входящих в дисперсионное уравнение (5.3), приня-
ты следующими: радиус струи  мкм, плотность воды  г/см3, равновесное
статическое поверхностное натяжение воды  дин/см, неравновесное (макси-
мальное) поверхностное натяжение воды  дин/см, характерное размерное вре-

мя релаксации поверхностного натяжения воды  с.
Чтобы получить безразмерное время релаксации следует разделить  на масштаб обез-

размеривания времени. При принятых значениях физических величин получим безраз-
мерное значение . Безразмерный параметр  будет иметь величину .

7. Осесимметричная мода. На рис. 2,а в безразмерном виде приведены зависимости
вещественных и мнимых частей частоты от волнового числа осесимметричной
( ) капиллярной волны на поверхности струи без учета явления релаксации, то
есть рассчитанные по дисперсионному уравнению (4.1). Сплошными линиями нане-
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Рис. 1. Зарисовки режимов электродиспергирования жидкости в различных азимутальных модах по резуль-
татам экспериментов [23].

m = 0 m = 1 m = 2

сены вещественные части частоты (частоты капиллярных волн), а пунктирными –
мнимые: выше оси абсцисс инкремент нарастания возмущения на поверхности струи,
ниже оси абсцисс – декремент его затухания.

Как уже отмечалось, инкремент соответствует разбиению струи на капли [19]. Что
касается декремента (напомним, что речь идет об идеальной жидкости), то на рис. 2,а
при изменении  в диапазоне  он соответствует передаче энергии от нижней
ветви, с убывающей амплитудой возмущения, к ветви с растущей амплитудой, так как
жидкость идеальна, а внешних источников энергии для обеспечения роста ампли-
туды нет.

В диапазоне  имеются две ветви капиллярных волн: “1” и “2”, с нулевыми де-
крементами.

На рис. 2,б, по сравнению с рис. 2,а, учтена релаксация поверхностного натяжения,
приводящая во всем диапазоне изменения  к появлению ветви “3”, соответствующей
непериодическому убыванию возмущений на поверхности струи, а также остаются,
как и на рис. 2,а, ветви “1” и “2”. Графики на рис. 2,б рассчитаны по дисперсионному
уравнению (5.3). Ветвь “3” является чисто релаксационной, как и декременты затуха-
ния ветвей “1” и “2” (в диапазоне значений волновых чисел ) и роста инкремента –
ветви “1” (в диапазоне значений волновых чисел: ). Затухание соответствует
разрушению упорядоченности диполей в приповерхностном слое.

Известно [1, стр. 47], что ориентация диполей молекул воды в приповерхностном
слое не антипараллельная, как было бы при учете только дипольного взаимодействия,
а параллельная, что обеспечивается учетом и диполь-квадрупольного взаимодействия.
Иными словами, поверхность воды оказывает ориентирующее влияние на диполи во-
ды: они выстраиваются отрицательно заряженными концами наружу. Такая равновес-
ная ориентация диполей обладает определенной свободной энергией, определяющей
величину коэффициента поверхностного натяжения жидкости. Достаточно интенсив-
ная капиллярная волна на поверхности струи может разрушить упорядоченность ди-
полей, свободная энергия поверхности струи увеличится (так как поверхность станет
неравновесной), а с ней и величина коэффициента поверхностного натяжения.
За время порядка характерного времени релаксации  упорядоченность диполей са-
мопроизвольно восстановится потому, что при этом система переходит в равновесное
состояние с меньшей потенциальной энергией поверхности.

k ≤ ≤0 1k

> 1k

k

> 1k
< <0 1k

τr
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На рис. 2,б ветвь “2” при изменении волнового числа  в диапазоне , соответ-
ствует экспоненциально убывающему волновому движению, решение которого обла-
дает вещественной частью и малой отрицательной мнимой частью. В диапазоне

 эта ветвь соответствует декременту апериодического движения. Ветвь “1” в
диапазоне  соответствует экспоненциальному росту амплитуды возмущения.
Ветвь “3” соответствует чисто затухающему апериодическому движению возмущения
поверхности без действительной части во всем диапазоне изменения . Ветви “1” и
“2” имеют место в случае отсутствия динамического поверхностного натяжения, при
неменяющемся коэффициенте поверхностного натяжения. Ветвь “3” порождена
именно динамическим поверхностным натяжением и соответствует апериодическому
затуханию возмущений при разрушении упорядоченности диполей молекул воды.

Сама физическая картина снижения амплитуд капиллярных волн и возмущений на
поверхности струи идеальной полярной жидкости представляется следующей.

Равновесному состоянию поверхности струи воды соответствует такое, при кото-
ром диполи воды параллельны друг другу [1]. При этом свободная энергия сил поверх-
ностного натяжения минимальна [24]. Капиллярные волны на поверхности струи
имеют достаточно малую амплитуду и упорядоченности диполей не нарушают.

k ≥ 1k

≤ ≤0 1k
≤ ≤0 1k

k

Рис. 2. Графики, построенные по дисперсионным уравнениям для азимутальной моды с : a) ;
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При наличии внешних силовых воздействий на поверхность струи, например, при
движении струи относительно материальной среды, амплитуды капиллярных волн
вследствие реализации неустойчивости Кельвина–Гельмгольца увеличиваются.
В итоге капиллярные волны уже смогут разрушить упорядоченность диполей, и коэф-
фициент поверхностного натяжения воды увеличится [24] примерно на четверть [8],
то есть возрастет свободная потенциальная энергия поверхности жидкости.

Если радиус струи уменьшить вдвое, то безразмерное характерное время релакса-
ции примет величину , а график будет иметь вид, приведенный на рис. 2,в.
То есть в качественном отношении график на рис. 2,в полностью аналогичен рис. 2,б,
изменится лишь диапазон значений по вертикальной оси. Поскольку рисунки строят-
ся в безразмерном виде, то точно такой же вид, как рис. 2,в, будет иметь график, по-

строенный при  мкм и  с.

При  мкм и размерном характерном времени релаксации  с график
примет вид, приведенный на рис. 2,г. Видно, что декремент затухания ветвей “1” и “2”
по сравнению с рис. 2,в немного уменьшится.

В случае заряженной струи, картина корней дисперсионного уравнения останется
такой же, однако, область реализации затухающего капиллярного волнового движе-
ния смещается по оси абсцисс вправо, тем дальше, чем больше заряд, приходящийся
на единицу длины струи, см. рис. 2,д и рис. 2,е. Видно также, что при появлении на
струе заряда достаточной величины отдельные ветви начинают взаимодействовать
между собой с образованием новых ветвей.

Из рис. 2,а–е видно, что ордината начала третьей ветви (релаксационной) обратно
пропорциональна безразмерному характерному времени .

8. Хлыстообразная асимметричная мода. На рис. 3,а приведен график зависимости
частоты капиллярной волны от волнового числа для незаряженной струи с азимуталь-
ным числом  в отсутствии учета эффекта релаксации поверхностного натяжения,
рассчитанный по дисперсионному уравнению (4.1). Видно, что декременты ветвей “1”
и “2” равны нулю.

При учете эффекта релаксации поверхностного натяжения рассчитывать график
будем по уравнению (5.3) и он будет иметь вид, приведенный на рис. 3,б. По сравне-
нию с рис. 3,а на графике появилась ветвь “3”, а декременты ветвей “1” и “2”, равные
друг другу, стали отличным от нуля. Иными словами, при  имеются две ветви ка-
пиллярных волн: “1” и “2” (сплошные линии), с отличными от нуля и равными по ве-
личине декрементами (пунктирные линии “1, 2”). Это наталкивает на мысль, что де-
кременты капиллярных волн и чисто релаксационных движений все имеют релакса-
ционную природу.

На рис. 3,в–д приведены рассчитанные по (5.3) графики для заряженных струй, с
учетом динамического поверхностного натяжения. Из этих рисунков видно, что при
появлении заряда на струе область существования капиллярного волнового движения
смещается вдоль оси абсцисс в область больших значений волновых чисел (в область
более коротких волн). В окрестности начала координат (для длинных капиллярных
волн) вдоль оси абсцисс появляется растущая с увеличением величины заряда на еди-
ницу длины струи область апериодически растущей неустойчивости, что соответству-
ет отрыву капель. При дальнейшем увеличении величины заряда на струе отдельные
ветви начинают взаимодействовать между собой и появляются новые затухающие
волновые движения.

9. Электростатическая неустойчивость моды с . На рис. 4,а приведен график за-
висимости частоты капиллярных волн от волнового числа для незаряженной струи с
азимутальным числом  в отсутствии учета эффекта релаксации поверхностного

τ = 2.7r

= 10R −τ = 510r

= 100R −τ = 310r
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= 1m

> 0k
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натяжения, рассчитанный по дисперсионному уравнению (4.1). Видно, что инкремент
и декремент для незаряженной не релаксирующей струи равны нулю.

На рис. 4,б уже учтен эффект релаксации поверхностного натяжения, в итоге де-
кременты волнового движения стали отличными от нуля, и появилась еще одна
ветвь “3”, соответствующая чисто релаксационному затуханию возмущений поверх-
ности струи.

Появление заряда на струе (см. рис. 4,в) приводит к деформации и смещению вет-
вей дисперсионного уравнения: ветвь затухания капиллярных волн “1, 2” (соответству-
ющая мнимым значениям частот) уходит дальше в область отрицательных значений, т.е.
декремент увеличивается, а ветвь “3”, соответствующая апериодическим движениям,
поднимается вверх и при  почти доходит до оси абсцисс. При дальнейшем не-
значительном увеличении заряда, приходящегося на единицу длины струи, релакса-
ционная ветвь “3” частично переходит в область положительных значений мнимых
частей частот, то есть в неком диапазоне волновых чисел превращается из декремента
в инкремент неустойчивости, рис. 4,г. Точка, с которой начинается такой переход, ха-
рактеризуется значениями: , . При дальнейшем увеличении заряда
на струе эта тенденция перехода ветви “3” в область положительных ординат усилива-

= 2.9w

≈ 2.904w ≈ 0.789k

Рис. 3. Графики, построенные по дисперсионным уравнениям для азимутальной моды с ,  мкм:
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ется (рис. 4,д). Этот факт удивительно точно (с точностью до третьего знака после за-
пятой) совпадает с результатами работ [16, 25], в которых исследовались иными мето-
дами критические условия реализации электростатической неустойчивости азиму-
тальной моды струи с .

Таким образом, электростатическая неустойчивость азимутальной моды с 
начинается с перехода релаксационной ветви апериодических движений “3” из обла-
сти отрицательных ординат в область положительных.

Следует отметить, что в [16, 25] ставилась цель: определить критические условия
различных азимутальных мод струи, для более точного толкования результатов экспе-
риментов по электродиспергированию электропроводной жидкости в [23], но не было
цели связать неустойчивость с той, либо иной ветвью дисперсионного уравнения.

Заключение. Методами математического моделирования на упрощенной модели
исследуется влияние эффекта релаксации поверхностного натяжения полярной жид-
кости на закономерности реализации капиллярного волнового движения и развития
неустойчивости первых трех азимутальных мод капиллярных колебаний поверхности
заряженных идеальных несжимаемых электропроводных жидких струй. Оказалось,
что учет эффекта релаксации поверхностного натяжения приводит к повышению по-

= 2m
= 2m

Рис. 4. Графики, построенные по дисперсионным уравнениям для азимутальной моды с ,  мкм:
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рядка дисперсионного уравнения, у которого появляется еще один затухающий непе-
риодический корень релаксационной природы, который можно связать с разрушени-
ем упорядоченности диполей воды в приповерхностном двойном электрическом слое.
При достаточно больших электрических зарядах, приходящихся на единицу длины
струи, именно этот релаксационный корень становится неустойчивым.

В обнаруженном затухании интересно то, что оно имеет место в идеальной жидко-
сти. В используемой идеализированной модели релаксационное движение, появляю-
щееся при включении эффекта динамического поверхностного натяжения, инкре-
менты и декременты волновых движений имеют релаксационную природу.

Работа выполнена при финансовой поддержке Российского научного фонда (проект
19-19-00598 “Гидродинамика и энергетика капли и капельных струй: формирование,
движение, распад, взаимодействие с контактной поверхностью”, https://rscf.ru/proj-
ect/19-19-00598/).

СПИСОК ЛИТЕРАТУРЫ

1. Френкель Я.И. Теория явлений атмосферного электричества. Л.; М.: Гостехтеориздат, 1949.
155 с.

2. Бор Н. Определение коэффициента поверхностного натяжения воды методом колебания
струй // Нильс Бор. Избр. научн. тр. М.: Наука, 1970. С. 7–50. 584 с.

3. Бор Н. К определению коэффициента поверхностного натяжения воды свежеобразованной
поверхностности воды // Нильс Бор. Избр. научн. тр. М.: Наука, 1970. С. 5–59. 584 с.

4. Owens D.K. The dynamic surface tension of sodium dodecyl sulfate solutions // J. Colloid&Inter-
face Sci. 1969. V. 29. № 3. P. 496–501.

5. Kochurova N.N., Rusanov A.I. Dynamic surface properties of water: Surface tension and surface po-
tential // J. Colloid&Interface Sci. 1981. V. 81. № 2. P. 297–303.

6. Aytouna M., Bartolo D., Wegdam G., Bonn D., Rafai A. Impact dynamics of surfactant laden drops:
dynamic surface tension effects // Exper. in Fluids. 2010. V. 48. № 1. P. 49–57.

7. Nagata Y., Ohto T., Bonn M., Kuhne T. Surface tension of ab initio liquid water at the water-air in-
terface // J. Chem. Phys. 2016. V. 144. № 20. 204705.

8. Hauner I.M., Deblais A., Beattie J.K., Kellay H., Bonn D. The dynamic surface tension of water //
Phys. Chem. Lett. 2017. V. 8. P. 1599–1603.

9. Френкель Я.И. К теории Тонкса о разрыве поверхности жидкости постоянным электриче-
ским полем в вакууме // ЖЭТФ. 1936. Т. 6. № 4. С. 348.

10. Быковский Ю.А., Маныкин Э.А., Нахутин И.Е., Полуэктов П.П., Рубежный Ю.Г. Спектр по-
верхностных колебаний жидкости с учетом релаксационных эффектов // ЖТФ. 1976. Т. 46.
Вып. 10. С. 2211–2213.

11. Кристенсен Р. Введение в теорию вязкоупругости. М.: Мир, 1974. 338 с.
12. Григорьев А.И., Михеев Г.Е., Ширяева С.О. Электростатическая неустойчивость поверхности

объемно заряженной струи диэлектрической жидкости, движущейся относительно мате-
риальной среды // Изв. РАН. МЖГ. 2017. № 5. С. 3–14. 
DOI: 10.7868/S0568528117050012

13. Левич В.Л. Физико-химическая гидродинамика. М.: Физматгиз, 1959. 700 с.
14. Абрамовиц М., Стиган И. Справочник по специальным функциям. М.: Наука, 1979. 830 с.
15. Левачева Г.А., Маныкин Э.А., Полуэктов П.П. О спектре колебаний форм мицеллярной ча-

стицы // Изв. АН СССР. МЖГ. 1985. № 2. С. 17–22.
16. Григорьев А.И., Ширяева С.О. Электростатическая неустойчивость высоких азимутальных

мод заряженной струи // Изв. РАН. МЖГ. 2021. № 3. С. 48–55. 
DOI: 10.31857/S0568528121030051

17. Rayleigh. On the equilibrium of liquid conducting masses charged with electricity // Phil. Mag.
1882. V. 14. P. 184–186.

18. Ландау Л.Д., Лифшиц Е.М. Гидродинамика. М.: Наука, 1986. 736 с.
19. Ширяева С.О., Григорьев А.И. Спонтанный распад струй. Ярославль: Изд. ЯрГУ им. П.Г. Де-

мидова, 2012. 204 с.



1026 ГРИГОРЬЕВ и др.

20. Schweizer J.W., Hanson D.N. Stability limit of charged drops // J. Colloid&Interface Sci. 1971.
V. 35. № 3. P. 417–423.

21. Duft D., Achtzehn T., Muller R. et al. Rayleigh jets from levitated micro droplets // Nature. 2003.
V. 421. P. 128.

22. Grimm R.L., Beauchamp J.L. Dynamics of field-induced droplet ionization: time-resolved studies
of distortion, jetting, and progeny formation from charged and neutral methanol droplet exposed to
strong electric fields // J. Phys. Chem. B. 2005. V. 109. P. 8244–8250.

23. Cloupeau M., Prunet Foch B. Electrohydrodynamic spraying functioning modes: a critical review //
J. Aerosol Sci. 1994. V. 25. № 6. P. 1021–1035.

24. Френкель Я.И. Кинетическая теория жидкостей. Л.: Наука, 1975. 592 с.
25. Григорьев А.И. Электростатическая неустойчивость сильно заряженной струи электропро-

водной жидкости // ЖТФ. 2009. Т. 79. Вып. 4. С. 36–45.

Effect of Surface Tension Relaxation on the Stability of the Charged Jet
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In the asymptotic calculations of the first order of smallness by the dimensionless amplitude
of capillary waves on the surface of charged jets of polar liquid, the effect of the relaxation ef-
fect of surface tension on the regularities of their implementation is investigated. Calcula-
tions are carried out on the model of an ideal non-compressible electrically conductive f luid.
It has been shown that taking into account the effect of dynamic surface tension leads to an
increase in the order of the dispersion equation, which has another damping root, which is
obliged to destroy the near-surface double electric layer (destruction of the ordering of polar
molecules in the near-surface layer), which undergoes electrostatic instability at sufficiently
large charges (pre-breakdown in the sense of ignition of corona discharge in air). In the ideal
fluid mathematical model used, the relaxation motion of the jet surface disturbances that
occurs when the surface tension relaxation effect is turned on and the attenuation decre-
ments of capillary wave motions are purely of a relaxation nature.

Keywords: charged jet, surface tension relaxation, decrement
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Экспериментально и теоретически исследован процесс квазиодномерного растека-
ния пятен нефтепродуктов по поверхности воды. В основе теоретической модели ле-
жит приближенное уравнение, полученное при использовании законов сохранения
массы разлившегося продукта и полной энергии системы. Представлены прибли-
женные решения этого уравнения и результаты экспериментальных исследований
по растеканию в узком протяженном контейнере машинного масла и сырой нефти,
и показано их хорошее соответствие теории. Проведено сравнение с процессом дву-
мерного осесимметричного растекания пятна таких же нефтепродуктов.

Ключевые слова: моделирование, квазиодномерное растекание, машинное масло, сы-
рая нефть, коэффициент сопротивления формы

DOI: 10.31857/S0032823523060061, EDN: GYYKUG

1. Введение. Экспериментальному и теоретическому изучению растекания нефти и
нефтепродуктов посвящена обширная научная литература, из которых к наиболее из-
вестным относятся работы [1–8]. Упомянутые работы содержат, ставшее почти обяза-
тельным, сравнение экспериментальных результатов с теоретическими предсказания-
ми, что связано с полуэмпирической природой математических моделей распростра-
нения. По этой причине необходимо проведение более глубокого изучения модели
распространения, самая продвинутая версия которой, достигнутая в [6], все еще недо-
статочно точна для требуемого уровня понимания процессов, происходящих при рас-
пространении нефтепродуктов в различных природных условиях. Представленная в
[9] простая модель осесимметричного радиального растекания, основанная на иссле-
довании динамики полной энергии системы “вода–нефтепродукт”, показала хорошее
совпадение экспериментальных и теоретических результатов. В большинстве есте-
ственных ситуаций разливы нефтепродуктов происходят на двумерной поверхности
(открытые водные пространства заливов, озер, морей и т.д.), но также возможны и
особые условия (каналы, реки, узкие аквариумы и т.д.), когда поверхность разлива
можно считать одномерной [7, 8]. В данной работе представлена, основанная на энер-
гетическом подходе, упрощенная математическая модель, позволяющая исследовать
основные динамические параметры такого типа растекания. При этом химический
состав и все термодинамические параметры сред считаются постоянными величина-
ми, масса растекающегося пятна предполагается неизменной, все среды однородны,
изотропны и несжимаемы.

УДК 532.5
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2. Квазиодномерное растекание нефтепродукта. Ниже представлен приближенный
расчет параметров разлива, в основу модели которого положена форма нефтяного
пятна в виде полосы, ширина  которой постоянна, а его длина  вдоль оси  и
толщина  вдоль оси  являются функциями времени. Полоса и нижележащая вода
ограничены непроницаемой стенкой при . Структура течения нефти внутри по-
лосы такова, что в надводной части жидкие частицы нефти движутся вниз и от стенки,
а в нижней части – вверх и от стенки. Этот тип течения находится в соответствии с
движением поверхностей пятна при разливе: верхняя граница (граница раздела
“нефть–воздух”) движется вниз, а нижняя (граница раздела “нефть–вода”) движется
вверх.

Для описания энергетических соотношений системы “нефть–вода” используется
модель нефтяного пятна, помещенного на поверхность воды, содержащейся в призме
ширины  и длины . Изначально, при отсутствии нефти, глубина воды была равна .
Пусть в некоторый момент времени длина нефтяного пятна равна , а толщина – .

Координаты верхней и нижней границ нефтяного пятна в момент времени  зада-
ются величинами , так что толщина пятна

(2.1)

а его длина равна . Уровень свободной поверхности воды в этот момент времени
обозначен символом . Один из параметров проблемы – объем нефтяного пятна

(2.2)

который остается неизменным в течение всего времени разлива.
Исходя из закона сохранения объема воды

(2.3)

и закона Архимеда

(2.4)

получаются необходимые соотношения

(2.5)

где , .

При  соотношения (2.5) приобретают вид

(2.6)

Обратимся теперь к расчету энергетических характеристик системы. В постоянном
поле силы тяжести потенциальная энергия системы, изображенной на рис. 1, с уче-
том (2.6) определяется соотношением

(2.7)

Поверхностная энергия задается выражением

(2.8)

где  – коэффициент поверхностного натяжения на границе раздела -й и -й сред.
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Кинетическая энергия системы складывается из кинетической энергии нефти и во-
ды и имеет вид

(2.9)

где  и  – поля скорости в нефти и воде соответственно.
Скорость вязкой диссипации энергии в системе задается выражением

(2.10)

где , причем элементы тензора вязких напряжений вычисляются
для -той среды.

Таким образом, имеет место

(2.11)

В выражениях (2.7) и (2.8) величины  и  описывают потенци-
альную и поверхностную энергии воды до помещения на нее нефтяного пятна. Отбра-
сывание этих членов и перенос начала оси  на исходную поверхность воды, и, с уче-
том того, что протяженность акватории существенно больше протяженности разлива,
устремляя размер системы к бесконечности ( ), а также вводя для со-
кращения записи обозначение , получаем окончательные выражения для
энергетических характеристик одномерного нефтяного разлива

(2.12)

где  – масса нефти, постоянная величина,

(2.13)

где  – капиллярная постоянная контактной линии
“нефть–вода–воздух”
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Рис. 1. Модель расчета энергетического состояния системы.
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(2.14)

(2.15)

Уравнение динамики энергии системы имеет вид

(2.16)

Для того, чтобы система уравнений (2.1), (2.2), (2.11)–(2.16) приводила к конструк-
тивным результатам, необходимо задаться моделью поля скорости в нефти и воде.

Поле скорости в нефти должно удовлетворять граничным условиям вида
(2.17)

(2.18)

где точка над символом обозначает производную по времени.
Распределение скорости в нефти с учетом вязкого увлечения воды задается выраже-

нием [9]

(2.19)

а в воде распределение скорости при  имеет вид

(2.20)

где введены обозначения

(2.21)

Расчет кинетической энергии по соотношению (2.14) дает величину главного члена
(без учета той части кинетической энергии воды, которая обусловлена сопротивлени-
ем формы нефтяного пятна)

(2.22)

Мощность производства кинетической энергии воды за счет сопротивления формы
нефтяного пятна при его растекании определяется выражением

(2.23)
где  – коэффициент сопротивления формы.

Анализ составляющих уравнения (2.16) и использование приближений, подобных
тем, которые были проведены в случае с азимутально симметричным пятном [9], при-
водят к уравнению вида

(2.24)
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где введены обозначения

(2.25)

В качестве начальных условий для уравнения (2.24) выбираются значения длины
разлива  и скорости его края  в некоторый начальный момент времени

(2.26)

I. Сначала рассматривается случай разлива конечных размеров, когда . По-
ложение равновесия задается величиной .

I.1. Начальные моменты времени разлива. В этом случае толщина нефтяного пятна 
существенно больше капиллярной постоянной  и последним членом в уравнении (2.24)
можно пренебречь, так что справедливо приближенное уравнение

(2.27)

решение которого имеет вид

(2.28)

где .
На малых временах оба соотношения (2.28) описывают единое поведение размера

нефтяного пятна во времени

которое определяется относительными вкладами гравитационных, инерциальных эф-
фектов и явлением сопротивления формы нефтяного пятна.

I.2. Вблизи положения равновесия решение принимает вид

(2.29)

где .
II. Теперь рассматривается случай разлива неограниченных размеров, когда

. Положение равновесия отсутствует.
II.1. Начальные моменты времени разлива. В этом случае так же, как и в случае I.1

толщина нефтяного пятна  существенно больше капиллярной постоянной  и иско-
мое решение совпадает с решением (2.28).

II.2. На больших временах, когда , в уравнении (2.24) можно пренебречь

членом , в результате чего это уравнение приобретает вид
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Пусть в некоторый “начальный” момент времени  (отличающийся от началь-
ного момента разлива, чтобы выполнялось условие ) и при  выполняют-
ся условия

(2.31)

Тогда решение задачи (2.30, 2.31) представимо в форме

(2.32)

причем, согласно выражению для скорости роста разлива, получаемого дифференци-
рованием (2.32)

(2.33)

на больших временах имеет место линейное приращение площади разлива, что отли-
чается от экспоненциального приращения площади аксиально симметричного нефтя-
ного пятна [9, 10].

3. Экспериментальные результаты и сравнение с аналитической моделью. В экспери-
менте использовалось машинное масло Volga M8B-SAE 20 API (  кг/м3,

 м2/с, при температуре ) и сырая нефть Мамонтовского ме-

сторождения (  кг/м3,  м2/с, при температуре ). В
опытах использовался пластиковый контейнер (0.29 × 0.08 × 0.08 м), который запол-
нялся дегазированной водой, температурой .

Экспериментальный метод включал нанесение различных количеств (5, 10, 15 мл)
моторного масла Volga M8B-S AE 20 API и сырой нефти Мамонтовского месторожде-
ния на поверхность воды площадью 37.35 см2, ограниченной пластиковой перегород-
кой, после устранения которой, растекание происходит только в одном направлении.

На фотографии рис. 2 показана экспериментальная кювета, заполненная водой с
нефтью (темная область в левой части кюветы) в первые моменты времени после
устранения ограничивающей перегородки.

Ход экспериментов записывался с помощью цифровой камеры в автоматическом
режиме, съемка велась с частотой 360 кадров в минуту, а полученные последователь-
ности кадров обрабатывались и анализировались. Положение пятна нефтепродуктов
регистрировали с использованием метода фотометрии обработанных изображений,
полученных из исходных кадров методами пакетной обработки.

Рис. 3,а иллюстрирует поведение размера пятна нефтепродукта в случае, когда вы-

полняется условие  (машинное масло) и возможно положение равно-
весия. Здесь и далее экспериментальные результаты представлены после численной
обработки методом [11], устраняющим погрешности измерений при наличии различ-
ных временных масштабов, проявляющихся в исследуемом явлении. Рис. 3,а показы-
вает хорошее качественное совпадение теоретических и экспериментальных данных
изменения площади масляного пятна. Количественное сравнение результатов крайне
затруднено отсутствием необходимых численных значений физических характери-
стик нефтепродуктов, так как производители машинных масел и нефти не могут их
предоставить. По этой же причине не указаны количественные отсчеты на теоретиче-
ских графиках.
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Рис. 2. Фото экспериментальной кюветы с нанесенной на воду нефтью и убранной перегородкой.

Рис. 3 а: Ограниченный рост пятна машинного масла. – сплошная кривая; б: Неограниченный рост пятна
сырой нефти. – сплошная кривая слева а: теория (2.28); б: теория (2.32) для больших времен; справа наборы
измерительных экспериментальных точек.
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формы нефтяного пятна при его распространении по поверхности воды. Необходимо
отметить, что в рассмотренных случаях характер поведения размера пятна качествен-
но совпадает с поведением площади нефтяного пятна при аксиально симметричном
разливе [9, 10].

Результаты теоретических расчетов и экспериментов с сырой нефтью приведены на
рис. 3,б. В экспериментах отклонение закона роста площади пятна от линейного на
конечных этапах разлива (рис. 3,б) связано с приближением края пятна к концу экс-
периментального контейнера, где структура течения в воде заведомо отличается от
теоретической модели, в которой контейнер имеет неограниченные размеры.

Сравнение графиков рис. 3,б показывает совпадение теоретических и эксперимен-
тальных результатов – на основной и завершающей стадиях роста нефтяного пятна
увеличение его площади происходит по линейному закону, в отличие от экспоненци-
ального закона роста, наблюдаемом при двумерном осесимметричном разливе [9, 10].

Заключение. Подобно двумерному осесимметричному растеканию квазиодно-
мерное растекание проявляет наличие тех же характерных режимов: ограничен-
ное растекание с монотонным или колебательным характером стремления к пре-
дельному размеру пятна машинного масла и неограниченное растекание сырой
нефти.

В отличие от неограниченного двумерного осесимметричного растекания сырой
нефти, когда скорость роста площади пятна подчиняется экспоненциальному за-
кону [9, 10], в одномерном случае имеет место линейная зависимость площади от
времени.

Работа выполнена в рамках госзадания FFGN-2023-0006.
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One-Dimensional Spreading of Petroleum Products on the Surface of the Water
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The process of quasi-one-dimensional spreading of oil product spots on the water surface
has been experimentally and theoretically investigated. The theoretical model is based on an
approximate equation obtained using the laws of conservation of the mass of the decom-
posed product and the total energy of the system. Approximate solutions of this equation
and the results of experimental studies on the spreading of machine oil and crude oil in a
narrow extended container are presented, and their good compliance with the theory is
shown. A comparison is made with the process of two-dimensional axisymmetric spreading
of a spot of the same petroleum products.
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Ледяной покров моделируется тонкой упругой изотропной пластинкой, плавающей
на поверхности жидкости конечной глубины. По поверхности пластины перемеща-
ется источник возмущений. Получены значения критических скоростей, при кото-
рых меняется характер волнового возмущения. Определены угловые зоны, в кото-
рых распространяются волны. Исследовано влияние скорости перемещения источ-
ника возмущений, толщины ледяной пластины, сил сжатия и растяжения на
амплитуды образующихся волн.

Ключевые слова: упругая пластина, ледяной покров, изгибно-гравитационные волны,
критическая скорость
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1. Введение. В зимний период многие реки, озера и водоемы Крайнего Севера, Си-
бири и Дальнего Востока покрываются ледяным покровом. Создаются условия для
организации на них ледовых дорог и переправ для доставки по ним грузов. Одна из са-
мых известных ледовых дорог была создана во время Великой Отечественной войны
на Ладожском озере для доставки по ней грузов в осажденный Ленинград. Группа уче-
ных под руководством Кобеко П.П., проведя серию экспериментов, разработала реко-
мендации по движению транспортных средств по ледяному покрову [1]. Ими была
предписана определенная скорость движения автомобилей, чтобы избежать явления
резонанса, вызванного изгибно-гравитационной волной.

На северо-западе Канады находится одна из самых опасных зимних дорог мира –
Tuktoyaktuk Winter Road или Mackenzie Ice Road. Она пролегает частично по замерз-
шему руслу реки Маккензи, частично по замерзшему морю Бофорта. Самый длинный
в мире автозимник находится в Чукотском автономном округе. Он проложен по льду
Восточно-Сибирского моря и соединяет город Певек с селом Айон. Протяженность
его составляет 120 км.

С другой стороны необходимость продления навигации на замерзающих водных
путях ставит задачу разрушения ледяного покрова. Для этих целей используются суда
на воздушной подушке, которые, двигаясь с определенной скоростью, создают усло-
вия для разрушения ледяного покрова. К одним из первых работ, посвященных этой

УДК 539.3:532.5
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проблеме, можно отнести работы [2, 3]. Дальнейшие исследования в этом направле-
нии были продолжены Козиным В.М. и его учениками [4–6].

Исследования плавающего ледяного покрова при движении по нему различного
рода нагрузок строятся в зависимости от того, является ли разрушение льда желатель-
ным или нежелательным. Возникает необходимость исследований поведения ледяно-
го покрова при движении по нему источника возмущений. Важно знать поведение ле-
дяного покрова в зависимости от скорости перемещения нагрузки, знать критические
скорости, при которых возможно разрушение ледяного покрова.

Первый систематический подход, посвященный исследованию реакций бесконеч-
ной пластины, плавающей на поверхности жидкости конечной глубины Н, от воздей-
ствий на нее различного рода нагрузок, принадлежит Хейсину Д.Е. [7]. Он проанали-
зировал прогибы пластины, вызванные равномерно движущейся нагрузкой, и пока-
зал, что в случае плоской деформации существует две критические скорости.

Дальнейшее исследование трехмерных изгибно-гравитационных волн, вызванных
движущимися возмущениями, нашло свое отражение в работах [8–11] и многих других.

Одними из первых зарубежных работ, посвященных исследованию изгибных волн
в плавающих ледяных покровах, вызванных движущимися нагрузками, были работы
Wilson J.T. [12, 13]. В коллективной монографии [14] приводится анализ и библиогра-
фия основных работ зарубежных авторов вплоть до 1995 года, посвященных переме-
щению грузов по ледяному покрову. Среди последних исследований по этой теме
можно отметить работы: [15–22].

Исследованию колебаний сплошного ледяного покрова при воздействии на него изгиб-
но-гравитационных волн от движущихся погруженных тел посвящены работы [23–30].
В монографии [23] проанализирована возможность использования подводных судов
для разрушения ледяного покрова. Приводятся результаты экспериментальных иссле-
дований. Изучено [24] влияние скорости движения погруженного тела, толщины пла-
вающего льда, сжимающих и растягивающих усилий на распределение прогибов в ле-
дяном покрове. Исследован [25] докритический режим движения диполя (сферы),
при котором ледяной покров не совершает колебательные движения. Рассмотрена [26]
плоская задача о движении диполя в жидкости с плавающим ледяным покровом при
движении его со сверхкритическими скоростями. Монография [27] посвящена экспе-
риментальным исследованиям разрушения ледяного покрова изгибно-гравитацион-
ными волнами от движения подводных судов. Эксперименты проводились в опыто-
вом ледовом бассейне Приамурского государственного университета им. Шолом-
Алейхема. Экспериментально и теоретически исследовалось [28] влияние глубины
опытового бассейна на прогибы ледяного покрова при движении модели под ним.
При проведении экспериментов ледяной покров получался путем замораживания по-
верхностного слоя воды, либо использовался резиновый лист, плавающий на поверх-
ности жидкости. В монографии [29] кроме экспериментальных исследований изложе-
ны результаты численного и теоретического моделирования движения погруженного
тела в приповерхностной водной среде, как для свободной поверхности, так и при на-
личии ледяного покрова. Изучено [30] движение сферы в жидкости бесконечной глу-
бины под плавающим ледяным покровом при неравномерном его сжатии. Анализиру-
ется величина прогиба льда в зависимости от его толщины, скорости движения и глу-
бины его погружения, а также направления движения.

Настоящая работа посвящена исследованию влияния скорости перемещения ис-
точника возмущений, сил сжатия и растяжений, а также толщины ледяного покрова
на амплитуды трехмерных изгибно-гравитационных волн. Проведено [31] исследова-
ние в случае отсутствия сил сжатия и растяжения.

2. Постановка задачи. На поверхности идеальной несжимаемой жидкости конечной
глубины плавает ледяной покров, который моделируется тонкой упругой изотропной
пластиной, по поверхности которой перемещается источник возмущений вида:

(2.1)= = + v0 1 1( , );p p f x y x x t
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В горизонтальных направлениях пластина и жидкость не ограничены. Считая дви-
жение жидкости потенциальным, а скорости движения частиц и прогиб пластины ма-
лыми, в системе координат x1, y, связанной с движущейся областью давлений (2.1), за-
дача сводится к решению уравнения Лапласа для потенциала скорости ϕ

(2.2)

с граничными условиями:

(2.3)

где , , , , , , , ρ –

плотность жидкости, E, h, ρ1, μ – модуль нормальной упругости, толщина, плотность
и коэффициент Пуассона пластинки, Q – сжимающее усилие, ζ – возвышение по-
верхности пластина–жидкость. Здесь и далее у х1 опущен индекс 1.

3. Аналитическое решение задачи. Применяя для решения задачи (2.2)–(2.3) инте-
гральное преобразование Фурье по горизонтальным координатам, получим следую-
щее интегральное представление для прогиба пластинки – возвышения поверхности
пластина-жидкость:

(3.1)

где , , ,

, , , , , ,
– трансформанта Фурье функции .

Рассмотрим случай, когда сжимающие усилие удовлетворяют условию , где

,  – положительный корень уравнения , а  имеет вид:

Для  существенно меняется структура волнового движения. За источ-
ником возмущений происходит наложение волн [32].

Заменим путь интегрирования во втором интеграле (3.1) на контур L, идущий по
действительной оси от  до  с обходом полюсов  и  в ком-
плексной плоскости  по малым полуокружностям снизу и сверху соответственно, что
обеспечивает выполнение условия излучения для прогиба ледяного покрова ζ и по-

тенциала скорости течения жидкости ϕ. Здесь , . Так как
подынтегральное выражение в (3.1) на отрезках  и  не имеет особенностей,
то, применяя последовательно метод стационарной фазы и интегрирование по ча-
стям, получим:

(3.2)

Δϕ = − < < −∞ < < ∞0; 0, ,H z x y

∂ ζ ∂ϕ∇ ζ + Δ ζ + χ + ζ + = − =
∂∂

2
4 2

1 1 1 12 ( , ) при 0lD Q p f x y z
g xx
v

v

∂ϕ ∂ϕ ∂ζ= = − = =
∂ ∂ ∂

0 при , при 0,z H z
z z x

v

=
ρ1
DD
g

=
ρ1
QQ
g

ρχ =
ρ

1
1

h
g

=
− μ

3

212(1 )
EhD =

ρ
0

1
pp
g

∇ = Δ4 2
l

∂ ∂Δ = +
∂ ∂

2 2

2 2l
x y

( )
π∞

− −

−π

 
ζ = τ γ = θ − γ θ  π π 

 
3 2

1 1
1 0

0 2

1 1Re *( ) ( ) ( , , ) , exp cos( ) ,
2 2

p r f r M r I r R dr I k irR d

τ = − +2 4 1/2
1 1((1 ) ( ))Q r D r M r −= + χ 1

1( ) (1 th ) thM r rg rg rH rH = +2 2 1/2( )r m n

= +2 2 1/2( )R x y = θcosm r = θsinn r = γcosx R = γsiny R = θ − τv0 cosk r
*( )f r ( )f R

<1 0Q Q

=0 1 4( )Q q r 4r =1'( ) 0q r 1q
− −= + + +2 4 4 1

1 1 2 1 3 2 3((1 ) 4 )( 2 )q r D r q D q r q q
−= + = + χ2

2 3 1th (ch ) , (1 th ) thq rH rH rH q rg rH rH

< <0 1 12Q Q D

θ = − π 2 θ = π3 2 θ = θ1 θ = θ2

θ

θ = τ1,2 0arccos −τ = τv
1

0 ( )r

1[0, ]r ∞2[ , ]r

− − 
ζ = τ γ +  π  


2

1

1 1
1

1 Re *( ) ( ) ( , , ) ( )
2

r

r
p r f r M r I r R dr O R
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, (3.3)

здесь r1 и r2 – вещественные корни уравнения .
Вычислим контурный интеграл (3.3) с учетом знаков выражения  на

малых полуокружностях, обходящих точки , и подставим в (3.2). Затем, приме-
няя для вычисления интеграла (3.2) метод стационарной фазы, получим, что в зависи-
мости от скорости перемещения нагрузки на границе раздела пластина-жидкость об-
разуется от одной до трех систем изгибно-гравитационных волн с амплитудой затуха-
ния как R–1/2:

где , , ,

,  – функция Бесселя, b – радиус круга, по площади которого рав-
номерно распределена нагрузка,  – действительные корни уравнения ,

.

Здесь ,  – единственный положительный корень уравнения ,

, , r3 – действительный корень уравнения
, , где  – минимальное значение фазовой скорости изгибно-гравита-

ционной волны,  – скорость, при которой совпадают фазовые скорости изгибно-
гравитационной, упругой и гравитационной волн,  – максимальное значение фа-
зовой скорости гравитационной волны.

В табл. 1 приведены значения критических скоростей  и , при которых меняется
характер волнового возмущения. Здесь и далее для количественной оценки числен-
ные расчеты проводились для следующих параметров ледяного покрова и жидкости:

 Н/м2, ,  кг/м3,  кг/м3, h = 0.2 м, Н = 100 м, b = 2 м.
Таким образом:

(3.4)

(3.5)

(3.6)

−= θ − γ θ
π 

11 exp( cos( )
2 L

I k irR d

τ =0' ( ) 1r
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θ = θ1,2

−

−

−

−

 < <

ζ + < <ζ = 
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(3.7)

Здесь , ,  – значения угловых зон, в которых распространяются волны, находят-
ся по следующим формулам:

,  – действительные корни уравнения , , α1 = α4 =
= , при , , при .

4. Анализ полученных результатов. На рис. 1–7 приведено распределение амплитуд
изгибно-гравитационных волн. Шкала делений по осям координат х и у дана в метрах.
Отклонение изолиний амплитуд волнового движения дано в миллиметрах.

При  волны с амплитудой затухания как R–1/2 не образуются – (3.4). Отклоне-
ние не волнообразно и напоминает статический прогиб как при стационарной нагрузке.

При  образуется изгибно-гравитационная волна  – (3.5). На рис. 1–2
представлено распределение амплитуды этой волны для сил растяжения и сжатия со-
ответственно. Волны, распространяющиеся впереди источника, более короткие и их
амплитуда меньше амплитуды более длинных волн, распространяющихся за источни-
ком. При движении источника со скоростью близкой к  максимум амплитуды нахо-
дится по трассе движения (рис. 1). При увеличении скорости максимум смещается от
трассы (рис. 2), и при  максимальное значение амплитуды будет на лучах

 и . Увеличение сил растяжения увеличивает амплитуду волны
, а увеличение сил сжатия и толщины ледяного покрова уменьшает ее.

При  образуются три системы изгибно-гравитационных волн – , ,
 (3.6). Волны  распространяются впереди источника, а  и  за источником воз-

мущений внутри угловых зон  и  соответственно. Упругая волна
 распространяется в угловой зоне .
На рис. 3–5 приведены амплитуды поперечной волны  (рис. 3), продольной 

(рис. 4) и упругой волны  (рис. 5).

−

−

−

 ≤ γ ≤ γ
> ζ = ζ + ζ + γ ≤ γ ≤ γ
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<v v0

< <v v v0 1 ζ3
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ζ3 ζ3 ζ1 ζ2

−γ ≤ γ ≤ γ1 1 γ ≤ γ ≤ γ2 1

ζ3 γ ≤ γ ≤ π − γ2 22
ζ1 ζ2

ζ3

Таблица 1. Значения критических скоростей  и  для сил сжатия и растяжения

Q = 
 (м/с)  (м/с)

h = 0.2 м h = 0.5 м h = 0.2 м h = 0.5 м

–1.5 10.2 14.4 18.7 23.4

–1.0 9.6 13.6 17.4 22.6

–0.5 8.9 12.5 15.8 21.3

0 8.1 11.3 14.0 19.4

0.5 7.2 9.9 12.3 16.6

1.0 6.0 8.2 10.0 13.6

1.5 4.2 6.4 6.3 8.6

v0 v1

ρk D g
v0 v1

ρD g

ρD g

ρD g

ρD g

ρD g

ρD g
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Амплитуда поперечной волны  меньше амплитуды продольной  и упругой 
волн. Силы сжатия и растяжения существенного влияния на амплитуды волн  и 
не оказывают. При увеличении сжимающих усилий амплитуда упругой волны 
увеличивается и уменьшается при увеличении сил растяжения. Увеличение тол-
щины ледяного покрова уменьшает амплитуды волн ,  и не оказывает суще-
ственного влияния на амплитуду волны . Наибольшее влияние на амплитуды волн
оказывает скорость перемещения нагрузки. Увеличение скорости уменьшает ампли-
туды всех трех волн.

ζ1 ζ2 ζ3

ζ1 ζ2

ζ3

ζ2 ζ3

ζ1

Рис. 1. Амплитуда изгибно-гравитационной волны ζ3 для  м/с, , 
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Рис. 2. Амплитуда изгибно-гравитационной волны ζ3 для  м/с, , 
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Рис. 3. Амплитуда поперечной волны  для  м/с, , 
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Рис. 4. Амплитуда продольной волны  для  м/с, , 
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Рис. 5. Амплитуда упругой волны  для  м/с, , 

50

100

150

y

x
0

2001000�40 300

30

30

40
�50

�20
�20

�20

�20

�10

�10

�10
�10

20
20

20
20

30

10

10

10

10

�30
�40

�25

ζ3 =v 20 < <v v1( )gH =1 1Q D



1044 МАЛЕНКО, ЯРОШЕНКО

При  образуются две системы волн – продольные  и упругие  – (3.7).
На рис. 6 и 7 приведены амплитуды продольной  и упругой  волн соответственно.

Продольные волны  распространяются за источником возмущений в угловой зо-
не , а упругие волны  впереди источника возмущений в области

. Увеличение сил сжатия, растяжения и толщины ледяного покрова на ам-
плитуду волны  существенного влияния не оказывает. Амплитуда упругой волны
уменьшается при увеличении сил растяжения и толщины ледяного покрова. При уве-
личении сил сжатия амплитуда волны  увеличивается. С увеличением скорости дви-
жения источника возмущений, амплитуды волн  и , как и при ,
уменьшаются.

Заключение. Наибольший интерес для практических целей имеют критические ско-
рости  и . Транспортное средство при перемещении по ледяному покрову должно
двигаться со скоростью либо меньше , либо больше , чтобы избежать разрушения
льда. С другой стороны для разрушения ледяного покрова судно на воздушной подуш-
ке должно двигаться с критической скоростью  или . Амплитуды образующихся
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γ ≤ γ ≤ π3

ζ2

ζ3

ζ2 ζ3 < <v v1 gH

v0 v1

v0 v1

v0 v1

Рис. 6. Амплитуда продольной волны  для  м/с, , 

400

800

y

x
0

150010005000

�1

�0.5

0.5

�2

�2

�0.5

�0.3

0.5

0.3

�1

�1

�2

�4
�4

�4
�4

�4

�4

1

1

2

2

4 4
2

4

ζ2 =v 35 >v( )gH =1 1Q D

Рис. 7. Амплитуда упругой волны  для  м/с, , 

40

80

y

x
0

10836 720�26

�10

�30
�40

�50

�10
�15

�20

�10

10

10

10

�10

�5

�5

�5

5

5

10 20

20

30

ζ3 =v 35 >v( )gH =1 1Q D



1045ТРЕХМЕРНЫЕ ИЗГИБНО-ГРАВИТАЦИОННЫЕ ВОЛНЫ

волн уменьшаются при движении со скоростью . При движении с критической
скоростью равной  происходит изменение характера волнового возмущения, но
на амплитуды образующихся волн существенного влияния это не оказывает. Ампли-
туды образующихся волн уменьшаются при движении со скоростью .

При уменьшении толщины ледяного покрова и глубины жидкости уменьшаются
значения критических скоростей  и . С уменьшением глубины жидкости уменьша-
ется разница между значениями критических скоростей. Таким образом, для разруше-
ния ледяного покрова судно на воздушной подушке может двигаться с меньшей кри-
тической скоростью.

Силы растяжения увеличивают значения критических скоростей  и , а силы
сжатия уменьшают. Однако, при Q1 > Q0 значение критической скорости  увеличи-

вается, а значение  продолжает уменьшаться, стремясь к нулю при .
Силы сжатия и растяжения оказывают существенное влияние на амплитуду упру-

гой волны  и не оказывают существенного влияния на амплитуды волн  и , име-
ющих характер поперечной и продольной корабельных волн соответственно.
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Three-Dimensional Bending-Gravitational Waves 
in a Floating Ice Sheet from a Moving Source of Disturbances

Zh. V. Malenkoa,b,# and A. A. Yaroshenkoa,b,##

aBranch of the Admiral F.F. Ushakov State Maritime University in Sevastopol, Sevastopol, Russia
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The ice cover is modeled by a thin elastic isotropic plate f loating on the surface of a liquid of
finite depth. The source of disturbances moves along the surface of the plate. The values of
critical velocities at which the character of the wave disturbance changes are obtained. The
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angular zones in which the waves propagate are determined. The influence of the velocity of
movement of the source of disturbances, the thickness of the ice plate, compression and
stretching forces on the amplitudes of the waves formed is investigated.

Keywords: elastic plate, ice cover, bending-gravitational waves, critical speed
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