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В исследовании получено аналитическое решение задачи об азимутальном сдвиге в 
полом круговом цилиндре, изотропном и несжимаемом, упругие свойства которого 
описываются моделью Муни – Ривлина, а пластические – моделью Треска с произ-
вольным монотонным упрочнением. Как упругие, так и пластические деформации 
полагаются конечными. Приведены достаточные условия существования получен-
ного решения.

Ключевые слова: пластичность, гиперупругость, круговой сдвиг, конечные дефор-
мации, изотропное упрочнение

DOI: 10.31857/S0032823524020108  EDN: XUAKYF  

1. Введение. С целью составления математической модели деформирования, 
учитывающей необратимые изменения в геометрии тела, вводятся [1] понятия об-
ратимых и необратимых деформаций, которые считаются составляющими полных 
деформаций в теле. Однако если полные деформации в любой момент процесса де-
формирования возможно измерить инструментально, то их составляющие опытно 
неизмеримы. При этом именно эти гипотетически введенные параметры, следуя 
формализму термодинамики, оказываются термодинамическими параметрами изо-
термического процесса деформирования и для них необходимо записать дифферен-
циальные уравнения изменения (переноса) [2]. Для этого не возникает затруднений, 
когда деформации можно считать малыми, в случае же больших деформаций встре-
чаются принципиальные трудности. Необратимыми деформациями могут выступать 
как деформации ползучести, так и пластические деформации, для которых формули-
руются соответствующие определяющие законы [3–5]. При этом в деформирован-
ном теле могут одновременно существовать области, где изменение необратимых де-
формаций подчинено разным определяющим законам [6, 7]. Длительную прочность 
и разрушение деформируемого тела часто связывают с вводимым дополнительным 
термодинамическим параметром состояния, который отвечает за эволюцию дефек-
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тной структуры. Такой структурный параметр, следуя [3, 8], называют “поврежден-
ностью”. Для него, также следуя термодинамическому формализму, записываются 
дифференциальные уравнения изменения, учитывающие в той или иной степени 
структурные изменения в теле. Такой подход продемонстрирован в пионерских рабо-
тах Ю.Н. Работнова [8–10]; он остается значимым и развивается в настоящее время 
[11, 12]. Отметим достаточно полный обзор работ этого направления [13].

Касаясь путей развития теории пластичности, Ю.Н. Работнов замечает [14], что 
“гипотезы, лежащие в основе… теорий пластичности, носят формальный характер, а 
экспериментальные данные недостаточно ясны… и допускают различные истолкова-
ния”. Подобные суждения повторялись Ю.Н. Работновым неоднократно [15]. Доступ-
ной базой для них являлся обстоятельный обзор [16]. Классические условия текучести 
дополняются функциональными зависимостями от накопленной пластической де-
формации, коэффициенты таких зависимостей определяются исходя из специальных 
опытов; таким способом устанавливаются определяющие законы теории пластично-
сти, учитывающие изотропное, трансляционное или комбинированное упрочнение 
[17–20]. Ю.Н. Работновым [14] подчеркивается важность наличия точных решений 
соответствующих опытам краевых задач, на основе которых можно сделать какой-то 
осмысленный выбор тех или иных функциональных зависимостей упрочнения.

В настоящей работе получено точное решение для одной из достаточно простых 
схем нагружения, которая может использоваться как самостоятельно, так и в со-
ставе синтетических тестов для конкретизации законов изотропного упрочнения, а 
именно для задачи о больших деформациях кругового сдвига (вискозиметрической 
деформации).

Одномерные сдвиговые деформации – круговой сдвиг (известный также как те-
чение Куэтта в реологии жидкостей или деформация в цилиндрическом вискозиме-
тре), кручение, антиплоский осесимметричный сдвиг – являются наиболее просты-
ми для исследования в механике деформируемых тел. Для этих типов деформации 
были получены некоторые аналитические и численно-аналитические решения. Так, 
в рамках модели больших упруго-пластических деформаций [21], впервые были по-
лучены [22, 23] аналитические решения о вискозиметрическом течении в цилиндри-
ческом слое; задача обобщена на случай учета ползучести материала до наступления 
пластического течения [24, 25]. Учитывается [26–28] производство тепла за счет не-
обратимого деформирования. Проводились [26, 29–31] аналитические исследова-
ния кручения упругопластических материалов, в т.ч. для материалов с изотропным 
упрочнением.

Деформированное состояние, близкое к круговому сдвигу, реализуется в недавно 
предложенных схемах обработки материалов при высоком давлении [32–38]. Пред-
ложенное далее аналитическое решение может быть использовано для оценки на-
пряженно-деформированного состояния при указанных схемах деформирования, с 
тем условием, что приложенное поле давления однородно и однородны механиче-
ские свойства материала.

2. Постановка задачи. На рис. 1 представлена схема кругового сдвига в условиях 
плоской деформации. Полый цилиндр с внутренним радиусом r0  и внешним ради-
усом r1  деформирован так, что внешняя поверхность r r= 1  оказывается поверну-
той относительно оси симметрии на угол α* . Внутренняя поверхность r r= 0  оста-
ется неподвижной. Для этого к внешней поверхности прикладывается крутящая 
нагрузка, которая создает на поверхности r r= 1  касательное напряжение � �r r r= 1

 
в цилиндрической системе координат, с продольной осью z , совпадающей с осью 
симметрии. То есть функция угла поворота материальных точек α  удовлетворяет 
граничным условиям:

α α
r r= =

1

*,  α
r r= =

0
0
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Целью исследования ставится задача определения следующих характеристик про-
цесса:
– зависимость нагрузки � �r r r= 1

 от угла поворота α* ;
– распределение пластической деформации в образце;
– искривление материальных волокон в деформированном образце в виде функции 

угла поворота α .
3. Модель материала. Кинематика конечных деформаций. Пусть положение точки 

сплошной среды в трехмерном пространстве в недеформированном состоянии опи-
сывается радиус-вектором X E E E= + +X X X1 1 2 2 3 3 , а в деформированном состо-
янии радиус-вектором x e e e= + +x x x1 1 2 2 3 3 . Координатные системы с ортонор-
мированными базисами E E E1 2 3, ,( )  и e e e1 2 3, ,( )  имеют общее начало. Двухточечные 
тензоры F  (материальный градиент деформации) и F-1  (пространственный градиент 
деформации) определяются как F x= ∇ ⊗( )X

T и F X− = ∇ ⊗( )1
x

T . Здесь Ñx  есть 
оператор Гамильтона в координатах деформированного состояния, ÑX  – в исход-
ных координатах. Для F , как и для любого невырожденного тензора второго ранга, 
единственным образом может быть записано полярное разложение F RU VR= = . 
 Здесь R  ортогональный тензор, представляющий вращение, R R− =1 T , detR = 1 ; 
симметричные тензоры U  и V  есть соответственно правый и левый тензоры растя-
жений. Далее будут использоваться симметричные эйлеровы тензоры деформаций: 
левый тензор Коши–Грина B FF V= =T 2 , а также тензор Фингера (или левый тен-
зор Пиолы [39]) c B F F V= = =− − − −1 1 2T .

3.1. Разделение полной деформации на обратимую и необратимую составляющие. 
Кинематика конечного упруго-пластического деформирования может быть по-
строена на основе мультипликативного разложения тензора деформации Фингера 
c B F F V= = =− − − −1 1 2T  на обратимую и необратимую составляющие [40,41]:

	 c F F c c c= = ( ) ( )− −T e p e1 1 2 1 2
	 (3.1)

Здесь и далее индексом «e» обозначены упругие составляющие тензоров, индексом 
« p » – пластические составляющие, появление которых обусловлено диссипатив-
ным процессом пластического течения. Упругие составляющие тензоров деформации 

вводятся равенствами B F Fe e e T
= ( ) , c B F Fe e e T e= ( ) = ( ) ( )− − −1 1

. Если тело 

деформируется чисто упруго, то c ce = , c Ip = ; если упругие деформации пренебре-
жимо малы, то c cp » , c Ie » ; здесь I  есть единичный тензор. Далее будет кратко 

Рис. 1. Круговой сдвиг в условиях плоской деформации.

r = r0
фиксировано

α*
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изложен этот подход. Предлагается следующее представление обратного градиента де-
формации:

	 F Y c− = ( )1 1 2e , 	 (3.2)

где Y  есть некоторый тензор второго ранга, не обязательно ортогональный, поэтому 
(3.2) не есть полярное разложение.

Используя известное равенство для обратного градиента деформации

F F L 0−
•

−{ }+ =1 1 ,

где L v= ∇ ⊗( )x
T  есть пространственный тензор градиента скорости, можно полу-

чить с учетом (3.2) равенство

	 c Q c c Le e e( )








= ( ) − ( )

•
1 2 1 2 1 2

;  Q Y Y= − −1
 	 (3.3)

Здесь и далее точка над величиной означает ее полную производную по времени t , 

т.е. { } = ∂{ } ∂ + ∇( ){ }
•

t xv ; v u u v u= = ∂ ∂ + ∇( ) t x  – скорость, u  – перемещение.
Далее, возвращаясь к представлению (3.1), можно записать

c F F c Y Y c c c c= = ( ) ( ) = ( ) ( )− −T e T e e p e1 1 2 1 2 1 2 1 2
, откуда c Y Yp T=

Находя полную производную по времени от последнего равенства, имеем

	


 c Y Y Y Y Y YQ Q Y Y c Q Q cp T T T T T p T p= + ( ) = − − = − − 	 (3.4)

Условие симметрии правой части равенства (3.3) (т.е. условие симметрии тензора 
ce  и, следовательно, его полной производной) дает

	 Q c c L c Q L ce e e T T e( ) − ( ) = ( ) − ( )1 2 1 2 1 2 1 2
	 (3.5)

Будем искать решение этого уравнения в виде

	 Q W A c S= + + ( )e 1 2
, 	 (3.6)

где W L= ( )a  есть тензор спина, индексом «a» обозначена антисимметричная часть 
тензора, 2( ) = ( )− ( )a

T ; S  – симметричный, а A  – антисимметричный тензоры. 
Подставляя (3.6) в (3.5), имеем

	 c A A c c D D ce e e e( ) + ( ) = ( ) − ( )1 2 1 2 1 2 1 2
,  	 (3.7)

где D L= ( )s  – тензор деформации скорости, индексом «s» обозначена симметрич-
ная часть тензора, 2( ) = ( ) + ( )s

T ; равенство (3.7) не содержит тензор S , который, 
следовательно, может быть произвольным симметричным. Последнее тензорное 
уравнение относительно A  имеет следующее решение [42]:

A
c D D c c D Dc c c D

=
( ) − ( )










− −




+ ( ) ( )I Ie e e e e e

1
2 1 2 1 2

1

1 2 1 2
−− ( )









( )

−

D c ce e

I I I

1 2 1 2

1 2 3



	 БОЛЬШИЕ УПРУГО-ПЛАСТИЧЕСКИЕ ДЕФОРМАЦИИ КРУГОВОГО СДВИГА	 317

Здесь I e
1

1 2
= ( )tr c , I e e

2
2 1 2

1 2= ( ) ( ) −












tr trc c , I e
3

1 2
= ( )det c .

Кратко это равенство может быть записано в виде [26]

A
D D

c D D c

=
∑ ∑ −∑( )∑

∑
=
∑ ( ) − ( )









∑

∑det det

e e1 2 1 2

, ∑ = ( ) −( )tr c I ce e1 2 1 2

Далее можно получить уравнение эволюции тензора упругой деформации. Вос-
пользовавшись (3.3), (3.6) и (3.7):

c c c c ce e e e e= ( )








( ) + ( ) ( )










•
1 2 1 2 1 2 1 2

••

= − + ( ) −( )( ) =

= + + ( ) −










Qc c L c Q L c

W A c S A

e e e e

e

1 2 1 2

1 2
2











 − + ( ) × − + + ( ) −




















c c L c D A c S Ae e e e1 2 1 2

2 
( ) =

= − − + ( ) ( ) − + ( ) × ( ) −





c

L c c L c D c Dc c c S A

e

T e e e e e e e

1 2

1 2 1 2 1 2 1 2






( ) + ( ) −













c c S A ce e e1 2 1 2

Или с учетом (3.7):

	
∂ { }= + + = ( ) ( ) − + ( ) ( ) −


CR

e e T e e e e e e ec c L c c L c D c Dc c c S A
def


1 2 1 2 1 2 1 2










×

×( ) + ( ) −











= ( ) + ( )c c S A c c S c c Sce e e e e e e1 2 1 2 1 2 1 2

	(3.8)

Здесь ∂ { }CR  – производная Коттер – Ривлина.
Подставляя представление (3.6) в уравнение (3.4) имеем

	 c c W A c S W A S c cp p e e p= − + + ( )










+ + − ( )











1 2 1 2
	 (3.9)

Для замыкания (3.9) следует определить симметричный тензор S . Это определе-
ние выходит за рамки кинематики и дано в следующем подразделе.

3.2. Определяющие соотношения. Второй закон термодинамики в виде неравенства 
Планка для мощности диссипации на единицу деформированного объема P  есть

P J= − ≥−� : D 1 0�

Здесь и далее символ «:» означает свертку тензоров второго ранга, а именно 
σ σ: trD D= ( )T ; σ – тензор напряжений Коши; J = =detF ρ ρ0 ; ρ0  и ρ  – плот-
ность среды в недеформированном и деформированном состоянии соответственно. 
Если упругий потенциал Ψ  изотропной среды есть функция только упругой дефор-
мации (Ψ Ψ= ( )ce ), то можно записать

P J
e

e= −
∂

∂
≥−� : :D

c
c1 0

�


Исходя из соотношения (3.8), получаем
∂

∂
=
∂

∂
− − + ( ) + ( )










=

= −

Ψ Ψ

c
c

c
L c c L c S c c Sc

c

e
e

e
T e e e e e e: :

1 2 1 2

2 ee
e

e
e

e∂

∂









 +

∂

∂









 ( )












Ψ Ψ

c
D c

c
c S: :2

1 2
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Здесь учтена соосность тензоров ce  и ¶ ¶Ψ ce , а также инвариантность оператора 
tr  относительно кругового сдвига сомножителей аргумента.

Тогда неравенство Планка может быть записано в виде

P J Je
e

e
e

e= +
∂

∂













−
∂

∂









 ( )



− −� 2 21 1 1 2

c
c

D c
c

c S
� �

: : 







≥ 0

и может быть выполнено, когда:

– упругий закон � =
−

∂

∂
≠

− −
∂

∂
=











−

−

2 1

2 1

1

1

J

p J

e
e

e

e
e

e

c
c

c

I c
c

c

�

�

, det

, det

– остаточное диссипативное неравенство P e= ( )










≥σ : c S

1 2
0

Требуя, чтобы остаточное диссипативное неравенство принимало вид
P p= ≥σ : D 0 , определим симметричный тензор S  как S c D= ( )−e p1 2

,
полагая, что тензоры ce  и D p  сосны, то есть c D D ce p p e= . (Для изотроп-
ной среды с упругим потенциалом Ψ Ψ= ( )ce  тензоры ce  и σ  соос-
ны; для того, чтобы были соосны ce  и D p , нужно чтобы были соосны тен-
зор напряжений Коши σ  и тензор скорости пластической деформации, что 
является распространенным допущением в теории пластичности, в частности, 
это выполняется для обычного ассоциированного закона пластического течения).

Возвращаясь теперь к формулам (3.8) и (3.9), имеем:

	

∂ { }= − + = −( ) − +( ) =
= − + −

∂

J
p p p p p p p p

p p p p

CR

c c Wc c W A D c c A D

c D Ac c A

def


2

cc c L c c L c D c D c c De e T e e e p e p e e p{ }= + + = ( ) ( ) + =
def


1 2 1 2
2

	
(3.10)

Здесь ∂ { }J  есть производная Яуманна.
Вместо (3.10) можно записать равенство для производной Олдройда тензора Be

	 ∂ { }= − − = −Old
e e e e T e pB B LB B L B D

def
 2 	 (3.11)

Для изотропной среды мультипликативное разделение тензора градиента деформации

на упругую и пластическую составляющие F F F= e p  при F Fp p T
= ( )  [43,44] при-

водит к уравнению, по форме совпадающему с (3.11) [45]. Последнее равенство оз-
начает, что пластическая деформация осуществляется без вращения (подробнее см. 
[43, 46, 47]). Это кажется нам заслуживающим внимания, поскольку, вообще говоря, 
разделение полной деформации (3.1) и разложение градиента деформации F F F= e p  
не эквивалентны. Отметим, что в [46, 47] также строится эволюционное определяю-
щее соотношение на базе мультипликативного разделения градиента деформации на 
упругую и неупругую части и при этом подходе тензор деформации скорости пред-
ставляет собой сумму своих упругой и неупругой частей.

Уравнение (3.10) описывает эволюцию тензора упругой деформации в области 
пластического течения, при этом начальные значения компонент этого тензора 
определяются решением соответствующей упругой задачи.

4. Модель материала. Конкретизация физических соотношений. Для изначально 
изотропной упругой несжимаемой среды мы будем использовать упругий закон 
Муни–Ривлина, связывающий тензор напряжений Коши с тензором упругой дефор-
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мации [39]:
� = − +

∂

∂
p e

e
I B

B
2

�
,  Ψ = −( ) + −( )C I C I1 1 2 23 3

I I e e
1 1= ( ) =B Btr ,  I I e e e

2 2
2 21

2
= ( ) = − ( )











B B Btr tr ;  detBe = 1

Здесь C C1 2 0, ³  – материальные константы; модуль сдвига есть µ = +( )2 1 2C C ; 
функция добавочного гидростатического давления p  обусловлена несжимаемостью 
материала. Мы пренебрегаем приобретенной в ходе деформирования анизотропией 
материала.

Учитывая
∂

∂
=
∂
∂
∂

∂
+
∂
∂
∂

∂
= + −( )Ψ Ψ Ψ

B B B
I I B B

e e e
e e

I
I

I
I

C C
1

1

2

2
1 2 tr ,  

имеем
σ = − + +( ) − ( )p C C Ce e eI B B B2 21 2 2

2
tr

Поведение сплошной среды в пластическом диапазоне будем описывать ассоции-
рованным законом пластического течения, который связывает тензор скорости пла-
стической деформации с тензором напряжений Коши:

	                    D p

eq

eqf df
d

=
∂
∂
=

∂
∂

� �
� �

�
�

;  f eq y� �( )− = 0, 	                                               (4.1)

где σeq  есть эквивалентное напряжение; уравнение f eq y� �( )− = 0  (условие пла-
стичности) задает поверхность текучести; Λ  есть неопределенный скалярный множи-
тель Лагранжа. Функция τ τy y q= ( )  (предел текучести материала на сдвиг) описывает 
изотропное деформационное упрочнение материала. Аргумент этой функции – нако-
пленная пластическая деформация q  – определяется дифференциальным уравнением
q p p= ( )2 3 D D: . Началу пластического течения в материале соответствует значение 

сдвигового предела текучести τ τy y0 0( ) = .
Мы будем использовать условие пластичности Треска, для которого

f eq eqσ σ( ) = ;  σ σ σeq = −( )1 3 2,

где σ1  и σ3  есть наибольшее и наименьшее главные напряжения. В представленном 
исследовании мы рассматриваем функции упрочнения τy q( )  общего вида. При этом 
условия, которым должна удовлетворять функция τy q( )  для того, чтобы в теле мог 
быть реализован пластический круговой сдвиг, будут указаны отдельно.

5. Кинематика кругового сдвига. Введем цилиндрическую систему координат с про-
дольной осью, совпадающей с осью полого цилиндра. Связь между начальным R Z, ,θ( )  
и конечным r z, ,ϕ( )  положениями точки деформированной среды при круговом сдвиге 
в условиях плоской деформации задается равенствами r R= , z Z= , � � �= + ( )R t, . 
Здесь α R t,( )  – непрерывная функция угла поворота материальных точек.

Координатное представление градиента деформации в смешанном базисе есть

F x[ ] = ∇ ⊗( ) = ∂
∂













X
T

r
r

1 0 0

1 0

0 0 1

α

Ненулевые компоненты левого тензора деформации Коши – Грина B FF= T  в ак-
туальном базисе есть

	 B Brr zz= = 1,  B Brϕϕ ϕ= +1 2,  B B r
rr r� �
�

= =
∂
∂

	 (5.1)

Вектор перемещения в актуальном базисе имеет вид u e e= −( ) +r rr1 cos sin� � � . 
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Вектор скорости определяется равенством v u u v u= = ∂ ∂ + ∇( ) t x , откуда v e= vϕ ϕ , 
где v r t� �= ∂ ∂  есть единственная ненулевая компонента вектора скорости.

6. Чисто упругое деформирование. При упругом деформировании B Be =  и с уче-
том (5.1) компоненты напряжения имеют вид

	 σrr p C C= − + +2 41 2 	 (6.1)

	 � �
�

�� = + +( ) ∂
∂







rr C C r

r
2 1 2

2

	 (6.2)

	 � �
�

zz rr C r
r

= +
∂
∂







2 2

2

	 (6.3)

	 �
�

�r C C r
r

= +( ) ∂
∂

2 1 2 	 (6.4)

Условие равновесия ∇ ⋅ =x σ 0  приводит к следующим уравнениям:

r
r
rr

rr
∂
∂
= −

�
� ��� ,  r

r
r

r

∂
∂
= −

�
��

�2

Если функция угла поворота α  найдена, то первое из уравнений равновесия слу-
жит для определения функции p r, *α( ) , интегрированием второго можно установить

�
�

��r

r
=

2
,  � � �= ( )*

Сравнив это равенство с (6.4), имеем
∂
∂
=

� �
r r3

,  � � � � � �r
r

, * * *( ) = ( )− ( )0 2

1

2

Граничные условия α αr0 0, *( ) =  и α α αr1, * *( ) =  позволяют установить

� �
�

0

0 1
2

1

*
*

( ) =
− ( )r r

 и � �
�*

*

,( ) =
−− −

2

0
2

1
2r r

тогда выражение для угла закручивания в окончательном виде есть

	 α α αr
r r

r r
, * *( ) = − ( )

− ( )

1

1

0
2

0 1
2

	 (6.5)

Мы будем полагать, что α* ³ 0 , следовательно

	 r
r

r r

r r

∂
∂
=

( )
− ( )

≥
α

α2
1

00
2

0 1
2

* 	 (6.6)

7. Пластическое деформирование
7.1. Зарождение пластического течения. Формулы (6.1)–(6.4) для компонент напря-

жения позволяют получить выражения для главных напряжений:

�
� �

� � �

�

��
�� �I

rr
rr r

p C C C C r
r

=
+

+ −( ) + =

= − + + + +( ) ∂
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


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1
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2 4

2 2

1 2 1 2 


 + +( ) ∂

∂
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∂
∂









2

1 2

2

2 1
1
4

C C r
r

r
r

� �
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� �
�

II zz p C C C r
r

= = − + + +
∂
∂







2 4 21 2 2
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Далее, имеем
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Тогда, если материальные константы C1  и C2  неотрицательны, то σ σII zz=  
есть промежуточное главное напряжение, максимальное главное напряжение 
σ σ1 = I , минимальное есть σ σ3 = III . Используя условие пластичности Треска 
� � �1 3 2− = ( )y q , где функция τy q( )  описывает изотропное упрочнение материала 
в пластичности, запишем условие возникновения пластического течения, которое 
должно выполниться на упруго-пластической границе r rep= :

 



� � � �
�1 3

2

02
1

1
4

−
=
∂
∂

+
∂
∂
















=

= = =r r r r r r
y

ep ep ep

r
r

r
r

,

здесь и далее «~» означает безразмерную величину напряжения, полученную норми-
рованием на модуль сдвига µ = +( )2 1 2C C , т.е. � � �y y0 0= .

Отсюда

	 r
r r r

y
ep

∂
∂

= + −( )
=

�
�2 1 10

2
 	 (7.1)

Учитывая (6.6), пластическое течение зарождается на внутренней границе полой 
трубы r r= 0  при угле поворота внешней поверхности

� � �* *= = −

























+ −( )cr y
r
r1
0

1

2

0
21

2
1 2 1 1

При α α αcr cr1 2
* * *< <  в теле существуют две области: область r r rep0 ≤ < , в ко-

торой происходит упруго-пластическое деформирование, и область r r rep < ≤ 1 , 
которая деформирована чисто упруго (рис. 2). При α α* *= cr 2  упруго-пластическая 
граница достигает внешней границы полого цилиндра r r= 1  и далее все тело дефор-
мируется пластически. Выражение для αcr 2

*  будет приведено позднее.
Функция угла поворота материальных точек α  (непрерывная и гладкая на упру-

го-пластической границе r rep= ) будет различаться в упругой и пластической областях:

α
α

α
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≤ ≤

≤ ≤
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
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 α αe
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p
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α αe

r r

p

r r
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ep ep
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Последнее равенство (условие гладкости) следует из непрерывности угловой ско-
рости v r t� �= ∂ ∂( )  на упруго-пластической границе по условию совместности раз-
рывов Адамара.

7.2. Область упругого деформирования. В упругой области r r rep < ≤ 1  сохраняется ра-
венство B Be = , где тензор B  определяется по (5.1) при α α= e  и также при α α= e  
верны выражения (14) для компонент напряжения. Кроме того, справедливы равен-
ства

� � � � � �e e er
r

, * * *( ) = ( )− ( )0 2

1

2
 и 

�
�

� ��r
e e

r
r

r
= =

∂
∂2

Однако эти две функции, � �0
e *( )  и � �e *( ) , уже не совпадают с � �0

*( )  и � �*( )  
из чисто упругого решения, и, следовательно, угол поворота материальных точек в 
упругой области уже не может быть определен по формуле  (6.5) после зарождения 
пластического течения. Граничное условие α α αe r1, * *( ) =  как и прежде позволяет 
выразить одну из этих функций:

	 � � � � �e er* * *( ) = ( )−





2 1
2

0 	 (7.2)

и, следовательно, получить

	 � � � � � � �e e er
r
r

, * * * *( ) = ( )− 



 ( )−



0

1
2

0 	 (7.3)

Оставшаяся неизвестная функция � �0
e *( ) , определяющая кинематику в упругой 

области, не может быть определена без интегрирования уравнений в пластической 
области.

7.3. Область упруго-пластического деформирования. В этой области B Be ¹ ; тензор 
упругой деформации определяется эволюционным уравнением (3.11):

	 ∂ ∂ = + − ∇( ) −B LB B L v B B De e e T
x

e e pt 2 	 (7.4)

Область 
упруго-пластической 
деформации

Область чисто 
упругой деформации

r = r1

r = r0

r = rep

Рис. 2. Упруго-пластическое деформирование.
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Будем искать координатное представление (в актуальном базисе) тензора упругой 
деформации Be  в области пластического течения в виде

	 Be

rr
e

r
e

r
e e

B B
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В том же базисе координатные представления тензоров L v= ∇ ⊗( )x
T  и v B∇( )x

e , 
 фигурирующих в уравнении (7.4), есть

	 L[ ] =
−

∂ ∂













0 0

0 0

0 0 0

v r

v r

ϕ

ϕ ;  v r tp
� �= ∂ ∂( ) 	 (7.6)

	 v B∇( )




=

− −

−






x

e

r
e

rr
e e

rr
e e

r
ev

r

B B B

B B Bϕ

ϕ ϕϕ

ϕϕ ϕ

2 0

2 0

0 0 0









	 (7.7)

Тензор скорости пластической деформации определяется ассоциированным законом 

(4.1). С учетом условия пластичности � � � � � ��� �1 3
2 22 4−( ) = −( ) + = ( )rr r y q , а так-

же упругого закона, который позволяет выразить в пластической области компонен-
ты напряжений в виде
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ненулевые компоненты скорости пластической деформации могут быть выражены 
по ассоциированному закону в следующем виде
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	 (7.9)

если только, как и в упругой области, σ σII zz=  есть промежуточное главное напряжение.
В этом можно удостовериться, записав с учетом (7.8), как и в предыдущем разделе, 

разницу главных напряжений:
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Учитывая B Be
rr
e

ϕϕ +( ) >2 1  и указанные ранее условия C1 0³ , C2 0³ , записан-
ные выше разности положительны, и σ σII zz=  остается промежуточным главным 
напряжением в пластической области.

Определим пластический множитель Λ , входящий в (7.9). Уравнение для накопленной 
пластической деформации q p p= ( )2 3 D D:  с учетом (7.9) принимает вид
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и система (7.9) может быть записана в виде
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	 (7.10)

Подставляя выражения (7.6), (7.7) и (7.10) в (7.4) и учитывая
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Из последних трех равенств следует, что сделанное предположение (7.5) о виде тен-
зора Be  в области пластического течения (в частности, о том, что Bzz

e = 1 ), не проти-
воречит эволюционному уравнению (3.11).

Из первых трех уравнений (7.11) любое одно может быть исключено посредством
 условия несжимаемости B B Br

e
rr
e e

ϕ ϕϕ= −1 . Оставшиеся два уравнения из системы 
(7.11) содержат две компоненты упругой деформации, а также функцию угла поворо-
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та α αp r, *( ) . Эти уравнения дополняются условием пластичности вида

	 �
�
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e
rr
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2
1
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11 3

2
	 (7.12)

и выражением
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�
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e
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e eB B B= = = −

1
1 	 (7.13)

Отметим, что касательное напряжение в пластической области должно удов-
летворять уравнению равновесия r rr r∂ ∂( ) = −� �� �2 , то есть иметь вид 
� � � �� �r r

pr= = −2 , где � �p *( )  есть некоторая функция. И поскольку касательное 
напряжение непрерывно на упруго-пластической границе, � � � �p e* *( ) = ( ) , и
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r
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1 1
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, 	 (7.14)

то есть имеет то же выражение в пластической области, что и в упругой. Безраз-
мерное касательное напряжение в пластической области является продолжением 
функции r re∂ ∂( )α , определенной в упругой области, в пластическую область. 
При этом, естественно, � ��r

pr r≠ ∂ ∂( ) .
Из уравнений (7.11) можно получить следующую систему для τy  и � �r :
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Здесь использовано выражение Brr
e

y y r= + − −1 2 2 2
  � � � � , которое может 

быть получено из (7.12) и (7.13).
Или, исключив производную ∂ ∂ ∂( ) ∂r rpα α* :
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Если теперь искать решение этой связанной системы в виде функций  � �� �r r q= ( ) , 
r

r
G q

p∂
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= ( )α , имеем последнюю систему в виде
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Учитывая, что τy  есть известная функция накопленной пластической деформа-
ции, оба этих уравнения являются обыкновенными нелинейными дифференциаль-
ными уравнениями первого порядка; второе из них позволяет найти � �r q( ) , а первое 
непосредственным интегрированием найти G q( ) .

Второе уравнение системы (7.15) линеаризуется заменой � q r y( ) = − ( )1
2
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и имеет решение
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	 (7.16)

Константа интегрирования Ω0  в (7.16) является начальным значением функции 
Ω q( )  при q = 0 , которое определяется с помощью формулы (7.1):
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Замечание 1. Из (7.16) по правилу Лопиталя можно получить
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Учитывая, что d dqΩ > 0 , можно заключить, что функция Ω q( )  ограничена:
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	 (7.17)

Формула (7.17) показывает, в каких пределах может лежать величина касательного 
напряжения в области упруго-пластического деформирования при круговом сдвиге.

Функция G q( )  может быть найдена из первого уравнения системы (7.15) как

	 G q G
R

d
q

( ) = +
( )
( )∫0

0

3
 ζ

ζ
ζ;  R � �( ) = − ( )1 2� 	 (7.18)

Константа интегрирования G0  в (7.18) является начальным значением r rp∂ ∂( )α  
при q = 0 , которое определяется по формуле (7.1):
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Теперь следует проинтегрировать уравнение r r G qp∂ ∂( ) = ( )α . Будем полагать, 
что угол поворота материальных точек в пластической области может быть представ-
лен в виде α α αp p q= ( )*, . Поскольку  � ��r y q R q= ( ) ( ) , то, учитывая (7.14), нако-
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где q q
r r0

0
α*( ) = =  – величина накопленной пластической деформации на внутрен-

ней границе полого цилиндра. Эту величину удобно использовать в качестве параме-
тра решения. Тогда зависимость угла поворота материальных точек в пластической 
области от локальной величины накопленной пластической деформации есть
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(7.19)

Кинематика материальных точек в области пластического деформирова-
ния определяется формулой (7.19) и зависит от распределения накопленной 
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пластической деформации q rα*,( ) . Это распределение в свою очередь уста-
навливается по найденной функции Ω q( )  (формула (7.16)) исходя из равенства 
 � ��r y q q= ( ) − ( )1 2�  и формулы (7.14). Возможны два случая, в зависимости от 
того, занимает ли пластическая область весь объем материала или же существует 
упругая область.

Случай 1. В теле есть упругая область (параметр нагружения в диапазоне 
α α αcr cr1 2

* * *< < ). Функция угла поворота точек материала в упругой области αe  за-
дана формулой (7.3). Дифференцируя (7.3) по r , имеем

	 r
r

r
r

e
e∂

∂
= −( )






�
� �2 0

1
2

* 	 (7.20)

Из (7.20) и (7.1) можно получить равенство
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 	 (7.21)

Значение угла поворота на упруго-пластической границе, рассчитанное по форму-
ле (7.19) при q = 0 , дает
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С другой стороны, по (7.3) и (7.21),
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Непрерывность α  на упруго-пластической границе приводит к равенству 
α α α αp e

epr* *, ,0( ) = ( ) , откуда
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	 (7.22)

Эта формула устанавливает связь между параметром решения q q
r r0

0
α*( ) = =  и

функцией � �0
e *( ) , которая определяет кинематику материальных точек в упругой 

области по формуле (7.3). 
Связь параметра нагружения α*  (угол поворота внешней поверхности по-

лого цилиндра) с параметром q0  устанавливается по (7.14) с учетом равенства 
 � ��r y q R q= ( ) ( ) , (7.2) и (7.22):
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q R q 	 (7.23)

где ω0
e  связано с q0  формулой (7.22).

Распределение накопленной пластической деформации можно найти из равенства 
 � ��r y q R q= ( ) ( )  с учетом (7.14):

 τ τy yq R q
r
r

q R q( ) ( ) =







 ( ) ( )0

2

0 0

Из (7.21) и (7.23) закон движения упруго-пластической границы имеет вид
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	 (7.24)

Согласно (7.24), все тело перейдет в пластическое состояние (упруго-пластиче-
ская граница достигнет r1 ), как только накопленная пластическая деформация на 
внутренней поверхности полого цилиндра q cr0 2,  достигнет величины, при которой 
выполнится равенство 
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После этого пластическое деформирование происходит во всем теле.
Случай 2. Все тело находится в состоянии пластического течения (параметр нагружения

α α* *³ cr 2 ). В этом случае по (7.19) с учетом граничного условия α αp
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Здесь величина q q
r r1

1
= =  выражается с помощью  � ��r y q R q= ( ) ( )  и (7.14):
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Подставляя это выражение в формулу выше, имеем
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Таким образом, формулы выше связывают параметр нагружения α*  с параметром q0 .
Распределение накопленной пластической деформации можно найти из равенства 

 � ��r y q R q= ( ) ( )  с учетом (7.14):
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8. Существование решения. Деформация кругового сдвига накладывает достаточно 
жесткие условия на напряженное состояние, которое удовлетворяет условию равно-
весия. А именно, согласно (7.14), касательное напряжение должно монотонно воз-
растать при уменьшении радиальной координаты, следовательно (поскольку нако-
пленная пластическая деформация q  также монотонно возрастает при уменьшении 
радиальной координаты), должно выполняться неравенство d dqr� � ³ 0 . Согласно 
(7.15), это приводит к тому, что должно выполняться следующее неравенство:
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(8.1)

Левая часть этого неравенства зависит только от физических свойств материала, 
а именно от функции упрочнения. Правая часть включает касательное напряжение, 
которое меняется во времени и в пространстве. Чтобы сформулировать условия для 
функции упрочнения τy q( ) , достаточные для того, чтобы выполнялось неравенство 
(8.1), воспользуемся оценкой (7.17) и получим для правой части (8.1):
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где 
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Тогда, если τy q( )  такова, что
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то неравенство (8.1) заведомо выполняется, следовательно, d dqr� � ³ 0  и решение су-
ществует. Условие (8.2) является достаточным для реализации рассматриваемого паттер-
на деформации кругового сдвига в изотропном пластически упрочняемом материале.

С другой стороны, если выполнено
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,

то неравенство (8.1) заведомо не выполняется. В частности, для идеально-пласти-
ческого (неупрочняемого) материала  τ τy y= =0 const  и последнее неравенство
имеет вид 0 3 1 1 0

2< − +( )τy  и выполнено при любом значении τy0 . То есть в 
пластически неупрочняемом материале не может реализоваться круговой пласти-
ческий сдвиг (последний вывод очевиден для модели жестко-пластического тела, 
но не очевиден для упруго-пластической задачи с конечными деформациями, в ко-
торой касательное напряжение может сильно отличаться от интенсивности напря-
жений).

Замечание 2. Сказанное выше относится только к невязкой деформации. В рамках 
упруго-вязкопластических моделей решения существуют даже для материалов без де-
формационного упрочнения (см., напр, [7,22,23]).
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Таблица 1

1. Чисто упругое деформирование
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Продолжение табл. 1
3. Весь полый цилиндр находится в пластическом состоянии
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Распределение накопленной пластической деформации определяется равенством
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Связь параметра q0  с параметром нагружения α*  (угол поворота внешней поверхно-
сти полого цилиндра) задана равенством
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Замечание 3. Достаточное условие (8.2) может служить для определения границ 
применимости решения для тех моделей упрочнения, для которых (8.2) выполняется 
только на некотором интервале накопленной пластической деформации q qcr∈ [ ]0, . 
Например, для линейной модели упрочнения  τ τy y hq= +( )0 1  решение существует, 
пока накопленная пластическая деформация не превысит значения qcr , определяе-
мого уравнением

	 mk k n2 1−( ) = 	 (8.3)

k hqy cr= + +( )1 10
2 2

τ , m hy= τ 0 3 , n y= + +( )2 1 10
2

τ

Замечание 4. Круговой сдвиг в жестко-пластическом материале с ограниченным 
упрочнением исследовался в [48], где также отмечается, что решение существует до 
определенной конечной величины деформации.

9. Полное решение. Итак, полное решение для материала Муни – Ривлина с упру-
гим потенциалом Ψ = ( )−




+ ( )−





C I C Ie e
1 1 2 23 3B B , C C1 2 0, ³ , с модулем сдвига 

µ = +( )2 1 2C C , и условием пластичности Треска � � �1 3 2− = ( )y q , где τy q( )  – из-
вестная функция упрочнения, приведено в табл. 1.



	 БОЛЬШИЕ УПРУГО-ПЛАСТИЧЕСКИЕ ДЕФОРМАЦИИ КРУГОВОГО СДВИГА	 333

10. Пример решения. Используя данные [49] о пластическом деформировании 
ПВХ (поливинилхлорид, «lightly plasticized PVC» в цитируемой работе) при растя-
жении, можно получить следующее представление линейной функции упрочнения 
материала: τ τy y hq= +( )0 1 , τy0 20=  МПа, h = 1 8. . Модуль сдвига ПВХ µ = 1  
ГПa, безразмерная величина � � �y y0 0 0 02= = . . Тогда m hy= ≈τ 0 3 0 0208. ,

n y= + +( ) ≈2 1 1 0 99990
2

τ . , и, решая (8.3), имеем k » 1 01028. , откуда

q
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Q
cr

y
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1 1
1 3 4

2

0τ
. . Таким образом, представленное здесь решение можно

использовать до достижения параметром q q
r r0

0
= =  величины 3.4 (как минимум).

Далее, константа G y y0 0
2

02 1 1 0 02= + −( ) ≈ = τ τ . . Пусть деформируется полый
цилиндр с соотношением радиусов r r1 0 2= . Угол поворота внешней поверхности, 

при котором наступит пластическое течение αcr G r r1 0 0 1
2

2 1 0 0075* .= ( ) − ( )




=   

радиан. Вычисляя интегралы в аналитическом решении из таблицы предыдущего раз-
дела, получаем следующие результаты.

На рис. 3 приведено искривление материальных волокон, изначаль-
но направленных радиально, при углах поворота внешней поверхности 
α* . , ,= 0 0075 0.0668 0.2327, 0.4786, 0.6322, 0.809, 1.354, 1.945  (все значения в ради-
анах). Угол αcr 2

* = 0.809  радиан соответствует полному переходу образца в пластиче-
ское состояние. Первые пять значений угла соответствуют относительной протяжен-
ности пластической области r r r rep −( ) −( ) =0 1 0 0 1 4 1 2 3 4 7 8, , , , .

0
0
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Рис. 3. Искривление изначально радиально направленных материальных волокон после кругового сдвига  
(угол поворота α* в градусах). Символ «■» обозначает положение упруго-пластической границы.
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Рис. 4.  Связь касательного напряжения на внешней поверхности образца с углом поворота α*  
(в радианах). Значение α α* *= =cr 2 0.809  радиан соответствует  

полному переходу образца в пластическое состояние.
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Рис. 5. Распространение упруго-пластической границы  
(угол поворота α*  в радианах).
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Рис. 6. Распределение накопленной пластической деформации по сечению образца:  
1 – α* = 0.0668 , 2 – α* = 0.2327 , 3 –α* = 0.4786 , 4 –α* = 0.6322 ,  

5 – α* = 0.809 , 6 – α* = 1.354 , 7 – α* = 1.945  (угол поворота α*  в радианах).
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Связь между величиной касательного напряжения на внешней поверхности об-
разца и углом поворота α*  приведена на рис. 4. На рис. 5 показано продвижение 
упруго-пластической границы в материале.

На рис. 6 приведено распределение накопленной пластической деформации по 
сечению образца при различных углах поворота внешней поверхности. На рис. 7 
показана эволюция накопленной пластической деформации на внутренней и внеш-
ней поверхностях образца. 

Заключение. В представленном исследовании получено аналитическое решение 
задачи плоской деформации об упруго-пластическом круговом сдвиге в полом 
цилиндре, упругие свойства которого описываются моделью Муни–Ривлина, а 
пластические – моделью Треска с произвольным изотропным упрочнением. Ре-
шение включает зависимость между углом поворота внешней границы и прило-
женным касательным напряжением; распределение накопленной пластической 
деформации по сечению образца; закон распространения упруго-пластической 
границы; формулы для перемещения материальных точек (угол поворота). Уста-
новлены достаточные для существования решения условия, налагаемые на функ-
цию упрочнения (формула (8.2)). Приведен пример решения для ПВХ-трубы с ли-
нейным упрочнением.

Исследование выполнено при финансовой поддержке РНФ (проект 22-11-00163).
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This study presents an analytical solution to the problem of azimuthal shear in a hollow circular 
cylinder, isotropic and incompressible, the elastic properties of which are described by the 
Mooney – Rivlin model, and the plastic properties by the Tresca model with arbitrary monotonic 
hardening. Both elastic and plastic deformations are assumed to be finite. Sufficient conditions for 
the existence of the presented solution are given.
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