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Исследуется передача сдвигового усилия посредством фрикционного контакта на 
шероховатых поверхностях предварительно сжатых пластических тел. В  качестве 
модели контакта рассматривается задача пластического смятия клина шероховатым 
плоским штампом с условием трения Прандтля на контактной поверхности. Пред-
ложена методика определения предельной сдвиговой нагрузки, воспринимаемой 
фрикционным контактом.
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1. Введение. При проектировании соединений деталей, где нагрузка сдвига пере-
дается только силами трения через контакт предварительно сжатых металлических 
поверхностей (фрикционные соединения) важную роль играет задача определения 
предельного значения сдвиговой нагрузки. Несущая способность фрикционных со-
единений зависит как от способа получения шероховатости поверхности, так и  от 
адгезионных свойств, которые могут изменяться вследствие возникновения и разру-
шения окисных пленок на поверхности металлических деталей [1, 2]. В соответствии 
с классификацией И. В. Крагельского для таких условий может использоваться тео-
рия сухого или граничного трения, когда наряду с силами межмолекулярного взаи-
модействия между контактирующими поверхностями важную роль играют процессы 
преодоления механического сопротивления при пропахивании или взаимном вне-
дрении отдельных выступов шероховатой поверхности [3].

При достижении предельной нагрузки такое соединение на макроуровне обнару-
живает типичные черты идеальнопластического поведения, а на микроуровне про-
исходит пластический срез выступов на контактной поверхности, поэтому модели 
пластического поведения при описании такого контактного взаимодействия могут 
оказаться весьма полезны. Строгое математическое исследование задачи затруд-
няется как статистическим характером шероховатости обработанной поверхности 
детали, так и  сложностью решения самой контактной задачи с  учетом множества 
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факторов (геометрии сопрягаемых поверхностей, учета условий контакта, необрати-
мого деформирования при начальном сжатии и т. д.). В данной работе предложена 
модель неровностей в виде двугранного клина из идеальнопластического материала, 
контактирующего с плоским шероховатым штампом. Такая модель может показаться 
излишне упрощенной, однако по выражению Ю. Н. Работнова “механик вынужден 
блуждать между Сциллой и Харибдой; с одной стороны, его уравнения должны до-
статочно точно отражать действительность, с другой – быть доступными для инте-
грирования” [4].

Другой подход для решения контактных задач для шероховатых тел используется 
в рамках упругой или нелинейно упругой модели при моделировании шероховатости 
в виде регулярных структур [5, 6] или самоподобных (фрактальных) объектов [7].

Однако для целей нашего исследования несущей способности фрикционного 
контакта модель идеально-пластического тела представляется наиболее подходящей. 
Еще одним полезным свойством такой модели является локальный характер пласти-
ческого деформирования, когда поля напряжений от дискретных контактов не взаи-
модействуют. В этом случае для исследования поведения ансамбля контактов уже не 
нужно решать краевую задачу МДТТ, а только вероятностную [8, 9].

Известное геометрически подобное (автомодельное) решение Хилла о  сжатии 
идеально-пластического клина гладким штампом в  условиях плоской деформации 
[10, 11] лежит в основе модели локально пластически деформируемого тела при ана-
лизе контактных задач для шероховатых тел [12], а также для описания образования 
физического контакта между компонентами в  твердом состоянии при получении 
композиционных материалов.

Особенностью решения Хилла является неограниченность усилия, приложенного 
к штампу, поскольку пластическое смятие вершины клина приводит к росту контакт-
ной площадки, так возникает первый параметр – осадка штампа, связанная с усили-
ем сжатия. Для определения несущей способности фрикционного соединения, не-
обходимо учесть трение, возникающее на контактных площадках. В качестве закона 
трения используется условие Прандтля взамен закона Кулона, поскольку требование 
ограниченности касательного напряжения τn k£  пределом текучести k  является 
определяющим. Соколовским предложен параметр ω , � �n k= cos2 , который ха-
рактеризует трение при смятии клина шероховатым штампом [13], с одной стороны, 
а с другой, равен углу между нормалью к поверхности и линией скольжения вблизи 
границы. Задание углового параметра ω позволяет рассматривать как реактивные 
силы трения ω ω= 0 , препятствующие выпиранию материала клина, так и активные 
�

�
�= −

2 0 , когда силы трения совершают работу по выпиранию (выпахивание). 
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на контактной площадке. Таким образом, силовым параметрам P T,( )  сжатия и сдви-
га отвечают параметры c,ω( ) , подобный подход позволяет рассматривать различные 
сценарии нагружения клина.

2. Смятие клина шероховатым штампом при пропорциональном нагружении. Постро-
им геометрически подобное (автомодельное) решение смятия несжимаемого жест-
ко-идеально-пластического клина плоским шероховатым штампом, когда на пло-
щадке контакта наряду с  нормальными σn  действуют касательные напряжения 
τn , не превосходящие предела текучести материала на сдвиг ( τn k£ ). В соответ-
ствие с [12] введем угол ω  (рис. 1), характеризующий адгезионное взаимодействие: 
� � �/ /4 2≤ <

	 � �n k= cos2 	 (2.1)
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В  рамках такой постановки трение рассматривается лишь как сопротивление 
сдвигу материала под штампом при пластическом деформировании клина. Кра-
евое условие (2.1) сохраняет геометрическое подобие задачи, тогда компоненты 
тензора напряжений и  вектора скорости частиц материала есть функции толь-
ко единственной переменной, где r  – радиус-вектор положения частицы, отне-
сенный к  начальному состоянию, а  c  – осадка штампа, определяющая стадию 
нагружения.

3. Случай симметричного смятия. Данный случай может реализоваться при дей-
ствии на штамп вертикальной нагрузки. Обозначим ψ  – угол центрированного вее-
ра поля линий скольжения, BF x c= = tgγ , введем угол � �

� �= − +
4

, равный на-
клону участка AC  грани клина ( � �< ).

Вследствие несжимаемости для пластического материала следуют равенства пло-
щадей соответствующих треугольников S ACF S OBF∆ ∆=  и условия подобия, запи-
шем систему уравнений:
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Исключая x  из (3.1), получим

	
h
c
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+1 2 sin sin
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ω δ
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	   (3.2)

Найдем давление p , действующее на площадке контакта, воспользовавшись ин-
тегралом Генки вдоль α -линии:

	 p k= + +( sin )1 2 2� �  	   (3.3)

Заметим, что при � �= / 4  формулы (3.2) и (3.3) совпадают с решением Хилла для 
гладкого штампа. Усилие смятия линейно связано с осадкой штампа и равно
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На рис.  2 построены графики значений пластической податливости dc dP/ , 

(где с – осадка штампа, P
p h

=
2

2

( ) ( )

sin

ω ω
ω

 – усилие на клин) в зависимости от параметра ω.

Рис. 1. Симметричное смятие клина.
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4. Случай одностороннего смятия при реактивной силе трения. Рассмотрим дальней-
шее обобщение задачи Хилла на случай одностороннего смятия клина шероховатым 
штампом (рис. 3, а), при упрощающем предположении равенства наклона граней 
γ γ γ+ −= = . Геометрическое подобие задачи сохраняется и в этом случае. Вначале 
рассмотрим случай (� � �= >0 4/ ), когда сила сдвига, равная силе трения, являет-
ся реакцией и препятствует скольжению материала.

С  учетом уже принятых обозначений из геометрического подобия и  равенства 
площадей соответствующих треугольников следуют равенства
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Разрешая (4.1), получаем квадратное уравнение на h c/
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Положительный корень уравнения (4.2)
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Откуда получаем зависимость между h c/  и углом γ  в параметрической форме
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Усилие P  одностороннего смятия линейно связано с осадкой штампа и равно
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где a NA h= = ( )/ sin2 ω  – ширина площадки контакта.

Важным свойством полученного решения для симметричного клина с учетом тре-
ния является устойчивость процесса одностороннего смятия. Действительно, по-
скольку в силу геометрического подобия � �< , то возникновение скольжения в про-
тивоположную сторону приводит к сетке линий скольжения, доставляющих большее 
значение сжимающей силы P . В силу экстремальных теорем для жестко-пластиче-
ского тела действительное решение должно приводить к  наименьшему значению 

Рис. 2. Зависимость dc/dP податливости от ω  для клина с углом раствора. 
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предельной нагрузки среди всех кинематически возможных полей скоростей, т. е. 
в  условиях квазистатики одностороннее смятие клина оказывается несменяемой 
формой деформирования. В  случае одностороннего смятия равновесие возможно 
лишь при реактивной силе равной T k a= cos2ω .

5. Случай одностороннего смятия при активной силе трения (пропорциональное на-
гружение). Рассмотрим случай, когда штамп передает на клин усилия сжатия P λ( )  
и  сдвига T λ( ) , изменяющихся монотонно и  пропорционально одному параметру. 
Усилие сдвига передается к клину также посредством сил трения, но теперь сила тре-
ния является источником движения среды. Схема линий скольжения для этого слу-
чая � � �= −/ 2 0 показана на рис. 4.

Для реализации такой схемы деформирования необходимо, чтобы выполнялись 
геометрические условия: а) � �> ; б) � � �+ ≥ / 4 . Очевидно, что решение задачи, 
следующее из соображений геометрического подобия, будет таким же, как и в пре-
дыдущем случае.

Представляет интерес определение оптимальной скорости движения штампа, со-
ответствующего минимальным затратам механической энергии в  процессе смятия 
по этой схеме деформирования. Действительно, поскольку направление действия 
касательного напряжения всегда направлено в  сторону, противоположную движе-
нию частиц среды относительно штампа, то для реализации схемы, изображенной на 
рис. 4, необходимо U u x x AN≥ ∀ ⊂max ( , ),0 .

Рис. 3. Несимметричное смятие клина.

Рис. 4. Схема линий скольжения при активном сдвигающем усилии.
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Из геометрического подобия следует, что горизонтальная проекция скорости дви-
жения частицы на физической плоскости Oxy

U V
b
c

V V≥ = =
+

�
� �
� �

2 1

2
0

0

cos sin

cos cos
,

т.е. работа, отнесенная к единичному смятию, с учетом работы сил трения равна
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Сравнение механической работы по схеме 3 (реактивная сила трения � �0 4< / ) 
и по схеме 4 (активная сила трения � �0 4> / ) к механической работе для гладкого 
штампа (� �= / 4 ) данo на рис. 5.

Видно, что смятие шероховатым штампом более затратное, чем гладким, и если 
для случая реактивного трения этот результат предсказуем, то для активного сдвига 
неочевиден.

6. Двухзвенный процесс нагружения клина шероховатым штампом при действии 
усилий сжатия и  сдвига. Фрикционный контакт характеризуют два состояния: 1-я 
стадия – прикладывается и фиксируется усилие сжатия P P= 0 , 2-я стадия – нагру-
жение касательным усилием T T< * , где T *  – несущая способность фрикционного 
контакта. Для определения T *  рассмотрим двухзвенный процесс нагружения клина. 
Когда к  клину прикладывается вертикальная нагрузка P, возникающие под штам-
пом касательные напряжения являются реактивными, (ω ω= 0 ) определены реше-
нием автомодельной задачи одностороннего смятия (в силу замечания о минималь-
ном значении). Действие активного сдвига T  может быть направлено как в сторону 
действия реактивных касательных напряжений, так и в противоположную. Однако 
в  сторону действия реактивных касательных напряжений увеличение Т невозмож-
но без увеличения контактной площадки и  сжимающей силы, следовательно, при 
P P= 0  возможно действие активного сдвига только в  противоположную сторону. 
Прежнее положение равновесия штампа при этом нарушается, происходит процесс 
увеличение площадки контакта и продолжающаяся осадка клина. Т.е. задача о смя-
тии клина комбинацией сжимающей P  и сдвигающей T  сил оказывается связан-
ной. Процесс осаживания клина и распределение напряжений на площадке контакта 
определяются параметрами c,ω( ) . В каждый момент процессу деформирования от-
вечает процесс нагружения – значения равнодействующих усилий сжатия и сдвига 

P T,( ) , определяемых интегрированием напряжений с учетом условия предельного 
равновесия.
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Рис. 5.  Сравнение механической работы для обеих схем действия силы трения.
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При передаче на клин усилия сдвига T  посредством шероховатого штампа про-
исходит изменение угла ω  и смена схемы деформирования (рис. 6), заключающей-
ся в исчезновении геометрического подобия. Однако выполняется следующее более 
частное геометрическое свойство: в любой момент процесса сдвига, определяемого 
углом ω , выполнено: dδ = 0, откуда d d� �= . В силу постоянства силы P P= 0  не-
обходимо выполнение условия интегрального равновесия:

	 p a p a� �( ) + ( ) =� � 0 	 (6.1)

Горизонтальная составляющая усилия Т равна разности интегралов от действую-
щих касательных напряжений на площадке контакта и от реактивных касательных 
напряжений 1-й стадии нагружения � � � � �n na a T( ) ( )− = ( )0 0 , где a0  – ширина пло-
щадки смятия при c c= 0 , откуда следует T ( )ω0 0=  в качестве начального условия 
для 2-й стадии нагружения.

Найдем изменение нормального давления и касательных напряжений, связанное 
с  ��

	
� � �

� � � �

� � � �

� � � � �

n k k

p k k

= = −

= + + = + =

( cos ) sin

( sin ) (cos )

2 2 2

1 2 2 2 2 2kk cos2� ��
	 (6.2)

Из (6.2) следует, что изменение напряжений не зависит от исходной геометрии 
клина и определяется только углом ω , их отношение равно:

	 � �� �n p= −tg 	 (6.3)

Заметим, что полученное соотношение, хотя внешне схоже, отличается от закона Ку-
лона, поскольку ω  – переменная величина.

Найдем изменение ширины площадки контакта. Из (6.1) и  (6.2) следует
∆ ∆a a p p= −  или

	 � �
�

a

a

p
pa

k

P2
0

2 2 1
= − = −

+( )cos �
� 	 (6.4)

Интегрируя (6.4) 1
2 2

0a
k
P

D= + +( )ω ωsin , найдем постоянную D из условия 

a a P k� � � � �0 0 0 0 0 01 2 2 2 2( ) = = − + + +( )/ sin , откуда D = − +1 2 2 0� �/ .

b
h

C

a
a

a a

Рис. 6. Изменение ширины площадки на 2-м этапе.
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Тогда ширина контактной площадки в каждый момент перехода равна

	 a a�
� � � �
� � � �

( ) = − + + +
− + + +0

0 0 0

0

1 2 2 2 2
1 2 2 2 2

/ sin
/ sin

 	 (6.5)

Связь приращения площадки ∆a  с осадкой штампа ∆c  может быть найдена из ге-
ометрических соображений (рис. 6) по изменению составляющих ширины площадки 
контакта ∆ ∆ ∆ ∆a a a a= + +1 2 3 , где � �a c1 = tg � , � �a c2 0= tg� , � �a b3 0= / cos� .

Из условия сохранения объема следует a c h b∆ ∆= , откуда

�
�

b
c

=
2 sin�

 и � � �
a

b c
3

0 02
= =

cos sin cos
,

� � �
 

следовательно

	 � �a A c= ( )� , 	 (6.6)

где A � � � � �( ) = + + ( )−tg tg sin cos0 0

1
2 .

Из (6.6) следует уравнение � �c a A= ′( )� � �( ) , интегрируя которое при условии 
c cω0 0( ) = , получим величину осадки штампа при действии сдвиговой нагрузки

	 c c
a d

A
ω

ω ω
ω

ω

ω

( ) − =
′( )
( )∫0

0

	 (6.7)

Найдем предельное усилие сдвига T * , зная касательные напряжения, действую-
щие на площадке контакта.

Из (6.5) при � �
�= −

2 0  следует, что ширина площадки в конце этапа нагружения
активной сдвиговой нагрузкой равна

	 a a a1 0 0

0 0 0

0 0
2

1
2

2 2 2

1
2

2 2 2
= −






 =

− + + +

+ + − +

�
�

�
� � �

�
� �

sin

sin ��0

Откуда

	 T k a a k* cos cos
sin

sin /
= +( ) = + +

+ + + −
2 2 2

1 2 2
1 2 2 2 20 1 0 0

0 0

0 0 0
� �

� �
� � � �

           (6.8)

С учетом � �0 4> /  из (6.8) следует, что T T* > ( )2 0ω , т. е. предельное значение 
сдвиговой нагрузки более чем двукратно превышает реактивное усилие.

Найдем пластическую податливость на 2-м этапе нагружения при продолжающем-
ся смятии сдвигом

			   dc
dT p k AP P=

=
( ) +( ) ( )

0

1

2� � � �ctg cos
 	                                           (6.9)

На диаграмме (рис. 7) построена зависимость (6.9) для частного случая 2 2 3� �=( / , 
� �0 5 12= )/  в интервале изменения угла � � �Ì ( / , / )12 5 12 . Из расчетов, прове-
денных также и для других значений параметров, следует, что зависимость пластиче-
ской осадки штампа при сдвиге близка к линейной.

Заключение. Понятие предельного значения усилия сдвига для дискретного кон-
такта введено из следующих соображений физического характера. Силы трения всег-
да направлены в сторону, противоположную движению частиц относительно штам-



	 СЖАТИЕ И СДВИГ ИДЕАЛЬНО-ПЛАСТИЧЕСКОГО КЛИНА...	 253

па, поэтому максимальные касательные напряжения при действии активной силы 
сдвига будут такими же по величине, что и реактивные, и противоположны им по
знаку, т. е. � � �

�
�n n( )0 02

= − −







. Следовательно, предельное значение силы сдвига – 

это максимальное значение силы сдвига, равное

T T k a a∗ = = +( )max cos2 0 0 1ω

Если ввести условную величину µ = T P* 0 , которую можно назвать коэффициентом 
трения пары «тело-штамп», то можно заметить, что коэффициент трения пары не за-
висит от усилия предварительного сжатия Р0 и от предела текучести материала на сдвиг.

Применительно к задаче о несущей способности сжатых шероховатых поверхностей

использование линейной апроксимации ∆c
c

T
P0 0








  открывает возможность перехода 

к расчету статистического ансамбля неровностей. В случае насыщенного пластиче-
ского контакта шероховатых поверхностей, можно использовать модель упругого ос-
нования, жесткость которого неоднородна и определяется профилем шероховатости 
и адгезионными свойствами поверхности. В отличие от классической модели верти-
кальное перемещение вызывается как сжатием, так и сдвигом; зависит от их комби-
нации и истории нагружения.

Работа выполнена в рамках НИР “Феноменологические модели деформирования 
и разрушения перспективных материалов и конструкций” и НИР “Эксперименталь-
но-теоретическое исследование определяющих соотношений, критериев прочности 
и устойчивости процессов деформирования”.
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Сompression and Shear of an Ideal-plastic Wedge with a Rough Stamp  
(Frictional Contact Model)
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The transfer of shear force through frictional contact on rough surfaces of precompressed plastic 
bodies is studied. As a contact model, we consider the problem of plastic compression of a wedge 
by a rough flat stamp with the condition of Prandtl friction on the contact surface. A technique is 
proposed for determining the maximum shear load perceived by frictional contact

Keywords: frictional contact, slip-critical connection, ideal plastic wedge, Prandtl’s friction law
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