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Исследована колебательная система с механизмом возбуждения как в осцилляторе
Релея, но с нелинейной (кубической) возвращающей силой. С помощью метода
ускоренной сходимости и процедуры продолжения по параметру построены пре-
дельные циклы и вычислены амплитуды и периоды автоколебаний. Это сделано для
широкого диапазона значений коэффициента обратной связи, в котором этот коэф-
фициент не является асимптотически малым или большим. Предложенная итераци-
онная процедура позволяет достичь заданной точности вычислений. Проведен анализ
особенностей предельного цикла, вызванных увеличением коэффициента самовоз-
буждения. Полученные результаты сопоставлены с автоколебаниями классического
осциллятора Релея с линейной возвращающей силой.
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1. Введение. Автоколебания возникают в различных физических системах и иссле-
дование автоколебательных процессов имеет большой научный и прикладной интерес
для многих областей науки, например механики и, возможно в большей степени, ра-
диотехники. Методам исследования и определения характеристик автоколебательных
систем посвящена обширная литература [1–7]. Для динамических систем разработа-
ны качественные и топологические методы, определяющие критерии существования
предельных циклов и устойчивости автоколебаний. Приближенно форма предельного
цикла может быть найдена методом изоклин [2–4]. Для квазилинейных колебатель-
ных систем с малыми значениями коэффициента самовозбуждения широко известны
аналитические методы, дающие приближенное решение: методы малого параметра
Ляпунова–Пуанкаре, метод усреднения Крылова–Боголюбова и др. [2, 4–10]. С дру-
гой стороны, если коэффициент обратной связи асимптотически велик, то такая син-
гулярно возмущенная автоколебательная система совершает релаксационные колеба-
ния [1]. В этом случае предельный автоколебательный цикл можно построить прибли-
женно, используя метод “припасовывания” А.А. Дородницына [4, 5, 11] или методов
теории релаксационных колебаний [7, 12]. Однако для технических приложений
представляют интерес автоколебания в промежуточной области коэффициентов об-
ратной связи, где они не являются асимптотически большими или малыми. Построе-
ние характеристик автоколебательной системы в этой области предполагает числен-



766 КУМАКШЕВ
ное решение с контролем точности, что в силу резких изменений параметров системы
представляет собой большую вычислительную трудность. Существующие подходы не-
многочисленны, громоздки в использовании и не позволяют контролировать точ-
ность полученных решений. Предлагаемый подход основан на использовании чис-
ленно-аналитического метода ускоренной сходимости [16] для вычислений совместно
с процедурой продолжения по параметру. В частности, ранее, в рамках такого подхо-
да, решены задачи об автоколебаниях классических осцилляторов Релея и Ван дер
Поля [17]. Использование метода ускоренной сходимости позволяет контролировать
точность вычислений, в отличии от более ранних результатов по исследованию урав-
нения Ван дер Поля [12–14]. Также была исследована колебательная система, описы-
ваемая уравнением Ван дер Поля с возвращающей силой третьего порядка [15]. Для
нее были построены предельные циклы в зависимости от коэффициента обратной
связи и определены амплитуда и период автоколебаний. Данная работа продолжает
этот цикл исследований.

2. Приведение уравнений к стандартной форме. Рассмотрим колебания системы,
описываемой уравнением типа Льенара, содержащее степенные функции обобщен-
ной координаты  и скорости  вида

(2.1)

где  отвечает за инерцию в системе, а  играет роль возвращающей силы с коэффи-
циентом упругости . Это уравнение имеет периодическое решение с устойчивым
предельным циклом. При определенных достаточных условиях стационарная точка

 неустойчива. Отметим, что структура уравнения не меняется, если прове-
сти замену  и . Это свидетельствует о том, что предельный цикл будет
центрально симметричен и достаточно определить половину периода.

Для приведения к безразмерному виду сделаем замену переменной  и аргумента  [10]

тогда уравнение (2.1) перепишется в виде (знак  опускаем)

В этом уравнении один безразмерный параметр , имеющий смысл коэффици-
ента обратной связи или самовозбуждения автоколебаний.

Теперь можно получить представление для уравнения типа Релея с нелинейной
возвращающей силой

(2.2)

Классическое уравнение Релея получается, если положить . В данной работе бу-
дет исследован случай , то есть когда возвращающая сила имеет кубический вид.
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Также интересно сравнить полученные характеристики такой автоколебательной
системы с системой, описываемой классическим уравнением Релея. Некоторые ре-
зультаты для классического случая при умеренно-больших значениях коэффициента
самовозбуждения получены в [17]. Далее будет проведено сравнение с этими резуль-
татами.

3. Применение метода возмущений. Чтобы применить численно-аналитический ме-
тод ускоренной сходимости совместно с процедурой продолжения по параметру ,
воспользуемся методами Ляпунова–Пуанкаре [2, 10]. Надо найти периодическое ре-
шение, у которого  и , где  – неизвестный полупериод.
Пользуясь подходом Пуанкаре [10], введем “возмущенный” аргумент  вместо  для
того, чтобы явно выделить зависимость от  следующим образом: , где  –
полупериод автоколебаний по  будет фиксирован. Таким образом  =
= . Пользуясь центральной симметрией искомого решения, нам достаточно рас-
смотреть задачу на этом новом полупериоде. Положим полупериод  равным единице.

Получаем из (2.2) нелинейную периодическую краевую задачу

(3.1)

Здесь  – неизвестная амплитуда колебаний. Точками обозначены производные по
новому аргументу .

Задача содержит четыре неизвестных параметра – две постоянные интегрирования,
амплитуда и полупериод автоколебаний. Их можно найти их четырех краевых усло-
вий. Таким образом будет найдена одна половина предельного цикла, вторая полови-
на получится симметричным отображением.

При  задача имеет тривиальный характер, позволяющий легко найти соответ-
ствующие значения амплитуды и полупериода колебаний. Обозначим их как  и .

Однако, теперь величины  и  можно использовать как начальные приближе-
ния при достаточно малом , отличным от нуля. Для уточнения этих величин ис-
пользуем метод ускоренной сходимости [16]. Далее еще увеличим , а в качестве при-
ближенного решения опять используем значения  и  с предыдущего шага. Эти зна-
чения снова будут уточнены с помощью метода ускоренной сходимости. Таким
образом задача будет решена с помощью процедуры продолжения по параметру  и
методе ускоренной сходимости.

4. Применение метода ускоренной сходимости. Для того, чтобы построить  – перио-
дическое решение уравнения (3.1), надо для каждого  найти два неизвестных пара-
метра  и . На первом шаге для  имеем значения  и , которые исполь-
зуем как начальные приближения на следующем шаге численно-аналитической про-
цедуры. Уточняющая рекуррентная процедура имеет вид

Уточняющие добавки ,  вычисляются из условия обнуления невязок по
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Здесь введены коэффициенты чувствительности , , , , и невязки решения
, , которые на каждом шаге  определяются как высокоточное решение

следующей задачи Коши

с начальными условиями вида:

Как видно, краевая задача для ,  не зависит от краевых задач для , ,  и . Ре-
шение этих дополнительных задач Коши для нахождения введенных функций чув-
ствительности позволяет уточнить значения параметров  и  на каждом шаге итера-
ционной процедуры.

Предложенная итерационная процедура позволяет достичь необходимой заданной
точности вычислений.

5. Численные результаты. Представим полученные результаты и сравним их с клас-
сическим случаем уравнения Релея с линейной возвращающей силой [17]. Отметим,
что в [17] была использована другая процедура решения при которой амплитуда авто-
колебаний получена не была. Основываясь на численной процедуре, изложенной в
данной работе, эта характеристика была получена.

На рис. 1 представлены графики амплитуды  и периода  автоколебаний при
увеличении . Верхняя линия на обоих графиках соответствует классическому случаю.
Видно, что наличие кубической возвращающей силы резко уменьшает и период, и ам-
плитуду автоколебаний при увеличении коэффициента обратной связи. В классиче-
ском случае эти параметры возрастают довольно быстро, и при этом вид кривых имеет
ярко выраженный линейный характер. При наличии кубической возвращающей силы
значения  и  растут гораздо медленнее, вид кривых не имеет линейного характера и
наличествует слабый выгиб к верху.

Отметим, что теперь, имея численные значения  и , можно получить остальные
характеристики колебаний просто проинтегрировав задачу Коши (3.1).

На рис. 2 представлены семейства предельных циклов с шагом по  равным пяти.
Случай с кубической возвращающей силой представлен на рис. 2,а, а классический
случай уравнения Релея – на рис. 2,б. Можно отметить, что в классическом случае,
как видно на рис. 2, предельный цикл представляет собой эллипс при .

При отличном от нуля , в классическом случае предельные циклы представляют
собой выпуклую кривую, имеющую резкие повороты касательной (типа угловых то-
чек) во втором и четвертом квадрантах. Это связано с практически релейным измене-
нием скорости при достижении колебательной системой наибольшего отклонения.
В целом, предельный цикл имеет “ромбовидную” форму.

При наличии кубической возвращающей силы в этих угловых точках появляется
новый эффект: скорость достигает максимального значения с значительным запазды-
ванием по отношению к моменту, когда колебательная система проходит максималь-
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Рис. 1. Амплитуда  и период  автоколебаний для классического уравнения Релея (верхние кривые) и для
случая кубической возвращающей силы.
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ное отклонение. Наиболее отчетливо этот эффект виден при значениях . При
возрастании  локальная кривизна в этих точках становится более выраженной.

Также можно отметить появление значительных участков, на которых система дви-
жется с почти постоянной скоростью. Из-за этого, в целом, предельный цикл приоб-
ретает “квадратный” вид.

Оставшееся общим свойством предельных циклов заключается в том, что около
крайних положений колебательной системы происходит резкое изменение скорости.
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Рис. 2. Предельные циклы автоколебаний для случая кубической возвращающей силы (а) и для классиче-
ского уравнения Релея (б).
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Заключение. Для колебательной системы с механизмом возбуждения как в осцилля-
торе Релея, но с нелинейной (кубической) возвращающей силой построены предельные
циклы и вычислены амплитуды и периоды автоколебаний. Задача решена с помощью
метода ускоренной сходимости и процедуры продолжения по параметру для широкого
диапазона значений коэффициента обратной связи. Предложенная итерационная про-
цедура позволяет достичь заданной точности вычислений. Проведен анализ особен-
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ностей предельного цикла, вызванных нелинейной возвращающей силой при увели-
чении коэффициента самовозбуждения. Полученные результаты сопоставлены с ав-
токолебаниями классического осциллятора Релея с линейной возвращающей силой.

Работа выполнена по теме государственного задания (номер госрегистрации
123021700055-6).
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Self-sustained Oscillations and Limit Cycles in Rayleigh System with Cubic Return Force

S. A. Kumaksheva,#
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An oscillatory system with an excitation mechanism as in a Rayleigh oscillator, but with
a nonlinear (cubic) returning force, is investigated. Using the accelerated convergence meth-
od and the continuation procedure for the parameter, limit cycles are constructed and the
amplitudes and periods of self-oscillations are calculated. This is done for a wide range of
feedback coefficient values, in which this coefficient is not asymptotically small or large.
The proposed iterative procedure allows to achieve the specified accuracy of calculations.
The analysis of the features of the limit cycle caused by an increase in the self-excitation co-
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efficient is carried out. The results obtained are compared with the self-oscillations of a clas-
sical Rayleigh oscillator with a linear returning force.

Keywords: self-oscillations, limit cycle, Rayleigh oscillator
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