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ВВЕДЕНИЕ
Дифракция рентгеновских лучей на кристал-

лических плоскостях, почти перпендикулярных
поверхности, в условиях скользящего падения
широко используется для диагностики припо-
верхностных слоев монокристаллов [1]. Так как
падающий и дифрагированный пучки составляют
малые углы с поверхностью, близкие к области
полного внешнего отражения, то глубина про-
никновения излучения в кристалл из-за эффекта
зеркального отражения (ЗО) резко уменьшается,
что позволяет исследовать ультратонкие слои и
пленки толщиной 1–10 нм и больше.

Теория скользящей дифракции развивалась
вначале для простейших случаев идеального
кристалла [2, 3], кристалла с однородной аморф-
ной [4, 5] и кристаллической пленкой (бикри-
сталл) [6], кристаллической пленки на аморф-
ной подложке [1, 7]. В дальнейшем для анализа
скользящей дифракции в кристаллах с меняю-
щимися по глубине параметрами развивались
кинематическое приближении теории дифрак-
ции [8, 9], метод рекуррентных соотношений
[10], а также различные разновидности матрич-
ных методов [11–14].

Внимание во всех работах по данной теме уде-
лялось анализу лишь дифракционного отраже-
ния рентгеновских лучей и совершенно не иссле-
довалась угловая зависимость интенсивности ЗО.
В многочисленных работах по этой проблеме изу-
чали в основном влияние ЗО на процесс дифрак-

ции и оставляли без внимания другой не менее
интересный эффект – влияние дифракции на ЗО.
Вместе с тем, как впервые было кратко отмечено
в [15], а затем подробно рассмотрено теоретиче-
ски [16] и обнаружено экспериментально [17, 18],
угловое поведение ЗО в области дифракции при
фиксированном угле скольжения весьма заметно
зависит от наличия и толщины ультратонкой
аморфной пленки на поверхности. В [19] в двух-
волновом приближении теории дифракции было
рассмотрено ЗО рентгеновских лучей от много-
слойных аморфных и кристаллических структур
на поверхности монокристалла в условиях сколь-
зящей некомпланарной дифракции.

В настоящей работе на основе рекуррентных
соотношений нового типа построена точная тео-
рия ЗО от многослойных кристаллических струк-
тур в условиях скользящей брэгговской дифрак-
ции рентгеновских лучей и показана высокая
чувствительность кривых ЗО к параметрам мно-
гослойных кристаллических структур.

МНОГОСЛОЙНАЯ КРИСТАЛЛИЧЕСКАЯ 
СТРУКТУРА

Рассмотрим задачу о зеркальном и дифракци-
онном отражении плоской монохроматической
рентгеновской волны E0exp(ik0r) от многослой-
ной структуры (МС), состоящей из N плоскопа-
раллельных кристаллических слоев с толщинами
dn, фурье-компонентами поляризуемости χ0n, χhn
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и векторами обратной решетки hn, на кристалли-
ческой подложке. Излучение падает из вакуума
под произвольным углом скольжения ϕ0 по отно-
шению к поверхности так, что одновременно
имеет место дифракционное отражение от атом-
но-кристаллических плоскостей, составляющих
произвольный угол ψn по отношению к нормали n
к поверхности, направленной в глубь многослой-
ной структуры вдоль оси z.

Точное решение задачи динамической ди-
фракции возможно лишь при условии равенства
тангенциальных (вдоль границы раздела слоев)
компонент векторов обратной решетки каждого
из слоев МС hnt = ht, т.е. в случае когерентного со-
пряжения атомно-кристаллических плоскостей
на границах раздела. В противном случае необхо-
дим анализ интерференции многократно рассе-
янного излучения, состоящего в пленке из беско-
нечного набора плоских волн [6, 20].

Условие hnt = ht, или эквивалентное ему равен-
ство hcosψ = hncosψn, накладывает ограничение
на допустимые углы скоса отражающих плоско-
стей слоев ψn: cosψn = (1 + δn)cosψ, где δn = Δan/a0 –
деформация n-го слоя МС, ψ – угол наклона
атомно-кристаллических плоскостей подложки.

Поле над поверхностью МС состоит из падаю-
щей, зеркально-отраженной и дифрагированной
волн с амплитудами E0, ES и Eh соответственно:

(1)

где k0, kS и kh – волновые векторы падающей, зер-
кально-отраженной и дифрагированной волн
соответственно, причем |k0| = k0, где k0 = 2π/λ –
длина волнового вектора в вакууме, а λ – длина
волны.

Падающая рентгеновская волна возбуждает в
подложке когерентную суперпозицию проходя-
щей и дифрагированной волн:

(2)

где D0 и Dh – амплитуды, q0 = k0 + k0εn и qh = q0 +
+ h – волновые векторы проходящей и дифраги-
рованной волн в кристалле-подложке соответ-
ственно, а h – вектор обратной решетки кристал-
ла-подложки. Величина ε находится из решения
дисперсионного уравнения динамической тео-
рии дифракции, которое в общем случае является
уравнением четвертой степени [16, 17].

В случае кристаллического слоя конечной тол-
щины при решении дисперсионного уравнения
нужно учитывать все четыре корня, поэтому в об-
щем случае поле в произвольном n-м слое состоит
из четырех проходящих и четырех дифрагирован-
ных волн:
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где ,  – амплитуды,  = k0 + k0εnj n,  =

=  + hn – волновые векторы проходящих и ди-
фрагированных волн в n-м слое.

Условия непрерывности тангенциальных ком-
понент электрического и магнитного полей на
границе раздела n-го и n + 1-го слоев для волн,
возбужденных падающим излучением, приводят
к следующей системе граничных условий (коор-
дината z в каждом n-м слое отсчитывается от его
верхней границы, нумерация слоев ведется свер-
ху вниз от границы вакуум–пленка):

(4.1)

(4.2)

(4.3)

(4.4)

где  – коэффициенты, связывающие амплиту-
ды проходящих волн для различных решений
дисперсионного уравнения в n-м слое:  = 

(  = 1),  = exp(ik0 dn), τn = exp(–ik0ψBndn) –
коэффициенты, учитывающие изменение фазы
волн и их поглощение при распространении в
n-м слое;

а ψBn = 2sinψnsin ϑB – эффективный параметр на-
клона отражающих плоскостей.

Разделив уравнения (4.1)–(4.3) на (4.1), полу-
чим рекуррентную связь для коэффициентов  в
соседних слоях:
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БУШУЕВ, ОРЕШКО

где введены обозначения

Амплитудные коэффициенты зеркального RS =
= ES/E0 и дифракционного Rh = Eh/E0 отражений
от МС примут вид

(6.1)

(6.2)

Кривая дифракционного отражения (КДО)
Ph(Δϑ) = (sinϕh/sinϕ0)|Rh|2. Угол выхода дифраги-
рованного излучения ϕh определяется из условия
sin ϕh = –khz/k0. Так как нормальная компонента

khz = –( )1/2, где kht = k0t + ht – проекция на
поверхность МС, то углы выхода ϕh не зависят от
номера слоя и определяются выражением sin ϕh =
= [(γ0 – 2sin ψsin ϑΒ)2 + α]1/2.

Область над МС и подложку удобно рассмат-
ривать как слои с номерами n = 0 и n = N + 1. Со-
отношения (5) решаются последовательно снизу
вверх. Так как в подложке распространяются
только две проходящие и две дифрагированные
волны, то граничные условия, необходимые для
решения (5), примут вид  =  =  =
=  = 0,  = gi,  = R0iτc , где R0i – ам-
плитудный коэффициент дифракционного отра-
жения от подложки,  – коэффициенты,
связывающие амплитуды проходящих волн для
различных решений дисперсионного уравне-
ния в подложке  =  (i = 1, 2); τc =
= exp(–ik0ψBdN), gi = exp(–ik0Γ0idN). При этом ко-

эффициент  определяется из решения урав-
нения
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где коэффициенты  с помощью рекуррентных

соотношений (5) нужно выразить через .
Соотношения (5) являются новым типом ре-

куррентных соотношений в теории дифракции и
в отличие от формул Дарвина [21] и Колпакова
[22] позволяют вычислять амплитуды волн во
всех слоях. Действительно, для нахождения ам-
плитуд волн в каждом слое достаточно воспользо-
ваться уравнением (4.1) с граничным условием

(8)

где предварительно нужно определить коэффи-
циенты .

Для оценки общности полученных соотноше-
ний (5) рассмотрим, как и ранее, хорошо извест-
ные частные случаи.

1. В случае МС, состоящей из аморфных слоев,
в каждом слое будут распространяться только две,
проходящая и зеркально отраженная от нижней
границы слоя, волны, возбужденные падающим
излучением. Пусть это будут волны с амплитуда-
ми  и  = , при этом коэффициент 
связывает амплитуды проходящей и зеркально
отраженной волн. Тогда  =  = 0, а из гранич-
ных условий следует, что и T2i = T3i = T13 = T14 = 0.

В итоге получим известное [23] рекуррентное
соотношение:

(9)

где  = (  – )/(  + ) – френелев-
ские коэффициенты отражения от границы раз-
дела слоев с индексами n и n + 1 и учтена связь,
возникающая для нормальных компонент волно-
вых векторов волн, распространяющихся в
аморфной среде:  =  = (  + χ0n)1/2.

2. В случае больших углов скольжения  >
> (2–3)ϕC, когда можно пренебречь влиянием ЗО
на дифракционное отражение, в каждом слое
кристаллической МС распространяются только
две проходящие и две дифрагированные волны.
Пусть это будут волны с амплитудами  и  =
= . Тогда  =  = 0, а из граничных усло-
вий следует, что T1i = T3i = 0.
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Для коэффициентов , связывающих ампли-
туды проходящих волн в каждом слое, получим
рекуррентные соотношения вида [19]:

(10)

где

Соотношения (10) разрешаются начиная с
нижнего слоя с граничными условиями  = 0,

 = 1,  = R0τN, где R0 – амплитудный коэф-
фициент дифракционного отражения от подложки.

Использование общих соотношений (5), (6)
для описания картины зеркального и дифракци-
онного отражения от кристаллической МС встре-
чает определенные трудности, возникающие из-
за необходимости разрешения (7) для нахожде-
ния граничного условия  в кристаллической
подложке. В связи с этим для описания зеркаль-
ного и дифракционного отражения от кристалли-
ческой МС более удобным оказывается иной спо-
соб, впервые предложенный для описания ЗО от
бикристалла [24]. Для иллюстрации этого спосо-
ба рассмотрим сначала зеркальное и дифракци-
онное отражение от двухслойной кристалличе-
ской пленки на поверхности совершенного кри-
сталла, а затем полученные результаты обобщим
на случай произвольного числа слоев.

Запишем граничные условия на границе ваку-
ум–слой 1 в виде:

(11)

На границе слой 1–слой 2 в виде:

(12)

а на границе слой 2–подложка в виде:

(13)
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где gl = exp(ik0Γ0ld2), τc = exp(–ik0ψB2d2), а l = 1, 2;
координата z в n-м слое отсчитывается от его
верхней границы, а нумерация слоев ведется сверху
вниз от границы вакуум–пленка.

Выразив из (13.3), (13.4) D01g1 и D02g2, преобра-
зуем (13.1), (13.2) к виду

где  = R0l(Γ0l – )τc – (Γhl – )  и j = 1–4;
l = 1, 2; k = 3, 4.

Выразим амплитуды ,  через  и :

(14)
где

(15)

Подставим полученные выражения для ам-
плитуд  и  в (12.3), (12.4), выразим оттуда
оставшиеся амплитуды ,  через  и, под-
ставив все эти выражения в (12.1), (12.2), получим

(16)

где

(17)
и введены обозначения (n = 2)

(18)

Выразим теперь амплитуды ,  через  и
. Связь определяется выражениями (14), (15),

где верхний индекс 2 нужно заменить на 1. Ис-
пользуя (11.3), (11.4), находим связь между ампли-
тудами  и :  = Q1 , где

(19)
Теперь из системы (11) легко можно получить

следующие выражения для амплитудных коэф-
фициентов зеркального и дифракционного отра-
жений:

= =
= 

4 2
2 2 2 2 2

0 0 0
1 1

Γ ,τ Γ τhj j j j hl l l l c
j l

R A g R D g

= =
= = 

4 4
2 2 2 2 2 2

1 0 2 0
1 1

0, 0,j j j j j j
j j

T A g T A g

2
ljT Γ2

0 j
2
jR Γ2

hj τ2
f

2
03A 2

04A 2
01A 2

02A

= + =2 2 2 2 2 2 2 2 2 2
03 13 01 23 02 04 14 01 24 02, – – ,A U A U A A U A U A

−
=

−

2 2 2 2 2
2 1 24,23 2 14,13

2 2 2 2 2
14 23 24 13

.j j j
jk

k

T T T T g
U

T T T T g

2
03A 2

04A
2
01A 2

02A 2
0 jA

= =
= = 

4 4
1 1 1 1 1 1

1 0 2 0
1 1

0, 0,j j j j j j
j j

T A g T A g

= Γ Γ τ1 2 2 1 2 1 2 1 2 1
2 0 1 2 1( ) – – ,(– )lj l l j l j l hj lT R W W R V V

= +
= Γ + Γ Γ

1 3 4

2 0 3 03 4 04

1 – ,

– ,

n n n
j j j

n n n n n n
j j j j

W U U

W U U

= +1 3 3 4 4– ,n n n n n n
j j j jV R U R U R

= Γ + Γ Γ
=
2 3 3 3 4 4 4

12 21 11 22 12 21 11 22( ) ( )

– ,

– / – .

n n n n n n n n n
j hj j j h j h

n n n n n n n n n
l

V R U R U R

R V V V V W W W W
1
03A 1

04A 1
01A

1
02A

1
01A 1

02A 1
02A 1

01A

= γ + γ +1 1 1 1 1
11 21 12 22( ) ( )– / .h hQ V V V V



398

КРИСТАЛЛОГРАФИЯ  том 68  № 3  2023

БУШУЕВ, ОРЕШКО

(20)

где

(21)

Из вида и метода решения системы граничных
условий сразу становится ясно, как можно прове-
сти обобщение полученных результатов на случай
произвольного числа слоев N. В каждом слое, на-
чиная снизу, от границы пленка–подложка, нуж-
но найти величины ,  (j = 1–4, l = 1, 2, k = 3,
4), связывающие между собой амплитуды прохо-
дящих волн в n-м слое:

(22)

(23)

В качестве начальных условий в случае кри-
сталлической подложки следует взять:

При таком выборе начальных условий ампли-
тудные коэффициенты зеркального и дифракци-
онного отражений от многослойной кристалли-
ческой структуры на поверхности монокристалла
примут вид (20).

Полученные соотношения (20)–(23) также
позволяют вычислять амплитуды волн в каждом
слое кристаллической МС. Из (14) следует, что
амплитуды волн в произвольном n-м слое С свя-
заны соотношениями

(24)

а связь между амплитудами волн ,  в n-м
слое и амплитудами волн  (j = 1–4) в n + 1-м
слое МС определяется из условия непрерывно-
сти полей на границе раздела n-го и n + 1-го
слоев МС:

(25)

где  = 1,  = (g1,2)–1. Решение рекуррентных
соотношений (25) проводится сверху вниз от гра-
ницы вакуум–верхний слой МС с привлечением
граничного условия  = Q1 , где

(26)
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а Q1 определяется (19). Рекуррентные соотноше-
ния (25) позволяют также найти амплитуды про-

ходящих волн в кристалле-подложке:  = .

Обсудим чувствительность ЗО в условиях
скользящей дифракции к параметрам много-
слойных периодических структур, которые со-
стоят из чередующихся слоев кристаллического и
аморфного кремния с толщинами 1.0 и 1.5 нм со-
ответственно. Интерес именно к такой МС был
вызван тем обстоятельством, что КДО (рис. 1)
оказываются нечувствительными ввиду малой
толщины МС, а в традиционном методе рентге-
новской рефлектометрии – ввиду равенства ну-

1,2D +1
01,02
NA

Рис. 1. Влияние числа (а) и деформации (б) слоев на
вид кривых дифракционного отражения от МС
Si(кристаллический)/Si(аморфный) в зависимости от
угловой отстройки Δϑ от угла Брэгга подложки. Тол-
щины слоев d1 = 1.0, d2 = 1.5 нм; a – число бислоев:
идеальный кристалл (1), N = 10 (2), 11 (3), деформа-
ция δ = 0; б – деформация δ × 10–4: 1 – идеальный
кристалл, 2 – 4, 3 – 6, 4 – 0, 10 бислоев. CuKα-излуче-
ние, отражение Si(220), ψ = 3°, угол скольжения ϕ0 =
= 50 .
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левых фурье-компонент поляризуемостей под-
ложки и каждого из слоев МС [19].

На рис. 2а показано, как меняются угловые за-
висимости интенсивности ЗО в условиях сколь-
зящей дифракции с изменением числа слоев.
Видно, что форма кривых IS (Δϑ) кардинально из-
меняется при увеличении числа слоев всего на
один бислой. Рисунок 2б демонстрирует чувстви-
тельность кривых ЗО к изменению деформации
кристаллических слоев в МС.

ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Развита точная теория зеркального отражения
рентгеновских лучей при одновременном выпол-
нении условий скользящей брэгговской дифрак-

ции от совершенного монокристалла с много-
слойной кристаллической структурой на поверх-
ности. Полученные рекуррентные соотношения,
описывающие угловые зависимости интенсивно-
сти ЗО рентгеновских лучей в условиях скользя-
щей дифракции от многослойных кристалличе-
ских поверхностных структур, являются новым
типом рекуррентных соотношений в теории ди-
фракции и в отличие от формул Дарвина [21] и
Колпакова [22] позволяют вычислять амплитуды
волн во всех слоях МС.

Показана высокая информативность угловых
зависимостей интенсивности ЗО в условиях
скользящей брэгговской дифракции к толщинам
и числу слоев МС на поверхности совершенного
монокристалла, их деформации и степени амор-
физации, что может быть использовано для ин-
терпретации экспериментальных данных.
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