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Введение

Как известно, для многих малых небесных тел, 
прежде всего для тел небольших размеров, харак-
терны нерегулярная форма и  сложное распреде-
ление масс. Поэтому при исследовании движения 
в окрестности таких тел приходится уделять особое 
внимание особенностям потенциала притяжения. 
Для описания такого потенциала, как правило, 
используют приближения, опирающиеся либо на 
ряды Лапласа (см., например, работу [1], а также 
пособие [2] и цитируемую там литературу), либо на 
метод, известный как метод Вернера — Ширса ([3–
5], см. также публикацию [6]), либо на так называ-
емые масконы (см., например, работу [7]). Сравни-
тельный анализ применяемых методов предложен, 
в частности, в статье [8].

В настоящей работе основное внимание сосредо-
точено на восходящем к Максвеллу подходе [9–11], 
предусматривающем использование мультиполей 
для представления потенциалов, в частности, потен-
циала поля притяжения. Ставится задача отыскания 
направлений, вдоль которых при задании мультипо-
лей осуществляется дифференцирование, а также 
мультипольных моментов. Соответствующие вычис-
ления для различных, вплоть до четвертого порядка, 
мультиполей выполняются для астероида (433) Эрос.

Потенциал мультиполя

Пусть f x x xn1 2, , ,…( )  — бесконечно дифферен-
цируемая скалярная функция, зависящая от n  ска-
лярных переменных, h = …( , , , )h h hn

T
1 2  — вектор 

в пространстве Rn
nx x x( )., , ,1 2 … . Величину
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называют производной функции f по направлению h.
Если задано несколько (не  обязательно раз-

личных) направлений h h h1 2, , , , k  то последова-
тельное дифференцирование функции f по этим 
направлениям называют k-производной функ-
ции f по направлениям h h h1 2, , , k  и обозначают 
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 — оператор Ла-

пласа в  Rn
nx x x( )., , ,1 2 …  Функция f называется гар-

монической, если

∆f = 0.

Понятно, что производная по направлению любо-
го порядка от гармонической функции — вновь гармо-
ническая функция, см., например, исследование [10].

В случае, когда n = 3,  функция
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+ +( )
является гармонической функцией. Ее произво-
дные порядка k  по направлениям h h h1 2, , , , k  

обозначаемые ∂
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1
,  характеризу-

ют потенциал специального точечного объекта — 
мультиполя k-го порядка, располагающегося в на-
чале системы координат.
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Гравитационный потенциал 
тела как линейная комбинация 

потенциалов мультиполей

Пусть   — произвольное твердое тело массы M. 
Обозначим Ox x x1 2 3  связанную с ним прямоуголь-
ную систему координат. Потенциал создаваемого 
им поля силы ньютоновского притяжения U ( )r  
в точке P OP r r r T: ( , , )

� ���
= =r 1 2 3  определяется как

U G
dM

( )
( )

( , )
,r

x

r x r x
= −

− −∫∫∫ 1 2


где G   — гравитационная постоянная; dM( )x   — 
элемент массы в точке тела, задаваемой вектором 
x = ( , , ) .x x x T

1 2 3  Интегрирование осуществляется 
по всему телу .

Как известно (см., например, публикации [1, 
12]), во внешних по отношению к телу   точках 
пространства потенциал может быть представлен 
в виде разложения:
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где коэффициенты Yn  представимы либо в виде
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где k1, k2, k3  — целые неотрицательные числа; 

I x x x dMk k k
k k k
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1 2 3

1 2 3= ∫∫∫ ( )x


 — моменты инерции 

(интегралы инерции) порядка n,  либо, соглас-
но Максвеллу [9] (см. также публикации [10–12]), 
в виде
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где ∂
∂hn

  — дифференцирование вдоль единич-

ного вектора hk k k k
T= ( )α β γ, , ,  α β γk k k

2 2 2 1+ + = ,  
k n= …( )1 2, , , ,  pn  — постоянные положительные 

величины, характеризующие распределение масс 
в теле. Функции (2) — гармонические: они удов-
летворяют уравнению Лапласа. Эти функции опре-
деляют потенциал мультиполя n-го порядка. По-
стоянные pn  называют моментами функции Yn( ),r  
векторы hi  — ее осями. Свойствам мультиполей 
и их физической интерпретации посвящены мно-
гочисленные исследования (см., например, [9–12]).

Для каждого конкретного тела, в  нашем слу-
чае — для астероида (433) Эрос — ставится задача 
определения направлений hk  и моментов pk .

Последовательность вычисления 
осей мультиполя и его момента

Согласно Сильвестру [13, 14] (см. также статью 
[10]), вычисление осей мультиполя сводится к ре-
шению системы алгебраических уравнений
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где величина Yn( )r  определяется соотношением (1). 
Обращаясь к исследованию [11], для решения си-
стемы (3) выполним подстановку
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где u ∈ −∞ +∞( ; )  и  v ∈ −∞ +∞( ; ).  Здесь и  далее 
i = −1.  В  результате рациональной параметри-
зации (4) второе из уравнений системы (3) ока-
зывается выполненным тождественно, и  задача 
сводится к  изучению первого из уравнений си-
стемы (3), с новыми переменными имеющего вид 
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ние v = 0,  приходим к задаче определения корней 
многочлена P un2 ( )  степени 2n  относительно пере-
менной u  с комплексными коэффициентами.

Для всех различных пар корней u1  и  u2  многоч-
лена P un2 ( ),  рассмотрим формы
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линейные относительно r r r1 2 3, , .  Выберем из них 
лишь те, для которых коэффициенты A,  B  и  C  
из соотношения (5) являются вещественными. 
Согласно работам [11–14], таких пар будет ров-
но n.  Обозначим отвечающие им коэффициенты 
( , , ),A B Ck k k  k n= 1,...,  соответственно. Тогда оси 
мультиполей определяются соотношениями

hk

k

k k k

k

k k k

k

k k k

T

A

A B C

B

A B C

C

A B C

=

=
+ + + + + +











2 2 2 2 2 2 2 2 2

, , ,

 	 k n= …1, , .� 	 (6)

Теперь, когда оси мультиполей определены, 
можно вычислить мультипольные моменты pn.  
Для этого приравнивают правые части соотноше-
ний (1) и (2). Величины pn  определяются из соот-
ношений, получающихся в результате подстанов-
ки координат произвольной точки пространства, 
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а также вычисленных осей. Принимая во внима-
ние то обстоятельство, что момент pn  должен быть 
положительной величиной [10, 11], в случае необ-
ходимости изменяют направление одного из векто-
ров hk  на противоположное.

Пример. Астероид (433) Эрос

С помощью описанного выше подхода, постро-
им мультипольное представление потенциала гра-
витационного поля астероида (433) Эрос вплоть до 
порядка n = 4.

Для вычисления инерциальных характеристик 
астероида (433) Эрос в предположении о постоян-
стве его плотности ρ = 2640 3кг м  используется 
предложенная в публикации [15] триангуляцион-
ная сетка, содержащая 856 вершин и 1708 граней, 
заданных в некоторой жестко связанной с астеро-
идом системе координат Ox x x1 2 3.

В рамках принятой модели эффективный радиус 
тела, т. е. радиус сферы, объем которой равен объе-
му тела, равен Re = 8 41. .км  В работе [16] (см. также 
статью [17]), приведены моменты инерции астерои-
да (433) Эрос вплоть до четвертого порядка. Исполь-
зуя эти значения, определим оси соответствующих 
мультиполей и их моменты. Отметим, что выполнен 
пересчет координат вершин сетки; и оси, в которых 
теперь она задана, являются главными центральны-
ми осями инерции. Алгебраические уравнения
	 P un2 0( ) ,=  n = 1 2 3 4, , , � 	 (7)
имеют следующий явный вид:
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Здесь и далее черта над коэффициентом означа-
ет операцию комплексного сопряжения.

Так как начало системы координат совпадает 
с  центром масс астероида, то Y1 0( ) ,r ≡  поэтому 
и момент p1  тоже тожественно равен нулю.

Каждое из уравнений (7) рассматривалось от-
дельно и решалось численно для значений пара-
метров, присущих астероиду (433) Эрос.

Анализ линейных форм (5) позволяет полу-
чить следующие моменты и  координаты осей 
мультиполей:
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Здесь мультипольные моменты pn  представле-
ны в безразмерном виде — их размерные величины 
′pn  отнесены к массе астероида и к эффективному 

радиусу Re,  взятому в соответствующей степени: 
p p mRn n e

n= ′ ( ).
Замечание. Представляет интерес механическая 

интерпретация найденных полюсов и сопоставле-
ние мест их расположения с топографической кар-
той астероида (433) Эрос [18]. Этому вопросу пред-
полагается посвятить отдельное исследование.

Чувствительность значений моментов инерции 
различных порядков астероида (433) Эрос при пе-
реходе от более грубых к более точным сеткам ис-
следовалась в работе [16]. Чувствительность поло-
жений осей мультиполей и значений мультиполь-
ных моментов к калибру сетки в настоящей работе 
не обсуждается.

Измененный потенциал, точки 
либрации и области возможного 

движения

Измененный потенциал
Рассмотрим космический аппарат (КА), совер-

шающий движение в окрестности астроида. Пред-
положим, что астероид совершает равномерное 
вращение вокруг главной оси инерции, отвеча-
ющей наибольшему моменту инерции, с угловой 
скоростью ω.  Положим массу КА, равной едини-
це. В системе отсчета Ox x x1 2 3,  равномерно враща-
ющейся вместе с астероидом около оси Ox3  с пе-
риодом T = 5 27. ,ч  кинетическая энергия КА имеет 
вид:

E r r r r r r r Uk c= + +( ) + − −
1
2 1

2
2
2

3
2

1 2 1 2    ω( ) ,

где

U r rc = − +( )1
2

2
1
2

2
2ω  —

потенциал центробежных сил. Ограничиваясь рас-
смотрением мультиполей вплоть до четвертого по-
рядка, потенциал притяжения примем приближен-
но равным
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где, сообразно постановке задачи, величина k  бу-
дет принимать значения от 2 до 4. Функция

0 1
2

2
2

3
21

2
= + +( ) +  r r r Ua,  U U U ha c N= − + =  —

интеграл Пенлеве–Якоби.

Точки либрации
Для вращающегося гравитирующего тела под 

точками либрации понимают положения равнове-
сия относительно системы отсчета, вращающейся 
вместе с этим телом. Точкам либрации отвечают 
критические точки приведенного потенциала, со-
стоящего из потенциала центробежных сил и по-
тенциала ньютоновского притяжения.

Осуществим сравнение координат точек либра-
ции, вычисленных при k = 2  и  k = 4  (во втором 
и четвертом приближении потенциала1), с резуль-
татами из статьи [19], где точки либрации вычис-
лялись для потенциала Вернера — Ширса. Имеем:
для коллинеарной точки E1 (табл. 1):
Таблица 1.

Координаты, км r1 r2 r3

k = 2 –18.36045 –2.14939 0.08234
k = 4 –19.07455 –1.58843 0.06202
[19] –19.72858 –3.38644 0.13237

Для коллинеарной точки E2  (табл. 2):
Таблица 2.

Координаты, км r1 r2 r3

k = 2 18.12444 –2.49167 0.09062
k = 4 18.92920 –0.99672 0.06751
[19] 19.15600 –2.65188 0.14298

Замечание. Коллинеарные точки либрации рас-
полагаются вне экваториальной плоскости.

Внутри описанной около небесного тела сферы, 
известной как сфера Бриллюэна, имеются пробле-
мы со сходимостью рядов, приближающих потен-
циал притяжения. Поэтому нет оснований для того, 
чтобы считать получаемые в результате вычисле-
ний координаты треугольных точек либрации до-
стоверными. Выполненные вычисления показыва-
ют, что получающиеся для применяемых при вы-
числениях приближений потенциала треугольные 
точки либрации оказываются внутри сферы Брил-
люэна, радиус которой приблизительно составляет 
16 км [15]. Согласно исследованию [19] треуголь-
ные точки либрации имеют координаты (табл. 3).

Таблица 3.

Координаты, км r1 r2 r3

E3 –0.48407 14.72470 –0.06316
E4 –0.46166 –13.96640 –0.07438

1 Вычисления показывают, что применение третьего при-
ближения потенциала дает результаты, мало отличающи-
еся от результатов, полученных во втором приближении. 
Результаты этих вычислений в дальнейшем не приводятся.
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Для сравнения полученных результатов с  ре-
зультатами из публикации [19] воспользуемся 
соотношением

δ
ρ ρ

=
− + − + −( ) ( ) ( )

,
,* *

*

r r r r r r1 1
2

2 2
2

3 3
2


min( )

 

ρ = + +r r r1
2

2
2

3
2 ,  ρ* * * * ,= + +r r r1

2
2
2

3
2

где величины со звездочкой взяты из работы [19]. 
Результаты вычислений приведены в табл. 4.

Таблица 4.

δ k = 2 k = 4

E1 0.0998 0.1000
E2 0.0571 0.0882

Замечание. На первый взгляд, результаты вы-
числений, приведенные в последней из таблиц, па-
радоксальны. Хотя, как можно видеть, отклонение 
положений точек либрации, вычисленных с помо-
щью мультипольных приближений, от положений, 
вычисленных с помощью метода Вернера — Шир-
са, находится в пределах 10 %, результаты, полу-
ченные во втором приближении, более точны, чем 
результаты, полученные в четвертом приближении. 
Это обстоятельство заслуживает более тщательно-
го, отдельного изучения. Среди причин наблюда-
емых парадоксальных отклонений могут оказать-
ся, в частности, достаточно медленная сходимость 
(или вообще, расходимость) рядов, составленных 
из мультиполей. Исследованию общих вопросов 
сходимости и расходимости мультипольных при-
ближений посвящен ряд работ (см., например, [20, 
21]). Эта, в общем случае, теоретическая тематика, 
далеко выходит за рамки настоящей работы.

Области возможного движения
Измененный потенциал и постоянная интегра-

ла Пенлеве–Якоби определяют области возможно-
го движения

Σh aU r r r h: , , ,( )1 2 3 ≤

ограниченные поверхностями

∂ =Σh aU r r r h: , , .( )1 2 3

Для изображения областей возможного движе-
ния обычно используют те или иные их сечения. 
Ограничимся изображением сечения плоскостью, 
проходящей через коллинеарные точки либрации 
и  ортогональной оси вращения астероида. Эти 

тройки изображены на рис. 1. Полужирные окруж-
ности на рисунках — сечения сферы, описанной 
около астероида. Нетрудно видеть, что вычис-
ленные коллинеарные точки либрации находят-
ся вблизи этой сферы, чем и может быть вызвано 
описанное выше парадоксальное снижение точно-
сти с увеличением порядка приближения.

Некоторые замечания
Вообще говоря, мультиполь n-го порядка яв-

ляется классическим объектом исследований не 
только в земной геодезии [22, 23] (см. также ста-
тью [24]) и в описании межмолекулярных взаимо-
действий (см., например, работу [25]2), но и при 
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Рис. 1. Сечения поверхностей уровня плоскостями, 
проходящими через точки либрации E1 (сверху) и E2 
(снизу) и параллельными плоскости Ox1x2 для четвер-
того приближения потенциала.

2 См. также в работе [26] весьма экзотический пример при-
менения мультиполей в динамике человеческого тела.
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решении уравнений математической физики со 
сложными граничными условиями (см., например, 
публикации [27, 28]). Заметим, что при решении 
таких задач большие усилия тратятся не только на 
исследование сходимости возникающих рядов, но 
и на изучение полноты системы функций, по кото-
рым осуществляется разложение.

При решении задач моделирования динамики 
многих частиц с помощью мультипольных подхо-
дов (см., например, уже упоминавшиеся работы 
[20, 21]) особо актуален вопрос о требующихся для 
исследования вычислительных ресурсах. В рассма-
триваемом классе задач о мультипольных прибли-
жениях потенциала притяжения астероидов оче-
видны как минимум два фактора, сказывающих-
ся как на объеме, так и на быстроте вычислений. 
Первый из них обусловлен калибром разбиения, 
а вместе с ним и числом узлов, ребер и граней три-
ангуляционных сеток, задающих приближение по-
верхности астероидов. Эти величины, как правило, 
фиксированы и определены результатами обработ-
ки фотометрических наблюдений, на основе кото-
рых выполняется построение таких сеток. Другой 
фактор связан с порядком мультипольного прибли-
жения потенциала: объем вычислений возрастает 
с ростом порядка аппроксимации. Оценка измене-
ния объема вычислений с ростом такого порядка 
в настоящей работе не проводилась.

Как известно, астероид (433) Эрос относят 
к небесным телам, совершающим одночастотное 
вращение. Представляет интерес решение задачи 
о верификации с помощью сведений о точках ли-
брации полей притяжения небесных тел, соверша-
ющих прецессионные движения (см., например, 
работы [29–32]). Общая теория, касающаяся опре-
деления свойств точек либрации для такой задачи 
развивалась в исследованиях [33, 34].

Заключение

В работе воспроизведен восходящий к Максвел-
лу и Сильвестру подход к определению приближен-
ного выражения для потенциала гравитационного 
притяжения с помощью мультипольных разложе-
ний. С помощью такого подхода для поля притя-
жения астероида (433) Эрос определены мультипо-
ли вплоть до четвертого порядка. Построены не-
которые сечения областей возможного движения. 
Затронут вопрос о чувствительности результатов 
к порядку приближения.

Остается открытым вопрос о том, каким точкам 
на поверхности (“на карте”) астероида отвечают 
направления вычисленных мультиполей.
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