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Введение

Как известно, вычисление вековой части пер-
турбационной функции в  ограниченной задаче 
трех тел — одна из классических задач небесной 
механики. Первые результаты принадлежат Лапла-
су и Леверье [1, 2]: главная часть fmj /D пертурба-
ционной функции раскладывалась в ряд по степе-
ням эксцентриситета и наклона с использованием 
коэффициентов Лапласа. Этот подход эффективно 
используется для изучения движений планет Сол-
нечной системы.

Представление главной части пертурбационной 
функции в виде ряда по полиномам Лежандра при 
любых значениях эксцентриситетов и наклонностей 
орбит (эксцентриситеты и углы наклонений входят 
в виде конечных выражений в коэффициенты ряда) 
впервые получены в работах [3–5]. Развитие косми-
ческой техники возродило интерес к разложению по 
полиномам Лежандра, которое было использовано 
для построения теории движений спутников вбли-
зи Земли. Наиболее значимые результаты описаны 
в публикациях [6–8]. Статья [9] посвящена астеро-
идному варианту круговой ограниченной задачи 
трех тел, получено выражение для дважды усред-
ненной по Гауссу пертурбационной функции в виде 

степенного ряда, коэффициенты которого выраже-
ны через функции Гаусса и Ганзена (см. формулы 
(72)–(74) в статье [9]). Работа [10] содержит описа-
ние некоторой модификации традиционной тех-
ники вычисления вековой части пертурбационной 
функции для эллиптической задачи в виде ряда по 
степеням �, равному отношению большой полуоси 
невозмущенной орбиты точки нулевой массы к ра-
диусу круговой орбиты внешнего тела (Юпитера). 
В статье [11] представлены разложения вековой ча-
сти пертурбационной функции в круговой задаче 
до членов четырнадцатого порядка по � (внутрен-
ний вариант) и  до членов пятнадцатого порядка 
для внешнего варианта задачи. Отметим, что явные 
формулы для общего члена ряда содержатся только 
в статьях [8, 9].

В работе [12] получен ряд Фурье по аргументу 
перицентра ω для дважды усредненной пертурба-
ционной функции, когда усреднение проводилось 
по долготе внешнего тела и истинной аномалии 
в оскулирующем движении малой частицы.

В данной работе дано описание нового вывода 
степенного ряда для вековой части пертурбацион-
ной функции на основе равенства Парсеваля, при 
этом коэффициенты ряда получат новое представ-
ление через функции Гаусса и Клаузена.
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сти оскулирующих элементов e, ω — радиус сходимости редуцированного ряда для разных значений 
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Основная цель статьи — исследовать области 
сходимости и расходимости ряда через построение 
его радиуса сходимости в плоскости оскулирующих 
элементов e, ω, доказать асимптотичность ряда 
в областях его расходимости, что позволит приме-
нять классические методы теории возмущений.

Постановка задачи

Рассмотрим круговую пространственную огра-
ниченную задачу трех тел. Предположим, что пас-
сивно гравитирующее тело P (спутник) находится 
в гравитационном поле двух массивных тел, движу-
щихся друг относительно друга по круговой орбите 
радиуса rJ; центральное тело S (Солнце) имеет мас-
су mS  и воздействует на спутник с силой FS; вто-
рое тело J (Юпитер) массы mJ  оказывает возму-
щающее действие с силой FJ. Считаем, что невоз-
мущенная траектория точки P есть кеплеровский 
эллипс с фокусом в S, плоскость которого П об-
разует с плоскостью движения П0 притягивающих 
тел угол i (рис. 1).

Введем неинерциальную гелиоцентрическую 
систему координат с центром в S. Ось Sx  напра-
вим в точку весеннего равноденствия, SN  — ли-
ния узлов орбиты спутника, остальные оси, обра-
зующие правую систему координат, на рис. 1 не 
указаны. Пусть r — радиус-вектор тела P, rJ — ра-
диус-вектор тела J.

Пусть W — долгота восходящего узла невозму-
щенной орбиты точки P на плоскости П0, e, ω — 
эксцентриситет и  аргумент перицентра этой ор-
биты, λJ  — долгота тела J, а λ — долгота тела P 
в плоскости П0.

Рассмотрим “внутренний” вариант задачи трех 
тел, когда параметры движения тела P удовлетво-
ряют условию: a rJ< .  Здесь a  — большая полуось 
невозмущенной орбиты Р.

Запишем выражение для пертурбационной 
функции задачи:
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где f — постоянная тяготения; γ — угол между rJ  
и r,
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ν  — истинная аномалия движения тела P вдоль не-
возмущенной орбиты.

Функция (1) может быть разложена в ряд по по-
линомам Лежандра с точностью до членов, не за-
висящих от координат тела P:
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Отметим, что ряд (3) сходится тогда и только 
тогда, когда r rJ < 1.  Действительно, этот ряд со-
впадает, с  точностью до первых двух отброшен-
ных членов, с выражением fmJ∆

−1,  зависящим от 
α = r rJ . Особые точки этой функции (точки вет-
вления) имеют вид cos cos ,γ γ± −j 1 2  ( ).j2 1= −

Они принадлежат единичной окружности, по-
этому радиус сходимости ряда (3) в комплексной 
плоскости равен единице.

Усреднение пертурбационной 
функции

Как видно из рис.  1, долгота λ малого тела P 
в плоскости орбиты внешней планеты можно пред-
ставить в виде λ = +Ω w,  где w — угол между лини-
ей узлов SN и проекцией радиус-вектора точки P 
на указанную плоскость. Угол w описывается фор-
мулами [12] 
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Тогда уравнение (2) можно переписать в виде

	 cos cos( ) sin sin ( ).γ λ λ ν ω= − − ⋅ +J i1 2 2 	 (4)

Для преобразования выражения (3) к удобному 
для усреднения виду воспользуемся теоремой сло-
жения для полиномов Лежандра. C учетом равен-
ства (4), будем иметь

Рис. 1. Системы координат, переменные задачи.
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Здесь Pn
k( )  — присоединенные функции Лежан-

дра. Далее считаем, что частота λJ Jn=  не резо-
нирует со средним движением n  невозмущенного 
движения точки P. Проводя усреднение выражения 
(3) по долготе λJ  тела J , получим (с учетом фор-
мул (2), (5) и равенства P n2 1 0 0+ =( ) ) однократно 
усредненную пертурбационную функцию задачи:
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Выражение (6) совпадает с  пертурбационной 
функцией кольца Гаусса в случае r rJ< , что было 
впервые установлено в работе Аксенова [12], с уче-
том ссылки на книгу [13].

Функция R∗  не зависит от λ, но зависит от ис-
тинной аномалии ν  как быстрой переменной за-
дачи. Для того чтобы повторное усреднение пер-
турбационной функции соответствовало усредне-
нию по Гауссу, необходимо провести усреднение 
по средней долготе l пробной частицы P. Имеем:

	 R R l
a e

r R∗∗ ∗ ∗= =
−

∫ ∫1
2

1

2 10

2

2 2

2

0

2

π π
ν

π π

d d . 	 (7)

Вычисления показывают, что функция R∗  со-
держит под знаком суммы произведение двух пе-
риодических по ν  функций: ( cos )1 2 2+ − −e nν  и 
P in2 (sin cos )⋅ θ , θ ν ω π= + − 2.  Основная техниче-
ская проблема исследований — подсчитать среднее 
от этого произведения. Современные программ-
ные комплексы, такие как Wolfram Mathematica 
и Maple, с этой задачей не справляются. Для это-
го воспользуемся формулой Парсеваля, описыва-
ющей главный (вековой) член произведения двух 
рядов Фурье:

	
I e P i

a
a b

n
n

n

m m

2
2 2

2

0

2

0 0

1
2

1

4
1
2

≡ + ⋅ =

= + +

− −∫π
ν θ ν

α
α

π

( cos ) (sin cos )

(

d

mmβm
m

).
=

∞

∑
1

	(8)

Здесь { , , }a a bm m0  — коэффициенты Фурье функ-

ции ( cos ) ,1 2 2+ − −e nν  а  { , , }α α β0 m m  — коэффици-

енты Фурье функции P in2 (sin cos )⋅ θ . Выражения 
для этих коэффициентов имеют вид:
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Здесь F2 1,  — гипергеометрическая функция Га-

усса, а  F zreg
3 2 1 2 3 1 2, ( , , ; , ;(γ γ γ β β  — комплексное чис-

ло), есть регуляризованная обобщенная гипергео-
метрическая функция Клаузена,
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Отметим, что функция F zreg
3 2 1 2 3 1 2, ( , , ; , ; )γ γ γ β β  яв-

ляется аналитическим продолжением обобщенно-
го гипергеометрического ряда, описывающим эту 
функцию в области сходимости z < 1 :
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имеет особенности в точках z = ∞0 1, , .

В итоге дважды усредненная пертурбационная 
функция принимает вид:
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Достоверность формулы (10) была подтвержде-
на численными расчетами формул (8), (10): резуль-
таты вычислений совпадают по всем значащим 
цифрам для следующего декартового произведения 
значений параметров: e от 0 до 1 с шагом 0.1, ω от 
0 до 2p с шагом p/6, i  от −π 2  до p/2 с шагом p/6  
и  n  от 1 до 15 с шагом 1.

Выражение для усредненной пертурбационной 
функции (9), (10) можно разложить в ряд Фурье 
по ω. Представляя конечную сумму в формуле (10) 
в виде тригонометрического полинома, получим
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можем представить выражение для R∗∗  в виде 
ряда Фурье по косинусам:
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	(11)

Здесь следует отметить, что аналитическое пред-
ставление дважды усредненной пертурбационной 
функции задачи в виде ряда Фурье по ω было по-
лучено в работе [12], в которой повторное усредне-
ние проводилось по истинной аномалии, поэтому 
результат усреднения отличается от усреднения по 
Гауссу. Коэффициенты этого ряда автор статьи вы-
разил через вновь введенные специальные функ-
ции, имеющие вид квадратур. Поэтому использо-
вать результаты статьи [12] в аналитических иссле-
дованиях затруднительно.

Преобразуем ряд Фурье (11), группируя члены 
при a rJ

k( )2
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Полученные разложения удобны с аналитиче-
ской и вычислительной точки зрения. Более того, 
с каждым из этих разложений можно работать как 
с единой однозначной аналитической функцией: 
вычислять производные любого порядка по аргу-
ментам e, ω, i, �, раскладывать R∗∗  в ряды по ке-
плеровским элементам, проводить усечение этих 
рядов до членов любого порядка малости, если ис-
пользовать Wolfram Mathematica.

Отметим, что иное представление степенно-
го ряда (12) через специальные функции Ганзена 
X ek p

0
2, ( )−  и функции наклона F ik p, , ( )0  содержится 

в статье [8] (см. также работу [14]):
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Ekm   — целая часть выражения ( )k m− 2 , а  сум-
мирование выполняется по всем значениям c, при 
которых биномиальные коэффициенты отличны от 
нуля, ( )α m  — символ Похгаммера.

Было показано аналитически, что ряды (13), (12) 
совпадают, по крайней мере, для усечений этих ря-
дов со второго по восьмой порядок малости вклю-
чительно (сравнение усечений проводилось с по-
мощью операторов Simplify и Reduce программы 
Wolfram Mathematica).

Верификация двукратно 
усредненной пертурбационной 

функции

Сравним формулу (11) пертурбационной функ-
ции задачи с результатами численных расчетов ин-
теграла R(int) , где
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Фиксируем следующие параметры: e = 0 2. ,  
i = −π 6, ω = 0, a rJ = 0 85. , Ω = π 12.

Из рис. 2 видно, что функция R∗∗  выходит на 
свое значение в  фиксированной точке, начиная 
с  частичной суммы, содержащей 12 членов ряда 
(коричневая кривая), в то время как результат чис-
ленного интегрирования представлен в виде коле-
баний вплоть до n = 20  (синяя кривая), с после-
дующим выходом кривой на значение функции 
в той же точке. Показано, что при n ≥ 20 резуль-
таты расчетов по формуле (11) совпадают с резуль-
татами численного интегрирования R(int)  на сетке 
значений e ∈ [ , . ]0 0 9  с шагом 0.1, ( ) [ . , . ]a rJ ∈ 0 5 0 95  
с шагом 0.05, ω π∈ [ ]0,  с шагом p/6, i ∈ − 2, 2[ ]π π  
с шагом p/6.

Для верификации ряда (12) запишем его хил-
ловское приближение, в  котором удерживается 
только первый член ряда:
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Подставляя вышеперечисленное в выражение для Rh
∗∗  и упрощая, получим:
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Это выражение тождественно совпадает с хил-
ловским приближением усредненной пертурбаци-
онной функции, представленным, например, в мо-
нографии [14] (оригинальные результаты, записан-
ные в  гамильтоновых переменных, содержаться 

в статьях [15, 16]). Заметим также, что этот резуль-
тат получается также путем выделения вековых 
слагаемых пертурбационной функции из ее пол-
ного выражения.
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Условия пересечения орбит. 
Сходимость ряда для усредненной 
пертурбационной функции задачи

Одна из возможных причин расходимости ряда 
(12) — расходимость исходного ряда (3) в области 
r rJ> . Выполнение неравенства r rJ>  ( )a rJ<  
возможно — на некотором участке траектории — 
тогда и только тогда, когда оскулирующий эллипс 
удовлетворяет условию r ra J> ,  где r a ea = +( )1  — 
расстояние до апоцентра орбиты. Положим 
µ = a rJ .  Тогда, при

	 ( )µ− − ≤ <1 1 1e 	 (16)

тело P  выходит за пределы сферы радиуса rJ. Оче-
видно, неравенство (16) имеет место только при 
µ > 1 2,  учитывая, что µ < 1  по условию. Ниже бу-
дет показано, что одной из причин такого поведе-
ния тела P является пересечение орбиты частицы P 
с круговой орбитой внешнего тела. Поэтому при-
ведем геометрическое описание условий пересече-
ния орбит, следуя работе Цейпеля [9]. Будем счи-
тать, что изменение оскулирующих элементов a e,   
во времени описывается первым приближением 
метода усреднения. Тогда оскулирующие элемен-
ты подчиняются трем законам сохранения [9, 16, 
17]: a = const,  ( )cos ,1 2 2

1− =e i c  R h∗∗ = .  Отсюда 
следует, в  частности, что 0 ≤ ≤ ∗e e ,  e c∗ = −1 1  
( ).0 11≤ <с

Условия пересечения орбит имеют вид

	 a e
e

rJ
( )

cos
,

1
1

2−
±

=
ω

	 (17)

поскольку точки пересечения должны совпа-
дать с узлами оскулирующего эллипса на плоско-
сти Sxy  (узлам соответствуют точки орбиты при 
ν ω= − ,  ν π ω= − ,  i ≠ 0). Положим x e= ,cosω  

y e= sin .ω
Равенство (17) можно представить в виде
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1. 	 (18)

Его следует дополнить условием полосы 
0 ≤ ≤ ∗e e ,  0 ≤ < 2ω π,  которое запишем в виде

	 x y e2 2 2+ ≤ ∗ . 	 (19)

Точки пересечения орбит лежат на дугах окруж-
ностей (18), принадлежащих кругу (19).

Эти рассуждения Цейпеля можно дополнить 
следующими выводами. При µ ≤ 1 2  две окружно-
сти (18) не имеют пересечений с кругом (19) для 
любых значений c1 0 1∈ [ , ] . При µ > 1 2  в области 
e∗

−≥ −( )µ 1 1  возможны пересечения орбит: круг 
(19) содержит две симметричные дуги окружностей 
(18) (рис. 3).

Орбиты пересекаются тогда и только тогда, ког-
да ( cos , )e ω 0  является внутренней точкой сегмента 
правого (левого) круга, дуга которого принадлежит 
центральному кругу (19). Аналитически это усло-
вие можно записать в виде неравенств на параме-
тры задачи:

	 ( ) cos ,µ ω−
∗ ∗− ≤ ≤ <1 1 e x e  1

2
1< <µ . 	 (20)

Здесь ( , )x∗ 0   — координата центра хорды сег-
мента. Неравенства (20) гарантируют выполнение 
условий (16), поэтому пересечение орбит ведет 
к тому, что апоцентр оскулирующего эллипса на-
ходится за пределами сферы радиуса rJ. Если нет 
пересечения орбит, то апоцентр оскулирующей 
орбиты может находится как за пределами сферы 
радиуса rJ, так и внутри нее.

Итак, в случае пересечения орбит точка P выхо-
дит за пределы сферы радиуса rJ.

Возможны три разных случая взаимного рас-
положения орбит, вызванных пересечением ор-
бит. В  первом случае два узла оскулирующего 
эллипса расположены внутри орбиты внешнего 
тела, во втором случае один узел находится внутри, 

6.8 × 10–9

6.7 × 10–9

6.6 × 10–9

6.5 × 10–9

R

R**

R(int)

6.4 × 10–9

6.3 × 10–9

6.2 × 10–9

6.1 × 10–9

10 20 30 40
n

e = 0.2, ω = 0, a/rJ = 0.85, i = –π/6, Ω = π/12

Рис. 2. Сравнение ряда Фурье (11) с (14).
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Рис. 3. Кривые пересечения орбит.
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другой — с наружи этой орбиты, третий случай — 
оба узла расположены за пределами орбиты внеш-
него тела. Во втором случае имеем зацепление ор-
бит подобно кольцам цепи.

Теперь исследуем сходимость ряда (12) с  по-
мощью теоремы Коши–Адамара. Как известно, 
формула

ρ = 

 




→∞

−
lim

n
n

n D
1

задает радиус сходимости ρ  степенного ряда с ко-
эффициентами Dn. Коэффициенты ряда (12) гро-
моздки, поэтому его радиус сходимости строим 
численно. Учитывая, что коэффициенты Dn  за-
висят от параметров e, ω, область изменения этих 
параметров 0 1 1≤ ≤ −e c ,  0 ≤ <ω π  покрыва-

ем сеткой с шагом 1 1001− c  по e и  π 100  по ω. 
Расчеты проводили в Wolfram Mathematica, когда 

радиус сходимости ρ  аппроксимировался выраже-

нием D100
100

1( )− . Поверхность ρ ρ ω= (e c, , )1  имеет 
сложный вид, поэтому строим изолинии этой по-
верхности в плоскости ее аргументов при фиксиро-
ванных значениях константы c1 0 1 0 4= . ; .  (рис. 4):

Каждая изолиния отвечает фиксированному 
уровню функции ρ ω( =℘e c, , ) ,1  ℘= const  совпа-
дающему с радиусом ℘ сходимости ряда (12) по �. 
Уменьшение ℘  ведет к сдвигу изолинии как це-
лого вдоль оси e вверх, увеличение ℘  — к сдвигу 
вниз. Поэтому, при фиксированном � ряд (12) рас-
ходится в области, расположенной выше изолинии 

ρ ω µ( =e c, , )1 , сходится при всех e, ω из области, 
находящейся ниже этой изолинии. Области расхо-
димости обширны: при “больших” m ( . )0 6 1≤ <µ  
эти области захватывают значения e ≥ 0 45. , где 
ω — любое.

Отметим, что для разных изолиний имеем один 
и  тот же эффект: при малых ω радиус сходимо-
сти практически не зависит от ω, за исключением 
окрестности ω π= 2  в которой изолиния изгиба-
ется, образуя впадину. Наблюдаются области при 
малых e, в которых радиус сходимости больше еди-
ницы. Однако эти результаты недостоверны, так 

как при µ → 1  радиус сходимости ρ ≈ ( )−Dn
n

1

следует вычислять при n  значительно превосхо-
дящим n = 100. Здесь мы ограничены возможно-
стями Wolfram Mathematica, которая восприни-
мает значения коэффициентов Dn  ряда (12) рав-
ными нулю при n > 101  (минимальные значения 
чисел с плавающей точкой, с которыми работает 
система — 10–318).

Заметим также, что ряд (3) расходится при 
µ < 1,  если апоцентр оскулирующего эллипса вы-
ходит за пределы сферы радиуса rJ  (см. неравен-
ство (16)). Но в этом случае ряд (12), может, как 
следует из рис. 4, как сходится, так и расходится. 
Поэтому корреляция между расходимостью рядов 
(3), (12), предполагаемая априори существенной, 
является, в действительности, слабой.
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Рис. 4. Изолинии поверхности ρ = ρ(е, ω, c1) при c1 = 0.1  (a) и c1 = 0.4 (б).
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Асимптотическое поведение 
усредненной пертурбационной 

функции R∗∗  в областях 
расходимости. Кривые 

неаналитичности.

Рассмотрим поведение функции R∗∗  обла-
стях ее расходимости. Положим µ = 0.6,  c1 0 1= .  
и фиксируем точку e = 0 885. ,  ω π= 2  из области 
расходимости. На рис. 5 изображен график пове-
дения функции R∗∗  в указанной точке в зависи-
мости от числа удерживаемых членов ряда (до 100 
включительно).

Сумма первых 70 членов ряда хорошо прибли-
жает значение усредненной пертурбационной 
функции R∗∗  с  точностью порядка 10 8−  и  толь-
ко удержание бо́льшего числа членов ряда приво-
дит к его расходимости. Аналогичное поведение 
функции имеет место и в остальных точках обла-
сти расходимости. Это говорит о том, что ряд (12) 
является асимптотическим по Пуанкаре в области 
расходимости, при этом расходимость ряда сопро-
вождается осциллирующим нарастанием амплиту-
ды колебаний.

Напомним, что степенной по � ряд R∗∗  назы-
вают асимптотическим по Пуанкаре ([18], с. 335), 
если при любом N и малом � имеет место равенство 
R R oN

N∗∗ ∗∗= + ( )µ .
Другими словами, при любом N существует 

α > 0  такое, что при достаточно малом � частич-
ная сумма RN

∗∗  приближает ряд R∗∗  с точностью 
порядка µ αN +  на конечном промежутке времени, 
т. е. R RN

N∗∗ ∗∗ +−  µ α .  При фиксированном �  
норма разности R RN

∗∗ ∗∗−  будет стремиться 
к бесконечности при N → ∞  в силу расходимости 
ряда. Однако при заданном N мы всегда можем до-

биться выполнения условия R RN
N∗∗ ∗∗ +−  µ α,  

уменьшая �. Итак, частичная сумма ряда дает хо-
рошее приближение, что позволяет использовать 
традиционные методы теории возмущений, осно-
ванные на идее укорочения усредненной пертурба-
ционной функции, в областях расходимости ряда 
(12).

Отметим, что асимптотические свойства ряда 
(12) ухудшаются при стремлении m к единице. Так, 
при µ = 0 999.  и  e e≈ ∗  имеем расхождение по экс-
поненциальному типу уже в первых членах ряда 
(N = 0); в случае 0 < < ∗e e  наблюдается тот же са-
мый эффект, но расходимость имеет осцилляци-
онной тип. Исключение составляет малая окрест-
ность e = 0, в которой ряд сходится. Итак, в случае 
µ ≈ 1,  0 < < ∗e e  необходимо пользоваться разло-
жением, отличным от (12), рассмотренным в рабо-
те [19].

Исследуем поведение ряда (12) на кривых (17), 
которым отвечают пересечения орбит точек P 
и J. Представим их в виде

f a e
a
r

e e
J

1
21 1 0( , , ) cos ,ω ω= −( ) − + =

	  f a e
a
r

e e
J

2
21 1 0( , , ) cos .ω ω= −( ) − − = 	 (21)

Кривые (21) часто называют “сепаратриса-
ми” [19, 20], название условное, так как эти кри-
вые не являются интегральными для усредненных 
уравнений.

Результат первого усреднения пертурбационной 
функции R по λJ  имеет вид [20]

R r∗ −= +( ) ,1 2 1 2  F z2 1
1
4

3
4

1, , ; ; ,






  z

r

r
=

+

4

1

2 2

2 2

cos

( )
,

ϕ

где ϕ  — широта точки P относительно плоскости 
орбиты внешнего тела; F — гипергеометрическая 
функция Гаусса. В точках пересечения орбиты P 
с орбитой внешнего тела имеем r = 1,  ϕ = 0  (в ста-
тье [20] характерная единица длины — радиус ор-
биты возмущающего тела), поэтому z = 1 . Точка 
z = 1  является полюсом для F, поэтому R∗  неана-
литична на кривых (21).

Неаналитичность вдоль указанных кривых со-
храняется и для двукратно усредненной пертурба-
ционной функции R∗∗  ([9], с. 369–375). Действи-
тельно, после интегрирования R∗  по l в окрестно-
сти кривых (21) имеем ([9], формула (66)):

R H H H∗∗ = +π 2 3 5.

Здесь H j  — аналитические по e c, ω µ, , 1  функции, 
при этом H2  обращается в  ноль на кривых (21) 
и меняет знак при их пересечении. Таким образом, 
R∗∗  непрерывна в окрестности кривых (21), но ее 
производные терпят разрыв на (21). Разрыв произ-
водных по e, ω подтвержден численным счетом [20].
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Рис. 5. График поведения функции R∗∗.
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На рис. 6а представлено значение пертурбаци-
онной функции (12) в точке e, ω, удовлетворяющей 
условию f1 0= , i ≠ 0.  Частичная сумма первых со-
рока членов ряда (12) хорошо приближает усред-
ненную пертурбационную функцию R∗∗  задачи, 
и только удержание бóльшего количества членов 
ряда приводит к его расходимости. Таким образом, 
ряд (12) является асимптотическим по Пуанкаре, 
при этом расходимость ряда сопровождается ос-
циллирующим нарастанием амплитуды колебаний. 
На рис. 6б имеем вековой уход значений пертур-
бационной функции с ростом числа удерживаемых 
членов ряда (случай i = 0).

Таким образом, ряд (12) удовлетворяет условию 
асимптотичности по Пуанкаре вдоль кривых неа-
налитичности (21). Отметим только, что асимпто-
тические свойства ряда (12) ухудшаются в сравне-
нии с тем, как ведет себя этот же ряд вне кривых 
(21) в области расходимости: число первых членов 
ряда, сумма которых аппроксимирует функцию 
R∗∗  с точностью порядка µ αN + , уменьшается.

Обозначим также существенную особенность 
кривых неаналитичности: в  их окрестности на-
рушаются условия существования среднего. Дей-
ствительно, производная ∂ ∂∗∗R ω  меняется скач-
ком, поэтому нарушается условие существования 
пространственного среднего от функции ∂ ∂R ω, 
входящей в эволюционные уравнения по перемен-
ным i и e.

Отметим, что впервые на это обстоятельство 
обратили внимание авторы статей [21, 22], предло-
жившие свою схему усреднения в окрестности этих 
кривых.

Заключение

Описано представление вековой части пер-
турбационной функции в  ограниченной круго-
вой задаче трех тел в  виде степенного ряда, ко-
эффициенты которого выражаются через функ-
ции Гаусса и Клаузена. Валидация ряда проведена 
численно, путем сравнения его с  интегральным 

представлением ряда, и аналитически — с рядом 
Брумберга и с предельным Хилловским случаем. 
Получены необходимые и  достаточные условия 
появления кривых неаналитичности ряда (кривых 
пересечения орбит) в виде неравенств на кеплеров-
ские элементы оскулирующей орбиты.

Исследованы  — в  плоскости оскулирующих 
элементов e, ω — радиусы сходимости степенного 
ряда при разных значениях параметра � и констан-
ты Лидова — Козаи c1, построены области сходи-
мости и расходимости ряда. Показано, в частности, 
что при “больших” m ( . )0 6 1≤ <µ  области расхо-
димости обширны, захватывают значения e ≥ 0 45.  
для произвольных ω. Показано, что в областях рас-
ходимости ряд является асимптотическим по Пу-
анкаре, при этом степень аппроксимации ряда его 
частичной суммой сохраняет высокие значения 
вплоть до первых семидесяти членов ряда. Асим-
птотические свойства ряда сохраняются и на кри-
вых неаналитичности, но ухудшаются в сравнении 
с тем, как ведет себя ряд вне кривых неаналитич-
ности в областях расходимости ряда. Асимптотиче-
ские свойства исчезают в предельном случае µ → 1 .

Асимптотичность ряда позволяет использовать 
традиционные методы теории возмущений при 
значениях � из интервала [0,1), исключая случай 
µ ≈ 1.
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Постановка задачи, идея применения формулы 
Парсеваля, представление усредненной пертурба-
ционной функции в виде рядов, анализ кривых пе-
ресечения орбит, описание свойств асимптотично-
сти рядов принадлежат П. С. Красильникову.

Гр омоздкие аналитические и  числен-
ные вычисления, требующие использова-
ния программных продуктов, написание ко-
дов численной верификации пертурбационной 
функции, численное построение областей расхо-
димости и сходимости степенного ряда, численное 
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