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Проведен теоретический анализ фамильного состояния популяции (вектора концентраций од-
нофамильцев в мужском компоненте популяции) и его динамики в результате случайного фа-
мильного дрейфа. Используется аппроксимация такого процесса моделью Райта – Фишера по-
пуляции с неперекрывающимися поколениями, неподверженной давлению отбора, т. е. последо-
вательностью вложенных случайных выборок с возвращением из совокупности фамилий отцов. 
Размер выборки равен N/2 согласно численности мужского компонента в популяции размера N. 
В одной и той же популяции одновременно протекают процессы случайного дрейфа как фами-
лий, так и генов. Их кардинальное различие в том, что размер выборки фамилий вчетверо мень-
ше, чем выборки аллелей аутосомного локуса. Анализ случайного дрейфа упрощается при пере-
ходе от координат-концентраций к квадратным корням из них. При смене поколений состояние 
получает выборочное отклонение, измеряемое угловым расстоянием, а его средний квадрат дает 
темп дивергенции, стабилизирующийся в новых координатах. Дана адаптация (применительно 
к анализу фамильного дрейфа) известного в популяционной генетике результата о характере 
дивергенции на этапе относительно малого по сравнению с размером популяции количества по-
колений. Дивергенция фамилий протекает в 4 раза быстрее дивергенции концентраций аллелей. 
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Изучение фамильной структуры популяций че-
ловека интересно не только само по себе, но и как 
отражение действующих на уровне популяции про-
цессов, как отражение происхождения популяций 
и как косвенное свидетельство характера генети-
ческой структуры (см. [1], где имеется обширная 
библиография). Дело не только в том, что фами-
лии могут наследоваться патрилинейно и переда-
ваться сходно с генами негомологичного участка 
Y-хромосомы, но и в том, что характер типичных 
популяционных процессов (миграция, изоляция, 
популяционные волны численности и др.) близ-
ким образом влияет на распределение генов и 
на распределение фамилий. Сходство в передаче 
потомкам фамилии и генов позволяет использо-
вать фамильные данные при изучении структуры 
ДНК Y-хромосомы (см. обзор [2, 3]) и в ряде слу-
чаев сузить круг фамилий подозреваемых в кри-
миналистике. К настоящему времени проведены 
широкие исследования фамильной структуры во 
многих странах и их внутренних регионах, в том 
числе в России (см., например, [4 с картографиче-
ским анализом, 5]). Количество соответствующих 

работ перевалило за половину тысячи, и обзор со-
временного состояния данной области заслужи-
вает отдельной публикации, а здесь мы ограничи-
лись ссылками преимущественно на монографии, 
но упомянем посвященную библиографии работу 
[6], в которой источники сгруппированы по изуча-
емым странам. 

Отметим, что с термином изонимия связаны 
оставшиеся за рамками настоящей статьи попу-
лярные подходы, основанные на использовании 
данных по частоте браков между однофамильцами 
для оценивания коэффициента инбридинга в по-
пуляции [7–9] (см. критические замечания в [10]). 
Мы не рассматриваем используемые в публика-
циях такие характеристики фамильной структу-
ры популяции, как индекс случайной изонимии и 
показатели разнообразия фамилий. При анализе 
распределения фамилий наш фокус лежит на дру-
гих подходах и методах, применяемых в популя-
ционной генетике. Конечно, при этом требуются 
определенные коррекции в методах исследования 
и в интерпретации результатов. Цель настоящей 

МАТЕМАТИЧЕСКИЕ МОДЕЛИ И МЕТОДЫ
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работы состоит в адаптации методов популяцион-
но-генетического анализа применительно к изуче-
нию фамильной структуры и ее связи с генетической 
структурой, а также обоснования теоретического 
фундамента таких методов. 

Для достижения указанной цели используем 
упрощенную модель случайного фамильного дрей-
фа в популяции с неперекрывающимися поколе-
ниями [11–13]. Согласно закономерностям репро-
дукции при оплодотворении зигота получает слу-
чайным образом один из двух аллелей аутосомного 
локуса отца и один от матери, т. е. генотип потомка 
представляет собой случайную выборку аллеля от 
отца и аллеля от матери. На популяционном уров-
не при случайном комбинировании генотипов ро-
дителей при неперекрывающихся поколениях ге-
нетический состав популяции потомков является 
результатом случайного выбора аллелей из роди-
тельской популяции. Аналогично фамильный со-
став потомков формируется как случайная выборка 
фамилий из мужской составляющей родительской 
популяции. Данная модель в популяционной гене-
тике известна как модель Райта – Фишера. В ряду 
неперекрывающихся поколений мы получаем по-
следовательность вложенных выборок. Динамику 
фамильного состава (изонимии), изменяющегося 
в результате выборочных ошибок при “копирова-
нии” родительского состава, назовем по аналогии 
с генным дрейфом процессом фамильного дрейфа. 

Использование предположения о неперекрыва-
ющихся поколениях, когда речь идет о популяциях 
человека, проблематично, так как входит в проти-
воречие с реальным положением вещей. Однако 
допустить такое использование можно на основе 
многочисленных результатов изучения с его по-
мощью разнообразных реальных популяций. До-
статочно вспомнить проверку закона Харди–Вай-
нберга, полученного в своей классической форме 
для популяций с неперекрывающимися поколени-
ями. Отметим также, что многие выводы при изу-
чении разнообразных природных популяций полу-
чены с помощью приложения результатов непре-
рывной аппроксимации для дискретных моделей 
популяций с неперекрывающимися поколениями.

Другая проблема использования модели случай-
ного дрейфа связана с тем, что реальные популя-
ции подвержены одновременному давлению не-
скольких факторов микроэволюции. Тем не менее 
такое использование оправдано, так как при срав-
нимом по результатам давлении систематических 
факторов и случайного дрейфа последний доми-
нирует на относительно небольших промежутках 
времени [14, 15]. В данном контексте фамильное 
состояние очередной популяции потомков модели-
руется как результат случайной выборки фамилий 
из их совокупности в мужском компоненте роди-
тельской популяции. 

Дальнейшее изложение придерживается следу-
ющего плана. Сначала формулируются основные 
понятия, используемые при изучении фамильной 
структуры. Затем обсуждается переход от традици-
онных фамильных состояний популяции в терми-
нах концентраций однофамильцев к состояниям с 
координатами в виде квадратных корней из кон-
центраций. Далее обосновывается аппроксимация 
распределения фамильных состояний популяции, 
описываемых угловым отклонением θ от начально-
го состояния, нормальным распределением. Преи-
мущество новых координат состоит в достижении 
независимости от состояния популяции эффектов 
случайного дрейфа.

Кратко коснемся обозначений. Названия век-
торов и матриц набраны полужирным шрифтом 
(заглавными буквами для матриц, матрица с эле-
ментами a

ij 
обозначается как [a

ij
]). К обозначениям 

фамильных аналогов популяционно-генетических 
характеристик добавлено окончание s (для диспер-
сий Vs и углов θs соответственно). Символ E отно-
сится к операции получения среднего значения 
(математического ожидания). Когда у E имеется 
нижний индекс, то подразумевается, что усредне-
ние производится по переменной, обозначаемой 
этим индексом. Расстояние между точками x и y в 
Евклидовом пространстве обозначаем как |x – y|. 
Знак тождества “≡” используется в смысле равен-
ства по определению. Символ ◄ отмечает конец 
доказательства.

ОСОБЕННОСТИ ВЫБОРОЧНОГО 
ДРЕЙФА ФАМИЛИЙ В ОДНОЙ 

ИЗОЛИРОВАННОЙ ПОПУЛЯЦИИ
Фамильное состояние популяции определяет-

ся как набор (вектор) концентраций групп муж-
чин-однофамильцев, короче концентраций фами-
лий в популяции. В модели процесса случайного 
дрейфа фамилий последовательность фамильных 
состояний по неперекрывающимся поколениям 
представляет собой цепь результатов вложенных 
случайных выборок с возвращением из фамилий муж-
ских компонентов соответствующих родительских 
популяций. Вероятность появления определенной 
фамилии при извлечении выборочной единицы 
(у нас сына) равна концентрации этой фамилии 
среди родителей (среди глав семей). Формально 
каждая выборка рассматривается как мужская со-
ставляющая популяции в очередном поколении, 
а последовательность выборок в этой схеме опре-
деляет динамику изонимии в ряду неперекрыва-
ющихся поколений. Распределение состава вы-
борки (распределение возможного фамильного 
состава популяции в следующем поколении, т. е. 
концентраций фамилий) является полиномиальным 
(мультиномиальным). 
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Любое состояние популяции как совокупно-
сти, состоящей из групп однотипных объектов (у 
нас групп однофамильцев), можно геометрически 
представить в Евклидовом пространстве как точку 
(вектор из начала координат) x на части гиперпло-
скости над полуосями неотрицательных координат 
(см. рис. 1), координаты точки x равны концентра-
циям групп {xi}. Эта гиперплоскость отсекает еди-
ничные отрезки на осях координат и состоит из 
множества точек x таких, что в случае k групп 

x x e e= … = =( ) ( )
=
∑x x x x xk

T
i i

i

k

1 2
1

0 1, , , , , , ,≥ ≡≡( ), , . .1 1 1… T

Здесь T – символ транспонирования, (x, e) – ска-
лярное произведение вектора-состояния x и век-
тора нормали e к рассматриваемой плоскости  
(x – p, e) = 0, к плоскости отклонений x от (началь-
ного) состояния p. На границе множества состоя-
ний (фазового пространства) концентрация одной 
из групп равна нулю. Выборочное отклонение x от 
p можно охарактеризовать квадратом Евклидова 
расстояния |x – p| между x и p. 

x p x p x p− ≡ − −( ) = −( )
=
∑2 2

1

, .x pi i
i

k

Задача настоящей работы состоит в упрощении 
анализа динамики фамильного и генетического со-
стояний популяции с неперекрывающимися поко-
лениями, изменяющихся в результате случайного 
дрейфа. Анализ как бы обращает нас к модели слу-
чайного генного дрейфа с дискретным временем, 
для которой большинство результатов выведены с 
использованием аппроксимации непрерывными 
аналогами. Получаемые выводы могут использо-
ваться при оценивании инбридинга. 

Повторим, что процесс случайного фамильного 
дрейфа популяции с неперекрывающимися поко-
лениями является последовательностью выбороч-
ных изменений фамильного состояния при сме-
не поколений (последовательностью вложенных 
случайных выборок с возвращением). Состояние 
популяции с k вариантами фамилий в следующем 
(первом) поколении представляет собой резуль-
тат случайной выборки с возвращением фамилий 
из множества фамилий мужчин родительской по-
пуляции. Размер выборки фамилий равен N(1)/2, 
где N(1) – численность диплоидной популяции в 
первом поколении, а N(1)/2 – численность ее муж-
ского компонента, передающего свои фамилии по 
поколениям. 

Выборка является случайной при независимых 
выборах фамилии для каждого потомка. Повторим, 
что ее размер равен N(1)/2. Хотя мы далее интер-
претируем N как размер популяции, ключевым явля-
ется размер выборки мужчин, носителей наследуе-
мых фамилий (с учетом дополнительных поправок 

его можно назвать эффективным дисперсионным 
размером мужского компонента, в нашем случае 
он взят для простоты равным N/2). Интерпрета-
ция N как общего размера популяции условна, и 
N фактически играет роль параметра. Чем мень-
ше размер N/2 мужского компонента популяции, 
тем более интенсивны выборочные отклонения 
нового фамильного состояния от прежнего, а ве-
личина разброса выборочных колебаний опреде-
ляет “темп” дивергенции фамильных состояний 
от начального. 

В первом поколении вероятность попадания 
в выборку i-й фамилии равна p

i 
при каждом из 

N(1)/2 испытаний (при каждом выборе фамилии 
для потомка). Вероятности {pi} равны концентра-
циям фамилий в начальном фамильном состоянии 
популяции p. При описанной схеме распределение 
результатов выборки является полиномиальным, 
как говорилось выше. 

Пусть вектор x = x(1) с концентрациями фами-
лий {xi} обозначает состояние популяции в первом 
поколении. Если рассматривать только какую-ли-
бо одну из координат вектора-состояния x (кон-
центрацию отдельной, скажем, i‑й фамилии), то 
вероятность попадания этой фамилии в выборку 
(“успеха”) в результате одного из N(1)/2 испыта-
ний при формировании первого поколения равна 
pi. Концентрация i‑й фамилии xi в выборке (в сле-
дующем поколении) является результатом деления 
количества успехов на размер выборки N(1)/2 (т. е. 
деления суммы N(1)/2 независимых биномиальных 
переменных с вероятностью успеха pi, равной кон-
центрации фамилии среди родоначальников). Со-
ответствующее распределение количества успехов 
в выборке является биномиальным. 

Ожидаемым (средним) значением концентра-
ции xi для i‑й фамилии в новом поколении будет 
прежнее значение pi, а дисперсия выборочных от-
клонений xi от pi равна pi(1 – pi)/ N ( )1

2
 в соответ-

ствии со свойствами биномиальных испытаний. 
Таким образом, у случайного дрейфа нет преимуще-
ственного направления (ожидаемое значение кон-
центраций фамилий в следующем поколении со-
впадает с предыдущим значением). 

При отсутствии направления у динамики фа-
мильного состояния в результате случайного 
дрейфа ее можно характеризовать разбросом воз-
можных отклонений состояний от начального 
значения, увеличивающимся в силу накопления 
выборочных ошибок в ряду поколений, т. е. ха-
рактеризовать степенью и темпом дивергенции от 
исходного положения. Величина фамильной ди-
вергенции за поколение, “темп” ненаправленной 
эволюции, измеряемая, скажем, средним абсолют-
ным отклонением или средним квадратическим 
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отклонением, или средним квадратом отклонения 
(дисперсией), равным V(xi) = pi(1 – pi)/ N ( )1

2
 (а не 

просто средним отклонением, которое при нена-
правленной эволюции равно нулю), зависит, как 
видим, от значения рассматриваемой концентра-
ции pi в родительской популяции. При одинако-
вых прочих условиях выборочная дисперсия xi как 
характеристика скорости ненаправленной дивер-
генции определяется значением pi (дисперсия про-
порциональна pi(1 – pi)). Тем самым темп дивер-
генции для концентрации i‑го аллеля (фамилии) 
зависит от текущего значения pi и со временем ме-
няется вместе с ним, как подчеркивалось многими 
исследователями. 

В один и тот же момент времени в одной и той 
же популяции темп дивергенции для другой фами-
лии с другой концентрацией будет в общем случае 
иным. Выборочные дисперсии характеризуют слу-
чайную ненаправленную динамику и могут слу-
жить показателем скорости дивергенции. Однако 
затруднительно определить, из-за чего различия в 
величине выборочного отклонения разных фами-
лий достигают наблюдаемого значения — объяс-
няется ли это только темпом дивергенции, зави-
симым от их концентраций среди родителей, или 
причиной является, например, давление некоторо-
го фактора. Кроме того, одинаковые значения от-
клонений характеризуются по-разному при разных 
значениях p. 

При одновременном изучении концентраций 
множества фамилий разброс выборочных откло-
нений характеризуется матрицей ковариаций, за-
висящей от значений концентраций фамилий в 
родительской популяции. В случае разных концен-
траций фамилий темп дивергенции от начального 
состояния отличается как по различным направ-
лениям (по разным осям координат, на которых 
откладываются концентрации соответствующих 
фамилий), так и по отдельной оси в зависимости 
от значения концентрации. Здесь возникает задача 
оптимального объединения без потери информа-
ции данных по отдельным фамилиям для получе-
ния единой характеристики дивергенции фамиль-
ного состояния от начального значения и между 
разными популяциями с общим происхождением. 

На этом пути желательно использовать такое 
преобразование координат, когда темп диверген-
ции стабилен и не зависит ни от направления, ни 
от текущего состояния. Тогда упрощается построе-
ние обобщенной характеристики динамики откло-
нений состояния популяции от начальной точки 
для получения единого показателя, облегчающего 
сравнение популяций. Такими полезными стати-
стическими особенностями дивергенции обладает, 
например, случай, когда выборочные отклонения 
имели бы стандартное многомерное нормальное 

распределение с единичными дисперсиями по ка-
ждой из независимо и случайно изменяющихся пе-
ременных состояния. 

Для получения подобного показателя рассмо-
трим в следующем разделе обобщение преобразо-
вания θ = arccos p (облегчающего изучение дина-
мики отдельной фамилии подобно используемому 
в [16]) на случай анализа одновременных измене-
ний множества фамилий (см., например, [15]). При 
рассматриваемом обобщении достигается изотроп-
ность темпа отклонения (дивергенции) популяции 
от начального состояния в результате случайного 
дрейфа. 

ПРОСТРАНСТВО СОСТОЯНИЙ 
ПОПУЛЯЦИИ С МНОЖЕСТВОМ ФАМИЛИЙ 

КАК ОБЛАСТЬ ГИПЕРСФЕРЫ
В связи с зависимостью скорости дивергенции 

от состояния популяции x возникает задача до-
биться, чтобы характер случайных выборочных ко-
лебаний был бы одним и тем же для любого векто-
ра концентраций x различных фамилий (аллелей), 
т. е. не зависел от состояния. Начать можно с тако-
го преобразования отдельных концентраций, при 
котором на дисперсию преобразованной биноми-
альной переменной не влияет вероятность успе-
ха. Для этой цели Р. Фишером были предложены  
арксинус-преобразование и преобразование  
cos θ = 1 – 2p [16, 17]. Последнее было использо-
вано им для анализа генного дрейфа по концен-
трации одного аллеля, его применение стабили-
зировало выборочную дисперсию, принимающую 
постоянное значение. У нас подобный подход оз-
начает изучение свойств случайной динамики кон-
центраций фамилий по отдельности. Результаты 
такого изучения остаются корректными в качестве 
части общей динамики при исследовании всего 
множества фамилий, так как процесс случайного 
дрейфа допускает произвольную группировку фа-
милий, предельным случаем которой будет группа 
из одной фамилии. 

Для стабилизации темпа дивергенции по кон-
центрации одной из фамилий можно использовать 
угловую переменную θ, получаемую преобразо-
ванием θ = arccos p , при котором выборочная 
дисперсия θ не зависит от концентрации p. Гео-
метрически углу θ соответствует согласно школь-
ному курсу тригонометрии точка на единичной 
окружности с центром в начале координат (точ-
нее, у нас точка на части этой окружности в первой 
четверти) или радиус-вектор данной точки. При 
этом на оси абсцисс откладывается p , косинус 
угла между радиус-вектором указанной точки p и 
осью абсцисс, а по оси ординат 1 – p  (косинус 
угла с осью ординат) — см. рис. 1. Угол θ измеряем 
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в радианах. На тригонометрической окружности 
он совпадает с длиной дуги между осью абсцисс и 
у ≡  p . При малых отклонениях у1 от у = у0 дли-
на дуги между этими точками приближенно равна 
хорде между у0 и у1 

или расстоянию между у0 и со-
ответствующей у1 точкой на касательной прямой в 
точке у0 к окружности, что используется в дальней-
шем. Каждая точка у ≡ ( p,  1 – p ) на окруж-
ности служит геометрическим образом фамильно-
го состояния популяции при наличии только двух 
фамилий, а пространством состояний является 
часть тригонометрической окружности в первой 
четверти. 

При обобщении этой картины на случай k фа-
милий (групп) в популяции [14] получим, что в 
пространстве состояний (фазовом пространстве) 
будет k осей координат, на которых откладывают-
ся k значений { x

i
}, направляющих косинусов yi = 

x
i
 радиуса-вектора состояния в k‑мерном про-

странстве (косинусов углов θi между радиус-векто-
ром и i‑й осью координат). На этом пути перейдем 
к более строгому изучению стабилизации темпа 
дивергенции в последовательности выборочных 
отклонений при случайном дрейфе популяции с 
несколькими группами однофамильцев. При этом 
через p обозначаем начальное состояние популяции, 
а x относим к состоянию с учетом выборочного 
отклонения. 

Итак, перейдем к изучению свойств преобра-
зования координат {y

 
= x i}, при котором по i‑й 

оси откладывается корень квадратный из концен-
трации i‑й фамилии. Все множество {y} состояний 
популяции в новых координатах состоит из точек 
части поверхности гиперсферы (с радиусом R = 1 
и с центром в начале координат), которая нахо-
дится над полуосями неотрицательных координат 
с границей из состояний, у которых имеется нуле-
вая координата. Например, для трех переменных 
(концентраций) множество состояний популяции 
состоит из точек {y} вида 

y = = = + + = + + =( ) ( )y y y x x R y y y x x xx
T T

1 2 3 1 2 3
2

1 2 3 1, , , , , , 

y = = = + + = + + =( ) ( )y y y x x R y y y x x xx
T T

1 2 3 1 2 3
2

1 2 3 1, , , , , ,  y1
2 +  y2

2  +  y3
2 = x1 + x2 + x3 = 1,

что иллюстрируется рис. 1. Оказывается, что ди-
вергенция состояний, кроме примыкающих к гра-
нице фазового пространства, обладает желатель-
ными свойствами стабилизации (правда, за такое 
преимущество приходится платить ограничением 
на величину промежутка времени, когда преиму-
щество существует). 

Пусть θ(y, y
0
) обозначает угол между двумя век-

торными состояниями y и y
0
 (соответствующими x 

и p, см. рис. 1). Отклонения x от начального состо-
яния p (y от y

0
) можно измерять различными спосо-

бами, из которых в координатах y длина дуги боль-
шого круга на гиперсфере привлекательна своими 
статистическими и геометрическими свойствами. 
Она аналогична прямой в Евклидовом простран-
стве в том смысле, что также дает кратчайшее 

y

y

� = arccos x�

p

x

x
2

x
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y
1

y
2
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3
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а б в

Рис. 1. Пространство состояний популяции в различных системах координат. 
а – затененный угол θ между радиус-вектором y

0
 и осью абсцисс; 

б – затененная часть плоскости как пространство состояний популяции в терминах концентраций групп; 
в – затененная часть сферы как пространство состояний популяции в терминах квадратных корней из 
концентраций. 
Объяснения см. в тексте. 
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расстояние между двумя точками (теперь на ги-
персфере). Кроме того, длина дуги на единичной 
гиперсфере совпадает с угловым расстоянием θ(x, 
p) = θ(y

1
, y

0
), которое, как говорилось, измеряем в 

радианах

θ ≡θ ≡x p y y, , .( ) ( )










=
∑1 0

1

arccos x pi i
i

k

	 (1)

Рассматриваемое преобразование было пред-
ложено в [18] с точки зрения, главным образом, 
изучения выборочных свойств статистики cos θ, ее 
связи с критерием хи-квадрат и др. В [14, 19] до-
казана изотропность пространства выборочных 
отклонений на гиперсфере. Если сдвинуть оди-
наковым образом как точку x, так и p, то обычное 
(Евклидово) расстояние между ними в Евклидо-
вом пространстве останется прежним. Аналогично 
угловое расстояние θ(x, p) на гиперсфере не изме-
нится при соответствующем сдвиге x и p. Описан-
ная картина верна для любой популяции как сово-
купности, состоящей из непересекающихся групп 
однотипных объектов. 

АНАЛИЗ РАЗБРОСА  
УГЛОВОГО ОТКЛОНЕНИЯ

При случайном фамильном дрейфе по одной 
фамилии с начальной концентрацией p в попу-
ляции результат добавления в выборку потомка 
(у нас в выборку размера N/2 потомков мужского 
пола) является случайной величиной со значени-
ями 1 (если у потомка окажется рассматриваемая 
фамилия, вероятность этого “успеха” равна p) и 0  
(в противном случае). Распределение суммы слу-
чайных величин (количества успехов во всей вы-
борке), получаемой при этом, является биномиаль-
ным. Повторим, что согласно известным свойствам 
биномиального распределения с вероятностью 
успеха p (см., например, [20]) у полученной кон-
центрации x в случайной выборке размера N/2 ма-
тематическое ожидание (среднее значение) E{x} и 
дисперсия Vs{x} равны соответственно 

E x p Vs x p p
N{ } = { } = −( ), .1
2

Согласно центральной предельной теореме сум-
ма достаточно большого количества сравнительно 
малых случайных величин ведет себя как нормаль-
ная случайная величина, т. е. при большом N/2, где  
N – размер популяции с учетом обоих полов, рас-
пределение x (суммы “успехов”, деленной на N/2) 
является приближенно нормальным с приведен-
ными значениями E{x} и Vs{x}, обозначаемым как 
N(p, p(1 – p)/ N

2
). 

П р и  и с п о л ь з о в а н и и  п р е о б р а з о в а н и я 
θ(p) = arccos p  у угла θ(x) также будет прибли-
женно нормальное распределение. Покажем, 

что у него математическое ожидание прибли-
женно равно θ(p), а дисперсия не зависит от p.  
У нас p обозначает исходную концентрацию рас-
сматриваемой фамилии, а в контексте популяци-
онной генетики p имеет смысл концентрации рас-
сматриваемого аллеля аутосомного локуса в родо-
начальной популяции. Напомним, что когда речь 
идет об аллелях, для углового отклонения исполь-
зуем обозначение “θ”, а когда имеются в виду фа-
милии, к “θ” добавляем “s”, т. е. значение θs(p) ха-
рактеризует фамильное состояние популяции.

Найдем приближенно дисперсию значений 
θs(x) в новом поколении с помощью известного 
δ‑метода (см., например, [20]) следующим обра-
зом. Новая концентрация в поколении потомков 
получается прибавлением к p случайного выбо-
рочного отклонения δp с нулевым математическим 
ожиданием и дисперсией p(1 – p)/ N

2
. Для получе-

ния примерного значения θs(x) ≡ θs(p + δp) в следу-
ющем поколении используем член первого поряд-
ка по δp в разложении Тейлора θs(p): θs(x) ≈ θs(p) 
+ (dθs(p)/dp)δp. Здесь θs(p) – константа, dθs(p)/
dp – постоянный множитель при случайной пе-
ременной δp  ≡    x–  p с нулевой средней величи-
ной и с дисперсией p(1 – p)/ N

2
, соответствующей 

дисперсии концентрации фамилии в следующем 
поколении. 

Как известно, дисперсия произведения кон-
станты на случайную величину δp равна произве-
дению дисперсии δp на квадрат константы. Отсюда 
вычисление приближенной (межпопуляционной) 
дисперсии V(θs) теоретически мыслимых вариан-
тов фамильных состояний θs популяции в следую-
щем поколении дает известное значение 

V d p dp p p
N

N
θ θs s( ) ≈ ( )( ) −( ) =2

1
2

2
.

Таким образом, при замене p на θs = θs(p) вы-
борочное отклонение новой переменной θs от фа-
мильного состояния родительской популяции θs(p) 
при достаточной величине N приближенно имеет 
нормальное распределение с нулевой средней и 

дисперсией  
2
N , независимой от значения p. 

Ремарка 1. Отметим, что при выводе дисперсии 
V(θs) мы в разложении Тейлора ограничились чле-
ном с первой производной dθs(p)/dp и пренебрегли 
следующими. Однако уже вторая производная не-
ограниченно растет, когда p стремится к нулю. По-
этому можно пользоваться полученной аппрокси-
мацией дисперсии, когда p превышает надлежащий 
порог, выбираемый из условия малости эффекта 
следующего члена в разложении Тейлора для θs.

Обоснуем более строго свойства углового рас-
стояния при случайном дрейфе генов и фамилий. 
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Результат 2. Пусть концентрация x аллеля (фами-
лии) в популяции с неперекрывающимися поколениями 
определяется при каждой смене поколений случайной 
выборкой с возвращением из совокупности аллелей 
рассматриваемого локуса (из совокупности фамилий) 
родительского поколения. Положим, что размер та-
кой выборки на шаге τ равен 2Ne(τ)( ), где Ne(τ) 
обозначает эффективную численность популяции в 
поколении τ (см., например, [11, 12]). 

Пусть t поколений тому назад концентрация дан-
ного аллеля (фамилии) в популяции была равна p, и 
расстояние (отклонение) между текущим x и на-
чальным p состояниями в угловых координатах θ(x) ≡  
≡ arccos( x ) находится как |θ( x ) – θ( p)| (соот-
ветственно как |θs( x ) – θs( p)|).

Тогда при Ne(t)
t

 → ∞ и при p, превышающем над-

лежащим образом выбранный порог, асимптотиче-

ские распределения для θ( x t( )) и |θ( x t( )) – θ( p)|2, 
а также для θs (переменной фамильного состояния, 
аналогичной θ) и их параметры имеют вид:

E x t p E x t p
t

Ne t

x t N p
t

θ θ θ θ

θ

( )( ){ } = ( ) ( )( ) − ( )
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Здесь N(m, V) – символ нормального распределения  
с математическим ожиданием m и дисперсией V, 
N�e(t) ≡ t / , N�e(t) и χ₂обозначают сред-
нюю гармоническую численность популяции для ряда 
{Ne(τ), τ = 1, 2, …, t} и распределение хи-квадрат  
(с одной степенью свободы) соответственно.

Доказательство проведем для конкретности в 
случае анализа фамильных состояний. Рассмо-
трим последовательность нескольких поколений, 
в τ‑м из которых фамильное состояние популяции 
представляет собой выборку Ne(τ)/2 фамилий из 
предыдущего поколения. Пусть на первом шаге ре-
ализовалось состояние θs(1) ≡ θs(x(1)). Случайное 
отклонение δθs(1) нового значения θs от начально-
го состояния θs(p), как говорилось ранее, прибли-
женно имеет нормальное распределение с нулевой 

средней и независимой от p дисперсией 1
2 1Ne( )

. 

На втором шаге следующее выборочное отклоне-
ние δθs(2) не коррелирует с предыдущим и будет 

нормальным с нулевой средней и независимой 

от x(1) дисперсией 
1

2 2Ne( ) , где Ne(2) – очередной 
эффективный размер популяции. Распределение 
суммы двух нормально распределенных некор-
релирующих случайных отклонений с нулевыми 

средними и дисперсиями 1
2 1Ne( )

 и 1
2 2Ne( )

 является 

нормальным распределением с нулевой средней и 

дисперсией 
1

2 1Ne( )
 + 

1
2 2Ne( )

. Продолжая эти рас-
суждения, мы получим, что в поколении t итоговое 
суммарное отклонение значения θs от начальной 
величины приближенно распределено нормально с 

нулевой средней и дисперсией  
1

2Ne t( )
 = t

N2e(τ)
,  

складывающейся из дисперсий отклонений на 

отдельных шагах (поколениях). Здесь N�e(t) ≡ 

≡ t/ 1
Ne τ( ), Ne(τ) обозначает эффективный раз-

мер популяции в поколении τ, N�e(t) – средняя 
гармоническая численность популяции для ряда 
{Ne(τ)}, равная обратной величине к среднему 

арифметическому (  
1

Ne τ( )
)/t для { 1

Ne τ( )
}. От-

сюда вытекает, что у нормированного квадрата 

углового расстояния 2N�e(t)
t

 θs2 будет распределе-

ние хи-квадрат с одной степенью свободы. ◄
Распределение отклонения θs(t) от начального 

значения в простом частном случае постоянно-
го размера N у популяции приближенно является 
нормальным N(0, 

t
N2 ) с нулевым математическим 

ожиданием и дисперсией t
N2

, а нормированный 

квадрат углового расстояния 2N
t

θs2 имеет распре-
деление хи-квадрат с одной степенью свободы. 
Еще раз напомним, что приведенные результаты 
корректны, когда значение t мало по сравнению  
N�e(t).

Хотя далее у нас речь идет о совокупности фа-
милий, результаты имеют общий характер и при-
ложимы к случайным выборкам из любой сово-
купности дискретных объектов, сгруппированных 
согласно их типам с соответствующими вероятно-
стями попадания типов в выборку. Таким образом, 
если слово “фамилия” заменить на название объ-
екта, то выводы останутся верными для такого слу-
чая, например для концентраций аллелей. Доказы-
ваемые факты относительно выборочных свойств 
угла θ являются вариантом результата, получен-
ного [18] в области статистики, адаптированным 
применительно к дрейфу фамилий в духе анализа 
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генного дрейфа в [14]. Сформулируем эти факты 
более строго для многомерного случая. 

Результат 3. Пусть дана случайная выборка с воз-
вращением размера N/2 из популяции с k варианта-
ми фамилий. Положим, вероятность извлечения i‑й 
фамилии равна ее концентрации x

i
 > 0

 
, i = 1, 2, … k,  

= 1. Вектор с координатами {xi} обозначим как 

x, а случайный вектор концентраций фамилий в вы-
борке как x1 ≡ x(1) и определим преобразование y(x) 
как 

� (3)

y x

y y x y

( ) = ( ) ≡ ( )
= ( ) ≡ ( )( ) =

=
∑

y y y x x x

y

k
T

k

T

i
i

k

1 2 1 2

2

1
01 1 1

, , , , ,

, ,

… …

yy x0( ).

Тогда асимптотически при N → ∞

y y W y W y I y y1
1

20 0 0 0 0( ) = ( )



 ( ) ≡ −N

N
T, , .� (4)

Здесь N(m, V) – символ многомерного нормального 
распределения с вектором математического ожи-
дания m и матрицей ковариаций V, I – единичная 
матрица.

Доказательство. Распределение фамильного со-
става выборки, получаемой при сделанных предпо-
ложениях, является полиномиальным (мультиноми-
альным). Согласно известным свойствам полино-
миального распределения с вероятностями {xi} = 
x (см., например, [20]) у полученных в случайной 

выборке размера  
N
2  концентраций x

1
 (и их откло-

нений от x) матрица ковариаций V(x) имеет вид

V x D x xx

D y D y y y D y

( ) = −( )



 = ( ) −( ) =

= ( ) − ( )( ) ( )(

2 2

2 2

N
x x

N

N

i ij j
T

T

δ

))( ) ,

где δ
ij
 обозначает символ Кронекера (δ

ij
 = 1 при 

i = j и нулю в противном случае), D(x)(D(y)) – ди-
агональная матрица с координатами вектора x (со-
ответственно y) на главной диагонали. Дальнейшее 
доказательство разобьем на пункты. 

1. При преобразовании (3) можно приближенно 
найти математическое ожидание E{y(x)} и матрицу 
ковариаций V(y) для координат {yi} вектора y = y(x) 
с помощью δ-метода, использующего члены пер-
вого порядка в разложении Тейлора y(x). Приме-
ним его как к дисперсиям (см., скажем, [20]), так и 
ковариациям. Повторим, что когда y(x) получается 

преобразованием случайной переменной x с мате-
матическим ожиданием x0, то 

y x y x x x y x x y x dy x dx x

y y x

( ) ( )( ) ( ) ( )( )
(

= + +( ) ≈ +0 0 0 0 0– ,≡ δ δ

δ ≡ )) ( ) ( )( )≈– ,y x dy x dx x0 0 δ

где dy(x
0
)/dx – константа, а δx – случайное откло-

нение x от x
0 

с нулевым математическим ожидани-
ем (E{δx} = 0). Отсюда 

2. Когда y(x) получен преобразованием случай-
ного вектора x с математическим ожиданием x0, то 
для i-й координаты y

i
(x) вектора y(x) имеем 

– yi (x0 + δx) ≈

y y y x y y x xi i i i i j j
j

x x x x x x x( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )= + + ≈ + ( )0 0 0 0 0 Ц ≡ δ ∂ ∂ δ∑∑ ,

где ∂yi(x
0
)/∂xj – константы, а δxj – случайные от-

клонения координат x от координат x
0
 с нулевым 

математическим ожиданием (E{δxj} = 0).
В векторно-матричном виде это соотношение 

можно переписать как 
y(х) = y(х0 + δx) ≈ y(х0) + [∂

ij
y(x

0
)] δx,y x y x x y x y x x

y y x y x

( ) ( ) ( )
( ) ( )

= +( ) ≈ +  

≈

0 0 0

0

δ ∂ δ

δ ≡

 ij ,

∂ δ ∂ ∂ ∂ij ij i jy xy x x y x x0 0 0( ) ( ) ( )    ≡ 



, .–

Так как константы ∂ijy(x
0
) можно выносить за знак 

математического ожидания E и согласно получен-
ному выше E{δx} = 0, то 

E E Eijy x y x y x x y x( ){ } ( ){ } ( )  { } ( )≈ + =0 0 0∂ δ .

3. Теперь обратимся к вычислению матрицы ко-
вариаций V(y) случайного вектора-столбца y. По 
определению V(y) ≡ E{δy × δyT}, V(x) ≡ E{δx × δxT}, 
подстановка в V(y) приведенного выше значения δy 
дает 

(5)

Напомним, что при анализе фамильной структу-
ры размер случайной выборки равен N/2, y(x) =  
= { x i

} и 

V x D x xx D y D y y y D y( ) ,= ( ) −( ) = ( ) − ( )( ) ( )( )( )2 2 2

N N
T T

∂ ∂ ∂
δ

ij i j
ij

i

y x
x

y x D y( )  ≡   =












= ( )−/ .
1
2

1
2

1
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Подстановка этих выражений в формулу (5) для 
V(y) дает 

V y D y D y D y y y D y D y

I

( ) ≈ ( ) ( ) − ( )( ) ( )( )( )



 ( ) =

=

− −1
2

2 1
2

1
2

1 2 1

N

N

T

−−( ) ≡ ( )yy W yT

N
1

2
,

где I – единичная матрица, W(y) ≡ [δij – yi yj] =  
= I  –  yyT. Значит, в результате замены (3) при-
ближенно матрица ковариаций V(y) для новых 
переменных y (и для их отклонений δy от ма-
тематического ожидания y0) пропорциональна 

W(y) ≡ [δij – yi yj] с множителем  при анализе 

фамильного дрейфа (и 8  при дрейфе генов). 
4. Чем больше размер выборки, тем теснее рас-

полагаются выборочные отклонения вблизи нуле-
вого значения и тем лучше аппроксимируется их 
распределение многомерным нормальным, причем 
асимптотически 

x x D x xx y y W y

y y y

1 0 0

0

2 1
2

0
1

= ( ) −( )





= ( )





= − =

N
N

N
N

N

T, , , ,

,δ
22 0N

W y( )





.

◄
Теперь покажем, что распределение квадратов 

Евклидова |δy| и углового θs расстояний между y
1 

и y0 является широко употребляемым в биометрии 
распределением хи-квадрат. 

Результат 4. В рамках предыдущего результата 
Евклидово |δy| и угловое θs расстояния между y1 

и y0 
удовлетворяют

 (6)

где  обозначает распределение хи-квадрат с k–1 
степенями свободы.

Доказательство. При сделанных ранее предпо-
ложениях угловое расстояние θs аппроксимирует 
Евклидово расстояние на касательной плоскости 
к гиперсфере. Соответственно распределения ква-
дратов этих расстояний приближенно одинако-

вы. Матрица ковариаций для δy равна W(y0), 
W(y) ≡ I – yyT; yTy = 1 и для 2N ; δy она равна W(y0). 
Здесь I – единичная матрица размера k.

Заметим, что матрица W(y) является идем-
потентной (т. е., как можно легко проверить, 

W2(y) = W(y)). Кроме того, приближенно E{δy} = 0. 
Известно, что для такого случая 

2 2 2 2
1

2N N N kδ δ δ δ χ χy y y y, , , ,( ) = ( ) = = −tr W

где tr W обозначает след матрицы W (сумму ее диа-
гональных элементов, равную у нас k – 1). Следо-
вательно, произведение 2N на квадрат расстояния 
(отклонения |δy|) между фамильными состояния-
ми y1 ≡ y(1) и y0 приближенно имеет распределе-
ние хи-квадрат с k – 1 степенями свободы. При 
больших N отклонения δy с близкой к единице ве-
роятностью малы, значения углового расстояния 
θs2(y1, y0) аппроксимируются величинами |δy|2 и 
асимптотически 2 2

1 0 1
2N kθ χs y y, .( ) = −  ◄

Обратимся к более наглядной геометрической 
картине приведенного результата [14]. Напомним, 
что переход (3) от координат пространства фа-
мильных состояний x,

x x e e= ( ) = ( ) = ≡ ( )
=
∑x x x xk

T
i

i

k
T

1 2
1

1 1 1 1, , , , , , , , ,… …

 
как части гиперплоскости над полуосями неотри-
цательных координат, к координатам {yi ≡ xi } ге-
ометрически означает преобразование простран-
ства фамильных состояний (симплекс) в часть 
гиперсферы с единичным радиусом (см. рис. 1 в 
трехмерном случае). При этом матрица ковариа-
ций для выборочных отклонений δy новых пере-
менных приближенно равна V(y) со следующими 
легко проверяемыми свойствами: 

– –

Таким образом, вектор y является собственным 
вектором матриц V(y) и W(y) с собственным чис-
лом λ = 0, остальные собственные векторы W(y) 
ортогональны y с равными единице собственными 
числами. Очевидно, y является вектором единич-
ной нормали к гиперсфере (3). 

Перейдем к новой системе координат, в которой 
на одной из осей лежит вектор нормали, а осталь-
ные оси располагаются в касательной плоскости 
в точке y, образуя ортонормированную систему. 
Данное преобразование с ортонормированной ма-
трицей перехода не изменяет распределение выбо-
рочных отклонений и собственных чисел матрицы 
ковариаций. В новой системе координат она явля-
ется диагональной, ее главная диагональ состоит из 
дисперсий по новым координатам (из собственных 
чисел λ). Дисперсия (собственное число) по нор-
мали равна нулю, т. е. выборочные отклонения по 
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направлению вектора нормали невозможны. Это 
означает, что вся выборочная изменчивость скон-
центрирована на гиперсфере. Будем аппроксими-
ровать ее в касательной плоскости. Повторим, что 
равенство Wv = v означает, что любой вектор v, ор-
тогональный y (лежащий в касательной плоскости 
к гиперсфере в точке y), будет собственным для ма-
трицы W с λ = 1 [14]. Поэтому на касательной пло-
скости дисперсии выборочных отклонений оди-
наковы по любому направлению (изотропность). 
Займемся изучением свойств θs в ряду поколений. 

АППРОКСИМАЦИЯ УГЛОВОГО 
ОТКЛОНЕНИЯ ПО МНОЖЕСТВУ 

ФАМИЛИЙ ПРИ ОТНОСИТЕЛЬНО 
МАЛОМ КОЛИЧЕСТВЕ ПОКОЛЕНИЙ

Большинство из описанных свойств углового 
расстояния по множеству фамилий соответствуют 
свойствам выборки, которая с точки зрения слу-
чайного дрейфа рассматривается как характери-
стика только одного шага в цепи изменений попу-
ляции в поколениях. Иная точка зрения фокуси-
руется по рекомендации Р. Фишера на свойствах 
динамики углового расстояния в ряду поколений 
в результате случайных выборочных колебаний со-
стояния популяции. Она была широко популяри-
зирована Л. Кавалли-Сфорца с соавт. [21, 12] в от-
ношении генного дрейфа на относительно малом 
промежутке времени, не приводившими, однако, 
теоретических обоснований. В дальнейшем анализ 
данной ситуации был представлен в [14], изложен-
ный также в [22]. 

Геометрические свойства процесса случайного 
дрейфа, аппроксимируемого диффузионным про-
цессом на гиперсфере в римановом пространстве, 
и его асимптотика на небольших промежутках вре-
мени рассматривались в [23, 24]. Общий случай 
асимптотики диффузионных процессов в римано-
вом пространстве на небольших временах рассмо-
трен в предположении невырожденной матрицы 
диффузии внутри и на границе фазового простран-
ства в [25]. В монографии [26] проанализированы 
разносторонние информационно-геометрические 
свойства модели Райта – Фишера, одним из при-
меров которой является рассматриваемый случай 
фамильного дрейфа. 

Приведенные выше результаты о свойствах 
углового расстояния для множества фамилий в 
контексте динамики фамильного состояния соот-
ветствуют однократной смене поколений, сопро-
вождаемой случайным выборочным отклонением 
фамильного состава популяции от y0 до y(1). Ко-
нечно, наибольший интерес представляет дина-
мика в течение не одного, а ряда поколений. Эта 
динамика описывается результатами последова-
тельности вложенных выборок, соответствующими 
последовательности смены поколений популяции. 

Ремарка 5. Проанализируем второе поколение 
под другим углом зрения. Рассмотрим его как ги-
потетический ансамбль популяций, состоящий из 
возможных вариантов популяций-потомков попу-
ляций первого поколения. Этот ансамбль можно 
интерпретировать как иерархически подразделен-
ную метапопуляцию. Она разбивается на группы, 
происходящие от разных популяций первого поко-
ления. В силу ненаправленного характера случай-
ного дрейфа ожидаемые концентрации фамилий 
в каждой отдельной группе популяций совпадают 
с концентрациями у породившей группу популя-
ции первого поколения. Поэтому межгрупповая 
дисперсия распределения концентрации отдель-
ной фамилии по группам второго поколения такая 
же, как дисперсия распределения ее концентраций 
по популяциям первого поколения. Аналогично ме-
жгрупповая матрица ковариаций Vs

betw
(y(2)|y(0)) со-

впадает с матрицей ковариаций распределения 
концентраций по популяциям первого поколения, 
равной согласно (4) значению 1

2 1Ne( )
W(y0): 

Vs y y Vs y y W ybetw Ne
2 0 1 0

1
2 1 0( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( )= ( )| | .=

В каждой отдельной группе популяций, про-
исходящих от некоторой популяции первого по-
коления с концентрациями фамилий y(1), матри-

ца ковариаций согласно (4) равна 
1

2 2Ne( )
W(y1)) и 

рассматривается как внутригрупповая матрица 
ковариаций. 

Итак, все популяции второго поколения обра-
зуют метапопуляцию, подразделенную на группы 
(см. рис. 2). Дивергенция групп между собой по 
концентрации отдельной фамилии характеризуется 
межгрупповой дисперсией распределения ее концен-
траций по группам. Дивергенция популяций вну-
три групп метапопуляции характеризуется средней 
внутригрупповой дисперсией распределения концен-
траций фамилии по популяциям внутри групп. 

Дивергенция популяций всего ансамбля харак-
теризуется общей (полной) дисперсией распределе-
ния концентраций фамилий по всем популяци-
ям второго уровня. По правилу сложения диспер-
сий (см., например, его применение к фамильной 
структуре в [27]) полная дисперсия равна сумме 
межгрупповой и средней внутригрупповой дис-
персий. Это правило остается верным в случае не 
одной, а множества фамилий, если слово “диспер-
сия” заменить на “матрица ковариаций”. 

Рассмотрим динамику матрицы ковариаций 
Vs(y(t)). Начнем изучение со случая двух поколений 
случайного дрейфа. 

Результат 6. Пусть рассматривается последова-
тельность двух независимых вложенных случайных 
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выборок с возвращением из популяции с k варианта-
ми фамилий, где их концентрации превышают над-
лежащий порог. Положим, что размер такой вы-
борки (эффективный размер популяции) в поколении  
τ = 1, 2 равен , а вероятность попадания в вы-

борку фамилии i‑го типа равна xi(τ) > 0, 
i

k

=
∑

1

xi(τ) = 1, 

где xi – ее концентрация в родительской популяции.

Тогда во втором поколении матрица ковариаций 
Vs(y(2)) случайного вектора y(2) ≡ {y

i
(2) ≡  xi ( )2 } 

приближенно выражается как

– T

Vs y I y y2 0 0
1

2 1
1

2 2
1

2 1
1

2
( )( ) 



 ( ) ( )≈ + ( ) ≡ +

Ne Ne Ne Ne
T

( ) ( ) ( )
Ц

(( )
.

2 0




 ( )W y

Доказательство. Учтем, что при смене по-
колений к фамильному состоянию популяции 

добавляется случайное выборочное отклонение δ, 
причем E{δ} = 0 независимо от номера поколения. 
Для первого поколения имеем 

δ

δ

δ

δ

δ

δ

δ

δ

δ

Отсюда очевидно, что матрица ковариаций  
во втором поколении при условии y(1) равна 

1
2 2Ne( )

W(y1). 

Рассмотрим ансамбль популяций второго поко-
ления, интерпретируемый как иерархически под-
разделенная метапопуляция, состоящая из групп. 
Каждая группа порождается соответствующей по-
пуляцией первого поколения и содержит возмож-
ные варианты популяций-потомков с разными фа-
мильными состояниями. В нашем случае межгруп-
повая матрица ковариаций согласно предыдущей 
ремарке имеет вид 

Vsbetw(y(2)|y(0)) = Vs(y(1)|y(0)) =  1
2 1Ne( )

W(y0). 

Дисперсия распределения концентрации от-
дельной фамилии по популяциям внутри какой-ли-
бо группы, порождаемой популяцией первого по-
коления с фамильным состоянием y(1) (при усло-
вии y(1)), является внутригрупповой дисперсией 
(Vsin) для этой группы, а при рассмотрении мно-
жества фамилий вместо дисперсии имеем матрицу 
ковариаций Vsin(y(2))|y(1)) концентраций фамилий, 
являющуюся внутригрупповой матрицей ковариа-
ций. Согласно правилу сложения дисперсий (ковари-
аций) полные (для всей метапопуляции-ансамбля) 
значения данных характеристик изменчивости 
равны сумме межгруппового и среднего внутри-
группового значений этих показателей, т. е. пол-
ная матрица ковариации Vstot(y(2)) концентраций 
фамилий популяций второго поколения имеет вид 

Vs y y Vs y y Vs y yytot betw inE2 0 2 0 2 11( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )= + ( )| | { |  }}

| |

( )

=

( ) ( )( ) ( ) ( )( ) =

( )

= + { }
= +

( )Vs y y Vs y y

W y

y

y

1 0 2 1

1
2 1

1

0 1
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01Ne( )
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Рассмотрим второе слагаемое. Вспомним, что 
для любой случайной величины x

y(0):

y(1):

y(2):

y(2):

......... .....

....

.........

V y y( (2)| (1))

V y y( (2)| (0))

V y y( (1)| (0))

Рис. 2. Межгрупповая, внутригрупповые и пол-
ная матрицы ковариаций концентраций состояния 
популяций: 
□ – обозначение популяции; y(0) – состояние родо-
начальной популяции; y(1) – случайные состояния 
ее потомков, популяций первого поколения, разброс 
возможных состояний y(1) характеризуется матри-
цей ковариаций V(y(1)|y(0)), служащей межгруппо-
вой матрицей ковариаций для популяций следующе-
го поколения, где y(0) фиксировано; y(2) – случай-
ные состояния популяций, потомков родоначальной 
популяции во втором поколении. Они образуют 
метапопуляцию, состоящую из групп с происхож-
дением от отдельных популяций первого поколе-
ния и с внутригрупповыми матрицами ковариаций 
V(y(2)|y(1)). Здесь y(1) случайно варьирует между 
группами; следующая строка относится ко второму 
поколению без разбиения на группы его популяций, 
разброс которых характеризуется полной матрицей 
ковариаций Vs(y(2)). Стрелки, направленные сверху 
вниз, соединяют родительскую популяцию с попу-
ляцией потомков. 
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V x E x E x E x E x E x E x( ) ( ){ } { } ( ) { } ( )= = +≡ Ц Ц ,{ } { } { }
2 2 2 2 2

V x( ).

Аналогично для любого случайного вектора y 
имеем 

– – –

(7)

где V(y) – матрица ковариаций вектора y. 
Таким образом, у нас средняя внутригрупповая 

матрица ковариации имеет вид 

–

–

Подставим сюда Ey(1) {y(1)yT(1)} согласно (7) и про-
должим равенства 

–

–

–

Здесь мы пренебрегли членом малой величины, со-
держащим произведение . 

В итоге получаем

◄
Напомним, что при относительно небольшой 

по сравнению с размером популяции длине t для 
последовательности поколений процесс динамики 
под влиянием многих недоминирующих по давле-
нию факторов хорошо аппроксимируется процес-
сом дрейфа, поскольку дивергенция из-за фактора 
случайного дрейфа будет порядка , а из-за воз-
можного давления систематических факторов по-
рядка t и  >> t при малых t согласно [14, 15]. По-
этому дальше мы ограничимся именно такой ап-
проксимацией. Так как речь идет о произвольной 

совокупности дискретных объектов (в частности 
фамилий), то нижеследующий результат сформу-
лируем для произвольной совокупности (в случае 
фамилий в нем под V подразумевается Vs). Дадим 
модификацию обоснования в [14] динамики ма-
трицы ковариаций в этом случае. 

Результат 7. Пусть рассматриваются после-
довательности независимых вложенных случай-
ных выборок с возвращением из совокупности с k 
типами объектов (в нашем случае фамилий из по-
пуляции) и с такой группировкой объектов, когда 
минимальная концентрация среди групп превыша-
ет надлежащий порог. Положим, что размер вы-
борки (эффективный размер популяции) на шаге τ 
(в поколении τ) равен , а вероятность попа-

дания в выборку объекта i‑го типа равна xi(τ) > 0,  

i

k

=
∑

1

xi(τ) = 1, где xi 
– доля (концентрация) группы 

объектов i‑го типа в “родительской” совокупности. 
Тогда на шаге t (в поколении t) матрица кова-
риации V(y(t)) случайного вектора y(t) ≡ {y

i
(t) ≡  

≡ x ti ( )} при относительно малом t (при 2N�e(t)
t

 >> 1, 
где N�e(t) – среднее гармоническое значение для рас-
сматриваемого ряда эффективных размеров популя-
ции {Ne(τ), τ =1, 2, …, t}) приближенно выражается 
как

 

(8)

Доказательство проведем по индукции. Мы 
подметили закономерность динамики V(y(t)) в двух 
первых поколениях, согласно которой существует t 
(t = 2), когда (8) выполняется для любой последо-
вательности длиной не больше t. Покажем, что то 
же самое верно и при t + 1. Для этого рассмотрим 
ансамбль популяций в поколении t + 1 как мета-
популяцию, подразделенную на группы. Каждая 
группа порождается соответствующей популяцией 
первого поколения, т. е. состоит из возможных ва-
риантов ее популяций-потомков в поколении t + 1 
с разными фамильными состояниями. 

Как и при анализе двух поколений, ожидаемые 
концентрации фамилий в группах совпадают с фа-
мильным состоянием порождающей популяции, 
принимающим значения {y(1)}, а дисперсия Vs(y(1)) 
распределения концентраций отдельной фамилии по 
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популяциям первого поколения является межгруппо-
вой дисперсией Vsbetw для ансамбля на любом другом 
из последующих поколений. Аналогично матри-
ца ковариаций для распределения по популяциям 
первого поколения концентраций множества фа-
милий является межгрупповой матрицей ковари-
аций, которая в нашем случае имеет согласно (4) 
вид Vsbetw = Vs(y(1)|y(0)) = 1

2 1Ne( )
 W(y0).

Для отдельной группы в поколении t + 1, проис-
ходящей от популяции с фамильным состоянием 
y(1), матрица ковариации Vs(y(t + 1)|y(1)) являет-
ся полной. По предположению индукции доказы-
ваемая формула верна в случае до t поколений, 
отделяющих ансамбль от порождающей популя-
ции. Она верна как для Vstot(y(t)|y(0)), так и для 
Vstot(y(t + 1)|y(1)), поскольку для них число поколе-
ний, отделяющих y(t) от y(0) и y(t + 1) от y(1), одно 
и то же (равно t), т. е. матрица Vstot(y(t + 1)|y(1)) 
находится согласно предположению индукции 
по формуле (8). В метапопуляции она представ-
ляет собой одну из внутригрупповых матриц. По 
правилу сложения ковариаций и с учетом пред-
положения индукции применительно к матрице 
Vstot(y(t + 1)|y(1)), рассматриваемой как внутригруп-
повая, получаем 
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Подставим сюда Ey(1){y(1)yT(1)} согласно (7) и про-
должим равенства 

–

– –

Продлим преобразование Vstot(y(t + 1)|y(0)) под-
становкой найденного значения

1

–

.

                                                                                  ≈

≈ �

Здесь мы пренебрегли слагаемыми, содержащи-

ми произведение c(τ)c(1) = 
1

2Ne( )τ  
1

2 1Ne( ) , и учли, 

что по определению N�e(t) ≡ t/  как обрат-

ная величина к среднему арифметическому для  

{ }. 

Таким образом, выполняется переход индукции: 
если V(y((t)) зависит от t по предлагаемой формуле, 
то она верна при t + 1 и, значит, при любом (отно-
сительно малом) t. ◄

Следствие 8. В условиях предыдущего результа-

та при   → ∞, где t – количество поколений, и 
при такой группировке фамилий, когда минимальная 
концентрация среди групп превышает надлежащий 
порог, асимптотическое распределение фамильного 
состояния y(t) является многомерным нормальным с 
математическим ожиданием y(0) и матрицей кова-
риации, пропорциональной идемпотентной матрице 

W(y
0
) ≡ I – y(0)yT(0):

 
  

= 
Распределение квадрата Евклидова расстояния 
∆(y(t)) между y(t) и y(0), т. е. величины ∆2(y(t)) ≡  

≡ |y(t) – y(0)|2 ≡ 
i

k

=
∑

1
 (y

i
(t) – y

i
(0))2, удовлетворяет 
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Для углового расстояния θs(y(t)) между текущим фа-
мильным состоянием x(t) и начальным p (между y(t) 
и y

0 
на гиперсфере), определяемого согласно (1) как:

,

асимптотически выполняется

2 2
1

2Ne t

t
t k

� ( ) ( )( ) = −θ χs x p,

Здесь N�e(t) и 
2 2

1
2Ne t

t
t k

� ( ) ( )( ) = −θ χs x p,  обозначают среднюю гармониче-
скую численность популяции для ряда {Ne(τ)} длиной 
t поколений и распределение хи-квадрат с k – 1 сте-
пенями свободы соответственно.

Доказательство вытекает из центральной пре-
дельной теоремы, приближенного равенства Ев-
клидова и углового расстояний в предположениях 
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следствия и ненаправленного характера случайно-
го дрейфа. ◄

ОБСУЖДЕНИЕ
Интерес автора к рассматриваемым пробле-

мам мотивирован наблюдениями малых деревень 
России, где резко преобладала одна или несколь-
ко фамилий. Такая ситуация описывалась не раз 
в художественной литературе упоминаниями типа 
“у нас в деревне все Смирновы”. Картина, когда 
большинство жителей деревни оказываются одно-
фамильцами, поражает. Например, при изучении 
автором популяций европейского севера России 
[28] встретилась деревня с 91% однофамильцев 
при общем количестве жителей 126 человек. Для 
городского жителя такая ситуация парадоксальна, 
и возникает желание дать теоретическое объясне-
ние наблюдаемым различиям между фамильным и 
генетическим разнообразием. Поэтому настоящая 
статья фокусируется на теоретических аспектах 
анализа фамильной структуры. 

Результаты анализа фамильной структуры по-
пуляции важны также своими параллелями с ана-
лизом генетической структуры в силу сходства па-
трилинейной передачи фамилии и генетической 
информации потомкам. В популяциях конечного 
размера такая передача сопровождается случай-
ными флуктуациями как концентраций фами-
лий, так и аллелей. Напомним используемые нами 
подходы к изучению этой ситуации. При анализе 
флуктуаций мы используем предположение о не-
перекрывании поколений, т. е. пренебрегаем суще-
ствованием возрастной структуры у человека. Это 
предположение можно рассматривать как аппрок-
симацию реальной ситуации, часто применяемую в 
популяционной генетике, например при использо-
вании закона Харди – Вайнберга. 

При моделировании флуктуаций частот аллелей 
аутосомного локуса нередко используется модель 
Райта – Фишера, которую можно сформулировать 
в виде процесса вложенных выборок, формирую-
щих состав нового поколения как случайную вы-
борку аллелей поколения родителей. Та же самая 
картина получается при рассмотрении мужского 
компонента популяции, фамилии которого на-
следуются по поколениям при их патрилинейной 
передаче от отца к сыну. Данный процесс называ-
ем процессом случайного дрейфа (генов и фами-
лий одновременно в одной и той же популяции). 
Понятно, что качественные свойства случайного 
генного дрейфа и дрейфа фамилий одинаковы, 
но количественно различаются. Суть в том, что 
при генном дрейфе новое поколение с численно-
стью N формируется как случайная выборка с воз-
вращением 2N гамет из пула родительских гамет, 
а состав мужского компонента нового поколения 
как выборка N/2 фамилий отцов. Размер выборки 

определяет интенсивность флуктуаций, которые 
больше в 4 раза для фамилий. 

Понятно, что сходство процессов генного дрей-
фа и дрейфа фамилий означает возможность ис-
пользования для анализа фамильного дрейфа ме-
тодов, наработанных в популяционной генетике 
в течение длительного времени. В данной статье 
внимание концентрируется на стабилизации тем-
па дивергенции фамильного состояния популя-
ции (вектора концентраций фамилий) от началь-
ного положения. Решение этой задачи опирается 
на известное нелинейное преобразование y

i
 =  xi  

концентраций фамилий xi (координат фамильного 
состояния) и анализ углового расстояния θs между 
состояниями. Приведены модификации соответ-
ствующих популяционно-генетических подходов, 
расширены и углублены обоснования аппрокси-
мации свойств случайного дрейфа на относитель-
но небольших промежутках времени в поколениях. 

В одной и той же популяции случайный дрейф 
приводит к фамильной дивергенции, вчетверо пре-
восходящей дивергенцию генетическую на отно-
сительно небольшом промежутке времени в поко-
лениях. Этот вывод характеризует с другой точки 
зрения результат о четырехкратном различии меж-
ду стандартным коэффициентом инбридинга и его 
фамильным аналогом, полученный автором в [15] 
при анализе фамильного дрейфа в терминах кон-
центраций фамилий {xi}. Преимуществом изложен-
ного подхода к анализу в пространстве {y

i
 = xi } 

является независимость дивергенции от начально-
го состояния и постоянный темп ее увеличения за 
поколение в случае неизменяющегося эффектив-
ного размера популяции. Кроме того, дивергенция, 
отражаемая средним квадратом углового расстоя-
ния от начального положения, обратно пропорцио-
нальна среднему гармоническому эффективному раз-
меру популяции и прямо пропорциональна количеству 
поколений дивергенции. Данный результат важен для 
сравнения популяций и их систем и для решения 
микротаксономических задач. 

В заключение напомним основные условия кор-
ректности этих результатов на рассматриваемом 
промежутке времени:

отклонениями от патрилинейной передачи фа-
милии можно пренебречь; 

размеры популяции должны быть достаточно 
велики, чтобы выборочные изменения фамильно-
го состояния аппроксимировались нормальным 
распределением;

на рассматриваемом промежутке времени кон-
центрации фамилий не должны быть слишком ма-
лыми во избежание нарушения свойств преобра-
зования y

i
 = xi ;

сам рассматриваемый промежуток времени в 
поколениях должен быть небольшим по сравнению 
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со средним гармоническим эффективным разме-
ром популяции на нем. 

Настоящая статья не содержит каких-либо ис-
следований с использованием в качестве объекта 
животных.

Настоящая статья не содержит каких-либо ис-
следований с участием в качестве объекта людей.
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On Stabilizing the Rate of Isonymy Divergence
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A theoretical analysis of the surname state of the population (the vector of namesake concentrations 
in the male component of the population) and its dynamics as a result of random surname drift is 
presented. An approximation of such a process by the Wright-Fisher model of a population with non-
overlapping generations without selection pressure is used, i.e., an approximation by a sequence of nested 
random samples with the replacement from fathers’ surnames in the population. The sample size is 
N/2 according to the size of the male component in the population of size N. In the same population, 
processes of random drift of both surnames and genes simultaneously occur. Their cardinal difference is 
that the sample size of surnames is four times smaller than the sample size of autosomal locus alleles. The 
analysis of random drift is simplified when moving from concentration coordinates to the square roots 
of them. As generations change, the state receives a sample deviation, measured by angular distance, 
and its mean square gives the rate of divergence, stabilizing in the new coordinates. An adaptation (in 
relation to the analysis of surname drift) of a known in population genetics result about the nature of 
divergence at a stage of a relatively small number of generations compared to the size of the population is 
given. The divergence of surnames occurs four times faster than the divergence of allele concentrations.

Keywords: random surname drift, divergence of surname and allele concentrations, isonymy, angular dis-
tances, stabilization of the divergence rate.


