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ВВЕДЕНИЕ
Теоретические подходы к описанию роста 

зёрен в металлах начали появляться уже доволь-
но давно. В качестве примера первых таких ис-
следований можно отметить [1, 2], а одной из са-
мых известных работ в данной области является 
статья Хиллерта [3], которая по праву считает-
ся классической. В ней предложена как базовая 
модель роста зерен, так и модель, учитывающая 
сдерживание роста зерен со стороны частиц вто-
рых фаз. Впоследствии подходы, аналогичные 
предложенному в [3], стали называть как моде-
ли, основанные на среднем поле, так как в них 
не учитывается геометрическое расположение 
конкретных отдельных зерен, а рассматривается 
эволюция всего набора зерен целиком.

Как правило, попытки учесть торможение 
роста зерен выделениями вторых фаз приводят 
к значительному усложнению моделей и вносят 
диссонанс в относительно лаконичные выраже-
ния для описания роста зерен без учета данного 
фактора. По этой причине вплоть до настояще-
го времени в ряде работ практикуются подходы 
к описанию укрупнения зерен для случая, когда 
частицы вторых фаз отсутствуют. К примеру, в 
[4, 5] рост зерен моделируется на основе метода 
фазовых полей в кубике с размерами 2923 и 25603 
элементов соответственно. В [6] анализируются 
различные способы трехмерного моделирова-

ния (3D) роста зерен в сравнении с аналитиче-
ским решением и экспериментальными данны-
ми. В [7] представлено обобщение выражений, 
использованных Хиллертом [3], а также в рамках 
теории Лившица–Слезова–Вагнера [8], и пред-
ложены методы расчета стационарных функций 
распределения по размерам для различных слу-
чаев. Для моделирования эволюции зеренной 
структуры также популярен метод клеточных ав-
томатов. Этот метод активно развивается и в на-
стоящее время используется не только для опи-
сания роста зерна [9, 10], но и для более сложных 
задач, к примеру, для описания рекристаллиза-
ционных процессов [11]. Метод клеточных ав-
томатов – довольно мощное средство, которое 
имеет большой потенциал. Как и в методе фазо-
вых полей, в нем есть привлекательная возмож-
ность визуализации моделируемой структуры в 
2D и 3D. Однако плата за это – очень большие 
вычислительные затраты. Поэтому в некоторых 
работах [5, 12] сообщается о проведении расче-
тов на суперкомпьютерах или мощных графиче-
ских процессорах. Вероятно, по указанной выше 
причине – усложнение модели и, как следствие, 
еще большее увеличение вычислительных за-
трат – в подавляющем большинстве моделей на 
основе метода клеточных автоматов и фазовых 
полей сдерживание роста зерна выделениями 
вторых фаз не учитывается.
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Чаще всего в основе моделей для описания 
роста зерна используются выражения, подобные 
тем, что приводятся в [3]:

	 �D M
D Di

i

= −




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
ασ 1 1

cr
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где Di  – размер i -го зерна, Dcr  – критический 
размер зерна, Ã – энергия границы зерна, a – 
безразмерная геометрическая постоянная (≈ 1, 
согласно [3]), M  – подвижность границы зерна. 
Здесь и далее точкой сверху обозначена произ-
водная по времени.

При переходе к относительному размеру зер-
на u

D
D

=
cr

 выражение (1) преобразуется к виду:

	 �D M ui i
2 2 1= −( )ασ , 	 (2)

что соответствует часто наблюдаемому экспе-
риментально параболическому росту зерна, или 
собирательной рекристаллизации.

С учетом условия постоянства объема V  (в 
приближении сферической формы зерен) для 
N  зерен:
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легко можно вывести выражение для определе-
ния критического размера зерна:
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Однако в [3] данное выражение почему-то не 
приводится. Для стационарного состояния там 
используется оценка среднего размера зерна 

D :

	 D D�= 8
9 cr . 	 (6)

В [13] для описания роста зерен предложен 
подход на основе принципа термодинамиче-
ского экстремума (ПТЭ) [14, 15]. Согласно это-
му принципу система эволюционирует путём 
максимального производства энтропии. И хо-
тя в итоге авторы [13] приходят ровно к тому 
же самому выражению (1), (с учетом (5)), нель-
зя не отметить красоту этого подхода, которая 
вдохновляет на то, чтобы развивать и использо-
вать его в более широком спектре задач. Сами 
авторы [13] так и поступают – в этой же рабо-
те данный подход применяется для вывода вы-
ражений, описывающих эволюцию выделений 
вторых фаз. В других работах они применяют его 

для моделирования пластической деформации, 
а в [16] – для расчета укрупнения зерен с учетом 
торможения роста за счет сегрегации растворен-
ных элементов на границах зерен.

Как для моделей, основанных на среднем по-
ле, так и для более сложных подходов при учете 
тормозящего влияния частиц вторых фаз харак-
терна отсылка к работе Хиллерта [3], согласно 
которой
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где Pd  и Pz  – движущая сила роста зерен и тор-
мозящая сила со стороны частиц вторых фаз со-
ответственно.
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Тормозящая сила, как правило, учитывается 
на основе выражений зинеровского [17] типа:

	 P
f

rz

w

= βσ , 	 (9)

где b и w  – безразмерные константы, f  и r  – 
объемная доля и средний размер выделений.

Довольно распространен подход к описанию 
поведения среднего размера зерна, который счи-
тается близким к Dcr . Особенно это характерно 
для экспериментальных исследований, в кото-
рых эксперимент дополняется теоретической 
обработкой (см., напр., [18–21]). В этом случае 
предполагается, что

	 D M
D

Pz

⋅
= −










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Этот же подход (с учетом или без учета Pz ) 
часто практикуется и в более сложных моделях, 
где рост зерна является частным случаем более 
сложного набора процессов в рамках данной 
модели [22–24]. В наших предыдущих работах 
[25–30] модели тоже строились на основе описа-
ния поведения среднего размера зерна, так как 
это позволяет делать вполне удовлетворитель-
ные качественные и количественные прогнозы 
развития фазовых и структурных превращений 
при относительно небольших вычислительных 
затратах. С другой стороны, это является суще-
ственным упрощением и ограничивает развитие 
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новых, более реалистичных физических моде-
лей. Поэтому в данной работе сделана попытка 
предложить подход, свободный от указанного 
ограничения, но сохраняющий такие преиму-
щества, как простота, понятный физический 
смысл и приемлемые вычислительные затраты.

Как было отмечено выше, в подавляющем 
большинстве предложенных на сегодняшний 
день моделей для описания роста зерен уделяет-
ся весьма слабое влияние реалистичному описа-
нию эволюции выделений вторых фаз. Обычно 
используются очень упрощенные модели. В этом 
аспекте [25, 28] выглядят более предпочтитель-
но, так как опираются на развитые в [31, 32] под-
ходы для моделирования эволюции выделений, 
которые учитывают сразу несколько важных для 
данной задачи факторов: полидисперсность ан-
самбля выделений, зарождение новых частиц, 
конечную объемную долю выделений, взаимов-
лияние диффузионных потоков разных элемен-
тов, возможность эволюции выделений сложно-
го состава.

ПОСТРОЕНИЕ МОДЕЛИ

Модель роста зерен на основе принципа 
термодинамического экстремума

К сожалению, при попытке нативно учесть 
торможение со стороны выделений вторых фаз 
на основе ПТЭ [13] возникают значительные 
сложности. Пройти по пути вывода выражений, 
аналогично тому, как это делали авторы [13], не 
получается – вся красота подхода разрушается, 
выражения в процессе вывода становятся очень 
громоздкими и, по-видимому, не разрешимы-
ми в аналитическом виде. Тем не менее можно 
предложить способ с одной стороны, восполь-
зоваться наработками [13], чтобы моделировать 
эволюцию именно ансамбля зерен (а не сред-
него размера) и, с другой стороны, учесть сдер-
живание роста зерен выделениями. Этот способ 
представлен ниже.

Чтобы сократить вычислительные затраты, 
предлагается учитывать не отдельные зерна, а 
описывать зеренную структуру гистограммой. 
Т. е. интервалу размеров зерен Di  ставится в со-
ответствие величина Hi ,которая равна количе-
ственной доле зерен с размерами D Di ± ∆ :

	 H
N
Ni

i= . 	 (11)

В рамках модели предполагается, что внутри 
каждого интервала размеры зерен распределены 
равномерно. Для текущего состояния ансамбля 
зерен, заданного гистограммой, общее число зе-

рен N (в приближении сферической формы зе-
рен) можно рассчитать следующим образом:

	 N
H D

i

m

i i

=
=∑
6

1

3π
, 	 (12)

где m – количество интервалов гистограммы.
Как отмечается в [16], диффузионные про-

цессы в объеме, сопутствующие эволюции выде-
лений вторых фаз, идут значительно медленнее, 
чем трансформация зеренной структуры, поэто-
му диссипацией энергии в объеме можно прене-
бречь. Таким образом, учитывается диссипация 
энергии Q  только за счет изменения общей пло-
щади S границ зерен при изменении размеров 
зерен:

	 Q S
S

= ( )⋅∫ J FGB GB d , 	 (13)

где FGB  – термодинамическая сила, соответству-
ющая стремлению системы понизить зерногра-
ничную энергию, JGB  – поток свойства, за счет 
которого это стремление реализуется. Поток 
свойства – это производная по времени параме-
тра состояния. В данном случае, параметр состо-
яния – размеры зерен, то есть, JGB  – это вектор 
с координатами �Di . Произведение в (13) обозна-
чает скалярное произведение векторов. Таким 
образом,

	 Q J F dS
S

i

m

i i= ∫ ∑
=

1
2

1

. 	 (14)

Одна вторая появляется, поскольку одну гра-
ницу делят два зерна.

Согласно [3, 13]:

	 �
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= → =GB GB� � . 	 (15)

Следовательно, принимая, что форма зерна 
сферическая,
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Поскольку процесс реализуется путем макси-
мального производства энтропии, задача соот-
ветствует отысканию экстремума диссипативной 
функции Q Di

�( )  при условиях постоянства объе-
ма (4) и равенства диссипации энергии скорости 
изменения свободной энергии системы G :

	
∂

∂
+ +( ) +( ) =�

� �
D

Q Q G V
i

λ µ 0. 	 (17)
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Для свободной энергии системы рассматри-
вается только зернограничный вклад:

	 G G N D
i

m

i i= =
=

∑� surf

π σ
2

1

2. 	 (18)

Привнесение в выражения (16), (18) количе-
ства зерен Ni  не меняет логики вывода формул, 
проделанного в [13]. В целом, повторяя этот вы-
вод и принимая, что подвижности границ всех 
зерен одинаковы, можно прийти к
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Как видно, с помощью выражения (19) легко 
рассчитать скорость изменения размеров зерен 
каждого размерного интервала, а сложность вы-
числений составляет O m2( ) . Причем m  может 
быть относительно небольшим, например, 1000, 
то есть, от 0 до 1000 мкм с шагом 1 мкм. Однако 
торможение роста зерен со стороны выделений 
вторых фаз здесь никак не учитывается. Чтобы 
исправить этот недостаток, в настоящей модели 
предлагается гибридный подход – описывать с 
помощью (19) поведение ансамбля зерен, а тор-
можение роста учитывать через подвижность 
всех границ зерен, отслеживая поведение средне-
го размера зерна. При этом, чтобы сгладить пе-
реход от свободного роста зерен к заторможен-
ному состоянию, подвижности M ,  аналогично 
[33], брались взвешенными между подвижно-
стью свободной MFree  и заторможенной грани-
цы MPinned :

	 M
P M P M P P
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d d d Z
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где

	 P
P P
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d Z

d

' ,=
−

	 (21)

	 M MPinned Pinned Free= η . 	 (22)

Коэффициент ηPinned  подразумевает, что мак-
симально заторможенная граница все же дви-
жется с некоторой ненулевой скоростью.

Предполагается, что движущая сила Pd  соот-
ветствует выражению (10) для среднего размера 
зерна, т. е.

	 P
Dd =

ασ
. 	 (23)

Аналогично [25, 28] для описания поведения 
выделений вторых фаз использовалась модель, 

подробно описанная в [31, 32]. Эта модель учи-
тывает полидсперсность и конечную объемную 
долю ансамбля выделений, диффузионное вза-
имодействие элементов в растворе, зарождение 
новых частиц, комплексный состав выделений 
и наличие в системе выделений разного состава. 
Учет полидисперсности позволяет для оценки 
Pz , аналогично тому, как это делалось в [26, 29], 
вместо (9) использовать выражение:
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где fi  и ri  – объемная доля и радиус выделений 
определенного размерного класса и состава.

В расчетах для данной модели были исполь-
зованы параметры β =  9 8/  и w  = 0.93 [34].

Таким образом, алгоритм расчета для одного 
временного шага, в соответствии с описанной 
выше моделью, выглядит следующим образом:

1.	На основе модели [31, 32] рассчитывают-
ся характеристики ансамбля выделений вторых 
фаз (их распределения по размерам и объемные 
доли).

2.	По (12) рассчитывается общее число зерен 
в единице объема.

3.	Согласно (19), рассчитываются скорости 
изменения размеров зерен для каждого i -го раз-
мерного интервала гистограммы и новые разме-
ры зерен Di

'  для каждого интервала:

	 D D D ti i i
' .= + � ∆ 	 (25)

4.	С учетом приближения, что внутри каждо-
го интервала размеры зерен распределены рав-
номерно, рассчитывается изменение долей Hi :

	 H t t H
Di

j
j

i
j

+( ) = ∑∆
∆
ω

, 	 (26)

где ∆D  – шаг гистограммы, ωi
j  – длина пере-

сечения i -го и j -го интервалов. Здесь i  соот-
ветствует номерам интервалов на исходной ги-
стограмме, j  – номерам интервалов на новой 
гистограмме (после их смещения).

	 ωi
j

i i j jD D D D D D D D= − + ∩] [ − +



∆ ∆ ∆ ∆, , .' '� �  (27)

5.	Гистограмма перенормируется на единицу.
Результаты расчета, полученные для данного 

временного шага, служат исходными данными 
для следующего.

Забегая вперед, можно сказать, что результа-
ты работы такого алгоритма показывают согла-
сие с экспериментом не хуже, чем моделирова-
ние только на основе среднего размера зерна, 
выполненное в [28]. Но данный алгоритм допол-
нительно позволяет отслеживать изменение рас-
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пределения зерен по размерам. Тем не менее как 
описание зеренной структуры через гистограм-
му, так и учет сдерживающего фактора со сто-
роны выделений только через средний размер 
зерна в каких-то случаях могут являться суще-
ственным упрощением и ограничивать дальней-
шее развитие модели. Поэтому далее приведен 
еще один – альтернативный – алгоритм для рас-
сматриваемой задачи.

Модель для описания поведения  
массива отдельных зерен

Модель, предложенная в [3], была достаточ-
но глубоко проанализирована Хиллертом. Од-
нако проблема в том, что этот анализ был про-
веден аналитически, и его результаты нельзя в 
полной мере использовать при моделировании 
ансамбля отдельных зерен. Так, например, даже 
для свободного роста зерен при использовании 
(5) либо (6) вследствие накопления погрешно-
сти машинных вычислений суммарный объем 
всех зерен потихоньку изменяется. Кроме того, 
оба эти выражения не учитывают того, что при 
конечном временном шаге новый размер зерна 
(25) может получиться меньше нуля. И, наконец, 
учет тормозящей силы со стороны выделений 
на основе (7)–(9) делает вообще невозможным 
аналитический расчет Dcr .

В настоящей работе предлагается разом ре-
шить все указанные выше проблемы с помощью 
численного нахождения Dcr  (например, методом 
Ньютона) из условия сохранения объема:

	 V t t
D

V
i

m
i+( ) = − =

=
∑∆

1

3

06
0

π '

, 	 (28)

где V0  – исходный суммарный объем всех зерен; 
Di  в данном разделе подразумевает размер кон-
кретного зерна, а не средний размер соответ-
ствующего интервала гистограммы.

Чтобы заложить основу для дальнейшего раз-
вития данной модели (например, для описания 
процессов, протекающих при деформации), зе-
ренная структура задавалась в виде массива от-
дельных зерен, а не гистограммой. В качестве 
параметра алгоритма может выступать началь-
ное количество зерен или моделируемый объем. 
В модели поведения массива отдельных зерен 
в качестве начального состояния необходимо 
сгенерировать массив размеров зерен, с неко-
торым распределением по размерам так, чтобы 
их суммарный объем равнялся заданному. Сам 
же моделируемый объем необходимо выбирать, 
исходя из предполагаемого изменения размеров 
зерен в процессе моделирования.

Нетрудно заметить, что использование (8) для 
расчета движущей силы приводит к очень боль-

шой (в пределе – бесконечной) скорости умень-
шения размера для очень маленьких зерен. Это 
может приводить к проблемам при автоматиче-
ском контроле временного шага, поскольку оче-
видно, быстрее всего изменяется размер либо 
самых больших, либо самых маленьких зерен. 
Временной шаг желательно выбирать таким, 
чтобы изменения размеров зерен за этот шаг не 
были слишком резкими. Поэтому выражение 
для скорости роста зерна лучше использовать в 
виде, аналогичном (2):

	 �D M
D
D

P Di
i

Z i
2 2 1= −









 ±











ασ
cr

, 	 (29)

где знак перед последним слагаемым определят-
ся аналогично (7).

Таким образом, можно предложить следую-
щий алгоритм расчета (для одного временного 
шага):

1.	На основе модели [31, 32] рассчитывают-
ся характеристики ансамбля выделений вторых 
фаз.

2.	Методом Ньютона уравнение (28) решает-
ся относительно Dcr .  При этом Di

'  вычисляются 
с помощью (29) и

	 D D D ti i i
' .= +2 2� ∆ 	 (30)

3.	Для найденного Dcr  рассчитываются ито-
говые скорости изменения квадратов размеров 
зерен (29) и размеры зерен (30).

4.	Зерна с отрицательным значением под кор-
нем (30) удаляются, причем это должно быть 
учтено уже на этапе расчета Dcr  в п. 2.

В данном варианте алгоритма все подвижно-
сти границ зерен были приняты одинаковыми, в 
отличие от варианта, рассмотренного выше.

Казалось бы, объем вычислений можно не-
сколько сократить, если условие сохранения 
объема использовать в виде (4). Однако в этом 
случае из-за накапливающейся погрешностей 
машинных вычислений суммарный объем с 
каждым шагом будет постепенно изменяться.

В качестве начального приближения для на-
хождения Dcr  на первом шаге может служить 

D , а далее – значение, полученное на предыду-
щем шаге. В этом случае новый Dcr  находится бук-
вально за пару итераций метода Ньютона, что обе-
спечивает приемлемые вычислительные затраты.

ПАРАМЕТРЫ МОДЕЛИ
Термодинамические параметры и коэффи-

циенты диффузии, необходимые для моделиро-
вания поведения карбонитридных выделений, 
можно найти в [31, 32, 35]. Остальные параметры 
приведены в табл. 1.
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Параметры β и w для двух моделей, представ-
ленных выше, использованы разные. Их можно 
было бы взять одинаковыми для обоих случаев. 
Но часть данных из эксперимента, с которыми 
выполнялось сравнение в рамках тестирования 
моделей (см. следующий раздел и [28]), в [18, 19] 
были не измерены экспериментально, а оцене-
ны на основе (10) с параметрами β  = 3 и w  = 1 
(точнее, в этих работах приводится значение 
β  = 12, но для α  = 4, а касательно торможения 
частицами вторых фаз важно именно соотноше-
ние β σ/ ). Первый из предложенных выше мето-
дов как раз ближе к этому подходу, поэтому при 
сравнении с данными из работ [18, 19] и были 
использованы те же самые параметры, что и там. 
Второй алгоритм основан на идеях Хиллерта [3], 
поэтому закономерно использовать предложен-
ные им же в [34] значения β  и w  для расчета Pz .

В [33] предложено значение ηPinned = 0 03. , но 
ряд расчетов (выполненных не только в рамках 
данной работы, но и для других условий) показы-
вает завышенный рост заторможенных зерен. По-
этому было использовано значение 0.005, которое 
показало лучшее согласие при сравнении с [18, 19].

ТЕСТИРОВАНИЕ МОДЕЛИ
Хотя представленные выше методы модели-

рования роста зёрен не привязаны к конкрет-
ной системе, наши прошлые работы [25–32, 35] 
ориентированы на стали, легированные V, Nb  и 
Ti.  Настоящая работа во многом является логи-
ческим продолжением этих исследований, поэ-
тому программная реализация описанных выше 

алгоритмов тоже была выполнена применитель-
но к таким сталям.

В литературе можно найти несколько работ, 
где приводятся экспериментальные данные по 
росту зерен в сталях при термической обработке 
в условиях наличия сдерживающего фактора со 
стороны карбонитридных выделений. К сожале-
нию, в большинстве таких работ измерения раз-
меров аустенитного зерна были выполнены для 
квазистационарного состояния – то есть, для 
той стадии процесса, когда зерна уже выросли 
до максимального размера, ограниченного вы-
делениями. Сравнивать с данными результатами 
большого смысла нет, так как для этого случая 
достаточно расчета на основе простой формулы 
(10). Однако есть два исследования [18, 19], где 
размер зерна измерялся в процессе роста. При-
чем в [18], помимо металлографических измере-
ний, оценка размера зерна проводилась с помо-
щью ультразвука в реальном времени.

Исходный размер зерна и в том и в другом 
эксперименте составлял примерно 3 мкм. По-
скольку в ряде статей (в том числе [3]) отмечает-
ся, что распределение зерен по размерам обычно 
соответствует логнормальному, для моделиро-
вания был задан начальный набор размеров зе-
рен с распределением этого вида с параметрами  
µ  = 1.176 и σ  = 0.392 [мкм] (здесь µ  и σ  име-
ют смысл, обычный для формулы, описываю-
щей плотность вероятности логнормального 
распределения), что и соответствует среднему 
размеру зерна 3 мкм. Согласно приведенным в 
[18, 19] результатам, размер зерна в конце обра-
ботки приближается к 100 мкм. Исходя из этого, 
моделируемый объем для второго алгоритма был 
задан равным 1 мм3, при этом начальное число 
зерен составило около 28 млн.

В [18] исследовался рост аустенитного зерна 
при отжиге стали Х80, химический состав которой 
приведен в табл. 2. Эксперименты были выпол-
нены для температурного диапазона 950÷1250°С. 
В исходном состоянии в исследуемой стали при-
сутствовали две карбонитридные фазы: фаза, 
близкая по составу к нитриду титана, и фаза, 
близкая по составу к карбиду ниобия. В качестве 
начального состояния была задана объемная доля 
TiN TiN( )f 0.00022, распределение – нормальное 
с параметрами µ  = 29.5 и σ  = 5 [нм]. Для вто-
рой фазы fNbC  = 0.00038, распределение по раз-
мерам – бимодальное, состоящее из суммы двух 
нормальных: с µ1  = 3.5 и σ1  = 2 [нм] и µ2  = 24 и  

Таблица 1. Значения параметров, использованные при 
моделировании

Переменная Значение Источник
α 1 [3]

β 3  
(для первого алгоритма) [36]

β 9/8  
(для второго алгоритма) [34]

ηPinned 0.005 Эта работа

σ 1.3111 – 0.0005T Дж/м2 [33]

M 120
350000

⋅ −






exp

RT
[20], 
[37]

MFree M

w 1  
(для первого алгоритма) [36]

w 0.93  
(для второго алгоритма) [34]

Таблица 2. Химический состав стали Х80, исследован-
ной в работе [18] (мас. %)

C Mn Nb Ti N Mo Fe
0.06 1.65 0.034 0.012 0.005 0.24 Осн.
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σ2  = 8 [нм]. Соотношение мод в объемном вы-
ражении составляло 1:2.8. Все эти данные ча-
стично получены на основе прямых измерений 
в [18], частично – на основе некоторой оценки. 
Мотивация выбора такого исходного состояния 
изложена в [28].

В [19] исследование роста зерен проводилось 
для стали Х70, химический состав которой пред-

ставлен в табл. 3. Исследования были проведены 
для температур 950÷1350°С. В исходном состоя-
нии этой стали тоже присутствовали две карбони-
тридные фазы: фаза, близкая по составу к TiN, и 
фаза, близкая по составу к NbC. В [19] приводит-
ся значение fTiN  = 0.00037, но это явно какая-то 
ошибка, поскольку оно значительно превышает 
максимально возможную долю – 0.000255 – для 
данного состава сплава. Поэтому fTiN  была зада-
на равной 0.000255. Параметры распределения 
по размерам для этой фазы были оценены ана-
логично тому, как это делалось для [18]. Были 
заданы значения µ  = 29 и σ  = 5 [нм]. Для вто-
рой фазы: fNbC  = 0.00042, распределение по раз-
мерам – бимодальное, состоящее из суммы двух 
нормальных: с µ1  = 3.5 и σ1  = 1.17 [нм] и µ2  = 31 
и σ2  = 10.3 [нм]. Соотношение мод в объемном 
выражении составляло 1.6:2.6 (в соответствии с 
данными [19]).

Зависимости изменения среднего размера 
зерна от времени для разных температур, по-
строенные по данным [18] и [19], а также по ре-
зультатам моделирования на основе ПТЭ (пер-
вый алгоритм) приведены на рис. 1, 2. На рис. 3 
в качестве примера работы этого же алгоритма 
показано смоделированное изменение распре-
деления зерен по размерам со временем в ходе 
выдержки при 1150°С по данным [18].

Рис. 1. Изменение размера аустенитного зерна в процессе 
отжига по данным [18]. Символы – экспериментальные 
данные на основе металлографических измерений; пун-
ктир – результаты ультразвуковых измерений; сплошные 
линии – результаты моделирования на основе ПТЭ.

Рис. 2. Изменение размера аустенитного зерна в процес-
се отжига по данным [19]. Символы и пунктир – экспе-
риментальные данные; сплошные линии – результаты 
моделирования на основе ПТЭ.

Рис. 3. Изменение распределения зерен по размерам в 
ходе отжига при 1150°С (результаты моделирования на 
основе ПТЭ, соответствующие данным [18]).

Таблица 3. Химический состав стали Х70, исследованной в работе [19] (мас. %)

C Mn V Nb Ti N Mo Si Fe
0.0878 1.61 0.0013 0.0363 0.018 0.0038 0.009 0.3035 Осн.
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Результаты моделирования поведения масси-
ва отдельных зерен (второй алгоритм) в сравне-
нии с экспериментом [18] демонстрирует рис. 4, 
а на рис. 5 на основе этого же алгоритма показа-
но изменение распределения зерен по размерам 
со временем для тех же условий, что и на рис. 3.

ОБСУЖДЕНИЕ
Если обратиться к нашей прошлой рабо-

те [28], то видно, что моделирование на основе 
ПТЭ (рис.  1, 2) показывает примерно такое же 
согласие с экспериментом, как и расчеты для 
среднего размера зерна. Но, как уже отмечалось, 
преимуществом здесь выступает возможность 
отслеживать изменение распределения зерен 
по размерам, что и было продемонстрировано 
на рис. 3. На этом примере, в частности, можно 
увидеть, что, хотя средний размер зерен к концу 
обработки приближается к 50 мкм, в распреде-
лении есть и зерна в 2 раза больше. Это вполне 
нормально для стадии собирательной рекри-

Рис. 4. Изменение размера аустенитного зерна в про-
цессе отжига по данным [18]. Символы – эксперимен-
тальные данные на основе металлографических измере-
ний; пунктир – результаты ультразвуковых измерений; 
сплошные линии – результаты моделирования поведе-
ния массива отдельных зерен.

Рис. 5. Изменение распределения зерен по размерам в ходе отжига при 1150°С (результаты моделирования для 
массива отдельных зерен, соответствующие данным [18]).
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сталлизации, – когда среди зерен есть те, кото-
рые в два и более раза крупнее среднего размера. 
Но, судя по графику на рис. 1, эволюцию раз-
меров зерен после выдержки ~ 500 с уже трудно 
отнести к собирательной рекристаллизации, так 
как средний размер зерен меняется мало. По-
скольку в предложенном алгоритме принято, что 
по достижению ансамблем зерен максимального 
критического размера зерна
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подвижность границ зерен становится малень-
кой, но ненулевой, изменение размеров зерен 
продолжится. Таким образом, можно сказать, 
что это соответствует вторичной рекристаллиза-
ции – когда увеличение среднего размера зерен 
прекращается, но отдельные крупные зерна про-
должают расти.

Из рис. 4 видно, что, вроде бы, алгоритм для 
описания поведения массива отдельных зерен 
показывает заметно худшее согласие с экспе-
риментом, чем алгоритм на основе ПТЭ, – он 
предсказывает почти в два раза меньший мак-
симальный размер зерна, чем это наблюдается в 
эксперименте. Однако нельзя не учитывать, что 
средний размер частиц TiN в [18] был опреде-
лен не на основе прямых измерений, а исходя из 
оценки по (31) для температуры отжига 1250°С 
(когда все частицы NbC заведомо растворяются). 
Для предложенного здесь алгоритма тоже можно 
было бы аналогичным образом подобрать сред-
ний радиус частиц TiN, достигнув очень хоро-
шего согласия с экспериментом. В то же время 
видно, что на качественном уровне модель де-
монстрирует вполне адекватные результаты.

Можно также отметить, что данная модель 
естественным образом описывает вторичную 
рекристаллизацию – если исходно были круп-
ные зерна, или же какие-то из зерен успели вы-
расти до достаточно больших размеров до того, 
как ансамбль в целом дорос до критического 
среднего размера, то такие зерна будут способны 
преодолеть тормозящую силу со стороны выде-
лений и продолжат рост. Это можно наблюдать 
на гистограммах, приведенных на рис. 5, к концу 
обработки среди зерен есть такие, которые бо-
лее чем в 2÷3 раза больше среднего размера. Эти 
результаты вполне согласуются с анализом, сде-
ланным в [3].

Видно, что распределения, которые получа-
ются в ходе расчетов на основе двух алгоритмов, 
заметно отличаются друг от друга. Трудно ска-
зать, что лучше соответствует эксперименталь-
ной картине, так как гистограммы распределе-
ния зерен по размерам в [18, 19] не приводятся.

ВЫВОДЫ
Предложено два метода моделирования роста 

ансамбля зерен с учетом тормозящего влияния 
частиц вторых фаз. Каждый из них имеет свои 
сильные и слабые стороны. Так, алгоритм рас-
четов на основе ПТЭ, с одной стороны, отлича-
ется относительно низкими вычислительными 
затратами, с другой стороны, его недостатком 
является учет сдерживающей силы со стороны 
выделений не для каждого размерного класса зе-
рен, а только для среднего размера зерна. Алго-
ритм для моделирования роста отдельных зерен, 
наоборот, довольно ресурсоемкий, зато он бо-
лее естественным образом описывает поведение 
каждого зерна, что создает хорошие возможно-
сти для создания более сложных моделей на его 
основе.

С учетом отношения реалистичности модели 
к вычислительным затратам оба алгоритма мо-
гут занять свою нишу между методами на основе 
расчетов для среднего размера зерна и алгорит-
мами, основанными на методе клеточных авто-
матов и фазовых полей.

Оба подхода можно использовать в качестве 
основы для развития более реалистичных моде-
лей. Так, например, при построении более слож-
ных моделей можно было бы учесть:

•	зависимость энергии границ зерен от соста-
ва сплава (твердого раствора)

•	уменьшение подвижности границы зерна за 
счёт сегрегации примесных атомов

Исследование выполнено за счет гранта Рос-
сийского научного фонда (проект № 22-29-01106).

Авторы данной работы заявляют, что у них 
нет конфликта интересов. 
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Methods to simulate the grain growth in alloys considering the inhibition of this growth by second-phases 
particles have been proposed. The presented approaches are primarily focused on low-alloyed steels with 
carbonitride strengthening. The calculation results have been compared with the experimental data available 
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