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Получены аналитические выражения для конфигурационной силы и величины релаксации упругой
энергии при зарождении микротрещины в малой окрестности произвольного сингулярного источ-
ника напряжений. При анализе условий зарождения трещины на источниках со слабыми расходи-
мостями полей напряжений использованы представления о мгновенном зарождении трещины ко-
нечной длины. В качестве критерия зарождения такой трещины рассматривается одновременное
выполнения силового и энергетического условий. В рамках этих представлений в конфигурацион-
ном пространстве параметров системы (геометрические характеристики и мощность мезодефектов,
величина внешнего напряжения) определены области, в которых возможно зарождение трещин в
случае комбинированного мезодефекта, представляющего собой суперпозицию диполя стыковых
дисклинаций и планарного сдвигового мезодефекта. Показано, что зарождение трещины суще-
ственно облегчается при потере устойчивости сдвигового мезодефекта.
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1. ВВЕДЕНИЕ
Согласно современным представлениям появ-

лению микротрещин при вязком разрушении ме-
таллов и сплавов предшествует достаточно протя-
женная по шкале деформаций стадия эволюции
дефектной структуры, в ходе которой исходные
зерна поликристалла разбиваются на взаимно ра-
зориентированные области – фрагменты, с ха-
рактерным размером 0.2–0.3 мкм, разделенные
границами зерен деформационного происхожде-
ния [1]. Было показано, что основные закономер-
ности этого явления (процесса фрагментации)
можно объяснить исходя из представлений о ли-
нейных мезодефектах ротационного типа – сты-
ковых дисклинаций, накапливающихся в стыках
исходных зерен и фрагментов вследствие неодно-
родного пластического течения [2–8].

Фрагментированная структура на стадии
предразрушения материала характеризуется не
только малым размером фрагментов, но и предель-
но высокой концентрацией комбинированных ро-
тационно-сдвиговых мезодефектов, имеющих как

поворотную, так и сдвиговую составляющие [9].
Как показано в работах [10–14], зарождение и на-
копление микротрещин происходит в тех обла-
стях материала, где формируется критическая
фрагментированная структура. При возрастаю-
щих мощностях мезодефектов и интенсивности
генерируемых ими растягивающих напряжений
возможности релаксации напряжений в такой
структуре путем формирования вторичных дис-
локационных структур оказываются исчерпан-
ными. Причины такого развития событий могут
быть связаны с подавлением дислокационного
скольжения в окрестности мезодефектов вслед-
ствие исчерпания источников решеточных дис-
локаций, неблагоприятной ориентации зерен или
фрагментов для протекания аккомодационной
пластической деформации, упрочнения и т.п.

В последние годы появилось значительное
число публикаций, посвященных анализу усло-
вий существования стабильных трещин в окрест-
ности наиболее типичных для фрагментирован-
ной структуры мезодефектов – сдвиговых мезоде-
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фектов, стыковых дисклинаций, диполей клиновых
дисклинаций [15–26] и комбинированных ротаци-
онно–сдвиговых мезодефектов, представляющих
собой суперпозицию планарного сдвигового мезо-
дефекта и диполя дисклинаций [27–29]. Условия
появления микротрещин в окрестности мезоде-
фектов, с учетом конкретных механизмов их фор-
мирования в процессе деформирования рассмат-
ривались в [18, 19, 30]. Основное внимание в этих
публикациях было уделено анализу областей су-
ществования и построению карт распределения
длин стабильных трещин в конфигурационном
пространстве параметров рассматриваемой си-
стемы (мощность мезодефектов, их геометриче-
ские характеристики, величина внешнего напряже-
ния). В значительно меньшей степени исследованы
условия зарождения трещин в окрестности упомя-
нутых выше мезодефектов, представляющих собой
сингулярные источники внутренних напряжений
со слабой расходимостью упругого поля.

В настоящей работе проведен общий анализ
конфигурационной силы и величины релаксации
упругой энергии при формировании трещины
вблизи таких источников напряжений. При вы-
боре критерия зарождения трещины были исполь-
зованы представления механики разрушения о
мгновенном зарождении трещины конечной дли-
ны [31–35]. В качестве конкретного примера при-
менения теории рассмотрено зарождение трещины
в упругом поле наиболее типичного для фрагмен-
тированной структуры ротационно-сдвигового
мезодефекта.

2. ИЗМЕНЕНИЕ УПРУГОЙ ЭНЕРГИИ 
ПРИ ФОРМИРОВАНИИ ТРЕЩИНЫ

ВБЛИЗИ СИНГУЛЯРНЫХ 
ИСТОЧНИКОВ НАПРЯЖЕНИЙ

В механике разрушения анализ условий за-
рождения и распространения трещины базирует-
ся на расчете величины упругой энергии систе-
мы, высвобождающейся при формировании тре-
щины. Получим аналитические выражения для
интенсивности высвобождения и величины релак-
сации упругой энергии в случае зарождения трещи-
ны в достаточно малой окрестности сингулярного
источника напряжений. Рассмотрим бесконечную
упругоизотропную среду, характеризующуюся мо-
дулем сдвига  и коэффициентом Пуассона . По-
ле упругих напряжений задается внешними одно-
родными нагрузками и внутренними источника-
ми напряжений. Выражения для изменения
энергии системы  при формировании трещины
длиной  в поле упругих напряжений имеет вид:

G ν

ΔE
l

Δ − 0( ) = ( ) ,E l E l E

где E(l) – энергия системы с трещиной, E0 – энер-
гия системы без трещины. Предположим, что ре-
лаксация упругой энергии  при зарождении
трещины расходуется только на создание ее сво-
бодных поверхностей. В приближении, что эф-
фективная удельная энергия свободной поверх-
ности трещины  не зависит от ее длины, величи-
на  имеет вид:

Определим  через конфигурационную силу
 [36]:

(1)

где  – интенсивность выделения упругой
энергии. В случае плоской деформации выраже-
ние для  имеет вид:

(2)

где  – нормальная и сдвиговая составля-
ющие конфигурационной силы, ,

 – средневзвешенные напряжения:

где  – компоненты тензора на-
пряжения в полярной системе координат .
Асимптотические выражения для компонент 
тензорного поля напряжений в малой окрестно-
сти сингулярных источников в общем случае мо-
гут быть заданы в виде:

(3)

где  – константы, зависящие от типа
источника напряжений,  – радиус экранирова-
ния упругого поля. Подставляя данное выраже-
ние в (2), конфигурационную силу в общем виде
можно представить как
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где  определяются следующим об-
разом:

Здесь функции  и  имеют вид:

(  – гамма-функция). Соответствующее выраже-
ние для релаксации упругой энергии можно запи-
сать в виде:

(5)

где  имеют вид:

В зависимости от множества коэффициентов
 источники напряжений принято разде-

лять на источники со слабой расходимостью
упругого поля, характеризующиеся тем, что

 , и источники с сильной расхо-
димостью поля, характеризующиеся тем, что

  [37]. Согласно данной классифи-
кации, источники внутренних напряжений, об-
ладающие логарифмической расходимостью
упругого поля, такие как дисклинации, планар-
ные сдвиговые мезодефекты и их сочетания, от-
носятся к источникам со слабой расходимостью.
Нетрудно показать, что для источников этого ти-
па конфигурационная сила стремится к нулю при
стремлении длины трещины к нулю:

(6)

3. ЗАРОЖДЕНИЕ ТРЕЩИН 
В УПРУГОМ ПОЛЕ РОТАЦИОННО-

СДВИГОВОГО МЕЗОДЕФЕКТА
При исследовании условий зарождения тре-

щин вблизи сингулярных источников напряже-
ний обычно используют следующие критерии:
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Энергетический и комбинированный. Соглас-
но первому из них, микротрещина зарождается
при выполнении условия [36]:

При выполнении этого условия существует
промежуток длин трещин , внутри которого
выполняется соотношение:

При этом, если , то формируется ста-
бильная трещина длины , в противном случае,
когда , формируется магистральная тре-
щина. Данный критерий можно использовать в
случае источников с сильной расходимостью, в то
время как для источников со слабой расходимо-
стью, учитывая выражение (6), он дает физически
неадекватный результат – трещина не зарождает-
ся ни при каких значениях параметров, характе-
ризующих эти источники.

При анализе условий зарождения трещины
воспользуемся вторым (комбинированным) кри-
терием, предложенным в работе [38], согласно
которому зарождение трещины длиной  проис-
ходит, если одновременно выполняются силовое
и энергетическое условия (7):

(7)

Первое из них (силовое) выполняется, если
напряжения в любой точке внутри полуинтервала

 превышают предельную прочность на отрыв
 (когезионную прочность границы зерна или

кристаллической решетки, в зависимости от того,
является ли трещина интеркристаллитной или
транскристаллитной). Второе (энергетическое)
условие выполняется, если энергетические затра-
ты на образование свободных поверхностей при
появлении трещины  (  – среднее значение
удельной поверхностной энергии на длине тре-
щины) компенсируются за счет уменьшения
упругой энергии системы .

Рассмотрим применение данного критерия
для случая зарождения трещины в упругом поле
комбинированного ротационно-сдвигового ме-
зодефекта, состоящего из диполя клиновых дис-
клинаций с векторами Франка  и сдвигового
мезодефекта с мощностью , расположенного
на границе зерна длиной . Для анализа условий
зарождения микротрещины выберем полярную
систему координат, полюс которой совпадает с
отрицательной дисклинацией (рис. 1). Ассоции-
рованный с системой координат базис имеет вид:
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Асимптотические поля упругих напряжений в
малой окрестности отрицательной дисклинации
( ) в заданной системе координат имеют
вид [39]:

от диполя дисклинаций:

от сдвигового мезодефекта:

где  и  определяются как:

Внешнее напряжение  в случае одноосного
растяжения определяется величиной нагрузки  и
направлением оси растяжения :

Проектируя  на базисные орты , полу-
чим компоненты внешнего напряжения:
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Здесь , 
. Подставляя данные коэффициенты

в (5), можно получить выражение для изменения
упругой энергии при зарождении трещины в
окрестности отрицательной стыковой дисклина-
ции и использовать его при анализе выполнимости
энергетического условия зарождения трещины (7).

Для определения условий зарождения микро-
трещины вдоль направления  введем две вспо-
могательные величины  и :

▪  – минимальная длина трещины, при кото-
рой для фиксированных параметров 
выполняется равенство:

В случае, если таких значений  нет, будем
считать, что .

▪  – максимальное значение длины участка,
расположенного вдоль направления формирова-
ния трещины, такое, что для всех точек из проме-
жутка  суммарное внутреннее и внешнее

растягивающее напряжение . Величи-

ну  найдем из равенства . С уче-
том выражения (3) и найденных коэффициентов

 получим:

Очевидно, что если , критерий (7) вы-
полняется, как минимум, на участке  и, наобо-
рот, при  не выполняется ни при какой дли-
не трещины. При фиксированных значениях

 величины  и  являются монотонными
функциями от мощности дисклинации , при-
чем  убывает, а  возрастает при увеличении .
Величину мощности дисклинации , такую что

, будем называть критиче-
ской. При фиксированных значениях 
она задает промежуток , где критерий (7) не
выполняется, и промежуток , где крите-
рий (7) выполнен.

Найдем области выполнимости условий за-
рождения трещин в конфигурационном про-
странстве параметров модели при величине на-
грузки ,  и следующих значени-
ях параметров  МПа, ,

.
В качестве примера, на рис. 2 приведены зави-

симости суммарного растягивающего напряже-
ния  и изменения энергии  от длины тре-
щины  при фиксированных значениях ,

Λ = Λ ϕ ϕ + ϕ2
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Рис. 1. Схематическое представление комбинирован-
ного мезодефекта.
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 мкм,  для разных значений 
( , , ). Да-
лее для каждой точки конфигурационного про-
странства  найдем наиболее выгодную
ориентацию трещины , то есть такое направление
ее распространения, при котором значение абсо-
лютной величины мощности дисклинации мини-
мально: . На рис. 3

приведена зависимость величины  от
ориентации трещины при указанных выше значе-
ниях  и . Видно, что наиболее оптимальная
ориентация трещины соответствует  с

. Варьируя параметры  в интер-
валах значений  и  мкм, соответ-

2 = 0.4a ϕ °= 320 dw
≈ − °d 8.0w ≈ − °d cr= 11.4w w ≈ − °d 14.9w

( )τ,2w a
ϕ

( ) ( )τ τ
ϕ

ϕcr cr, = , ,minw w a w w a

( )τ ϕcr , ,w w a

τw 2a
ϕ ° = 326

≈ − °cr 11.4w τ,2w a
[ ]0,0.04 [ ]0.2,0.4

ственно, получим зависимость 
для наиболее благоприятных для зарождения ори-
ентаций трещины , отделяющую область парамет-
ров, в которой возможно зарождение трещины

, от области , где трещина не за-
рождается. На рис. 4 представлены контурные гра-
фики критической мощности дисклинации  в
конфигурационном пространстве  при раз-
ных значениях параметров: , 

 (рис. 4а), , 
(рис. 4б). Как видно из представленных результа-
тов, величина критической мощности стыковых
дисклинаций при характерных размерах фраг-
ментов 0.2–0.3 мкм варьируется в диапазоне от 
до  в зависимости от значений  и , в то вре-
мя как наблюдающиеся на эксперименте значе-
ния мощности дисклинаций на стадии предраз-
рушения не превышают . Тем не менее ве-
личину критической мощности дисклинаций
можно существенно понизить, если рассмотреть
зарождение микротрещины в случае потери
устойчивости сдвигового мезодефекта [30, 40].

Потеря устойчивости сдвигового мезодефекта
приводит к концентрации напряжений вблизи
стыка зерен и облегчению условий для появления
в его окрестности зародышевой трещины. Для
иллюстрации сказанного представим исходный
сдвиговой мезодефект в виде равномерного рас-
пределения  дискретных виртуальных дислока-
ций с вектора Бюргерса . Условием по-
тери устойчивости мезодефекта считали превы-
шение действующих на дислокации сдвиговых
напряжений некоторого порогового значения .
При выполнении этого критерия виртуальные
дислокации перемещались вдоль границы зерна,

( )τ ϕ cr cr= , ,w w w a

ϕ

≥cr dw w <cr dw w

crw
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τ τ= 2 /b aw n

τ0

Рис. 3. Зависимость величины  от ориентации тре-
щины  при фиксированных значениях ,

 мкм.
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осуществляя наведенное зернограничное про-
скальзывание. Равновесное распределение вир-
туальных дислокаций после потери устойчивости
сдвигового мезодефекта отыскивалось методом ди-
намики дискретных дислокаций. При моделирова-
нии использовали квази-вязкое приближение, при
котором движение дислокаций описывается систе-
мой дифференциальных уравнений [40]:

где  – координата -й дислокации,  – сила Пи-
ча–Келера, действующая на -ю дислокацию,

 – суммарное сдвиговое напряже-
ние в точке ,  – сдвиговая компонента внеш-

τ τ
 − + − −

 0= ( , ) ,
= 1, ,

(0) = 2 2 ( 1)/( 1),
i i i

i

x M F
i n

x a a i n

ix i iF
i

τ τ + τext disl=i i

ix τext

него напряжения,  – сдвиговая компонента
напряжений, действующих на -ю дислокацию со
стороны всех остальных виртуальных дислокаций
сдвигового мезодефекта. Функция подвижности
дислокаций  задавалась в виде ступенча-
той функции от величины суммарного сдвигового
напряжения [40]. Стыки зерен рассматривались
как непроницаемые барьеры для дислокаций. По-
сле определения равновесной конфигурации дис-
локаций были проведены численные расчеты
суммарного поля внешних растягивающих на-
пряжений. Используя описанную выше процеду-
ру определения величины , были получены зави-
симости критической мощности дисклинаций от
длины границы при заданных значениях 
и , рис. 5 (верхняя кривая – исходное
состояние, нижняя кривая – после потери устой-

τdisl
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Рис. 4. Контурные графики величины  в конфигу-
рационном пространстве  и  при а) ,
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чивости мезодефекта). Из представленных зави-
симостей видно, что критические мощности дис-
клинаций в этих условиях при размерах фрагмен-
тов  мкм варьируются в интервале

. Таким образом, при учете проскальзы-
вания критическая мощность дисклинации может
быть существенно снижена примерно на  в
зависимости от параметров  и . Например, при

,  мкм, соответствующее значе-
ние  (без учета проскальзывания

).

4. ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Как следует из проведенного анализа, для за-
рождения трещины в упругом поле типичного для
фрагментированной структуры ротационно-сдви-
гового мезодефекта, представляющего собой супер-
позицию диполя клиновых стыковых дисклинаций
и планарного сдвигового мезодефекта, необходима
мощность стыковых дисклинаций, существенно
превышающая экспериментально наблюдаемые
значения. Наведенное атермическое зерногранич-
ное проскальзывание, связанное с потерей устой-
чивости сдвиговой компоненты мезодефекта, су-
щественно облегчает процесс зарождения тре-
щин. Таким образом, в рамках рассмотренной
упрощенной модели можно сделать важный вы-
вод о том, что процесс трещинообразования в ма-
териалах с фрагментированной структурой может
быть инициирован атермическим наведенным
проскальзыванием по границам зерен.

Исследование выполнено при финансовой
поддержке Российского научного фонда в рамках
научного проекта № 21-19-00366.
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