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АДАПТИВНЫЙ ВСПОМОГАТЕЛЬНЫЙ КОНТУР
ДЛЯ КОМПЕНСАЦИИ ПО ВЫХОДУ ОГРАНИЧЕННЫХ

ВОЗМУЩЕНИЙ В ЛИНЕЙНЫХ СИСТЕМАХ

Рассматривается задача компенсации по выходу ограниченных сиг-
нальных возмущений, действующих на минимально-фазовую линейную
систему с неизвестными параметрами. Разработан адаптивный вспомога-
тельный контур, который не требует знания модели возмущения и позво-
ляет: a) разделить процессы оценивания параметрических и сигнальных
возмущений, б) с любой заданной точностью оценить и скомпенсировать
сигнальное возмущение при выполнении условий параметрической иден-
тифицируемости. Сепарация процессов оценивания двух возмущений раз-
личной природы достигнута с помощью дополнения метода вспомогатель-
ного контура А.М. Цыкунова законом идентификации неизвестных па-
раметров, построенном на базе метода инструментальных переменных и
процедуры динамического расширения и смешивания регрессора (ДРСР).
Полученная система компенсации сигнальных возмущений имеет опре-
деленный потенциал к использованию совместно с общепромышленны-
ми ПИ-, ПИД-регуляторами. Теоретические выводы, сделанные в работе,
проиллюстрированы с помощью математического моделирования.

Ключевые слова: возмущение, оценивание, вспомогательный контур,
идентификация, инструментальные переменные, сходимость, перепара-
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1. Введение

Проблема компенсации внешних возмущений многие годы находится в
центре внимания специалистов по радиотехнике, электротехнике, теории
управления и т.д. К сегодняшнему дню предложено два основных принци-
па компенсации – косвенный и прямой (непосредственный).

При косвенной компенсации характеристический полином замкнутой си-
стемы выбирается так, чтобы как можно сильнее уменьшить вызванную воз-
мущением составляющую вынужденного движения системы по сравнению с
компонентой, связанной с задающим воздействием. Однако путем выбора ха-
рактеристического полинома замкнутой системы оказывается невозможно с
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одинаковым качеством компенсировать возмущения с существенно различ-
ными спектрами, и возникают задачи выбора характеристического полинома
замкнутой системы по априорным данным о спектре возмущения или опти-
мальным образом (например, с точки зрения H2-, H∞-норм, метрики инва-
риантного эллипсоида и т.д.). В этом смысле необходимо признать ограни-
ченность возможностей классической обратной связи.

Естественным ответом на этот вызов стало развитие принципа непосред-
ственной компенсации, в соответствии с которым сигнал управления деком-
позируется на две составляющие. Первая предназначена для коррекции ха-
рактеристического полинома замкнутой системы, а вторая должна равнять-
ся возмущению с противоположным знаком. Если возмущение согласова-
но с сигналом управления и измеряемо, то такой подход позволяет добить-
ся полной компенсации его влияния на регулируемую переменную. На пер-
вый взгляд, условие согласования выглядит ограничительным, поскольку на
практике точки приложения возмущения и управления часто отличаются.
Однако на самом деле, следуя принципу эквивалентного возмущения [1] и
наложив на исходное возмущение некоторые достаточно слабые условия диф-
ференцируемости, условие согласования всегда возможно удовлетворить. На-
пример, рассмотрим следующую систему:

ẏ = a1y + b1x+ b1f,

ẋ = a2x+ b2u,

тогда, если возмущение f дифференцируемо, применение принципа эквива-
лентного возмущения позволяет получить систему с согласованным возму-
щением:

ẏ = a1y + b1ζ,

ζ̇ = a2x+ b2u+ ḟ ± a2f = a2ζ + b2

⎡⎢⎢⎣u+ b−1
2

(
ḟ − a2f

)
︸ ︷︷ ︸

feq

⎤⎥⎥⎦ ,
где a1, a2, b1, b2 – некоторые числа, y – измеряемый выход, x – неизмеряемое
состояние, ζ = x+ f – фиктивное состояние, u – управление, f – исходное
возмущение, feq – эквивалентное возмущение.

Далее всюду будем рассуждать исключительно о согласованных возмуще-
ниях, предполагая, что принцип эквивалентного возмущения уже реализован.

Гораздо более ограничительным является требование доступности возму-
щения для измерения. Для преодоления этой проблемы в литературе пред-
ложены различные наблюдатели возмущений, позволяющие по измерениям
управления и выхода системы восстановить значение возмущения с некото-
рой (обычно с любой заданной) точностью. Не претендуя на полноту обзо-
ра, рассмотрим некоторые из существующих наблюдателей возмущений. Для
ознакомления со всем многообразием методов рекомендуем читателю ознако-
миться с обзорами [2–5].
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Существующие наблюдатели возмущений могут быть классифицированы
следующим образом:

1) методы, требующие знания параметров системы, модели и параметров
возмущения (расширенный наблюдатель Люенбергера) [6],

2) методы, требующие знания параметров системы и наличия модели
возмущения, допускающей параметрическую неопределенность [7–11],

3) методы, требующие знания модели возмущения, но не требующие зна-
ния параметров системы и возмущения [12–16],

4) методы, требующие знания только параметров системы [1, 17–20],
5*) методы, не требующие знания модели возмущения и параметров си-

стемы [21–26].
Предметом интереса данной работы являются алгоритмы, относящиеся к

группе 5*, поскольку по сравнению с остальными решениями они требуют
минимального объема априорной информации о системе и возмущении. Де-
тальный анализ алгоритмов, относящихся к этой группе, показывает, что, на
самом деле, в литературе не существует наблюдателей, позволяющих оценить
сигнальное возмущение, если параметры системы неизвестны. Это объясня-
ется отсутствием возможности сепарации существующими алгоритмами па-
раметрического и сигнального возмущения. Вместо этого алгоритмы из груп-
пы 5* выполняют оценку обобщенного возмущения, состоящего из их суммы.
Проиллюстрируем эти рассуждения на примере.

Рассмотрим систему первого порядка:

ẋ = u+ θ�ϕ (x) + f,

где θ�ϕ (x) – параметрическое возмущение, f – сигнальное возмущение.
Если параметры θ известны, а ḟ ограничена, то простой наблюдатель

(s: = d
dt ):

f̂ =
s

ls+ 1
[x]− θ�

1

ls+ 1
[ϕ (x)]− 1

ls+ 1
[u]

согласно результатам [26, c. 196; 27] позволяет с любой точностью оценить и
компенсировать сигнальное возмущение f .

Если параметры θ неизвестны, то можно оценить только обобщенное воз-
мущение:

s

ls+ 1
[x]− 1

ls+ 1
[u] =

1

ls+ 1
[f ] + θ�

1

ls+ 1
[ϕ (x)] .

Для выделения сигнального возмущения из обобщенного необходимо по-
лучение и использование оценок параметров θ:

f̂ =
s

ls+ 1
[x]− 1

ls+ 1
[u]− θ̂�

1

ls+ 1
[ϕ (x)] =

1

ls+ 1
[f ]− θ̃�

1

ls+ 1
[ϕ (x)] ,
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откуда следует, что разделение двух типов возмущений возможно, если и
только если параметрическая ошибка θ̃ асимптотически сходится к нулю. Од-
нако существующие законы параметрической идентификации при наличии
возмущения обеспечивают только ограниченность параметрической ошиб-
ки [28, c. 556], что не позволяет в полном объеме реализовать сепарацию,
даже дополнив наблюдатель возмущений известными алгоритмами парамет-
рической идентификации. Недостаточно удачные попытки выполнить сепа-
рабельную оценку сигнальной и параметрической неопределенности могут
быть обнаружены в работах [24, 29, 30].

Рассмотренная проблема разделимости носит фундаментальный харак-
тер и не зависит от конкретного типа применяемого наблюдателя возму-
щений. Поэтому существующие наблюдатели выполняют оценку и компен-
сацию обобщенного возмущения, состоящего из суммы параметрического и
сигнального. Такой подход безусловно заслуживает право на существова-
ние и уже давно положительно зарекомендовал себя по сравнению со стан-
дартными ПИ- и ПИД-регуляторами [22]. Однако, во-первых, в таких систе-
мах управления нарушается синергетический принцип минимального дей-
ствия [31], так как вся динамика системы компенсируется без особых раз-
мышлений о ее «пользе» или «вреде» для достижения цели регулирования,
во-вторых, в некоторых практических задачах базовая стабилизирующая со-
ставляющая управления (например, ПИ- или ПИД-регулятор) уже выбрана
робастными методами с учетом наличия параметрической неопределенности
(θ�ϕ (x) в рассмотренном примере), а необходимо выполнить оценку и ком-
пенсацию только сигнального возмущения (f в рассмотренном примере). По-
этому актуальной является задача синтеза наблюдателя сигнального возму-
щения при наличии параметрического.

В этой работе рассматривается задача оценки и компенсации по выходу
ограниченных сигнальных возмущений, действующих на минимально-фазо-
вую линейную систему с неизвестными параметрами. Решение этой задачи
предлагается получить в рамках методологии непрямого адаптивного управ-
ления, в соответствии с которой процедура синтеза управления декомпози-
руется на два этапа. На первом этапе вводится закон управления, обеспечи-
вающий достижение цели регулирования при известных параметрах системы
(в этой работе для синтеза такого закона предлагается воспользоваться мето-
дом вспомогательного контура А.М. Цыкунова [26, c. 196]). На втором этапе
строится закон идентификации и осуществляется замена всех неизвестных
параметров закона управления, выбранного на первом этапе, на их динами-
ческие оценки. Ключевым структурным элементом такой системы адаптив-
ного управлении является закон идентификации, который должен в замкну-
том контуре управления гарантировать асимптотическую сходимость оценок
неизвестных параметров к истинным значениям при действии сигнального
возмущения и выполнении как можно более слабых требований к возбужде-
нию регрессора. В этой работе для решения задачи онлайн идентификации
предлагается воспользоваться недавно предложенным алгоритмом [32], по-
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строенным на базе метода инструментальных переменных [33] и процедуры
динамического расширения и смешивания регрессора (ДРСР) [34]. Условия-
ми сходимости процесса параметрической идентификации при использовании
такого закона являются:

– знание регулятора, стабилизирующего систему при наличии сигналь-
ных и параметрических возмущений,

– ограниченность сигнала компенсации возмущения (например, с помо-
щью sat {.} функции),

– наличие в задающем воздействии не менее n различных частот (где n –
размерность системы),

– отсутствие пересечений спектров задающего воздействия и возмущения.
Показано, что при выполнении этих условий обеспечивается сходимость к

нулю параметрической ошибки, несмотря на наличие сигнальной неопреде-
ленности, а предложенная система адаптивной компенсации сигнального воз-
мущения гарантирует его асимптотическую оценку и компенсацию. В рамках
математического моделирования показан потенциал использования предла-
гаемой системы совместно с общепромышленными ПИ-, ПИД-регуляторами,
проиллюстрировано выполнение условий параметрической сходимости при
использовании типовых задающих воздействий.

2. Постановка задачи

Рассмотрим возмущенную линейную динамическую систему

y (t) =
Z (θ, s)

R (θ, s)
[u (t)+f (t)] ,

Z (θ, s) = bms
m + bm−1s

m−1 + . . . + b0,

R (θ, s) = sn + an−1s
n−1 + . . .+ a0,

(2.1)

где y (t) – измеряемый выход, u (t) – формируемое управление, f (t) – неиз-
вестное ограниченное возмущение, θ ∈ Dθ ⊂ Rn+m+1 – вектор неизвестных
параметров разомкнутой системы, R (θ, s) , Z (θ, s) – многочлены порядков n
и m � n− 1 соответственно, s [.] : = d

dt [.] – оператор дифференцирования.
Будем считать, что управление u (t) формируется следующим образом:

u (t) = ub (t) + uc (t) ,

ub (t) =
Py (κ,s)

Qy (κ, s)
[y (t)] +

Pr (κ,s)

Qr (κ, s)
[r (t)] =

Py (κ,s)

Qy (κ, s)
[y (t)] + rf (t) ,

(2.2)

где ub (t) – стабилизирующая составляющая управления, uc (t) – компонен-
та управления, предназначенная для компенсации возмущения f (t), κ ∈
∈ Dκ ⊂ Rnκ – известные постоянные параметры закона управления, r (t) –
задающее воздействие, my � ny и mr � nr – порядки пар многочленов
Py (κ, s) , Qy (κ, s) и Pr (κ, s) , Qr (κ, s) соответственно.
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Для строгой формальной постановки задачи вместе с системой (2.1) рас-
смотрим ее параметризацию в форме линейного регрессионного уравнения:

z (t) = ϕ� (t) θ + w (t) ,(2.3)

где

z (t) =
sn

Λ (s)
y (t) , ϕ (t) =

[
−α

�
n−1 (s)
Λ(s) [y (t)]

α�
m (s)
Λ(s) [u (t)]

]�
,

w (t) =
[
bm bm−1 . . . b0

]αm (s)

Λ (s)
[f (t)] ,

α�
n−1 (s) =

[
sn−1 · · · s 1

]
, α�

m (s) =
[
sm · · · s 1

]
,

ϕ (t) ∈ Rm+n+1 – измеряемый регрессор, z (t) ∈ R – измеряемый регрессанд,
Λ (s) – устойчивый полином порядка n.

Относительно стабилизирующей компоненты управления и возмущения
принимается следующее

Допущени е 1. Передаточная функция замкнутой системы
(θcl : Rn+m+1 × Rnκ �→ Rncl+mcl+1 – неизвестные параметры замкнутой
системы):

Wcl (θcl, s) [.] =
Z (θ, s)Qy (κ, s)

[Qy (κ, s)R (θ, s)− Z (θ, s)Py (κ, s)]
[.] =

Zcl (θcl, s)

Rcl (θcl, s)
[.](2.4)

имеет гурвицевы многочлены Zcl (θcl, s) и Rcl (θcl, s) при фиксированных κ
из Dκ и всех значениях θ из Dθ.

Допущени е 2. Существует и известна функция μ: [t0,∞) �→ R> такая,
что для

λ (t) =
−1

m0μn+1 (t)

(
dn+1

dtn+1
[f (t)] +

n∑
i=1

miμ
n−(i−1) (t)

di

dti
[f (t)]

)

при любых числах mi, i = 0, . . . , n верно μλ∈L∞ и λ∈Lp ∩ L∞ для p∈ [1,∞).

Допущени е 3. Инструментальная переменная ζ (t) ∈ Rn+m+1, заданная
следующим образом (где θiv ∈ Dθ ⊂ Rn+m+1 – известные параметры инстру-
ментальной переменной):

ζ (t) =

[
−α

�
n−1 (s)
Λ(s) [yiv (t)]

α�
m (s)
Λ(s) [uiv (t)]

]�
,

yiv (t) =
Z (θiv,s)

R (θiv, s)
[uiv (t)] ,

uiv (t) =
Py (κ,s)

Qy (κ, s)
[yiv (t)] +

Pr (κ, s)

Qr (κ, s)
[r (t)] ,

(2.5)
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и фильтрованное возмущение w (t) независимы, т.е.:

∀t � t0

∣∣∣∣∣∣
t∫

t0

ζi (s)w (s) ds

∣∣∣∣∣∣ � c <∞ ∀i = 1, . . . , n+m+ 1.(2.6)

На основании уравнения замкнутого контура (2.4) определим желаемую
динамику системы:

yref (t) =Wcl (θcl, s) [rf (t)] .(2.7)

Необходимо без использования производных выхода y (t) сформировать
сигнал компенсации uc (t) так, что выполняется предельное равенство

lim
t→∞ |y (t)− yref (t)| = lim

t→∞ |ỹ (t)| = 0.(2.8)

Таким образом, в работе решается задача оценивания и компенсации неиз-
вестного возмущения, действующего на минимально-фазовую систему с неиз-
вестными параметрами.

Зам е ч а ни е 1. В практических задачах почти всегда известен стабили-
зирующий регулятор ub (t), гарантирующий гурвицевость характеристиче-
ского полинома замкнутой системы Rcl (θcl, s) (например, в ряде ситуаций
он может быть подобран эмпирически). Гурвицевость Zcl (θcl, s) требует ми-
нимальной фазовости объекта управления (2.1).

Зам е ч а ни е 2. Заметим, что выход эталонной модели (2.4) недоступен
для измерения, а сама эталонная модель для каждого конкретного векто-
ра параметров системы θ из Dθ задает различное качество управления. Эти
обстоятельства существенно отличают решаемую в работе проблему от клас-
сической задачи адаптивного управления с заданной эталонной моделью, где
эталонная модель является одинаковой для всех θ.

Зам е ч а ни е 3. Допущение 2 ограничивает класс допустимых внешних
возмущений. В практических задачах почти всегда найдется p ∈ [1,∞) такое,
что di

dti
f (t) ∈ Lp для всех i = 1, . . . , n+ 1, и для удовлетворения этого допу-

щения достаточно выбрать μ (t) = const = μ > 0. Если di

dti
f (t) /∈ Lp для всех

p ∈ [1,∞), но sup
t

∣∣∣ didti f (t)∣∣∣ <∞, то достаточно выбрать μ(t) = μ0t+ μ1 для

произвольных μ0 > 0, μ1 > 0. К сожалению, для возмущений f (t) с неогра-
ниченными производными для выбора μ (t) требуются дополнительные апри-
орные сведения.

Зам е ч а ни е 4. В допущении 3 приняты выполненными необходимые
условия асимптотической сходимости закона идентификации [32]. В стацио-
нарном случае неравенство (2.6) выполняется, если спектры r (t) и f (t) не
пересекаются.
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3. Основной результат

Описание предлагаемого метода решения задачи (2.8) декомпозировано на
три части. В первой части фильтрованный аналог возмущения параметризу-
ется в виде функции от управления, выхода и некоторых, вычисляемых по θ,
неизвестных параметров. Во второй части конструируется закон идентифика-
ции неизвестных параметров из параметризации возмущения. В третьей ча-
сти на основании полученной параметризации фильтрованного возмущения
и законов идентификации вводится адаптивный сигнал компенсации возму-
щения и доказывается выполнение поставленной цели (2.8).

3.1. Параметризация возмущения

Временно предположим, что параметры θ известны, и, следуя [26], введем
в рассмотрение вспомогательную модель:

ŷ∗ (t) =
Z (θ, s)

R (Θ, s)
[u (t)] ,(3.1)

где Θ ∈ Rn – известные параметры вспомогательной модели, такие что систе-
ма (3.1) устойчива.

В силу уравнений (3.1) и (2.1) ошибку предсказания ε∗ (t) = y (t)− ŷ∗ (t)
возможно записать в следующем виде:

ε∗ (t) =
Z (θ, s)

R (Θ, s)
[f (t)] +

R (Θ, s)−R (θ, s)

R (Θ, s)
[y (t)] .(3.2)

Тогда, если n−m производных сигналов ε∗ (t) и y (t) измеряемы, а много-
член Z (θ, s) гурвицев, выбор

uc (t) = −R (Θ, s)

Z (θ, s)
[ε∗ (t)] +

R (Θ, s)−R (θ, s)

Z (θ, s)
[y (t)] = −f (t)(3.3)

обеспечивает полную компенсацию возмущения:

y (t) = ε∗ (t) + ŷ∗ (t) =
Z (θ, s)

R (θ, s)
[ub (t)] =Wcl (θcl, s) [rf (t)] = yref (t) .(3.4)

Возмущение и сигнал компенсации (3.3) могут быть представлены в сле-
дующей эквивалентной форме записи:

f (t) = −uc (t) = ψ�
a (Θ)α (s) [εf (t)] +

(
ψ�
a (θa)− ψ�

a (Θ)
)
α (s) [yf (t)] ,(3.5a)

ξ̇ε (t) = Abξε (t) + ρemε
∗ (t) ,{

εf (t) = e�1 ξε (t) , если m � 1,

εf (t) = ρε∗ (t) , если m = 0,

ξ̇y (t) = Abξy (t) + ρemy (t) ,{
yf (t) = e�1 ξy (t) , если m � 1,

yf (t) = ρy (t) , если m = 0,

(3.5b)
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{
˙̂x
∗
(t) = A0x̂

∗ (t)−Θŷ∗ (t) + θbu (t) ,

ŷ∗ (t) = e�1 x̂∗ (t) ,
(3.5c)

где

Ab = A0 − ψb (θ) e
�
1 , ρ =

1

bm
=

1

e�1 θb
,

ψb (θ) =
[
bm−1
bm

bm−2
bm

· · · b0
bm

]�
= ρLψθb,

ψa (θa) =
[Inθa 1

]�
,

θa =
[
an−1 an−2 · · · a0

]�
= Laθ,

θb =
[
bm bm−1 · · · b0

]�
= Lbθ,

La =
[
In×n 0n×(m+1)

]
, Lb =

[
0(m+1)×n I(m+1)×(m+1)

]
,

Lψ =
[
0m×1 Im×m

]
, α (s) =

[
1 · · · sn−1 sn

]
,

а In – матрица, заполненная нулями и содержащая единицы на побочной
диагонали, ei – вектор соответствующей размерности, заполненный нулями и
содержащий единицу только на i-й позиции, A0 – верхнетреугольная матрица
соответствующей размерности, θa, θb – составляющие вектора θ =

[
θ�a θ�b

]�
и одновременно параметры многочленов R (θ, s) и Z (θ, s) соответственно.

По постановке задачи параметры θ неизвестны и производные сигналов
ε∗ (t) и y (t) недоступны для прямого измерения, а значит, сигнал компенса-
ции (3.3), (3.5a) нереализуем. От необходимости знания производных упомя-
нутых сигналов возможно избавиться путем построения наблюдателей филь-
трованных производных.

Утв е ржд е ни е 1. Определим: 1) наблюдатели i-й фильтрованной про-
изводной сигналов yf (t) и εf (t)⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩

Ḣε
i (t) = (G0 + en+1M

�
0 (t))Hε

i (t) + en+1(K0(t)εf (t)− vε(t)),

hεi (t) = e�i+1H
ε
i (t), vε(t) =

i∑
j=0

vεj (t, M0, K0),

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
Ḣy
i (t) = (G0 + en+1M

�
0 (t))Hy

i (t) + en+1(K0(t)yf (t)− vy(t)),

hyi (t) = e�i+1H
y
i (t), vy(t) =

i∑
j=0

vyj (t, M0, K0),

∀i = 0, . . . , n

где

M�
0 (t) =

[−m0μ
n+1 (t) . . . −mn−1μ

2 (t) −mnμ (t)
]
,

G0 =

[
0n+1

In×n
01×n

]
, K0 (t) = m0μ

n+1 (t) ,
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и⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩
vε0 (t, M0, K0) = 0,

vε1 (t, M0, K0) = s−1
[
s
[
M�

0 (t)
]
Hε
i (t)

]
+ s−1 [s [K0 (t)] εf (t)] ,

...
vεj (t, M0, K0) = vεj−1 (t, M0, K0)− s−1

[
vεj−1

(
t, Ṁ0, K̇0

)]
, j = 2, . . . i,⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩

vy0 (t, M0, K0) = 0,

vy1 (t, M0, K0) = s−1
[
s
[
M�

0 (t)
]
Hy
i (t)

]
+ s−1 [s [K0 (t)] yf (t)] ,

...
vyj (t, M0, K0) = vyj−1 (t, M0, K0)− s−1

[
vyj−1

(
t, Ṁ0, K̇0

)]
, j = 2, . . . i,

а числа m0, m1, . . . ,mn являются коэффициентами устойчивого полинома;
2) фильтрованное возмущение:

ff (t) : = ψ�
a (Θ)hε (t) +

(
ψ�
a (θa)− ψ�

a (Θ)
)
hy (t) ,

hy (t) =
[
hy0 (t) · · · hyi (t) · · · hyn (t)

]�
,

hε (t) =
[
hε0 (t) · · · hεi (t) · · · hεn (t)

]�
.

(3.6)

Тогда если выполнены допущения 1 и 2, то:
1) ошибка f̃(t) = ff (t)− f(t) асимптотически сходится к нулю lim

t→∞ f̃(t) = 0,

2) f̃ ∈ Lp ∩ L∞ для p ∈ [1, ∞).
Доказательство утверждения 1 приведено в Приложении.
Заметим, что в стационарном случае μ(t) = const предложенные в утвер-

ждении 1 наблюдатели фильтрованных производных редуцируются до реали-
зуемых дифференциаторов. Согласно утверждению 1, если параметры θ из-
вестны, то вместо истинного возмущения f(t) исключительно по измеряемым
сигналам возможно вычислить некоторое фильтрованное возмущение ff (t),
которое при выполнении допущений 1 и 2 асимптотически сходится к истин-
ному. В этом случае выбор

uc (t) = −ff (t)(3.7)

позволяет получить следующий результат.

Те ор ем а 1. Если параметры θ известны и выполнены допущения 1 и 2,
то управление (2.2) + (3.7) обеспечивает ỹ ∈ L∞ и lim

t→∞ |ỹ (t)| = 0.

Доказательство теоремы 1 приведено в Приложении.

Необходимость знания параметров θ устраним путем применения разрабо-
танного в [32] закона идентификации и синтеза адаптивной вспомогательной
модели (3.1) и адаптивной версии сигнала компенсации (3.7).

12



3.2. Идентификация неизвестных параметров

Прежде всего для реализации адаптивного сигнала компенсации требуется
получить оценки θ̂(t), ρ̂(t), ψ̂b (t) неизвестных параметров системы и парамет-
ризации возмущения (3.6). Отметим, что идентификация параметров ψa (θa)
не требуется, поскольку функция ψa: Rn+m+1 �→ Rn+m+2 очевидно удовлетво-
ряет условию Липшица, и, следовательно, оценка ψ̂a (t) может быть вычисле-
на прямой подстановкой ψ̂a (t) : = ψa

(
θ̂a

)
, где θ̂a (t) = Laθ̂ (t). Чтобы действие

адаптивного закона компенсации возмущения, формируемого на базе дина-
мических оценок, было асимптотически эквивалентно действию идеального
сигнала компенсации (3.1), (3.7), необходимо обеспечить, по крайней мере,
асимптотическую сходимость к нулю параметрических ошибок. Для этого
будем использовать закон идентификации, разработанный в [32].

С использованием инструментальной переменной (2.5) выполним расши-
рение регрессионного уравнения (2.3) с помощью усредняющего фильтра и
фильтра типа скользящее среднее:

ϑ̇(t) = ζiv (t) z (t)− ζiv (t− T ) z (t− T ) , ϑ (t0) = 0n+m+1,

ψ̇(t) = ζiv (t)ϕ
� (t)− ζiv (t− T )ϕ� (t− T ) , ψ (t0) = 0(n+m+1)×(n+m+1),

(3.8)

Ẏ (t) = − 1

F (t)
Ḟ (t) (Y (t)− ϑ (t)) , Y (t0) = 0n+m+1,

Φ̇(t) = − 1

F (t)
Ḟ (t) (Φ (t)− ψ (t)) , Φ (t0) = 0(n+m+1)×(n+m+1),

Ḟ (t) = ptp−1, F (t0) = F0 > 0,

(3.9)

где T > 0 – ширина окна, p � 1, F0 � tp0 – параметры фильтрации.
Применение фильтраций (3.8) и (3.9) при θ = const позволяет получить

следующее регрессионное уравнение [32]:

Y (t) = Φ (t) θ +W (t) ,(3.10)

где возмущение W (t) удовлетворяет уравнениям

Ẇ (t) = − 1

F (t)
Ḟ (t) (W (t)− ε (t)) , W (t0) = 0n+m+1,

ε̇ (t) = ζiv (t)w (t)− ζiv (t− T )w (t− T ) , ε (t0) = 0n+m+1.

(3.11)

Умножив (3.10) на adj {Φ (t)}, имеем набор скалярных регрессионных
уравнений:

Y (t) = Δ (t) θ +W (t) ,

Y(t): = adj{Φ(t)}Y (t), Δ(t): = det{Φ(t)}, W(t): = adj{Φ(t)}W (t).
(3.12)

По регрессионному уравнению (3.10) методом градиентного спуска могут
быть сформированы оценки параметров θ. Однако для реализации алгорит-
ма компенсации (3.1), (3.7) также требуется получить оценки параметров

13



ψb (θ) и ρ. Заметим, что в силу равенства ψb (θ) = ρLψLbθ для получения ψ̂b (t)
достаточно иметь оценки параметров ρ и θ. Величина θ̂ (t) уже может быть
получена по (3.12), а значит, остается получить аналогичное регрессионное
уравнение относительно ρ.

Умножив (3.12) на e�1 Lb, имеем

e�1 LbY (t) = Δ (t) e�1 Lbθ + e�1 LbW (t) ⇒
⇒ e�1 LbY (t) = Δ (t) bm + e�1 LbW (t) ,

откуда умножением на ρ получаем искомое регрессионное уравнение

Yρ (t) = Mρ (t) ρ+Wρ (t) ,

Yρ (t) : = Δ (t) , Mρ (t) : = e�1 LbY (t) , Wρ (t) = −ρe�1 LbW (t) .
(3.13)

На основании регрессионных уравнений (3.12) и (3.13) могут быть по-
строены алгоритмы оценки всех необходимых для реализации (3.1), (3.7)
параметров:

˙̂
θ (t) = −γΔ(t)

(
Δ(t) θ̂ (t)−Y (t)

)
, θ̂ (t0) = θ̂0,

˙̂ρ (t) = −γρMρ (t) (Mρ (t) ρ̂ (t)− Yρ (t)) , ρ̂ (t0) = ρ̂0,

ψ̂b (t) = ρ̂ (t)LψLbθ̂ (t) .
(3.14)

Те ор ем а 2. Если выполнено допущение 3 и дополнительно
У1) y (t) и uc (t) ограничены,
У2) Δ /∈ L2,

то законы идентификации (3.14) обеспечивают следующее:
1) параметрические ошибки θ̃ (t) = θ̂ (t)− θ, ρ̃ (t) = ρ̂ (t)− ρ, ψ̃b (t) =

= ψ̂b (t)− ψb (θ) асимптотически сходятся к нулю:

lim
t→∞ θ̃ (t) = 0, lim

t→∞ ρ̃ (t) = 0, lim
t→∞ ψ̃b (t) = 0,

2) θ̃ ∈ L2 ∩ L∞, ρ̃ ∈ L2 ∩ L∞, ψ̃b ∈ L2 ∩ L∞.
Доказательство теоремы 2 приведено в Приложении.
Поскольку по условию задачи составляющая ub (t) закона управления яв-

ляется стабилизирующей, а многочлен Rcl (θcl, s) – гурвицевым, то У1 тре-
бует формирования ограниченного сигнала компенсации uc (t), например, с
использованием стандартной функции насыщения (см. раздел 3.3). По дока-
занному в [32] достаточным условием для выполнения У2 является частотное
богатство задания r (t), например, при m = n − 1 оно должно содержать не
менее n различных частот. Допущение 3 (неравенство (2.6)) будет выполнено,
например, если спектры задающего воздействия r (t) и возмущения f (t) не
пересекаются. Более подробно условия сходимости законов идентификации
типа (3.14) изучались в [32].
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Одной из степеней свободы используемой параметризации (2.3) и
всей предложенной схемы идентификации является выбор вида регрессо-
ра ϕ (t). Если начальные приближения неизвестных параметров такие, что
|uc (t) + f (t)| > |f (t)| (в смысле среднего интегрального значения или дис-
персии), то выбор (2.3) позволяет получить параметризацию с меньшим зна-
чением возмущения w (t) в аналогичном смысле. Напротив, если начальные
приближения неизвестных параметров такие, что даже без параметрической
адаптации достигается |uc (t) + f (t)| < |f (t)| (в смысле среднего интеграль-
ного значения или дисперсии), то выбор следующего регрессора

ϕ (t) =

[
−α

�
n−1 (s)

Λ (s)
z (t)

α�
m (s)

Λ (s)
ub (t)

]�

позволяет получить параметризацию с меньшим значением возмущения w (t)
в аналогичном смысле.

Дальнейшая параметризация, а также предпосылки и результаты теоре-
мы 2 от выбранного способа расчета регрессора по ub (t) или u (t) не зависят.

Состояния фильтров (3.9) со скоростью Ḟ (t)
F (t) теряют восприимчивость к

новым значениям сигналов ϑ (t) и ψ (t), а значит, и параметров θ. Полно-
стью предотвратить потерю чувствительности фильтров (3.9) на данный мо-
мент не представляется возможным, поскольку именно за счет коэффициента
Ḟ (t)
F (t) обеспечивается сходимость параметрических ошибок к нулю при нали-
чии внешнего возмущения.

Однако путем переопределения:

Y (t) : =
1

T
ϑ (t) ,

Φ (t) : =
1

T
ψ (t)

(3.15)

возможно получить алгоритм идентификации, обладающий качествами, бо-
лее приемлемыми с практической точки зрения.

Те ор ем а 3. Если выполнено допущение 3 и дополнительно
У1) y (t) и uc (t) ограничены,
У2) существуют числа ΔUB � ΔLB > 0, такие что ΔLB � |Δ(t)| �

� ΔUB, ∀t � te,
то существует число δ0 > 0 и сигнал δ1 ∈ L1, lim

t→∞ δ1 (t) = 0 такие, что

∥∥∥∥∥∥
⎡⎣ θ̃ (t)ρ̃ (t)

ψ̃b (t)

⎤⎦
∥∥∥∥∥∥ � δ1 (t) + δ0T

−1, ∀t � t0.(3.16)

Доказательство теоремы 3 приведено в Приложении.
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Таким образом, закон идентификации (3.14) на базе сигналов (3.8) + (3.15)
обеспечивает чувствительность к новым значениям параметров θ, но вместе
с этим параметрические ошибки сходятся при выполнении более строгого
условия по сравнению с Δ /∈ L2 и не к нулю, а к его окрестности, пропорцио-
нальной параметру T > 0.

3.3. Адаптивный вспомогательный контур

Мотивируясь выражениями (3.1), (3.5a)–(3.5c), (3.6) и требованием У1,
на основании формируемых оценок (3.14) сигнал компенсации возмущения
зададим в следующем виде:

uc (t) = satfmax

{
−f̂ (t)

}
,

f̂ (t) = ψ�
a (Θ) ĥε (t) +

(
ψ̂�
a (t)− ψ�

a (Θ)
)
ĥy (t) ,

(3.17)

где ⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎩

˙̂
Hε
i (t) =

(
G0 + en+1M

�
0 (t)

)
Ĥε
i (t) +

+ en+1 (K0(t)ε̂f (t)− v̂ε(t)) ,

ĥεi (t) = e�i+1Ĥ
ε
i (t), v̂ε(t) =

i∑
j=0

v̂εj (t,M0,K0),⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎩

˙̂
Hy
i (t) =

(
G0 + en+1M

�
0 (t)

)
Ĥy
i (t) +

+ en+1 (K0(t)ŷf (t)− v̂y(t)) ,

ĥyi (t) = e�i+1Ĥ
y
i (t), v̂y(t) =

i∑
j=0

v̂yj (t,M0,K0),

∀i = 0, . . . , n,(3.18a)

˙̂
ξε(t) =

(
A0 − ψ̂b(t)e

�
1

)
ξ̂ε(t) + ρ̂(t)emε(t),{

ε̂f (t) = e�1 ξ̂ε(t), если m � 1,

ε̂f (t) = ρ̂(t)ε(t), если m = 0,

˙̂
ξy(t) =

(
A0 − ψ̂b(t)e

�
1

)
ξ̂y(t) + ρ̂(t)emy(t),{

ŷf (t) = e�1 ξ̂y(t), если m � 1,

ŷf (t) = ρ̂ (t) y (t) , если m = 0,

(3.18b)

{
˙̂x (t) = A0x̂ (t)−Θŷ (t) + θ̂b (t)u (t) ,

ŷ (t) = e�1 x̂ (t) ,
(3.18c)

и ε (t) = y (t) − ŷ (t), ψ̂a (t) : = ψa

(
θ̂a

)
, θ̂a (t) = Laθ̂ (t), satfmax {.} – стан-

дартная функция насыщения, ограничивающая по модулю сигнал uc (t) на
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уровне fmax. Здесь сигналы v̂ε (t) и v̂y (t) вычисляются по формулам, анало-
гичным приведенным в утверждении 1.

Те ор ем а 4. Если
1) выполнены допущения 1–3 и условие У2 из теоремы 2,
2) |f (t)| < fmax для всех t � t0 и достаточно большого числа fmax > 0,

то управление (2.2)+ (3.17)+ (3.14) обеспечивает lim
t→∞ |ỹ (t)| = 0.

Доказательство приведено в Приложении.
Использование нестационарных фильтров (3.18a) может оказаться недопу-

стимым на практике, например, по соображениям помехозащищенности ка-
нала управления или погрешностей, связанных с дискретизацией/численным
решением нестационарных дифференциальных уравнений (3.18a). Поэтому в
теореме 5 исследуем устойчивость замкнутой системы управления для случая
когда μ (t) = const и допущение 2 не выполняется (в том смысле, что λ /∈ Lp).
Отметим, что ситуация, когда μ (t) = const, но допущение 2 выполняется (т.е.
λ ∈ Lp), уже рассмотрена в теореме 4.

Те ор ем а 5. Если
1) выполнены допущения 1, 3 и условие У2 из теоремы 2,
2) μ (t) = μ > 0, λ ∈ L∞,
3) |f (t)| < fmax для всех t � t0 и достаточно большого числа fmax > 0,

то управление (2.2) + (3.17) + (3.14) обеспечивает lim
t→∞ |ỹ (t)| � ε для произ-

вольно малого числа ε > 0.
Доказательство приведено в Приложении.
Таким образом, если (n+ 1) производных возмущения ограничены,

то предлагаемая адаптивная система компенсации (3.17), (3.18a)–(3.18c),
(3.9)+ (3.14) внешнего возмущения со стационарными наблюдателями про-
изводных (3.18a) обеспечивает сходимость ошибки слежения в произвольно
малую окрестность нуля.

Теперь для настройки параметров компенсатора (3.17), (3.18a)–(3.18c) вос-
пользуемся идентификатором (3.14), построенным на базе сигналов (3.15), а
не (3.9).

Те ор ем а 6. Если
1) выполнены допущения 1, 3 и условие У2 из теоремы 3,
2) μ (t) = μ > 0, λ ∈ L∞,
3) |f (t)| < fmax для всех t � t0 и достаточно большого числа fmax > 0,

то управление (2.2)+ (3.17) с законами идентификации (3.14)+ (3.15) обес-
печивает lim

t→∞ |ỹ (t)| � ε для произвольно малого числа ε > 0.

Доказательство приведено в Приложении.
Предложенная адаптивная система компенсации внешнего ограниченного

возмущения состоит из адаптивной вспомогательной модели (3.18c), алго-
ритмов адаптивной фильтрации (3.18b), наблюдателей фильтрованных про-
изводных с сильной обратной связью (3.18a), закона компенсации (3.17) и
алгоритмов идентификации (3.14), построенных на базе сигналов, вычисляе-
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мых с помощью инструментальной модели (2.5) и фильтров (2.3), (3.8), (3.9)
или (2.3), (3.8), (3.15). Структурная схема такой системы управления пред-
ставлена на рис. 1.

В отличие от существующих решений [2–26] предложенный адаптивный
компенсатор при выполнении условий параметрической сходимости позволя-
ет сепарировать процессы оценивания сигнального и параметрического воз-
мущений и асимптотически компенсировать влияние возмущения f(t) на си-
стему с неизвестными параметрами. При этом стабилизирующая компонен-
та регулятора синтезируется независимо от компенсационной, что позволяет
получить систему управления с двумя степенями свободы. По сути, в работе
предложены три различные схемы компенсации внешних возмущений, кото-
рые могут быть классифицированы следующим образом:

– нестационарные наблюдатели фильтрованных производных (3.18a)+
идентификатор (3.14) на базе сигналов, полученных с помощью усред-
няющей фильтрации (3.9),

– стационарные наблюдатели фильтрованных производных (3.18a)+
идентификатор (3.14) на базе сигналов, полученных с помощью усред-
няющей фильтрации (3.9),

– стационарные наблюдатели фильтрованных производных (3.18a)+
идентификатор (3.14) на базе сигналов, полученных с помощью филь-
трации скользящим средним (3.8)+ (3.15).

Первые две схемы имеют теоретическое значение, но из-за потери чувстви-
тельности фильтров (3.9) к вариациям неизвестных параметров, потенциаль-
но бесконечно большому коэффициенту усиления наблюдателей фильтрован-
ных производных (3.18a) оказываются малопригодными на практике. Третья
схема свободна от недостатков первых двух схем, но обеспечивает сходимость
ошибки слежения только к ограниченной окрестности положения равновесия
и при более строгом условии (У2 из теоремы 3 вместо У2 из теоремы 2).

Зам е ч а ни е 5. Использование нестационарных наблюдателей производ-
ных (3.18a) совместно с идентификатором на базе сигналов, полученных с
помощью фильтрации скользящим среднем (3.15), нецелесообразно, посколь-
ку в силу свойств идентификатора будет обеспечена сходимость ошибки сле-
жения только в ограниченную область.

4. Математическое моделирование

Рассмотрим дифференциальное уравнение

m
d2

dt2
y (t) = F (y, u, t) .

Предположим, что величина 1
mF (y, u, t) может быть приближена следую-

щим образом:

1

m
F (y, u, t) : = θ2

d

dt
y (t) + θ1y (t) + θ3 (u+ f (t)) , θ3: =

1

m
,
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откуда в силу s [.] : = d
dt [.] имеем динамическую систему второго порядка:

y (t) =
θ3

s2 + θ2s+ θ1
[u (t) + f (t)] .(4.1)

Стабилизирующую компоненту закона управления зададим с помощью
ПИД-регулятора с реализуемым дифференциальным каналом:

ub (t) = KP (r (t)− y (t)) +
KI

s
[r (t)− y (t)] +

KDs

KF s + 1
[r (t)− y (t)] .(4.2)

Параметры системы (4.1) и управления (4.2) выберем следующим образом:

θ1 = 2, θ2 = 5, θ3 = 1,

KP = 6, KI = 2,5, KD = 1,5, KF = 0,01,

f (t) = 2,5 + 1,25cos (πt) + 2,5sin (0,3πt) ,

r (t) = 10sgn (sin (0,05πt)) .

(4.3)

Параметры адаптивного вспомогательного контура (3.18a)–(3.18c), пара-
метризации (2.3), инструментальной модели (2.5), фильтров (3.8), (3.9) и за-
конов идентификации (3.14) установим в соответствии с выражением

Θ =
[
20 100

]�
, m0 = 1, m1 = 3, m3 = 3, μ = 104,

Λ (s) = s2 + 20s + 100, Z (θiv, s) = 4,

R (θiv, s) = s2 + 2s+ 4, p = 2, T = 4,

θ̂0 =
[
2 4 2

]�
, ρ̂0 = 0,5, γ = γρ = 1013, fmax = 10.

(4.4)

Параметры адаптивного вспомогательного контура (3.18a)–(3.18c), пара-
метризации (2.3) и инструментальной модели (2.5) были выбраны из сооб-
ражений устойчивости соответствующих дифференциальных уравнений. Ко-
эффициенты усиления γ, γρ были подобраны методом проб и ошибок таким
образом, чтобы приближенно обеспечивалась пропорциональность:

γ ∼ 1

Δ2 (t)
, γρ ∼ 1

M2
ρ (t)

.(4.5)

На практике для выбора γ, γρ, γψb
требуются априорные данные о зна-

чениях амплитуды регрессора Δ(t), вычисленного на типовых траекториях
системы при фиксированных p и T . При отсутствии таких сведений парамет-
ры (4.5) должны подбираться в режиме онлайн методом проб и ошибок.

На рис. 2 приведены переходные процессы по регрессору Δ(t) и норме
возмущения W (t) регрессионного уравнения (3.12).
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Рис. 2. Переходные процессы по Δ(t) и ||W (t) ||.

Рис. 3. Переходные процессы по |ỹ (t)|, |uc (t) + f (t)| и θ̂ (t) , ρ̂ (t).

Представленные на рис. 2 переходные процессы показывают, что в тече-
ние всего моделирования начиная с t = T = 4 регрессор Δ(t) был отличен
от нуля, а возмущение W (t) асимптотически убывало. Эти два наблюдения
согласно анализу [32] валидируют выполнение допущения 3 и условия У2
из теоремы 2.

На рис. 3,а приведены переходные процессы по ошибке слежения |ỹ (t)|.
На рис. 3,б приведены переходные процессы по ошибке компенсации
|uc (t) + f (t)|. На рис. 3,в и г приведены переходные процессы соответственно
по оценкам θ̂ (t) и ρ̂ (t).

Представленные переходные процессы иллюстрируют выводы, сделанные
в теореме 4. При выполнении условий параметрической сходимости У2 из
теоремы 2 и допущения 3 (см. комментарии к рис. 2) гарантируется асимп-
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Рис. 4. Переходные процессы по |uc (t) + f (t)| и θ̂ (t) , ρ̂ (t).

тотическая сходимость оценок θ̂ (t) и ρ̂ (t) к неизвестным параметрам θ и ρ,
что приводит к асимптотической сходимости к нулю ошибки компенсации
uc (t)+ f (t), в результате чего обеспечивается асимптотическая компенсация
влияния возмущения f (t) на качество переходных процессов. Отметим, что
с практической точки зрения в силу использования интегрального канала
в управлении (4.2) для компенсации возмущения f (t) достаточно обеспече-
ния uc (t) + f (t)≈ const. В проведенном эксперименте параметрическая схо-
димость достигнута при типичном для практических задач задающем воздей-
ствии в виде периодического сигнала прямоугольной формы. Этот результат
позволяет сделать вывод, что условия параметрической сходимости не явля-
ются ограничительными и выполняются в типовых ситуациях, встречающих-
ся в приложениях.

Покажем, что при использовании задающего воздействия специального
вида качество переходных процессов по θ̂ (t) , ρ̂ (t) и uc (t) + f (t) может быть
улучшено. Выберем задание r (t) и коэффициенты усиления γ, γρ следующим
образом:

r (t) = 10 [sin (0,2πt) + sin (3πt)] , γ = γρ = 1010,(4.6)

а все остальные параметры установим согласно (4.3) и (4.4).
Спектр задающего воздействия (4.6) не пересекается со спектром возму-

щения, а сам сигнал r (t) содержит n = 2 частот. Согласно анализу [32] вместе
с ограниченностью y (t) , uc (t) это незамедлительно приводит к выполнению
требования У2 из теоремы 2 и допущения 3.

На рис. 4 приведены переходные процессы по uc (t)+ f (t) и θ̂ (t) , ρ̂ (t) при
отработке системой задающего воздействия (4.6).

Специальный выбор задающего воздействия позволяет улучшить в пред-
лагаемой системе качество переходных процессов по θ̂ (t) , ρ̂ (t) и uc (t)+ f (t).
Таким образом, проведенное моделирование валидирует сделанные в работе
теоретические выводы и иллюстрирует свойства предлагаемой системы адап-
тивной компенсации возмущений при различных задающих воздействиях.
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Зам е ч а ни е 6. Не вошедшие в статью результаты численного моделиро-
вания показывают, что при любом выборе начальных условий θ̂0, ρ̂0 предло-
женное решение обеспечивает асимптотическую компенсацию возмущения.
Однако качество переходных процессов при этом может быть произвольно
плохим. Поэтому на практике рекомендуется приравнивать начальные усло-
вия θ̂0, ρ̂0 к «номинальным» параметрам системы, например к таким парамет-
рам, по которым производился синтез стабилизирующей компоненты управ-
ления. В этом случае удается не только обеспечить выполнение цели (2.8), но
и получить приемлемое качество переходных процессов.

5. Заключение

Разработан метод компенсации по выходу ограниченного сигнального воз-
мущения, действующего на линейную минимально фазовую систему с неиз-
вестными параметрами. В качестве основы предлагаемого решения выступает
алгоритм компенсации возмущений на базе метода вспомогательного контура
А.М. Цыкунова [26, c.196], который для асимптотической оценки и компенса-
ции сигнального возмущения требует знания параметров системы. Для устра-
нения этого требования с помощью закона идентификации, построенного на
базе метода инструментальных переменных и процедуры ДРСР, в замкнутом
контуре управления выполняется точная онлайн асимптотическая иденти-
фикация неизвестных параметров системы. Условиями сходимости процесса
параметрической идентификации является:
У1) ограниченность сигнала компенсации возмущения (например, с помо-

щью sat {.} функции),
У2) частотное богатство задающего воздействия,
У3) отсутствие пересечений спектров задающего воздействия и возмущения.

Формируемые оценки используются вместо неизвестных параметров в ал-
горитме компенсации возмущений на базе метода вспомогательного конту-
ра [26]. Показано, что замена неизвестных параметров на их оценки состоя-
тельна в том смысле, что при выполнении условий У1)–У3) предложенная
система адаптивной компенсации возмущений, также как и ее неадаптивный
аналог, обеспечивает асимптотическую оценку и компенсацию возмущения.

Свойства предложенного решения продемонстрированы в рамках матема-
тического моделирования. Показано, что условия У1)–У3) не являются огра-
ничительными и выполняются в типовых системах управления с ПИ-, ПИД-
регуляторами при типовых задающих воздействиях. Авторы уверены, что
предложенное решение имеет потенциал к практическому использованию, но
отмечают, что подход имеет недостаток, связанный с необходимостью экспе-
риментального выбора ряда параметров алгоритма идентификации и оценки
неизмеряемых производных.

Актуальными направлениями дальнейших исследований являются улуч-
шение качества переходных процессов по оценке возмущения и увеличение
скорости сходимости оценок неизвестных параметров к их истинным значе-
ниям.
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ПРИЛОЖЕНИЕ 1

В этом приложении представлены вспомогательные леммы, аксиоматиче-
ски используемые при доказательстве основного результата работы.

Лемма П.1.1. Для любого устойчивого, реализуемого оператора
H (t, s) [.] и соответствующего сигнала y (t) = H (t, s) [u (t)] верно
u ∈ Lp ⇒ y ∈ Lp, p ∈ [1, ∞].

Доказательство приведено в [35, c. 75].

Лемма П.1.2. Если ḟ ∈ L∞ и f ∈ Lp, p ∈ (0, ∞), то lim
t→∞ f (t) = 0.

Доказательство приведено в [35, c. 80].

Лемма П.1.3. Рассмотрим скалярную систему

ẋ (t) = −a2 (t)x (t) + b (t) , x (t0) = x0,

где x (t) ∈ R и a, b: R+ �→ R – кусочно непрерывные ограниченные функции.
Если a /∈ L2 и b ∈ L1, то lim

t→∞x (t) = 0.

Доказательство приведено в [36, Section 3.A.1].

Лемма П.1.4. Заданы неотрицательные функции f : [t0,∞) �→ R,
g: [t0,∞) �→R. Если f (t) � g (t) для всех t � t0 и g ∈ Lp, p ∈ (0, ∞), то
f ∈ Lp.

Доказательство приведено в [28, c. 74].

Лемма П.1.5. Если f ∈ Lp, 1 � p <∞, то g(t) = H(s) [f(t)] ∈ L∞ и
lim
t→∞ g (t) = 0 для устойчивой строго реализуемой передаточной функции
H (s) [.].

Доказательство приведено в [35, c. 83].

ПРИЛОЖЕНИЕ 2

Док а з а т е л ь с т в о у т в е ржд е ни я 1. Определим линейный нестацио-
нарный оператор:

H (t, s) [.] = e�1
(
sIn+1 −G0 − en+1M

�
0 (t)

)−1
en+1K0 (t) [.] .

В целях доказательства утверждения сначала докажем вспомогательную
лемму для приведенного выше нестационарного оператора.

Лемма П.2.1. Определим сигналы
(
s [.] : = d

dt [.]
)
:

Y ∗ (t) = H (t, s)
[
si [U (t)]

]
,(П.2.1a)

Yi (t) = e�i+1

(
sIn+1 −G0 − en+1M

�
0 (t)

)−1
en+1K0 (t) [U (t)− v (t)] ,(П.2.1б)
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где

v (t) =

i∑
j=0

vj (t, M0, K0),

v0 (t, M0, K0) = 0,

v1 (t, M0, K0) = s−1
[
s
[
M�

0 (t)
]
X (t)

]
+ s−1 [s [K0 (t)]U (t)] ,

...

vj(t,M0,K0) = vj−1(t,M0,K0)− s−1
[
vj−1

(
t, Ṁ0, K̇0

)]
, j = 2, . . . i,

(П.2.2)

и

X (t) =
(
sIn+1 −G0 − en+1M

�
0 (t)

)−1
en+1K0 (t) [U (t)− v (t)] .

Тогда для всех i = 0, . . . , n и t � t0 верно Y ∗ (t) = Yi (t).

Дока з а т е л ь с т в о :
Перепишем (П.2.1a) и (П.2.1б) в пространстве координат состояний:

{
Ẋ∗ (t) =

(
G0 + en+1M

�
0 (t)

)
X∗ (t) + en+1K0 (t) s

i [U (t)] ,

Y ∗ (t) = e�1 X∗ (t) ,{
Ẋ (t) =

(
G0 + en+1M

�
0 (t)

)
X (t) + en+1 (K0 (t)U (t)− v (t)) ,

Yi (t) = e�i+1X (t) .

В силу структуры матрицы G0 + en+1M
�
0 (t) нетрудно убедиться в выпол-

нении равенств:

e�1 X (t) = Y0 (t) ,

e�1 s [X (t)] = e�1
(
G0 + en+1M

�
0 (t)

)
X (t) = e�2 X (t) = Y1 (t) ,

e�1 s
2 [X(t)] = e�1 s

[(
G0 + en+1M

�
0 (t)

)
X(t)

]
= e�1

(
G0 + en+1M

�
0 (t)

)
Ẋ (t) =

= e�1
(
G0 + en+1M

�
0 (t)

)2
X (t) = e�2 s [X (t)] = e�3 X (t) = Y2 (t) ,

...

e�1 s
i [X (t)] = e�i s [X (t)] = e�i+1X (t) = Yi (t) ,i = 0, . . . , n,
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что позволяет задать вектор ошибок:

E (t) = si [X (t)]−X∗ (t) ,

e�1 E (t) = Yi (t)− Y ∗ (t) .

Величина si+1 [X (t)] для всех i = 0, . . . , n имеет вид

s [X (t)] =
(
G0 + en+1M

�
0 (t)

)
X (t)+

+ en+1

⎛⎝ṽ0 (t) +K0 (t)U (t)−
i∑

j=1

vj (t)

⎞⎠ ,

s2 [X (t)] =
(
G0 + en+1M

�
0 (t)

)
s [X (t)] +

+ en+1

⎛⎝ṽ1 (t) +K0 (t) s [U (t)]− s

⎡⎣ i∑
j=2

vj (t)

⎤⎦⎞⎠ ,

s3 [X (t)] =
(
G0 + en+1M

�
0 (t)

)
s2 [X (t)] +

+ en+1

⎛⎝ṽ2 (t) +K0 (t) s
2 [U (t)]− s2

⎡⎣ i∑
j=3

vj (t)

⎤⎦⎞⎠ ,

s4 [X (t)] =
(
G0 + en+1M

�
0 (t)

)
s3 [X (t)] +

+ en+1

⎛⎝ṽ3 (t) +K0 (t) s
3 [U (t)]− s3

⎡⎣ i∑
j=4

vj (t)

⎤⎦⎞⎠ ,

...

si+1 [X (t)] =
(
G0 + en+1M

�
0 (t)

)
si [X (t)] + en+1

(
ṽi (t) +K0 (t) s

i [U (t)]
)
,

где

ṽ0 (t) = v0 (t) ,

ṽ1 (t) = ˙̃v0 (t) + s
[
M�

0 (t)
]
X (t) + s [K0 (t)]U (t)− s [v1 (t)] ,

ṽ2 (t) = ˙̃v1 (t) + s
[
M�

0 (t)
]
s [X (t)] + s [K0 (t)] s [U (t)]− s2 [v2 (t)] ,

ṽ3 (t) = ˙̃v2 (t) + s
[
M�

0 (t)
]
s2 [X (t)] + s [K0 (t)] s

2 [U (t)]− s3 [v3 (t)] ,

...

ṽi (t) = ˙̃vi−1 (t) + s
[
M�

0 (t)
]
si−1 [X (t)] + s [K0 (t)] s

i−1 [U (t)]− si [vi (t)] ,

i = 1, . . . , n.
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В силу реккурентной последовательности (П.2.2) получаем:

ṽ0 (t) = v0 (t) ,

s [v1 (t)] = s
[
M�

0 (t)
]
X (t) + s [K0 (t)]U (t) ,

s2 [v2 (t)] = s2
[
M�

0 (t)
]
X (t) + s2 [K0 (t)]U (t) + s

[
M�

0 (t)
]
s [X (t)]+

+ s [K0 (t)] s [U (t)]− s2
[
M�

0 (t)
]
X (t)− s2 [K0 (t)]U (t) =

= s
[
M�

0 (t)
]
s [X (t)] + s [K0 (t)] s [U (t)] ,

...

sj [vj (t)] = s
[
M�

0 (t)
]
sj−1 [X (t)] + s [K0 (t)] s

j−1 [U (t)] , j = 3, . . . i,

откуда ṽi (t) = 0 для всех i = 0, . . . , n.
Тогда производная ошибки E (t) приобретает вид

Ė (t) = si+1 [X (t)]− Ẋ∗ (t)=

=
(
G0 + en+1M

�
0 (t)

)
si [X (t)] + en+1

(
ṽi (t) +K0 (t) s

i [U (t)]
)−

−
(
G0 + en+1M

�
0 (t)

)
X∗ (t)− en+1K0 (t) s

i [U (t)] =

=
(
G0 + en+1M

�
0 (t)

)
E (t) , E (t0) = 0n+1,

а значит, в силу гурвицевости G0 + en+1M
�
0 (t) и выполнения E (t0) = 0n+1

получаем Y ∗ (t) = Yi (t) для всех i = 0, . . . , n и t � t0.
Доказательство леммы П.2.1 завершено.
Вернемся к доказательству утверждения 1. Применив оператор H (t, s) [.]

к левой и правой части выражения (3.5a), имеем:

ff (t) : = H (t, s) [f (t)] = ψ�
a (Θ)hε (t) +

(
ψ�
a (θa)− ψ�

a (Θ)
)
hy (t) ,

где

hy (t) =

⎡⎢⎢⎢⎢⎣
H (t, s) [yf (t)]

...
H (t, s)

[
sn−1 [yf (t)]

]
H (t, s) [sn [yf (t)]]

⎤⎥⎥⎥⎥⎦,

hε (t) =

⎡⎢⎢⎢⎢⎣
H (t, s) [εf (t)]

...
H (t, s)

[
sn−1 [εf (t)]

]
H (t, s) [sn [εf (t)]]

⎤⎥⎥⎥⎥⎦.
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Воспользовавшись результатами леммы П.2.1, получаем:

hy (t) =

⎡⎢⎢⎢⎢⎣
H (t, s) [yf (t)]

...
H (t, s)

[
sn−1 [yf (t)]

]
H (t, s) [sn [yf (t)]]

⎤⎥⎥⎥⎥⎦ =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣
hy0 (t)
...

hyi (t)
...

hyn (t)

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦,

hε (t) =

⎡⎢⎢⎢⎢⎣
H (t, s) [εf (t)]

...
H (t, s)

[
sn−1 [εf (t)]

]
H (t, s) [sn [εf (t)]]

⎤⎥⎥⎥⎥⎦ =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣
hε0 (t)
...

hεi (t)
...

hεn (t)

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦,

следовательно, имеем определение (3.6).
Возмущение f (t) и фильтрованное возмущение ff (t) в пространстве со-

стояний могут быть описаны следующим образом:{
Ḟ (t) = G0F (t) + en+1s

n+1 [f (t)] ,

f (t) = e�1 F (t) ,{
Ḟf (t) =

(
G0 + en+1M

�
0 (t)

)Ff (t) + en+1K0 (t) [f (t)] ,

ff (t) = e�1 Ff (t) .

Тогда ошибка f̃ (t) удовлетворяет выражению:

˙̃F =
(
G0 + en+1M

�
0 (t)

)
Ff (t) + en+1K0 (t) [f (t)]−

−
(
G0 ± en+1M

�
0 (t)

)
F (t)− en+1s

n+1 [f (t)] =
(
G0 + en+1M

�
0 (t)

)
F̃ (t) +

+ en+1K0(t)

(
f(t)− 1

m0μn+1(t)

(
sn+1 [f ] +

n∑
i=0

miμ
n−(i−1)(t)si [f(t)]

))
=

=
(
G0 + en+1M

�
0 (t)

)
F̃ (t) + en+1K0 (t)λ (t) ,

f̃ (t) = e�1 F̃ (t) ,

или в операторной форме:

f̃ (t) = H (t, s) [λ (t)] .(П.2.3)

В соответствии с допущением 2 имеем λ ∈ Lp ∩ L∞ для некоторого
p ∈ [1, ∞), а тогда применение леммы П.1.1 позволяет получить f̃ ∈ Lp∩L∞.
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Перепишем (П.2.3) в канонической наблюдаемой форме пространства ко-
ординат состояний:{

Ė (t) =
(
G0 + In+1M0 (t) e

�
1

)
E (t) + en+1K0 (t)λ (t) ,

f̃ (t) = e�1 E (t) .
(П.2.4)

Определим нормированную ошибку

η (t) = Γ−1 (t)E (t) ,

где Γ (t) = diag {1, μ (t) , . . . , μn (t)}, а значит, f̃ (t) = e�1 η (t) = e�1 E (t).
Дифференцируя η (t) в силу (П.2.4), получаем:

η̇ (t) =
dΓ−1 (t)

dt
E (t) + Γ−1 (t)

(
G0 + In+1M0 (t) e

�
1

)
E (t)+

+ Γ−1 (t) en+1K0 (t)λ (t) =

(
dΓ−1 (t)

dt
Γ (t) + μ (t)G

)
η (t) +

+ en+1m0μ (t)λ (t) , G = G0 − In+1Me�1 ,

где использованы следующие соотношения (проверяются подстановкой):

Γ−1 (t)G0Γ (t) = μ (t)G0, Γ
−1 (t)In+1M0 (t) = −μ (t) In+1M, e�1 Γ (t) = e�1 .

В соответствии с допущением 2 имеем μλ ∈ L∞, а поскольку автономное
дифференциальное уравнение

ẋ (t)=

(
dΓ−1 (t)

dt
Γ (t) + μ (t)G

)
x (t) , x (t0) = x0

асимптотически устойчиво, то μλ ∈ L∞ ⇒ η̇ ∈ L∞, значит, в силу ˙̃f (t) = η̇1 (t)

верно ˙̃f ∈ L∞, и по лемме П.1.2 получаем lim
t→∞ f̃ (t) = 0.

Дока з а т е л ь с т в о т е о р емы 1. Подставив (2.2) + (3.7) в (2.1) и вычи-
тая из результата выражение (2.7), имеем:

ỹ (t) =Wcl (θcl, s)
[
f̃ (t)

]
.

По утверждению 1 имеем f̃ ∈ Lp ∩ L∞ для p ∈ [1, ∞), тогда ỹ ∈ L∞ и по
лемме П.1.5 получаем lim

t→∞ ỹ (t) = 0.

Дока з а т е л ь с т в о т е о р емы 2. Запишем законы идентификации (3.14)
в общем виде:

˙̂κ (t) = −γMκ (t) (Mκ (t) κ̂ (t)− Yκ (t)) , κ̂ (t0) = κ̂0,(П.2.5)

где κ ∈ {θ, ρ} , κ̂ ∈
{
θ̂, ρ̂

}
и Yκ (t) = Mκ (t) κ+Wκ (t).
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По доказанному в утверждении 5 из [32] при выполнении У1 и допущения 3
оказывается верно W ∈ L2. Тогда, поскольку Mρ ∈ L∞, Yρ ∈ L∞ (в силу У1),
на основании (3.12) и (3.13) имеем Wρ ∈ L2. Так как по (3.13) также верно

Δ /∈ L2 ⇒ Mρ /∈ L2,

то доказательство теоремы 2 может быть выполнено путем анализа свойств
закона идентификации общего вида (П.2.5) при выполнении условий Wκ ∈ L2

и Mκ /∈ L2.
По доказанному в теореме 2 из [32] и утверждения 1 из [37] при Wκ ∈

∈ L2 и Mκ /∈ L2 имеем lim
t→∞ κ̃ (t) = 0, κ̃ ∈ L∞. Значит, для завершения дока-

зательства остается показать κ̃ ∈ L2.
Для этого оценим следующим образом производную функции V = 1

2 κ̃
�κ̃:

V̇ (t) � −γκ̃�M2
κ (t) κ̃+ γκ̃�Mκ (t)Wκ (t) �

� −γ (1− χ) κ̃�M2
κ (t) κ̃+ γχ−1‖Wκ (t)‖2 �

� −2γM2
κ (t) (1− χ)V (t) + γχ−1‖Wκ (t)‖2,

(П.2.6)

где χ ∈ (0, 1).
Проинтегрировав (П.2.6), получим:

V (t) � V (t0)− γ (1− χ)

t∫
t0

M2
κ (s) ‖κ̃ (s)‖2ds+ γχ−1

t∫
t0

‖Wκ (s)‖2ds.

Так как V ∈ L∞ (по доказанному) и Wκ ∈ L2, то следующий интеграл
ограничен:

t∫
t0

M2
κ (s) ‖κ̃ (s)‖2ds �

−V (t) + V (t0) + γχ−1
t∫
t0

‖Wκ (s)‖2ds

γ (1− χ)
<∞.

На подынтегральное выражение существует следующая оценка сни-
зу (здесь полагается, что Mκ (t) > 0 почти всюду и, следовательно,
ess inf

t
M2

κ (t) �= 0):

ess inf
t
M2

κ (t) ‖κ̃ (t)‖2 � M2
κ (t) ‖κ̃ (t)‖2,

что по лемме П.1.4 означает κ̃ ∈ L2.
Для ошибки ψ̃b (t) имеем

ψ̃b (t) = ρ̂ (t)LψLbθ̂ (t)− ρLψLbθ ± ρ̂ (t)LψLbθ =
= ρ̂ (t)LψLbθ̃ (t) + ρ̃ (t)LψLbθ ± ρLψLbθ̃ (t) =
= ρ̃ (t)LψLbθ̃ (t) + ρ̃ (t)LψLbθ + ρLψLbθ̃ (t) ,
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откуда получаем

θ̃ ∈ L2 ∩ L∞
ρ̃ ∈ L2 ∩ L∞

}
⇒ ψ̃b ∈ L2 ∩ L∞,

lim
t→∞ θ̃ (t) = 0

lim
t→∞ ρ̃ (t) = 0

}
⇒ lim

t→∞ ψ̃b (t) = 0.

Дока з а т е л ь с т в о т е о р емы 3. Из (3.11) при использовании (3.15) для
W (t) имеем:

W (t) =
1

T
ε (t) ,

ε (t) =

t∫
max(t0,t−T )

ζiv (s)w (s) ds,

откуда при выполнении допущения 3 получаем |Wi (t)| � 1
T c.

При выполнении У1 для регрессора Φ (t) имеем:

‖Φ (t)‖ =
1

T

∥∥∥∥∥∥∥
t∫

max(t0,t−T )
ζiv (s)ϕ

� (s) ds

∥∥∥∥∥∥∥ �

� 1

T
T sup

t

∥∥∥ζiv (t)ϕ� (t)
∥∥∥ =

= sup
t

∥∥∥ζiv (t)ϕ� (t)
∥∥∥ ,

откуда найдется число cW > 0 такое, что

‖W (t)‖ � 1

T
cW , ‖Wρ (t)‖ � 1

T
cW .(П.2.7)

На основании (П.2.7) ошибки θ̃(t), ρ̃(t), ψ̃b(t) определены следующим об-
разом:

θ̃ (t) = φθ̃ (t, t0) θ̃ (t0) +

t∫
t0

φθ̃ (t, τ)Δ (τ)W (τ) dτ,

ρ̃ (t) = φρ̃ (t, t0) θ̃ (t0) +

t∫
t0

φρ̃ (t, τ)Mρ (τ)Wρ (τ) dτ,

ψ̃b (t) = ρ̃ (t)LψLbθ̃ (t) + ρ̃ (t)LψLbθ + ρLψLbθ̃ (t) ,

(П.2.8)

где φθ̃ (t, τ) = e
−γ

t∫

τ
Δ2(s)ds

, φρ̃ (t, τ) = e
−γ

t∫

τ
Δ2(s)ds

.
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По выражениям (П.2.7), (3.13) при выполнении У1 имеем ΔW, MρWρ ∈
∈ L∞, а при выполнении У2 получаем φθ̃, φρ̃ ∈ L1, откуда на основании (П.2.8)
и в силу оценок (П.2.7) мгновенно следует существование δ0 > 0 и δ1 ∈ L1,
lim
t→∞ δ1 (t) = 0 таких, что неравенство (3.16) выполнено.

Дока з а т е л ь с т в о т е о р емы 4. Подставив (2.2) + (3.17) в (2.1) и вы-
читая из результата выражение (2.7), имеем:

ỹ (t) =Wcl (θcl, s)
[
satfmax

{
−f̂ (t)± ff (t)± f (t)

}
+ f (t)

]
=

=Wcl (θcl, s)
[
satfmax

{
f̃f (t)− f̃ (t)− f (t)

}
+ f (t)

]
,

(П.2.9)

где

f̃f (t) = −f̂ (t) + ff (t) =

= −ψ�
a (Θ) ĥε (t)−

(
ψ̂�
a (t)− ψ�

a (Θ)
)
ĥy (t)± ψ̂�

a (t) hy (t) +

+ ψ�
a (Θ)hε (t) +

(
ψ�
a (θa)− ψ�

a (Θ)
)
hy (t) =(П.2.10)

= −ψ�
a (Θ) h̃ε (t)− ψ̃�

a (t) hy (t)−
(
ψ̂�
a (t)− ψ�

a (Θ)
)
h̃y (t) =

= −ψ�
a (Θ) h̃ε (t)− ψ̃�

a (t)hy (t)−
(
ψ�
a (θa)− ψ�

a (Θ)
)
h̃y (t)− ψ̃�

a (t) h̃y (t) ,

и (в силу леммы П.2.1)

h̃y (t) =

⎡⎢⎢⎢⎣
H (t, s) [ỹf (t)]

...
H (t, s)

[
sn−1 [ỹf (t)]

]
H (t, s) [sn [ỹf (t)]]

⎤⎥⎥⎥⎦, h̃ε (t) =

⎡⎢⎢⎢⎣
H (t, s) [ε̃f (t)]

...
H (t, s)

[
sn−1 [ε̃f (t)]

]
H (t, s) [sn [ε̃f (t)]]

⎤⎥⎥⎥⎦.(П.2.11)

Поскольку (П.2.9)–(П.2.11) зависят от ошибок ε̃f (t) = ε̂f (t)− εf (t) и
ỹf (t) = ŷf (t)− yf (t), то на основании выражений (3.5a)–(3.5c) и (3.18b) так-
же получим дифференциальные уравнения для них

Σ1:

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
˙̃
ξy =

(
Ab − ψ̃be

�
1

)
ξ̃y − ψ̃byf + ρ̃emy,

ỹf =

{
e�1 ξ̃y, если m � 1,

ρ̃y, если m = 0,

Σ2:

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
˙̃
ξε =

(
Ab − ψ̃be

�
1

)
ξ̃ε − ψ̃bεf + (ρ+ ρ̃) emε̃+ ρ̃emε

∗,

ε̃f =

{
e�1 ξ̃ε, если m � 1,

ρ̃ε̃+ ρε̃+ ρ̃ε∗, если m = 0.

(П.2.12)

Система Σ3 зависит от ошибки ε̃(t) = ε(t)−ε∗(t) = y(t)− ŷ(t)−y(t)+ ŷ∗(t),
поэтому также получим дифференциальное уравнение для нее:

Σ3:

{
˙̃x (t) =

(
A0 −Θe�1

)
x̃ (t) + θ̃b (t) u (t) ,

ε̃ (t) = e�1 x̃ (t) .
(П.2.13)

32



Доказательство теоремы выполним с помощью леммы П.1.5. Для воз-
можности применения этой леммы сначала покажем, что f̃f ∈ L2 ∩ L∞ и
lim
t→∞ f̃f (t) = 0. Для этого перепишем (П.2.13) в операторном виде

ε̃ (t) = e�1
(
sI −A0 +Θe�1

) [
θ̃b (t)u (t)

]
,

а поскольку θ̃b ∈ L2 ∩ L∞ (по теореме 2) и u ∈ L∞ (по допущению 1 и в силу
выбора (3.17)), по лемме П.1.1 имеем ε̃ ∈ L2 ∩ L∞.

Дальнейшее доказательство различается для ситуаций m = 0 и 1 � m �
� n− 1.

A) При m = 0 получаем{
ρ̃, ε̃ ∈ L2 ∩ L∞
y, ε∗ ∈ L∞

}
⇒

{
ε̃f ∈ L2 ∩ L∞
ỹf ∈ L2 ∩ L∞

}
.

Б) Для случая 1 � m � n−1 введем в рассмотрение квадратичную форму:

V = ξ̃�ε P ξ̃ε,(П.2.14)

где A�
b P + PAb = −Q, Q = Q� > 0.

Производная (П.2.14) в силу системы Σ2 может быть записана в следую-
щем виде:

V̇ = ξ̃�ε

(
P
[
Ab − ψ̃be

�
1

]
+
[
Ab − ψ̃be

�
1

]�
P

)
ξ̃ε +

+ 2ξ̃�ε P
(
−ψ̃bεf + (ρ+ ρ̃) emε̃+ ρ̃emε

∗
)
=

= −ξ̃�ε
(
Q+ Pψ̃be

�
1 + e1ψ̃

�
b P

)
ξ̃ε +

+ 2ξ̃�ε P
(
−ψ̃bεf + (ρ+ ρ̃) enε̃+ ρ̃enε

∗
)
�

� −
(
λmin (Q)− 2λmax (P )

∥∥∥ψ̃b∥∥∥− χ−1
1 λ2max (P )

)∥∥∥ξ̃ε∥∥∥2 + ε,

(П.2.15)

где χ1 > 0 и ε = χ1

(∥∥∥ψ̃bεf∥∥∥+ ‖(ρ+ ρ̃) enε̃‖+ ‖ρ̃enε∗‖
)2
.

Для любых Q и P найдутся числа χ1 > 0 и χ2 > 0 такие, что

λmin (Q)− χ−1
1 λ2max (P ) � χ2 > 0.

Это позволяет переписать (П.2.15) в следующем виде:

V̇ � −
(
χ2 − 2λmax (P )

∥∥∥ψ̃b∥∥∥)∥∥∥ξ̃ε∥∥∥2 + ε.(П.2.16)
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Поскольку ψ̃b ∈ L∞ и ψ̃b (t) → 0 при t→ ∞ (из теоремы 2), то всегда най-
дутся числа σ1 > 0 и σ2 > 0, момент времени ∞ > tV � t0, такие что

0 <
−
(
χ2 − 2λmax (P )

∥∥∥ψ̃b∥∥∥)
λmax (P )

� σ1, для всех t � tV ,

χ2 − 2λmax (P )
∥∥∥ψ̃b∥∥∥

λmax (P )
� σ2 > 0, для всех t � tV .

Это позволяет переписать (П.2.16) в следующем виде:

V̇ (t) �
{
σ1V (t) + ε (t) , для всех t � tV ,

−σ2V (t) + ε (t) для всех t > tV .
(П.2.17)

Так как ψ̃b, ρ̃, ε̃ ∈ L2 ∩ L∞ (по теореме 2 и доказанному) и εf ∈ L∞,
ε∗ ∈ L∞ (по допущению 1 и в силу выбора (3.17)), то ε ∈ L1 ∩ L∞. Так как
∞ > tV � t0 и ε ∈ L1∩L∞, то V (t) ограничена для всех t ∈ [t0, tV ]. Поскольку
ε ∈ L1 ∩ L∞, то по лемме П.1.1 решение (П.2.17) также ограничено для всех
t � tV и, следовательно, V ∈ L∞.

Проинтегрировав (П.2.17), получим:

V (t) � V (tV )− σ2

t∫
tV

V (s) ds+

t∫
tV

ε (s) ds.(П.2.18)

Так как V ∈ L∞ и ε ∈ L1, то следующий интеграл ограничен:

σ2

t∫
tV

V (s) ds � −V (t) + V (tV ) +

t∫
tV

ε (s) ds <∞,

откуда ε̃f ∈ L2 ∩ L∞.
Повторив рассуждения (П.2.14)–(П.2.18), имеем ỹf ∈ L2 ∩ L∞. Таким об-

разом, для всех 0 � m � n− 1 по лемме П.1.1 почти всегда в смысле выпол-
нения импликации

ε̃f ∈ L2 ∩ L∞
ỹf ∈ L2 ∩ L∞

}
⇒ si [ε̃f (t)] ∈ L2 ∩ L∞

si [ỹf (t)] ∈ L2 ∩ L∞

}
∀i = 0, . . . , n(П.2.19)

получаем h̃ε ∈ L2 ∩ L∞, h̃y ∈ L2 ∩ L∞ (например, если d
dt [μ (t)] = 0, то

H (t, s)
[
si [.]

]
= H (t, s) si [.] и h̃ε ∈ L2 ∩ L∞, h̃y ∈ L2 ∩ L∞ следует непосред-

ственно из леммы П.1.1).
С учетом ψ̃a ∈ L2 ∩ L∞ (по теореме 2) на основании выражения (П.2.10)

окончательно получаем f̃f ∈ L2 ∩ L∞. Поскольку f̃f ∈ L2 ∩ L∞, f̃ ∈ Lp ∩ L∞
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для p ∈ [1, ∞) (по доказанному в утверждении 1), то найдется достаточно
большое число fmax такое, что верно

satfmax

{
f̃f (t)− f̃ (t)− f (t)

}
= f̃f (t)− f̃ (t)− f (t) ,

значит, можем переписать (П.2.9) в следующем виде:

ỹ (t) =Wcl (θcl, s)
[
f̃f (t)− f̃ (t)

]
,

откуда в силу f̃f ∈ L2∩L∞, f̃ ∈ Lp∩L∞ по лемме П.1.5 получаем lim
t→∞ ỹ (t) = 0.

Дока з а т е л ь с т в о т е о р емы 5. В соответствии с доказательством
утверждения 1 и теоремы 4 при μ (t) = μ > 0 замкнутая система управления
описывается следующими выражениями:{

η̇ (t) = μGη (t) + en+1m0μλ (t) ,

f̃ (t) = e�1 η (t) ,
(П.2.20а)

ỹ (t) =Wcl (θcl, s)
[
satfmax

{
f̃f (t)− f̃ (t)− f (t)

}
+ f (t)

]
,(П.2.20б)

f̃f (t) = −ψ�
a (Θ) h̃ε (t)− ψ̃�

a (t)hy (t)−
−
(
ψ�
a (θa)− ψ�

a (Θ)
)
h̃y (t)− ψ̃�

a (t) h̃y (t) ,
(П.2.20с)

где f̃ ∈ L∞ в силу μλ ∈ L∞ и гурвицевости матрицы G, а для f̃f (t) (повторив
доказательство (П.2.12)–(П.2.19) из теоремы 4) при выполнении допущения 1
имеем

ρ̃, θ̃, ψ̃b ∈ L2 ∩ L∞ ⇒ f̃f ∈ L2 ∩ L∞.

Тогда существует достаточно большое число fmax такое, что верно

ỹ (t) =Wcl (θcl, s)
[
f̃f (t)

]
︸ ︷︷ ︸

ỹ1(t)

−Wcl (θcl, s)
[
f̃ (t)

]
︸ ︷︷ ︸

ỹ2(t)

,

где в силу f̃f ∈ L2 ∩ L∞ по лемме П.1.5 получаем lim
t→∞ ỹ1 (t) = 0.

Для завершения доказательства рассмотрим (П.2.20а) совместно с сис-
темой

ż (t) = Aclz (t) + encl
f̃ (t) ,

ỹ2 (t) =
[
01×(ncl−(mcl+1)) θ�b.cl

]
z (t) ,

(П.2.21)

где

Acl = A0 + encl
θ�a.cl, A0 =

[
0ncl

Incl−1

01×(ncl−1)

]
, encl

=

[
0ncl−1

1

]
,
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а параметры θa.cl, θb.cl являются аналогами θa, θb и соответствуют параметрам
числителя и знаменателя передаточной функции замкнутой системы (2.4).

Для анализа устойчивости (П.2.20а) + (П.2.21) введем в рассмотрение
квадратичную форму:

V = z�Pzz +
1

μ
η�Pηη,(П.2.22)

где PzAcl +A�
clPz = −Qz, PηG+G�Pη = −Qη и матрицы Qz = Q�

z > 0, Qη =
= Q�

η > 0 подобраны так, что для некоторых чисел χz ∈ (0, 1), χη ∈ (0, 1) вер-
но:

0 < cz � λmin

(
Qz − χ−1

z Pzencl
e�ncl

Pz

)
,

0 < cη � λmin

(
Qη −m0χ

−1
η Pηen+1e

�
n+1Pη − χze1e

�
1

)
.

Производная (П.2.22) в силу уравнений (П.2.20а) и (П.2.21) имеет вид

V̇ = z�
[
PzAcl +A�

clPz

]
z + 2z�Pzencl

e�1 η +

+ η�
[
PηG+G�Pη

]
η + 2η�Pηen+1m0λ =

= −z�Qzz − η�Qηη + 2z�Pzencl
e�1 η + 2η�Pηen+1m0λ.

(П.2.23)

Воспользовавшись неравенствами

2z�Pzencl
e�1 η � χ−1

z z�Pzencl
e�ncl

Pzz + χzη
�e1e�1 η,

2η�Pηen+1λ � χ−1
η η�Pηen+1e

�
n+1Pηη + χηλ

2,

имеем:

V̇ = −z�
[
Qz − χ−1

z Pzencl
e�ncl

Pz

]
z−

−η�
[
Qη −m0χ

−1
η Pηen+1e

�
n+1Pη − χze1e

�
1

]
η + χηm0λ

2 �

� −min

{
cz

λmax (Pz)
,

μcη
λmax (Pη)

}
V + χηm0λ

2.

(П.2.24)

Поскольку в силу допущения 2 верно lim
μ→∞λ2 (μ) = 0, то из (П.2.24) вместе

с lim
t→∞ ỹ1 (t) = 0 получаем lim

t→∞ |ỹ (t)| � ε для произвольно малого числа ε > 0.

Дока з а т е л ь с т в о т е о р емы 6. При μ(t) = μ > 0 по доказанному
в теореме 5 замкнутая система управления описывается выражениями
(П.2.20а)–(П.2.20с) и (П.2.21). Более того, для компоненты ỹ2 (t) вынужденно-
го движения (повторив анализ (П.2.21)–(П.2.24)) имеем lim

t→∞ |ỹ2 (t)| � ε2 для
произвольно малого числа ε2 > 0. Из существования оценки сверху (3.16) на
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основании выражений (П.2.10)–(П.2.13) нетрудными, но довольно объемны-
ми рассуждениями возможно получить оценку сверху на f̃f (t) в следующем
виде: ∣∣∣f̃f (t)∣∣∣ � f̃1f (t) + T−1f̃0f ,(П.2.25)

где f̃1f ∈ L2 и 0 < f̃0f <∞.

Тогда для завершения доказательства остается рассмотреть систему

ż (t) = Aclz (t) + encl
f̃f (t) ,

ỹ1 (t) =
[
01×(ncl−(mcl+1)) θ�b.cl

]
z (t) .

(П.2.26)

Для анализа устойчивости (П.2.26) введем в рассмотрение квадратичную
форму

V = z�Pzz,(П.2.27)

где PzAcl +A�
clPz = −Qz и матрица Qz = Q�

z > 0 подобрана так, что для
некоторого числа χz ∈ (0, 1) верно 0 < cz � λmin (Qz)− χ−1

z ‖Pzencl
‖2.

Производная (П.2.27) в силу уравнения (П.2.26) имеет вид

V̇ = z�
[
PzAcl +A�

clPz

]
z + 2z�Pzencl

f̃f .(П.2.28)

В силу оценки (П.2.25) также получим:

2
∥∥∥z�Pzencl

f̃f

∥∥∥ � 2 ‖z‖ ‖Pzencl
‖
∣∣∣f̃f ∣∣∣ ,

2 ‖z‖ ‖Pzencl
‖
∣∣∣f̃f ∣∣∣ � χ−1

z ‖Pzencl
‖2‖z‖2 + χzf̃

2
f ,

f̃2f � f̃21f (t) + 2T−1f̃1f f̃0f + T−2f̃20f ,

2T−1f̃1f f̃0f � f̃21f (t) + T−2f̃20f ,

а значит, имеем:

V̇ � −cz‖z‖2 + 2χz f̃
2
1f (t) + 2T−2χz f̃

2
0f .(П.2.29)

Поскольку f̃1f ∈ L2 и f̃0f <∞, то из (П.2.29) получаем lim
t→∞ |ỹ1 (t)| � ε1

для произвольно малого числа ε1 > 0, что позволяет сделать вывод о
lim
t→∞ |ỹ (t)| � ε для произвольно малого числа ε > 0.
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О СТАБИЛИЗАЦИИ НЕЛИНЕЙНЫХ НЕПРЕРЫВНО-ДИСКРЕТНЫХ
ДИНАМИЧЕСКИХ СИСТЕМ С ПОСТОЯННЫМ

ШАГОМ ДИСКРЕТИЗАЦИИ

Рассматриваются нелинейные непрерывно-дискретные (гибридные) си-
стемы, содержащие подсистему дифференциальных уравнений и подси-
стему разностных уравнений, в состав которых входит управление (ска-
лярное или векторное). Представлен переход от нелинейной гибридной си-
стемы с постоянным шагом h > 0 дискретизации к равносильной (в есте-
ственном смысле) нелинейной дискретной динамической системе. Уста-
новлены достаточные условия приведения систем первого приближения
нелинейных дискретных систем к канонической форме Бруновского и
достаточные условия стабилизации таких систем, достаточные условия
стабилизации нелинейных гибридных систем с различным по размерно-
сти управлением. Разработаны алгоритмы построения стабилизирующих
управлений для нелинейных гибридных систем. Приведены примеры, ил-
люстрирующие эффективность полученных результатов в решении зада-
чи стабилизации нелинейных гибридных динамических систем.

Ключевые слова: непрерывно-дискретная система, дискретная система,
гибридная система, управляемая система, точка равновесия, стабилизи-
руемая система, каноническая форма Бруновского.
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1. Введение

Задача стабилизации динамических систем является одной из важней-
ших в теории управления, что обусловлено запросами практики управле-
ния, а также открытыми (нерешенными) научными проблемами в этой обла-
сти [1–4]. Решение данной задачи позволит обеспечить устойчивые режимы
функционирования динамических систем и поможет решить поставленные
задачи управления данными системами.

Гибридные динамические системы служат математическими моделями ре-
альных механических, технических, технологических и других процессов,
природа которых неоднородна и которые не могут быть описаны только
дифференциальными уравнениями. Например, моделирование управления
летательными аппаратами, электропоездами может быть реализовано лишь
с помощью дискретного регулятора силы тяги [5, 6]. Поэтому главной осо-
бенностью таких гибридных (непрерывно-дискретных) динамических систем
управления служит их адекватность моделируемым объектам [7], процессы
функционирования которых носят, как правило, нелинейный характер, а зна-
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чит соответствующие им гибридные динамические системы являются нели-
нейными непрерывно-дискретными системами.

Среди гибридных систем имеется большой класс систем, стабилизируемых
соответствующими переключениями в определенные моменты времени [8].
Однако вопросы стабилизации реальных динамических систем управления
неразрывно связаны с вопросами управляемости указанных систем.

Методы стабилизации управляемых динамических систем создавались
и развивались более 150 лет [4]. Накоплен большой опыт по стабилиза-
ции непрерывных, дискретных систем (см., например, [9–16]), имеются на-
работки в области стабилизации линейных гибридных систем (см., напри-
мер, [3, 7, 17]), а также нелинейных гибридных систем, описываемых диф-
ференциальными уравнениями с различными нелинейностями и управлени-
ем в виде дискретного регулятора обратной связи по состоянию или выхо-
ду [18–22]. Однако вопросы стабилизации нелинейных гибридных систем,
процессы в которых описываются дифференциальными и разностными урав-
нениями, а состояния содержат как непрерывные, так и дискретные компо-
ненты, недостаточно изучены.

В настоящей статье изложен общий подход к стабилизации таких нели-
нейных непрерывно-дискретных (гибридных) систем со скалярным или мно-
гомерным (векторным) управлением, имеющих постоянный шаг дискрети-
зации. Этот подход основан на переходе от данной нелинейной гибридной
системы к равносильной, в естественном смысле, нелинейной дискретной ди-
намической системе.

Новизна данного исследования состоит в следующем:
1) введено понятие канонической формы Бруновского для системы первого

приближения нелинейной дискретной динамической системы со скалярным
управлением;

2) установлены достаточные условия приведения системы первого прибли-
жения равносильной нелинейной дискретной системы со скалярным (вектор-
ным) управлением к канонической форме Бруновского (к совокупности неза-
висимых подсистем, каждая из которых имеет каноническую форму Брунов-
ского);

3) установлены и продемонстрированы на примерах алгоритмы приведе-
ния систем первого приближения равносильных нелинейных дискретных си-
стем (как со скалярным, так и с векторным управлением) к канонической
форме Бруновского;

4) установлены достаточные условия стабилизации систем первого прибли-
жения равносильных нелинейных дискретных динамических систем управле-
ния (как со скалярным, так и с векторным управлением);

5) установлены достаточные условия стабилизации нелинейных гибридных
динамических систем управления с различным по размерности управлением;

6) установлены и продемонстрированы на примерах алгоритмы построе-
ния стабилизирующих управлений для нелинейных гибридных систем с раз-
личным по размерности управлением.
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2. Постановка задачи

Рассматривается нелинейная непрерывно-дискретная система управления
вида {

x′(t) = f(x(t), y(tk)), tk � t < tk+1,
y(tk+1) = g(x(tk+1), y(tk), u(tk)), k = 0, 1, 2, . . . ,

(1)

с начальными условиями

x(t0) = x0, y(t0) = y0,(2)

где x∈Rn, y ∈Rm – векторы состояний системы (1), характеризующие по-
ведение соответственно непрерывной и дискретной частей данной системы;
u∈Rq – управление системы (1); моменты времени tk задают на R равномер-
ную сетку с постоянным шагом h > 0, т.е. tk+1 − tk = h > 0, k = 0, 1, 2, . . . и
tk = kh; функции f(x, y) и g(x, y, u) непрерывно дифференцируемы по сово-
купности переменных.

Пусть при выключенном управлении, т.е. при u = 0, выполняются соотно-
шения

f(0, 0) = 0, g(0, 0, 0) = 0,(3)

т.е. при u = 0 система (1) имеет нулевую точку равновесия x = 0, y = 0.
Функционирование системы (1) при выбранном управлении u = u(tk),

k = 0, 1, 2, . . . , с учетом (2), осуществляется по стандартной схеме:
1) задаются начальные условия z0 = (x0, y0);
2) находится решение x = ϕ0(t) задачи Коши x′ = f(x, y0), x(t0) = x0,

по которому строятся векторы x1 = ϕ0(t1), y1 = g(x1, y0, u0), где u0 =
= u(t0);

3) находится решение x = ϕ1(t) задачи Коши x′ = f(x, y1), x(t1) = x1, по
которому строятся векторы x2 = ϕ1(t2), y2 = g(x2, y1, u1), где u1 = u(t1)
и т.д.

Следовательно, решением системы (1), стартующим из точки z0 = (x0, y0) при
выбранном управлении u = u(tk), k = 0, 1, 2, . . . , является функция

z(t) = (x(t), y(t)) =

⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
(ϕ0(t), y0), t0 � t < t1,
(ϕ1(t), y1), t1 � t < t2,
(ϕ2(t), y2), t2 � t < t3,

...

(4)

Компоненты решения (4) имеют следующие особенности: x(t) непрерывна
при всех t � 0, непрерывно дифференцируема на интервале (tk, tk+1), но
не обязательно дифференцируема в моменты времени t = tk, k = 0, 1, 2, . . .;
y(t) кусочно-постоянна и меняет свои значения в моменты времени t = tk,
k = 0, 1, 2, . . .

Основной задачей в настоящей статье является установление достаточных
условий стабилизации систем вида (1) и построение стабилизирующих управ-
лений для таких систем. Решение поставленной задачи основано на переходе
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от нелинейной гибридной системы (1) к равносильной нелинейной дискрет-
ной динамической системе.

3. Переход к дискретной системе.
Управляемость и стабилизируемость систем

Учитывая соотношения (3), функции f(x, y), g(x, y, u) можно представить
в виде

f(x, y) = A1x+B1y + a(x, y), g(x, y, u) = A2x+B2y + Cu+ b(x, y, u),

где A1 = f ′x(0, 0), B1 = f ′y(0, 0), A2 = g′x(0, 0, 0), B2 = g′y(0, 0, 0), C =
= g′u(0, 0, 0) – матрицы соответствующих размеров, а гладкие нелинейности
a(x, y) и b(x, y, u) удовлетворяют соотношениям

a(x, y) = o(‖x‖+ ‖y‖) при ‖x‖+ ‖y‖ → 0,

b(x, y, u) = o(‖x‖ + ‖y‖+ ‖u‖) при ‖x‖+ ‖y‖+ ‖u‖ → 0.

Будем полагать, что x(tk) = xk, y(tk) = yk, u(tk) = uk, тогда система (1) рав-
носильна гибридной системе{

x′(t) = A1x(t) +B1yk + a(x(t), yk) , tk � t < tk+1,

yk+1 = A2xk+1 +B2yk + Cuk + b(xk+1, yk, uk), k = 0, 1, 2, . . .
(5)

Пусть detA1 �= 0, тогда, применяя оператор сдвига по траекториям системы
x′ = f(x, y) за время от t = 0 до t = h > 0 (см. [23]), можно выполнить пере-
ход от системы (5) к дискретной системе вида{

xk+1 = eA1hxk +A−1
1 (eA1h − I)B1yk + ε(xk, yk;h),

yk+1 =A2e
A1hxk+(A2A

−1
1 (eA1h− I)B1+B2)yk+Cuk+ δ(xk, yk, uk;h),

(6)

где

ε(xk, yk;h) = e(tk+h)A1

tk+h∫
tk

e−sA1a(p(s, xk, yk), yk)ds,

x = p(t, xk, yk) – решение задачи Коши

x′ = A1x+B1yk + a(x, yk), x(tk) = xk ;

δ(xk, yk, uk;h) = A2ε(xk, yk;h) + b(xk+1, yk, uk).(7)

Отметим, что случай вырожденной матрицы A1 также может быть рас-
смотрен, но приводит к существенно более сложным формулам.

Дискретную систему (6) можно записать в компактном виде

zk+1 = A(h)zk +Buk + ξ(zk, uk, h), k = 0, 1, 2, . . . ,(8)
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здесь

zk =

[
xk
yk

]
, B =

[
O
C

]
, ξ(zk, uk, h) =

[
ε(xk, yk;h)
δ(xk, yk, uk;h)

]
,

A(h) – блочная матрица порядка n+m:

A(h) =

[
eA1h A−1

1 (eA1h − I)B1

A2e
A1h A2A

−1
1 (eA1h − I)B1 +B2

]
.(9)

При u = 0 система (6) или, что то же самое, система (8) имеет нулевое поло-
жение равновесия.

Используя [23] и условие (7), можно доказать, что

ε(x, y;h) = o(‖x‖ + ‖y‖) при ‖x‖ + ‖y‖ → 0,

δ(x, y, u;h) = o(‖x‖ + ‖y‖+ ‖u‖) при ‖x‖+ ‖y‖+ ‖u‖ → 0 .

Тогда в системе (8) функция ξ(z, u, h) удовлетворяет условию

ξ(z, u, h) = o(‖z‖ + ‖u‖) при ‖z‖+ ‖u‖ → 0 .(10)

При выбранном управлении u = u(tk), k = 0, 1, 2, . . . , гибридная система (1)
и дискретная система (6) равносильны в следующем смысле [8]:

– если (x(t), yk) – решение системы (1), то (xk, yk) – решение системы (6),
где xk = x(tk);

– если (xk, yk) – решение системы (6), то (x(t), yk) – решение системы (1),
где x(t) – решение задачи Коши x′ = f(x, yk), x(tk) = xk.
Следовательно, система (1) и система (8) также равносильны.

Основываясь на [24–26], введем следующие определения.
Опр е д е л е н и е 1. Гибридная система (1) называется управляемой при

h = h0 > 0, если для любых векторов z(0), z(1) ∈Rn+m существует управле-
ние u = u(tk), k = 0, 1, . . . , l − 1 (l∈N) такое, что для решения z = z(t) си-
стемы (1) с начальным условием z(t0) = z(0) выполняется равенство z(tl) =
= z(1), где tl = t0 + lh0.

Опр е д е л е н и е 2. Дискретная система (8) называется управляемой
при h = h0 > 0, если для любых состояний z(0), z(1) ∈Rn+m существует
управление uk, k = 0, 1, . . . , l − 1 (l∈N) такое, что для решения zk, k =
= 0, 1, . . . , l, системы (8) с начальным условием z0 = z(0) выполняется ра-
венство zl = z(1), где zl = z(tl) = z(t0 + lh0).

Положение равновесия систем (1) и (8) при некоторых h > 0 может быть
неустойчивым.

Опр е д е л е н и е 3. Гибридная система (1) называется стабилизируе-
мой при h = h0 > 0, если существует кусочно-постоянная функция u =
= ϕ(t)∈Rq, tk � t < tk+1 , k = 0, 1, 2, . . . , такая что система (1) c управле-
нием u = ϕ(t) при h = h0 > 0 имеет асимптотически устойчивое решение
x = 0, y = 0.
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Опр е д е л е н и е 4. Дискретная система (8) называется стабилизируе-
мой при h = h0 > 0, если существует управление uk = Φ(zk), k = 0, 1, 2, . . . ,
такое что при h = h0 > 0 система (8) имеет асимптотически устойчивое
решение z = 0.

Сравнивая определения 1 и 2, приходим к следующему утверждению.
Те ор ем а 1. Гибридная система (1) управляема при h = h0 > 0 в том и

только том случае, если дискретная система (8) управляема при h = h0 > 0.
Доказательство данной теоремы и других основных утверждений вынесено в
Приложение.

Системой первого приближения нелинейной дискретной системы (8) слу-
жит линейная дискретная система вида

zk+1 = A(h)zk +Buk, k = 0, 1, 2, . . .(11)

Перейдем к рассмотрению вопросов стабилизации системы (1), учитывая
особенности управления в этой системе.

4. Стабилизация гибридной системы (1) со скалярным управлением

Пусть в системе (1) u∈R1, тогда система первого приближения соответ-
ствующей дискретной системы (8) имеет вид

zk+1 = A(h)zk + buk, k = 0, 1, 2, . . . ,(12)
где z ∈ Rn+m, A(h) – матрица вида (9), b – матрица размера (n+m)× 1,
u∈R1.

Будем полагать, что при h = h0 > 0 для системы (12) выполняется условие
полной достижимости, т.е.

rank [b,A(h0)b,A
2(h0)b, . . . , A

n+m−1(h0)b] = n+m,(13)
из которого следует управляемость системы (12) при h = h0 > 0.

Заметим, что условие (13) можно ослабить, например, условием полной
управляемости системы (12) при h = h0 > 0 ( [11], с. 268–269).

Имеет место
Те ор ем а 2. Пусть линейная дискретная система (12) удовлетворяет

условию (13), тогда существует преобразование
z∗k = Szk, u∗k = αzk + uk,(14)

где detS �= 0, α – матрица размера 1× (n+m), приводящее данную систему
к виду ⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎩

z∗k+1,1 = z∗k,2,
z∗k+1,2 = z∗k,3,...

z∗k+1,n+m−1 = z∗k,n+m,
z∗k+1,n+m =u∗k,

(15)

при этом z∗k,i – i-я компонента вектора z
∗
k.
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Систему (15) назовем канонической формой Бруновского для системы (12)
при h = h0 > 0. В таком случае справедлива

Те ор ем а 3. Пусть система (12) удовлетворяет условию (13), тогда
она стабилизируема при h = h0 > 0.

Из доказательства теоремы 3 (см. ниже Приложение) и равенств (14) получим
Сл ед с т в и е 1. Управление uk = S∗zk, k = 0, 1, 2, . . . , где S∗ = pS − α,

u∗k = pz∗k, является стабилизирующим для линейной дискретной систе-
мы (12), при этом все собственные значения матрицы A(h0)+bS∗ меньше 1
по модулю.

Те ор ем а 4. Если система первого приближения (12) соответствую-
щей нелинейной дискретной системы (8) удовлетворяет условию (13), то-
гда соответствующая гибридная система (1) стабилизируема при h =
= h0 > 0.

Прим ер 1. Построить стабилизирующее управление для гибридной си-
стемы⎧⎪⎨⎪⎩

x′(t) = −x(t) + yk,1 + a(x(t), yk), tk � t < tk+1,

yk+1,1 = x(tk+1) + yk,2 − uk + b1(x(tk+1), yk, uk),

yk+1,2 = −x(tk+1) + yk,1 + 0,5uk + b2(x(tk+1), yk, uk), k = 0, 1, 2, . . . ,

(16)

где x∈R1, y ∈R2, u∈R1; a(x, y), b1(x, y, u), b2(x, y, u) – гладкие нелинейности
в соответствии с системой (5), приводя соответствующую дискретную систе-
му первого приближения к канонической форме Бруновского.

Системой первого приближения для нелинейной дискретной системы, рав-
носильной системе (16), служит дискретная система вида (12) с матрицами

A(h) =

⎡⎣ e−h 1− e−h 0
e−h 1− e−h 1
−e−h e−h 0

⎤⎦ , b =

⎡⎣ 0
−1
0,5

⎤⎦ .
Можно доказать, что эта дискретная система управляема при всех h : 0 <

< h �= ln4.

Пусть h0 = ln2, тогда A(h0) =

⎡⎣ 0,5 0,5 0
0,5 0,5 1

−0,5 0,5 0

⎤⎦ , заметим, что при u = 0 ре-

шение x = 0, y = 0 системы (16) является устойчивым (но не асимптотически
устойчивым). Составим матрицу F (h0) = [b,A(h0)b,A

2(h0)b].

F (h0) =

⎡⎣ 0 −0,5 −0,25
−1 0 −0,75
0,5 −0,5 0,25

⎤⎦ , тогда F−1(h0) =

⎡⎣ 6 −4 −6
2 −2 −4

−8 4 8

⎤⎦ ,
f(h0) = [−8 4 8], S =

⎡⎢⎣ f(h0)

f(h0)A(h0)

f(h0)A
2(h0)

⎤⎥⎦ , т.е. =

⎡⎣−8 4 8
−6 2 4
−4 0 2

⎤⎦ .
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Тогда z∗k = Szk, что соответствует системе⎧⎪⎨⎪⎩
z∗k,1 = −8xk + 4yk,1 + 8yk,2,

z∗k,2 = −6xk + 2yk,1 + 4yk,2,

z∗k,3 = −4xk + 2yk,2.

Отсюда получим⎧⎪⎨⎪⎩
z∗k+1,1 = −8xk+1 + 4yk+1,1 + 8yk+1,2 = −6xk + 2yk,1 + 4yk,2 = z∗k,2,
z∗k+1,2 = −6xk+1 + 2yk+1,1 + 4yk+1,2 = −4xk + 2yk,2 = z∗k,3,
z∗k+1,3 = −4xk+1 + 2yk+1,2 = −3xk − yk,1 + uk = u∗k.

Таким образом, каноническая форма Бруновского для дискретной системы
первого приближения, соответствующей системе (16), при h0 = ln2 имеет вид⎧⎪⎨⎪⎩

z∗k+1,1 = z∗k,2,
z∗k+1,2 = z∗k,3,
z∗k+1,3 =u

∗
k,

где u∗k = −3xk − yk,1 + uk. Можно убедиться, что u∗k = αzk + uk, где α =
= f(h0)A

3(h0).

Найдем стабилизирующее управление для системы (16).
Имеем uk = S∗zk, S∗ = pS − α, u∗k = pz∗k, где p = [p1 p2 p3], p1, p2 и p3 – ко-

эффициенты характеристического уравнения последней системы уравнений:

λ3 − p3λ
2 − p2λ− p1 = 0.

Поскольку коэффициенты характеристического уравнения выбираются про-
извольно, то подберем их так, чтобы корни λ1, λ2 и λ3 этого уравнения ле-
жали внутри единичной окружности.

Возьмем λ1,2,3 =
1
2 , тогда λ3 − 3

2λ
2 + 3

4λ− 1
8 = 0, и p = [18 −3

4
3
2 ], α =

= [−3 −1 0], отсюда S∗ = [12 0 1], т.е. uk = 1
2xk+yk,2 – искомое управление.

Действительно, при h0 = ln2 подстановка найденного управления в дис-
кретную систему вида (12), соответствующую системе (16), позволит полу-
чить матрицу A(h0) + bS∗, все собственные значения которой равны 1

2 , т.е.
по модулю меньше 1. Тогда на основании доказательства теоремы 4 (см. ни-
же Приложение) делаем вывод о том, что система (16) стабилизируема при
h0 = ln2 управлением uk =

1
2xk + yk,2.

Рассмотрим важный частный случай системы (1), когда n = m = q = 1.
Тогда система (1) содержит скалярные уравнения и равносильна гибридной
системе вида{

x′(t) = a1x(t) + b1yk + a(x(t), yk) , tk � t < tk+1,

yk+1 = a2xk+1 + b2yk + cuk + b(xk+1, yk, uk) , k = 0, 1, 2, . . . ,
(17)
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где a1 = f ′x(0, 0), b1 = f ′y(0, 0), a2 = g′x(0, 0, 0), b2 = g′y(0, 0, 0), c = g′u(0, 0, 0) –
числа, а гладкие нелинейности a(x, y) и b(x, y, u) удовлетворяют соотно-
шениям

a(x, y) = o(|x| + |y|) при |x|+ |y| → 0,

b(x, y, u) = o(|x|+ |y|+ |u|) при |x|+ |y|+ |u| → 0 .

Равносильная системе (17) нелинейная дискретная система имеет систему
первого приближения вида (12), где

A(h) =

⎡⎢⎢⎣ ea1h
b1
a1

(ea1h − 1)

a2e
a1h

a2b1
a1

(ea1h − 1) + b2

⎤⎥⎥⎦ , b =

[
0
c

]
.(18)

Тогда справедлива
Те ор ем а 5. Если гибридная система (1) содержит скалярные уравне-

ния и в равносильной системе (17) a1 �= 0, b1 �= 0, c �= 0, тогда система (1)
стабилизируема при любом h > 0.
В таком случае стабилизирующее управление находится согласно алгоритму,
продемонстрированному в Примере 1.

5. Стабилизация системы (1) с многомерным (векторным) управлением

Пусть в гибридной системе (1) n � 1, m > 1, q > 1, т.е. для равносильной
дискретной системы (8) системой первого приближения служит дискретная
система (11), и пусть система (11) при h = h0 > 0 удовлетворяет условию
полной достижимости, т.е.

rank [B,A(h0)B,A
2(h0)B, . . . , A

n+m−1(h0)B] = n+m.(19)

Те ор ем а 6. Если система (11) удовлетворяет условию (19), тогда су-
ществует преобразование

z∗k = Szk, u∗k,l = αlzk + uk,l, detS �= 0, l = 1, . . . , q,(20)

приводящее систему (11) к совокупности q независимых подсистем, каждая
из которых имеет каноническую форму Бруновского.

Из доказательства данной теоремы (см. Приложение) следует, что исход-
ная система (11) распадается на q независимых подсистем вида (15), размер-
ности которых равны s1, . . . , sq, при этом s1 + s2 + . . . + sq = n + m. Тогда
справедлива

Те ор ем а 7. Если линейная дискретная система (11) удовлетворяет
условию (19), тогда она стабилизируема при h = h0 > 0.
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Из доказательства теоремы 7 (см. ниже Приложение) и равенств (20) по-
лучим

Сл ед с т в и е 2. Стабилизирующее управление для дискретной систе-
мы (11) имеет вид

uk = S∗zk,

где uk,l = s∗l zk, s
∗
l = pSl − αl, u∗k,l = pz∗kl, Sl – часть матрицы S, соответст-

вующая подсистеме l (l = 1, . . . , q), p – вектор размерности sl, z∗kl – вектор,
содержащий sl компонент вектора z∗k, соответствующих подсистеме l,
s∗l – строки матрицы S∗. При этом все собственные значения матрицы
A(h0) +BS∗ меньше 1 по модулю.

Имеет место следующая
Те ор ем а 8. Если линейная дискретная система (11) удовлетворяет

условию (19), тогда соответствующая ей нелинейная гибридная систе-
ма (1) стабилизируема при h = h0 > 0.

Прим ер 2. Построить стабилизирующее управление для гибридной си-
стемы⎧⎪⎨⎪⎩
x′(t) = −2x(t) + 2yk,1 − 2yk,2 + a(x(t), yk), tk � t < tk+1,

yk+1,1 = −xk+1 + uk,1 − uk,2 + b1(xk+1, yk, uk),

yk+1,2 = xk+1 − yk,1 + yk,2 + uk,1 + 2uk,2 + b2(xk+1, yk, uk), k = 0, 1, 2, . . . ,

где x∈R1, y ∈R2, u∈R2; a(x, y), b1(x, y, u), b2(x, y, u) – гладкие нелинейно-
сти в соответствии с системой (5), приводя соответствующую дискретную
систему первого приближения к совокупности независимых подсистем в ка-
нонической форме Бруновского (к канонической форме Бруновского).

Данной системе соответствует дискретная система вида (11) с матрицами

A(h) =

⎡⎣ e−2h 1− e−2h e−2h − 1
−e−2h e−2h − 1 1− e−2h

e−2h −e−2h e−2h

⎤⎦ , B =

⎡⎣ 0 0
1 −1
1 2

⎤⎦ .
Тогда получим матрицу

[B,A(h)B,A2(h)B] =

⎡⎢⎣ 0 0 0 3(e−2h − 1) 0 (e−2h − 1)(9e−2h − 3)

1 −1 0 3(1 − e−2h) 0 (e−2h − 1)(3 − 9e−2h)

1 2 0 3e−2h 0 e−2h(9e−2h − 6)

⎤⎥⎦ ,
rank [B,A(h)B,A2(h)B] = 3 при любых h > 0, значит, соответствующая ли-
нейная дискретная система вида (11) управляема при любом h > 0.

Пусть h0 = ln3 и пусть b1, b2 – столбцы матрицы B. Тогда

A0 = A(h0) =

⎡⎣ 1/9 8/9 −8/9
−1/9 −8/9 8/9
1/9 −1/9 1/9

⎤⎦ .
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Из последовательности столбцов (b1, b2, A0b1, A0b2, A
2
0b1, A

2
0b2) составим мат-

рицу F0 третьего порядка ранга 3. Заметим, что матрица A0b1 является ну-
левым столбцом, поэтому столбцы A0b1, A2

0b1 исключаются из рассмотрения.
A0b2 = [−8/3 8/3 1/3]T , поэтому s1 = 1, s2 = 2, и F0 = [b1, b2, A0b2], т.е.

F0 =

⎡⎣ 0 0 −8/3
1 −1 8/3
1 2 1/3

⎤⎦ , F−1
0 =

⎡⎣ 17/24 2/3 1/3
−7/24 −1/3 1/3
−3/8 0 0

⎤⎦ ,
k = 1, 2, так как rankB = 2.

k = 1 :

k∑
j=1

sj = s1 = 1, следовательно, f1 – первая строка матрицы F−1
0 .

k = 2 :

k∑
j=1

sj = s1+ s2 = 3, следовательно, f2 – третья строка матрицы F−1
0 .

S =

⎡⎣ f1
f2
f2A0

⎤⎦ , т.е. S =

⎡⎣ 17/24 2/3 1/3
−3/8 0 0
−1/24 −1/3 1/3

⎤⎦ .

z∗k = Szk, тогда

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎩
z∗k,1 =

17

24
xk +

2

3
yk,1 +

1

3
yk,2,

z∗k,2 = −3

8
xk,

z∗k,3 = − 1

24
xk − 1

3
yk,1 +

1

3
yk,2, k = 0, 1, 2, . . . ,

z∗k+1,1 = u∗k,1, где u
∗
k,1 = f1A

s1
0 zk + uk,1 = f1A0zk + uk,1 =

1

24
xk + uk,1;

z∗k+1,2 = z∗k,3; z
∗
k+1,3 = u∗k,2,

где u∗k,2 = f2A
s2
0 zk + uk,2 =

5

72
xk +

2

9
yk,1 − 2

9
yk,2 + uk,2.

Итак, каноническая форма Бруновского (совокупность таких форм) для
линейной дискретной системы, соответствующей исходной системе, при h0 =
= ln3 имеет вид ⎧⎪⎨⎪⎩

z∗k+1,1 = u∗k,1,
z∗k+1,2 = z∗k,3,
z∗k+1,3 = u∗k,2.

Найдем стабилизирующее управление для соответствующей линейной дис-
кретной системы при h0 = ln3.
1) u∗k,1 = pz∗k1, где p = p1, z∗k1 = z∗k,1, так как s1 = 1, z∗k+1,1 = pz∗k,1, тогда

λ = p. Пусть λ = 1
3 , то p = 1

3 , α1 = f1A0 = [ 1
24 0 0], S1 = f1, значит,

s∗1 = pS1 − α1 = [ 7
36

2
9

1
9 ], uk,1 = s∗1zk, т.е. uk,1 =

7
36xk +

2
9yk,1 +

1
9yk,2;

2) u∗k,2 = pz∗k2, где p = [p1 p2], z∗k2 = [z∗k,2 z∗k,3]
T , так как s2 = 2, z∗k+1,3 =

= p1z
∗
k,2 + p2z

∗
k,3, тогда λ

2 − p2λ− p1 = 0.
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Пусть λ1,2 = 1
3 , тогда λ

2 − 2
3λ+ 1

9 = 0, и p = [−1
9

2
3 ];

α2 = f2A
2
0 = [5/72 2/9 − 2/9], S2 =

[ −3/8 0 0
−1/24 −1/3 1/3

]
,

s∗2 = pS2 − α2 = [−1/18 −4/9 4/9], т.е. uk,2 = − 1

18
xk − 4

9
yk,1 +

4

9
yk,2.

Таким образом, стабилизирующее управление имеет вид

uk =

⎡⎢⎣
7

36
xk +

2

9
yk,1 +

1

9
yk,2

− 1

18
xk − 4

9
yk,1 +

4

9
yk,2

⎤⎥⎦ .
Данное управление является стабилизирующим и для исходной нелинейной
гибридной системы, поскольку

S∗ =
[
7/36 2/9 1/9
−1/18 −4/9 4/9

]
, A0 +BS∗ =

⎡⎣ 1/9 8/9 −8/9
5/36 −2/9 5/9
7/36 −7/9 10/9

⎤⎦ ,
и матрица A0 +BS∗ имеет собственные значения λ1,2,3 = 1

3 , т.е. |λ1,2,3| < 1.

6. Заключение

В работе установлено общее достаточное условие стабилизации нелиней-
ных непрерывно-дискретных систем вида (1) как с одномерным, так и с
многомерным управлением, которое предполагает выполнение условия пол-
ной достижимости для систем первого приближения соответствующих рав-
носильных нелинейных дискретных динамических систем.

Изложен общий подход к стабилизации нелинейных гибридных систем (1)
с различным по размерности управлением, представлено построение стаби-
лизирующих управлений для таких систем. Предложенный подход позволит
обеспечить устойчивые режимы функционирования реальных технических,
механических и других систем управления с неоднородной структурой, а так-
же решить вопросы построения допустимого и оптимального управлений дан-
ными системами.

ПРИЛОЖЕНИЕ

Дока з а т е л ь с т в о т е о р емы 1. Из равносильности систем (1) и (8), ко-
торая учитывает связь решений данных систем, а также определений управ-
ляемых систем следует справедливость данного утверждения.

Теорема 1 доказана.
Дока з а т е л ь с т в о т е о р емы 2. Поскольку линейная дискретная си-

стема (12) удовлетворяет условию (13), то матрица

F (h0) =
[
b, A(h0)b, A

2(h0)b, . . . , A
n+m−1(h0)b

]
обратима, т.е. существует обратная матрица F−1(h0).
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Пусть f(h0)∈Rn+m – вектор, составленный из элементов последней стро-
ки матрицы F−1(h0) [27]. Тогда с учетом определения обратной матрицы
получим:

f(h0)b = f(h0)A(h0)b = . . . = f(h0)A
n+m−2(h0)b = 0,(Π.1)

f(h0)A
n+m−1(h0)b = 1.(Π.2)

Пусть ⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

z∗k,1 = f(h0)zk,

z∗k,2 = f(h0)A(h0)zk,

z∗k,3 = f(h0)A
2(h0)zk,

...
z∗k,n+m = f(h0)A

n+m−1(h0)zk,

(Π.3)

тогда z∗k = Szk, где S =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
f(h0)

f(h0)A(h0)

f(h0)A
2(h0)

...
f(h0)A

n+m−1(h0)

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦ , причем detS �= 0, поскольку

дискретная система (12) удовлетворяет условию (13).
При h = h0 > 0 система (12) примет вид

zk+1 = A(h0)zk + buk, k = 0, 1, 2, . . . ,

тогда из равенств (Π.3) с учетом (Π.1) и (Π.2) получим:

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

z∗k+1,1 = f(h0)zk+1 = z∗k,2,
z∗k+1,2 = f(h0)A(h0)zk+1 = z∗k,3,

...
z∗k+1,n+m−1 = f(h0)A

n+m−2(h0)zk+1 = z∗k,n+m,
z∗k+1,n+m = f(h0)A

n+m−1(h0)zk+1 = αzk + uk,

(Π.4)

где α = f(h0)A
n+m(h0).

Следовательно, система (Π.4) имеет вид (15), где u∗k = αzk + uk, и эквива-
лентна дискретной системе (12) при h = h0 > 0.

Теорема 2 доказана.
Дока з а т е л ь с т в о т е о р емы 3. Дискретная система (12) удовлетворя-

ет условию (13), тогда согласно теореме 2 она представима в виде (15).
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Пусть u∗k = pz∗k, где p = [p1 p2 . . . pn+m], тогда система (15) примет вид⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

z∗k+1,1 = z∗k,2,
z∗k+1,2 = z∗k,3,

...
z∗k+1,n+m−1 = z∗k,n+m,

z∗k+1,n+m = p1z
∗
k,1 + p2z

∗
k,2 + . . . + pn+mz

∗
k,n+m.

(Π.5)

И пусть z∗k,1 = λ0 = 1, z∗k,2 = z∗k+1,1 = λ, z∗k,3 = z∗k+1,2 = z∗k+2,1 = λ2, . . . , z∗k,n+m =

= λn+m−1, z∗k+1,n+m = λn+m. Тогда система (Π.5) сводится к уравнению

λn+m − pn+mλ
n+m−1 − pn+m−1λ

n+m−2 − . . .− p2λ− p1 = 0.(Π.6)

Уравнение (Π.6) является характеристическим для матрицы системы (Π.5).
Поскольку коэффициенты уравнения (Π.6) выбираются произвольно, то под-
берем их так, чтобы выполнялось условие |λi| < 1 при i = 1, . . . , n+m. Тогда
система (15) с управлением u∗k = pz∗k имеет асимптотически устойчивое ре-
шение z∗k = 0. Отсюда следует, что дискретная система (12), представленная
в форме (15), стабилизируема при h = h0 > 0, и теорема 3 доказана.

Дока з а т е л ь с т в о т е о р емы 4. Учитывая следствие 1, соотноше-
ние (10) и достаточное условие асимптотической устойчивости нулевой точ-
ки равновесия нелинейной непрерывно-дискретной системы (1), полученное
в [23], установим справедливость данного утверждения, и теорема 4 доказана.

Дока з а т е л ь с т в о т е о р емы 5. Можно установить, что если в нели-
нейной гибридной системе (17) a1 �= 0, b1 �= 0, c �= 0, то соответствующая ей
дискретная система (12) с матрицами (18) удовлетворяет условию (13), тогда,
учитывая теорему 4, получим заключение теоремы 5.

Дока з а т е л ь с т в о т е о р емы 6. Без ограничения общности будем счи-
тать, что rankB = q, q > 1. Пусть b1, . . . , bq – столбцы матрицы B, A0 = A(h0)
и дискретная система (11) удовлетворяет условию (19).

Из последовательности столбцов (см. [27])
(b1, b2, . . . , bq, A0b1, A0b2, . . . , A0bq, A

2
0b1, A

2
0b2, . . . , A

2
0bq, . . . , A

n+m−1
0 b1, . . . , A

n+m−1
0 bq)

составим матрицу F0 = F (h0) порядка n+m, ранг которой равен n+m,
причем

F0 = [b1, A0b1, A
2
0b1, . . . , A

s1−1
0 b1, b2, A0b2, A

2
0b2, . . . ,

As2−1
0 b2, . . . , bq, A0bq, A

2
0bq, . . . , A

sq−1
0 bq].

(Π.7)

При построении матрицы (Π.7) важно, чтобы для каждого столбца bk
эта матрица включала все столбцы bk, A0bk, A

2
0bk, . . . , A

sk−1
0 bk, где sk = 1, . . .

. . . , n+m, k = 1, . . . , q, при этом каждый столбец Aj0bk, (j = 0, 1, . . . , n+m−1)
включается в матрицу при условии: если со всеми столбцами, стоящими до
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него в этой матрице, он образует линейно независимую систему. В противном
случае столбцы Aj0bk, A

j+1
0 bk, . . . , A

n+m−1
0 bk исключаются из рассмотрения.

Поскольку rankF0 = n+m, то существует обратная матрица F−1
0 . Пусть fk

(k = 1, . . . , q) – обозначение строки матрицы F−1
0 с номером, определяемым

числом
k∑
j=1

sj, тогда, учитывая определение обратной матрицы, получим

условия:

fkA
j−1
0 bi = 0, (k �= i) ∨ (j �= sk),(Π.8)

fkA
sk−1
0 bk = 1.(Π.9)

Пусть ⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

z∗k,1 = f1zk,

z∗k,2 = f1A0zk,
...

z∗k,s1 = f1A
s1−1
0 zk,

z∗k,s1+1 = f2zk,

z∗k,s1+2 = f2A0zk,
...

z∗k,s1+s2 = f2A
s2−1
0 zk,

...
z∗k,s1+s2+...+sq = fqA

sq−1
0 zk,

(Π.10)

где s1 + s2 + . . . + sq = n + m. Тогда z∗k = Szk, причем S =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

f1

f1A0
...

f1A
s1−1
0

f2

f2A0
...

f2A
s2−1
0
...
fq
...

fqA
sq−1
0

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

,

S – матрица порядка n+m, detS �= 0, так как дискретная система (11) удо-
влетворяет условию (19).
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Тогда z∗k+1 = Szk+1; при h = h0 > 0 дискретная система (11) примет вид

zk+1 = A0zk +Buk,

и, учитывая (Π.8)–(Π.10), получим⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

z∗k+1,1 = f1A0zk + f1Buk = f1A0zk = z∗k,2,

z∗k+1,2 = f1A
2
0zk + f1A0Buk = f1A

2
0zk = z∗k,3,

...
z∗k+1,s1

= f1A
s1
0 zk + f1A

s1−1
0 Buk = f1A

s1
0 zk + uk,1 = u∗k,1,

z∗k+1,s1+1 = f2A0zk + f2Buk = z∗k,s1+2,
...

z∗k+1,s1+s2
= f2A

s2
0 zk + f2A

s2−1
0 Buk = f2A

s2
0 zk + uk,2 = u∗k,2,

...

z∗k+1,s1+s2+...+sq
= fqA

sq
0 zk + fqA

sq−1
0 Buk = fqA

sq
0 zk + uk,q = u∗k,q .

Таким образом, при h = h0 > 0 дискретная система (11) с помощью преобра-
зования (20) приведена к совокупности q независимых подсистем, представ-
ленных в форме Бруновского:⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

z∗k+1,1 = z∗k,2,
z∗k+1,2 = z∗k,3,

...
z∗k+1,s1

= u∗k,1,
z∗k+1,s1+1 = z∗k,s1+2,

...
z∗k+1,s1+s2

= u∗k,2,
...

z∗k+1,s1+s2+...+sq−1 = z∗k,s1+s2+...+sq ,
z∗k+1,n+m = u∗k,q .

(Π.11)

Размерности данных подсистем (число уравнений в них) равны соответствен-
но s1, s2, . . . , sq. При этом u∗k,l = αlzk+uk,l (l = 1, . . . , q) – компоненты вектора
управления, причем αl = flA

sl
0 . Дискретная система (11) эквивалентна систе-

ме (Π.11) при h = h0 > 0.
Теорема 6 доказана.

Дока з а т е л ь с т в о т е о р емы 7. Из доказательства теоремы 3 следует,
что каждая из q подсистем в (Π.11) при определенным образом построенных
управлениях имеет асимптотически устойчивое решение z∗ = 0. В таком слу-
чае система (Π.11) имеет асимптотически устойчивое нулевое решение. Сле-
довательно, эквивалентная ей система (11) стабилизируема при h = h0 > 0.
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Теорема 7 доказана.

Дока з а т е л ь с т в о т е о р емы 8. Из теоремы 7 следует, что дискрет-
ная система (11) стабилизируема при h = h0 > 0 и согласно следствию 2 все
собственные значения матрицы A0 +BS∗ меньше 1 по модулю. Тогда, учиты-
вая (10) и достаточное условие асимптотической устойчивости нулевого реше-
ния нелинейной непрерывно-дискретной системы, полученное в работе [23],
придем к требуемому выводу.

Теорема 8 доказана.
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ОБ УСТОЙЧИВОСТИ РЕГУЛЯРНЫХ ПРЕЦЕССИЙ ТЕЛА,
ОГРАНИЧЕННОГО ПОВЕРХНОСТЬЮ ЭЛЛИПСОИДА

ВРАЩЕНИЯ, В ПОТОКЕ ЧАСТИЦ1

Изучаются регулярные прецессии твердого тела с неподвижной точ-
кой, ограниченного поверхностью эллипсоида вращения и находящего-
ся в свободном молекулярном потоке частиц. Получены условия устой-
чивости регулярных прецессий, построены бифуркационные диаграммы
Пуанкаре–Четаева.

Ключевые слова: твердое тело с неподвижной точкой, свободный молеку-
лярный поток, регулярные прецессии, устойчивость стационарных дви-
жений.
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1. Введение

Задача о движении твердого тела с неподвижной точкой под действием
внешних сил является обобщением классической задачи о движении тяжело-
го твердого тела с неподвижной точкой. Один из случаев интегрируемости
этой задачи был открытЖ.-Л. Лагранжем [1]. В дальнейшем было опублико-
вано множество работ, посвященных изучению динамики волчка Лагранжа.
Регулярные прецессии были впервые рассмотрены в [2, 3], а их устойчивость
исследуется в работах [2, 4, 5].

Модель взаимодействия свободномолекулярного потока частиц с твердым
телом была предложена в работах А.А. Карымова [6, 7] и В.В. Белецкого [8, 9],
в которых рассматривалась динамика спутников, движущихся в верхних
слоях атмосферы или под действием солнечной радиации. Задача о движении
твердого тела с неподвижной точкой под действием набегающего свободномо-
лекулярного потока частиц впервые была рассмотрена в работе А.А. Бурова
и А.В. Карапетяна [10]. В ней получены уравнения движения, а также най-
ден интегрируемый случай, аналогичный случаю Лагранжа в классической
задаче о движении тяжелого твердого тела с неподвижной точкой. Вопрос
устойчивости стационарных движений тела под воздействием солнечной ра-
диации был рассмотрен, например, в работе В.В. Сидоренко [11].

1 Исследование выполнено за счет проекта Российского научного фонда № 24-11-20009.
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В данной работе исследуются регулярные прецессии динамически симмет-
ричного тела, ограниченного поверхностью эллипсоида вращения. С помо-
щью теории Рауса исследования устойчивости стационарных движений си-
стем с известными первыми интегралами получены условия устойчивости
регулярных прецессий тела с неподвижной точкой, находящегося в потоке
частиц.

2. Постановка задачи

Рассмотрим движение твердого тела с неподвижной точкой O в свободном
молекулярном потоке частиц постоянной плотности ρ (см. рис. 1). Частицы
потока движутся с постоянной абсолютной скоростью

−v = v0γ,

где γ – единичный вектор, неподвижный в абсолютном пространстве и на-
правленный вдоль набегающего потока. Частицы движутся поступательно,
тепловым движением пренебрегаем. В качестве модели взаимодействия ча-
стиц с телом выбрана следующая – частица совершает абсолютно неупругий
удар с телом, передавая ему всю энергию и не отражаясь. Также будем рас-
сматривать достаточно медленные вращения тела, т.е. произведение харак-
терной угловой скорости на характерное расстояние от неподвижной точки
до поверхности тела значительно меньше скорости набегающего потока v0.
Используя метод, предложенный в работах В.В. Белецкого [8, 9], можно за-
писать систему уравнений движения тела [10, 19–21]:

J0ω̇ + [ω × J0ω] = −ρv20S (γ) [γ × c (γ)] ,

γ̇ + [ω × γ] = 0,
(1)

где J0 = diag (A1, A2, A3) – тензор инерции тела относительно неподвижной
точки O, записанный в системе координат Oxyz, связанной с телом, с началом
в неподвижной точке и осями, направленными вдоль главных осей инерции
тела. Обозначим орты этой системы координат ex, ey, ez. Запишем вектор аб-
солютной угловой скорости тела в тех же координатах ω = ω1ex+ω2ey+ω3ez.

n
S1

dS r

S*

S*

–υ
O

r’

O’

S0

П

Рис. 1. Твердое тело с неподвижной точкой в потоке частиц.

60



Выражение S (γ) представляет собой площадь фигуры S0 – ортогональной
проекции поверхности тела на плоскость Π, перпендикулярную направлению
набегающего потока частиц γ. Можно сказать, что S0 представляет собой
“тень”, которую отбрасывает тело в потоке частиц на плоскость, перпенди-
кулярную потоку. Вектор c (γ) – это вектор, проведенный из проекции непо-
движной точки O′ (см. рис. 1) в центроид “тени”, т.е. в центр масс однородной
пластины, имеющей форму фигуры S0.

3. Регулярные прецессии тела

Рассмотрим динамически симметричное тело (A1 = A2) с неподвижной
точкой, лежащей на оси динамической симметрии. Предположим, что те-
ло ограничено поверхностью эллипсоида вращения с полуосями a1 = a2 = a,
a3 = b, ось симметрии которого совпадает с осью динамической симметрии
тела. В таком случае уравнения движения тела (1) допускают один квадра-
тичный и два линейных по обобщенным скоростям первых интеграла [19–22]:

U0 =
A1

2

(
ω2
1 + ω2

2

)
+
A3

2
ω2
3 − f

γ3∫
0

S (γ3) c3 (γ3) dγ3 = k0 = const,(2)

U1 = A1 (ω1γ1 + ω2γ2) +A3ω3γ3 = k1 = const,(3)
U2 = ω3 = k2 = const,(4)

где f = ρv20. В этом случае для изучения стационарных движений системы
можно воспользоваться теорией Рауса для голономных систем с известными
первыми интегралами [12–15, 18]. Эффективный потенциал в случае, когда
тело ограничено поверхностью вытянутого эллипсоида вращения, в явном
виде записывается следующим образом:

W (θ) =
(k1 −A3k2 cos θ)

2

2A1 sin
2 θ

− fπa2bl

2
cos θ

√
sin2 θ

a2
+

cos2 θ

b2
−

− fπbl

2

√
1

a2
− 1

b2

arctg

⎛⎜⎜⎝
√

1

a2
− 1

b2
cos θ√

sin2 θ

a2
+

cos2 θ

b2

⎞⎟⎟⎠ .

(5)

Здесь l – расстояние от неподвижной точки до центра эллипсоида враще-
ния, ограничивающего твердое тело, а θ – угол между осью динамической
симметрии тела и направлением потока частиц, отсчитываемый так, что при
θ = 0 тело ориентировано по потоку частиц. При любых значениях постоян-
ных первых интегралов система уравнений (1) допускает двухпараметриче-
ское семейство частных решений следующего вида:

ω1 = ωγ1, ω2 = ωγ2, ω3 = ω cos θ +Ω,

γ21 + γ22 = 1− γ23 = sin2 θ, γ3 = cos θ,
(6)
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где ω и Ω – постоянные, связанные с постоянными k1 и k2 первых интегра-
лов (3) и (4) соотношениями

ω =
k1 −A3k2 cos θ

A1 sin
2 θ

, Ω =

(
A1 sin

2 θ +A3 cos
2 θ
)
k2 − k1 cos θ

A1 sin
2 θ

,

а постоянный угол θ определяется из условия существования регулярных
прецессий

dW (θ)

dθ
= 0,

которое в явном виде записывается следующим образом:

(k1 −A3k2 cos θ) (A3k2 − k1 cos θ)

2A1 sin
3 θ

+ fπa2bl sin θ

√
sin2 θ

a2
+

cos2 θ

b2
= 0.(7)

Запишем уравнение (7) в безразмерной форме. Для этого введем безраз-
мерные постоянные интегралов

p1 =
k1√

A3fπa2l
, p2 = k2

√
A3

fπa2l
(8)

и безразмерные параметры

y =
A1

A3
∈
[
1

2
, +∞

)
, z =

b2

a2
> 1.

Тогда условие существования регулярных прецессий (7) в безразмерной
форме переписывается следующим образом:

(p1 − p2 cos θ) (p2 − p1 cos θ)

y sin3 θ
+ sin θ

√
z sin2 θ + cos2 θ = 0,

или, домножая на −y sin3 θ,

a11p
2
1 + 2a12p1p2 + a22p

2
2 + a1 = 0,(9)

a11 = cos θ, a12 = −1 + cos2 θ

2
, a22 = cos θ,

a1 = −y sin4 θ
√
z sin2 θ + cos2 θ.

Легко видеть, что при каждом фиксированном значении θ уравнение (9)
задает некоторую кривую второго порядка. Приведем эту кривую к канони-
ческому виду. Для этого введем новые переменные x1 и y1 по формулам:

x1 = p1 − p2, y1 = p1 + p2.(10)
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Для того, чтобы понять физический смысл безразмерных постоянных ин-
тегралов x1 и y1, вспомним определение постоянных k1 и k2 (см. форму-
лы (3), (4)). Для динамически симметричного тела можно записать

k1 = A1 (ω1γ1 + ω2γ2) +A3ω3γ3 = (JOω, γ) , k2 = ω3 =
(JOω, ez)

A3
.

Подставляя данные выражения в (8), получим следующее:

p1 =
1√

A3fπa2l
(J0ω, γ), p2 =

1√
A3fπa2l

(J0ω, ez).

По формуле (10) получается, что x1 – это, с точностью до постоянного
множителя, проекция кинетического момента тела на вектор γ − ez:

x1 = p1 − p2 =
1√

A3fπa2l
(J0ω, (γ − ez)).

А y1 – проекция кинетического момента тела на вектор γ + ez

y1 = p1 + p2 =
1√

A3fπa2l
(J0ω, (γ + ez)).

Векторы γ − ez и γ + ez перпендикулярны друг другу

((γ − ez) , (γ + ez)) = γ2 − e2z = 0.

Третий ортогональный вектор перпендикулярен γ и ez, следовательно,
проходит вдоль линии узлов

[(γ − ez)× (γ + ez)] = 2 [γ × ez] .

Таким образом, γ−ez и γ+ez – ортогональные векторы в плоскости, пер-
пендикулярной линии узлов, а x1 и y1, с точностью до постоянного множи-
теля, представляют собой проекции кинетического момента на эти векторы.

Запишем уравнение (9) в координатах x1, y1

1

4
(1 + cos θ)2 x21 −

1

4
(1− cos θ)2 y21 + a1 = 0.(11)

Полученное уравнение с точностью до постоянного множителя представ-
ляет собой канонический вид кривой второго порядка. Определим вид этой
кривой. При θ �= πn свободный член a1 < 0, а коэффициенты в квадратичной
части отличны от нуля. Это означает (см., например, [16, 17]), что в каж-
дом сечении плоскостями θ �= πn поверхности, задаваемой уравнением (11),
имеем гиперболу. При θ = πn свободный член, а также один из коэффици-
ентов в квадратичной части будут равны нулю. Таким образом, в сечении
плоскостями θ = πn поверхность (11) представляет собой одну прямую вида

p1 = (−1)n p2.
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Эти прямые соответствуют однопараметрическим решениям системы
уравнений движения, которые отвечают перманентным вращениям тела во-
круг оси динамической симметрии, совпадающей с направлением потока ча-
стиц, омывающего тело с неподвижной точкой (см. [22]).

Условие устойчивости стационарных движений (6) в случае, когда тело с
неподвижной точкой, находящееся в потоке частиц, ограничено поверхностью
вытянутого эллипсоида вращения, имеет вид

d2W (θ)

dθ2
� 0

или, в явном виде(
1 + 2 cos2 θ

)
y sin4 θ

p21 −
(
5 + cos2 θ

)
cos θ

y sin4 θ
p1p2 +

(
1 + 2 cos2 θ

)
y sin4 θ

p22 +

+

(
2z sin2 θ + 2cos2 θ − 1

)
cos θ√

z sin2 θ + cos2 θ
� 0.

После домножения на положительный множитель y sin4 θ, данное неравен-
ство примет вид

b11p
2
1 + 2b12p1p2 + b22p

2
2 + b1 � 0,(12)

b11 = 1 + 2 cos2 θ, b12 = −
(
5 + cos2 θ

)
cos θ

2
, b22 = 1 + 2 cos2 θ,

b1 =
y
(
2z sin2 θ + 2cos2 θ − 1

)
sin4 θ cos θ√

z sin2 θ + cos2 θ
.

Запишем неравенство (12) в переменных x1, y1:

1

4
(1 + cos θ)2 (2 + cos θ)x21 +

1

4
(1− cos θ)2 (2− cos θ) y21 + b1 � 0.(13)

При каждом фиксированном θ границей области устойчивости (т.е. кри-
вой, которой соответствует знак равенства в неравенстве (13)) также будет
некоторая кривая второго порядка. Вид этой кривой зависит от знака свобод-
ного члена b1. При b1 < 0 граница области устойчивости представляет собой
эллипс с центром в точке x1 = 0, y1 = 0. На плоскости безразмерных пара-
метров x1, y1 при каждом фиксированном θ вне соответствующего эллипса
будет область устойчивости регулярных прецессий (6), а внутри – область
неустойчивости. При b1 > 0 граница области устойчивости вырождается в
мнимый эллипс, а при b1 = 0 граница представляет из себя прямую. Можно
заметить, что при b1 � 0 неравенство (13) выполняется для любых значений
x1, y1, следовательно регулярные прецессии будут устойчивыми.

Рассматривая одновременно условие существования (11) и условие устой-
чивости (13) стационарных движений тела с неподвижной точкой в потоке
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Рис. 2. Вид гиперболы и эллипса при y = 5
6 , z = 8, θ = 2π
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Рис. 3. Вид гиперболы и эллипса при y = 5
6 , z = 8, θ = 3π
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Рис. 4. Вид гиперболы и эллипса при y = 5
6 , z = 8, θ = 5π

6 .

частиц, можно сделать вывод об устойчивости таких движений. Именно, если
при некотором фиксированном θ гипербола (11) и эллипс (13) не пересека-
ются, то стационарное движение (6), соответствующее данному θ, является
устойчивым (рис. 2–4).

Исследуем вопрос устойчивости регулярных прецессий более подробно. Из
условия существования (11) стационарных движений выразим величину y21 :

y21 =
(1 + cos θ)2

(1− cos θ)2
x21 +

4a1

(1− cos θ)2
.(14)

Так как y21 � 0, то из (14) получим ограничение на x1:

x21 �
4y sin4 θ

(1 + cos θ)2

√
z sin2 θ + cos2 θ = (x1)

2
∗.(15)

Подставим полученное выражение (14) для y21 в условие устойчивости (13).
Получим неравенство

(1 + cos θ)2 x21 + (2− cos θ) a1 + b1 � 0.(16)

Левая часть неравенства представляет собой параболу, ветви которой на-
правлены вверх. Обозначим через x10 абсциссу точки пересечения параболы
с положительной полуосью Ox1. Найдем это значение

x210 = −(2− cos θ)a1 + b1

(1 + cos θ)2
.
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Рис. 5. Взаимное расположение x210 и (x1)
2∗ при y = 5

6 , z = 8.

После подстановки значений a1 и b1 запишем выражение x210 в явном виде:

x210 =
y sin4 θ

√
z sin2 θ + cos2 θ

(1 + cos θ)2

(
2− 3 cos θ +

cos θ

z sin2 θ + cos2 θ

)
.(17)

При x21 � x210 условие устойчивости (16) будет выполняться. Таким обра-
зом, регулярные прецессии существуют при выполнении условия (15), и яв-
ляются устойчивыми, если выполняется условие (16). Отсюда можно сделать
следующие выводы (рис. 5):

1. При x210 < (x1)
2∗ регулярные прецессии устойчивы при любых допусти-

мых значениях x1, y1 (а соответственно при любых p1, p2).
2. При x210 > (x1)

2∗ регулярные прецессии устойчивы только при x21 > x210.

3.1. Случай z > 1

Рассмотрим сначала случай вытянутого эллипсоида вращения (z > 1).
Найдем условия, при которых x210 > (x1)

2∗. Получим

3 (1− z) cos3 θ + 2 (1− z) cos2 θ + (3z − 1) cos θ + 2z < 0.
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Раскладывая на множители левую часть, получим следующее неравен-
ство:

3 (z − 1) (cos θ + 1)

(
cos θ − 1

6
− 1

6

√
25z − 1

z − 1

)
×

×
(
cos θ − 1

6
+

1

6

√
25z − 1

z − 1

)
> 0.

(18)

Первые три множителя в левой части неравенства (18) положительные.
Можно показать, что при z > 1 верно неравенство

1

6
+

1

6

√
25z − 1

z − 1
> 1.

Таким образом, множитель

cos θ − 1

6
− 1

6

√
25z − 1

z − 1

в неравенстве (18) всегда отрицателен. Следовательно, неравенство (18) рав-
носильно неравенству

cos θ − 1

6
+

1

6

√
25z − 1

z − 1
< 0.(19)

Рассмотрим данное неравенство. Функция

1

6
− 1

6

√
25z − 1

z − 1

монотонно возрастает при z > 1. При этом она принимает значение −1 при
z = 2, и дальше асимптотически стремится к значению −2

3 . Таким образом,
при 1 < z � 2 получаем

cos θ − 1

6
+

1

6

√
25z − 1

z − 1
� 0,

а значит, неравенство (19) не выполняется. Отсюда делаем вывод, что при
1 < z � 2 регулярные прецессии устойчивы при любом значении θ и любых
допустимых значениях параметров x1 и y1 (и соответственно при любых до-
пустимых значениях постоянных интегралов p1, p2).

На рис. 6 при y = 2, z = 12
11 представлена бифуркационная диаграмма

Пуанкаре–Четаева на уровне y1 = 0. На этом графике прямая θ = π соответ-
ствует перманентным вращениям тела вокруг оси динамической симметрии.
Видно, как от этой прямой ответвляются устойчивые регулярные прецессии
тела. Кроме того, на плоскости безразмерных параметров x1 и y1 при фикси-
рованных значениях θ были построены графики соответствующих гиперболы
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Рис. 6. Сечение поверхности (11) плоскостью y1 = 0 при y = 2, z = 12
11 .

y1

x1

0,1
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0,2

0,3

–0,3

Рис. 7. Взаимное расположение гиперболы и эллипса при y = 2, z = 12
11 , θ =

5π
6 .
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θ
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Рис. 8. Сечение поверхности (11) плоскостью y1 = 0 при y = 2, z = 5
2 .

и эллипса, задаваемых соотношениями (11) и (13) (см. рис. 7). Видно, что в
рассматриваемом случае они не пересекаются.

Введем новое обозначение θ2:

θ2 = arccos

(
1

6
− 1

6

√
25z − 1

z − 1

)
.(20)

Можно сделать вывод, что при z > 2 неравенство (19) выполняется при
cos θ < cos θ2 и не выполняется при cos θ � cos θ2.

На рис. 8 при y = 2, z = 5
2 представлена бифуркационная диаграмма

Пуанкаре–Четаева на уровне y1 = 0. Видно, что регулярные прецессии те-
ла, ответвляющиеся от перманентных вращений, являются неустойчивыми
вблизи значения θ = π, а затем, проходя через точку перегиба, становятся
устойчивыми. Точка перегиба соответствует значению θ = θ2, где θ2 опреде-
ляется формулой (20).

Кроме того, на рис. 9 на плоскости безразмерных параметров x1 и y1 пред-
ставлены графики гиперболы и эллипса при значении θ = θ2, определяемом
формулой (20). Видно, что при этом значении они касаются, но не пересе-
каются.

Объединяя полученные выводы, можно заключить: исходное неравен-
ство (18) выполняется при z > 2 и cos θ < cos θ2. И не выполняется при
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0
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Рис. 9. Взаимное расположение гиперболы и эллипса при y = 2, z = 5
2 , θ = θ2

всех других значениях переменных. Таким образом, регулярные прецессии
устойчивы при любых значениях x1, y1 (а соответственно и при любых зна-
чениях постоянных первых интегралов p1, p2), если 1 < z � 2 или z > 2 и
cos θ > cos θ2. Если же z > 2 и cos θ < cos θ2, то регулярные прецессии устой-
чивы только при x21 > x210.

3.2. Случай z < 1

Теперь исследуем устойчивость регулярных прецессий сжатого эллипсои-
да вращения (z < 1). Все найденные ранее выражения для x210 и (x1)

2∗ будут
иметь тот же вид и для сжатого эллипсоида (15), (17). Условия, при кото-
рых x210 > (x1)

2∗, будут аналогичны (18). Упростив их, получим следующее
неравенство:(

cos θ − 1

6
− 1

6

√
1− 25z

1− z

)(
cos θ − 1

6
+

1

6

√
1− 25z

1− z

)
< 0.(21)

Легко видеть, что при z ∈ [
1
25 , 1

)
неравенство (21) не выполняется. Таким

образом, можем сделать вывод, что при z ∈ [
1
25 , 1

)
значение x210 � (x1)

2∗,
а значит регулярные прецессии будут устойчивыми при любых значениях
параметров x1, y1.
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3.3. Случай z < 1
25

Рассмотрим наконец случай z < 1
25 . Неравенство (21) будет выполняться

при следующих значениях θ:

θ ∈
(
arccos

(
1

6
+

1

6

√
1− 25z

1− z

)
, arccos

(
1

6
− 1

6

√
1− 25z

1− z

))
.(22)

Введем новое обозначение θ1

θ1 = arccos

(
1

6
+

1

6

√
1− 25z

1− z

)
.

Получается, что при θ ∈ (0, θ1) ∪ (θ2, π) неравенство (21) не будет выпол-
няться, следовательно, регулярные прецессии будут устойчивыми при любых
значениях параметров x1, y1. В случае же, если θ ∈ (θ1, θ2), то регулярные
прецессии будут устойчивы только при x21 > x210.

На рис. 10 при y = 101
200 , z = 1

100 представлена бифуркационная диаграмма
Пуанкаре–Четаева на уровне y1 = 0. Видно, что регулярные прецессии тела,
ответвляющиеся от перманентных вращений, являются устойчивыми вбли-
зи значения θ = π, и устойчивость сохраняется при уменьшении угла до θ2.

4

3

2

1

0,5 1 1,5 2 2,5

θ

x1

3

Рис. 10. Сечение поверхности (11) плоскостью y1 = 0 при y = 101
200 , z =

1
100 .
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Рис. 11. Вид гиперболы и эллипса при y = 101
200 , z =

1
100 ,

θ = arccos
(

1
6 + 1

6

√
1−25z
1−z

)
.

Далее, при значениях θ ∈ (θ1, θ2), регулярные прецессии становятся неустой-
чивыми, и при θ < θ1 снова становятся устойчивыми.

На рис. 11–12 на плоскости безразмерных параметров x1 и y1 представлены
графики гиперболы и эллипса при значениях

z =
1

100
, θ = arccos

(
1

6
+

1

6

√
1− 25z

1− z

)
и θ = arccos

(
1

6
− 1

6

√
1− 25z

1− z

)
.

Видно, что при этих значениях угла θ гиперболы и эллипс касаются, но
не пересекаются.

Итак, окончательно можно сделать вывод, что все регулярные прецес-
сии (6) динамически симметричного твердого тела с неподвижной точкой,
ограниченного поверхностью эллипсоида вращения, находящегося в потоке
частиц, будут устойчивы независимо от величин параметров x1, y1 (а соот-
ветственно и независимо от значений постоянных первых интегралов p1 и p2),
если отношение квадратов полуосей эллипсоида лежит в промежутке

1

25
� z � 2.
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Рис. 12. Вид гиперболы и эллипса при y = 101
200 , z =

1
100 ,
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)
.

При z > 2 регулярные прецессии тела будут устойчивы независимо от зна-
чений параметров x1 и y1 если θ лежит в промежутке

θ ∈
[
0, arccos

(
1

6
− 1

6

√
25z − 1

z − 1

))
.

При значениях θ, принадлежащих промежутку

θ ∈
[
arccos

(
1

6
− 1

6

√
25z − 1

z − 1

)
, π

)

регулярные прецессии устойчивы, если справедливо неравенство

x21 >
y sin4 θ

√
z sin2 θ + cos2 θ

(1 + cos θ)2

(
2− 3 cos θ +

cos θ

z sin2 θ + cos2 θ

)
.

При

0 < z <
1

25
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регулярные прецессии тела будут устойчивы независимо от значений пара-
метров x1 и y1, если θ принадлежит объединению интервалов

θ ∈
(
0, arccos

(
1

6
+

1

6

√
1− 25z

1− z

))⋃(
arccos

(
1

6
− 1

6

√
1− 25z

1− z

)
, π

)
.

При значениях θ, принадлежащих отрезку

θ ∈
[
arccos

(
1

6
+

1

6

√
1− 25z

1− z

)
, arccos

(
1

6
− 1

6

√
1− 25z

1− z

)]

регулярные прецессии будут устойчивы, если выполняется условие

x21 >
y sin4 θ

√
z sin2 θ + cos2 θ

(1 + cos θ)2

(
2− 3 cos θ +

cos θ

z sin2 θ + cos2 θ

)
.

Таковы основные выводы об устойчивости регулярных прецессий динами-
чески симметричного тела с неподвижной точкой, ограниченного поверхно-
стью эллипсоида вращения, в потоке частиц.
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АДАПТИВНАЯ СХЕМА СТАБИЛИЗАЦИИ КОЛЕБАНИЙ
АВТОНОМНОЙ СИСТЕМЫ 1

Рассматривается гладкая автономная система общего вида. Строится
глобальное семейство (по параметру h) невырожденных периодических
решений; на нем период меняется монотонно. Решается задача стаби-
лизации колебаний редуцированной управляемой системы. Применяется
гладкое автономное управление с параметром, зависящим от h, конструи-
руется притягивающий цикл. Результаты конкретизируются для диф-
ференциального уравнения n-го порядка. Устанавливается соответствие
результатов с выводами, полученными для обратимой механической си-
стемы. Для редуцированной консервативной системы предлагается адап-
тивная схема управления для стабилизации любого колебания семейства.
Приводятся приложения.

Ключевые слова: автономная система, невырожденное периодическое ре-
шение, глобальное семейство, теорема Ляпунова о центре, адаптивная схе-
ма, притягивающий цикл, естественная стабилизация.
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1. Введение

Решается задача управления колебаниями (периодическими решениями)
автономной системы общего вида. В невырожденном случае справедлива аль-
тернатива: цикл (изолированное колебание) или семейство колебаний. Период
на семействе невырожденных колебаний монотонно зависит от параметра се-
мейства h. Поэтому в задаче о стабилизации колебаний семейства естествен-
но искать управление с параметром, зависящим от h. В адаптивной системе
управления “регулятор автоматически изменяет свою структуру или свои па-
раметры в зависимости от изменения параметров объекта управления или
свойств возмущения” [1, с. 108].

В данной статье применяется автономное управление, в котором параметр
в регуляторе находится в зависимости от значения параметра h стабилизи-
руемого колебания семейства: регулятор обладает свойством адаптивности.
В этом смысле говорится об адаптивной схеме управления.

В следующем примере

ẍ+ ω2x = εu, u = (1−Kx2)ẋ(1)
1 Статья подготовлена к трехсотлетию Российской академии наук.
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управление u содержит параметр K; ω – частота линейного осциллятора.
При ε = 0 уравнение (1) допускает семейство колебаний x = A cosϕ с ампли-
тудой A и энергией h = ω2A2/2. Для стабилизации выбранного колебания
семейства с энергией h = h∗ в (1) полагается K = 2ω2/h∗. Тогда в (1) реали-
зуется притягивающийся цикл, близкий к колебанию линейного осциллятора
с энергией h∗. Формула для K справедлива для любого колебания семейства.
Применяется адаптивная схема стабилизации.

Уравнение (1) называется осциллятором типа Ван дер Поля. Уравнение
Ван дер Поля [2] получается в (1) при K = 1: в регеративном приемнике ω
настраивается на частоту принимаемого сигнала.

Линейный осциллятор допускает семейство изохронных колебаний. В ма-
тематическом маятнике период колебаний является монотонной функцией
параметра семейства. Такое семейство колебаний называется невырожден-
ным [3].

При исследовании колебаний в многомерной автономной системе необ-
ходимо описать все множество невырожденных колебаний. Возникает про-
блема глобального семейства колебаний: существование, построение, свой-
ства. Кроме интереса для теории обыкновенных дифференциальных урав-
нений, знание о глобальном семействе гарантирует полноту решения задачи
управления.

Основное положение о глобальном семействе заключается в возможности
продолжения любого локального невырожденного семейства периодических
решений на глобальное семейство, на котором параметр семейства принима-
ет всевозможные для решений семейства значения. Построение глобального
семейства для частного случая проводилось в [3]. Адаптивная схема стаби-
лизации колебаний для редуцированной системы на плоскости приводилась
в [3]: строился притягивающий цикл.

Глобальное семейство описывается редуцированной системой, размерность
которой совпадает с размерностью k этого семейства. В общем случае – си-
стемы из n дифференциальных уравнений – имеем 1 < k � n. Вопросы су-
ществования глобального семейства, выделения редуцированной системы и
построения для нее адаптивной схемы стабилизации колебаний рассматрива-
ются в данной статье. Результаты конкретизируются для дифференциально-
го уравнения n-го порядка. Также выясняется, как полученные выводы со-
относятся с результатами для систем, обладающих свойствами обратимости,
консервативности.

Приводятся приложения. Задача трех тел введена Л. Эйлером в 1764 г.
(опубликована в [4]) при изучении движения Луны. Показывается, как в за-
даче строятся глобальные семейства периодических орбит; адаптивная схема
применяется для орбитальной стабилизации. Задача В.В. Белецкого [5] опи-
сывает колебания спутника в плоскости эллиптической орбиты. В частном
случае – на круговой орбите адаптивной схемой управления стабилизируется
любое колебание спутника.
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2. Теорема о глобальном семействе

Рассматривается гладкое автономное уравнение

ż = Z(z), z ∈ Rn,(2)

общее решение которого обозначается через z(z01 , . . . , z
0
n, t), где z0 = (z01 , . . .

. . . , z0n) – начальная точка (при t = 0). Необходимое и достаточное условие
существования T -периодического решения системы (2) записывается в виде
равенства

f ≡ z(z01 , . . . , z
0
n, T )− z0 = 0.(3)

Пусть уравнение (3) имеет решение z0 = z∗, T = T ∗, не совпадающее с рав-
новесием: Z(z∗) �= 0. Тогда уравнение (3) допускает семейство по γ решений

z0 = z∗(γ), T = T ∗,(4)

где γ – сдвиг начального момента времени по траектории. При этом ранг Ra
функциональной матрицы Af (матрицы Якоби) для функции f с парамет-
ром T в точке z∗ при T = T ∗ удовлетворяет неравенству Ra � n− 1.

Случай Ra = n−1 называется невырожденным для периодического реше-
ния (см. [3]). Далее рассматривается случай Ra = n− 1.

В невырожденном случае матрица Af имеет простое нулевое собствен-
ное значение или жорданову k-клетку из нулевых собственных значений:
1 < k � n. В первой ситуации уравнение (3) допускает единственное реше-
ние вида (4). Поэтому автономное уравнение (2) допускает изолированное
периодическое решение – цикл с периодом T ∗.

Вторая ситуация называется случаем семейства периодических решений.
В окрестности решения (4) уравнения (3) выводится линейная система

ξs ≡ ∂fs
∂z01

dz01 + . . . +
∂fs
∂z0n

dz0n +
∂fs
∂T

dT = 0, s = 1, . . . , n,

f = (f1, . . . , fn),

(5)

которая справедлива при произвольном γ. Ранг матрицы Af в (5) равен Ra =
= n− 1. Цикл получается для простого нулевого собственного значения:
в (5) имеем решение dz1(γ) = . . . = dzn(γ) = 0, dT = 0.

Случай семейства реализуется при dT �= 0. Производные

dfs
dT

= Zs(z
∗(γ)), s = 1, . . . , n,

вычисляются в точке (4) и обеспечивают равенство ранга расширенной мат-
рицы в (5) числу n − 1. При этом из (5) вычисляются dz01(γ), . . . , dz0k(γ) как
линейные функции dT . При изменении dT получается семейство решений.
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Сам период T меняется от решения к решению, т.е. является функцией ска-
лярного параметра h: z0 = z0(γ, h), T = T (h). Таким образом, из системы (5)
находится локальное h-семейство. Производная T ′(h∗) �= 0 для значения па-
раметра h = h∗. Поэтому на семействе период T (h) меняется монотонно вме-
сте с параметром семейства h. В этом смысле h-семейство является невырож-
денным [3].

Опр е д е л е н и е 1. Семейство периодических решений уравнения (2) на-
зывается невырожденным, если период T (h) на нем монотонно зависит от
параметра h.

Из изложения следует, что точка z0 = z∗ периодического решения уравне-
ния (2) обладает свойством приводить к невырожденному семейству периоди-
ческих решений. Само опорное периодическое решение также принадлежит
семейству. В этом смысле оно называется невырожденным. Невырожденным
будет и любое периодическое решение невырожденного семейства.

Опр е д е л е н и е 2. Решение, принадлежащее невырожденному семей-
ству периодических решений, называется невырожденным.

Невырожденное периодическое решение продолжается по периоду T или
то же самое – по параметру семейства h. Это свойство называется свойством
локальной продолжимости. Невырожденное периодическое решение продол-
жается одновременно в стороны увеличения и уменьшения периода.

В [3] вводится понятие глобального семейства периодических решений.

Опр е д е л е н и е 3. Невырожденное семейство периодических решений,
на котором параметр h принимает всевозможные для решений семейства
значения, называется глобальным семейством.

При приведении матрицы Af к каноническому виду система (5) распада-
ется на подсистемы, одна из которых – с жордановой k-нулевой клеткой –
приводит к семейству периодических решений, другая подсистема в (5) име-
ет нулевое решение. Поэтому в новых переменных семейство периодических
решений описывается k переменными. В фазовом пространстве глобальное
семейство представляется связным k-мерным множеством точек.

В невырожденном для периодического решения случае Ra = n− 1 cпра-
ведлива

Те ор ем а 1. Пусть уравнение (2) допускает невырожденное периодиче-
ское решение. Тогда оно продолжается по периоду T на глобальное семей-
ство Σ. На Σ период T (h) монотонно зависит от параметра семейства h.
Семейство Σ заполняет глобальную область Σ̂; Σ описывается редуциро-
ванной системой k-го порядка. Для точек области Σ̂ ранг Ra = n− 1, на ее
границе ∂Σ̂ условие Ra = n− 1 не выполняется.

Дока з а т е л ь с т в о. Невырожденное периодическое решение обладает
свойством локальной продолжимости. Это свойство не зависит от размерно-
сти k жордановой клетки с нулевыми собственными значениями матрицы Af .
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Поэтому доказательство теоремы 1 с точностью до размерности жордановой
k-нулевой клетки и несущественных редакционных изменений совпадает с
доказательством теоремы [3, теорема 1] для случая k = 2. При этом редуци-
рованная система описывается системой k-го порядка.

Зам е ч а ни е 1. При подходе к границе ∂Σ̂ прозводная T ′(h) может стре-
миться к нулю, бесконечности или перестает существовать.

Зам е ч а ни е 2. В системе (2) возможно одновременное существование
нескольких глобальных семейств периодических решений с одним k. Также
нет препятствий к одновременному существованию глобальных семейств с
разными k.

3. Адаптивная схема управления для редуцированной системы

Согласно теореме 1 глобальное семейство периодических решений Σ =
= {ϕs(h, t)} может описываться редуцированной системой в Rk:

ẋs = Xs(x1, . . . , xk), s = 1, . . . , k.(6)

Ставится задача стабилизации любого T (h)-периодического колебания ϕ
из семейства Σ, выбранного значением параметра h. Применяется управле-
ние, содержащее параметр K; значение K выбирается в зависимости от ве-
личины h: K = K(h). Управление задается гладкой функцией F переменных
x1, . . . , xk и действует с малым коэффициентом ε усиления сигнала регуля-
тора. В управляемой системе

ẋs = Xs(x1, . . . , xk) + εFs, s = 1, . . . , k,(7)

стабилизируемое колебание будет ε-близким к колебанию системы (7). Пара-
метромK в управлении обеспечивается тождественное выполнение по h усло-
вий существования в (7) периодического решения. Тогда колебание с пара-
метром h = h∗ стабилизируется при подстановке в управление F числа K =
= K(h∗), для которого выполняется условие dK(h∗)/dh �= 0. В частном слу-
чае k = 2 схема реализована в [3].

Задача стабилизации ставится в малом. Она решается построением при-
тягивающего цикла. Поэтому далее находятся условия существования цикла
и вычисляются характеристические показатели (ХП) для цикла. Эти зада-
чи решаются в окрестности опорного колебания x = ϕ(h∗, t) линеаризованной
системой. Управления Fs вычисляется на опорном колебании. Отклонения от
опорного колебания и число ε рассматриваются одного порядка.

В системе (7) полагается: Δs = xs − ϕs, s = 1, . . . , k. Выписываются урав-
нения для переменных Δs. В линейном приближении по Δs получаются урав-
нения для вариаций δxs. Далее анализируется периодическое решение управ-
ляемой системы

δẋs = ps1δx1 + . . .+ pskδxk + εFs, s = 1, . . . , k.(8)
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Система (8) с точностью до нелинейных членов совпадает с системой, вы-
водимой из (7) для приращений Δs. В окрестности опорного колебания из
линеаризованной системы (8) выводится цикл системы (7).

На многообразии Σ̂ переменные

δxj =
∂xj
∂h

, j = 1, . . . , k,

являются функциями h и t. Через {y1, . . . , yk} обозначается решение сопря-
женной системы. Тогда соотношение

y1δx1 + . . . + ykδxk = const(9)

представляет первый интеграл линейной однородной системы в (8). Набором
этих интегралов однородная линейная система с периодическими коэффи-
циентами в (8) приводится к системе с постоянными коэффициентами. Для
случая жордановой k-нулевой клетки получаются уравнения

u̇1 = 0, u̇2 = −u1, . . . , u̇k = −uk−1.(10)

Выпишем все решения сопряженной системы:

ys1 = ψs1,

ys2 = tψs1 + ψs2,

. . .

ysk =
tk−1ψs1
k − 1

+ . . .+ tψs,k−1 + ψsk,

(11)

где ψsj – функции с периодом T (h). Тогда преобразование Ляпунова дается
формулами

uj = ψ1jδx1 + . . .+ ψkjδxk, j = 1, . . . , k,(12)

с невырожденной периодической матрицей ||ψsj(h, t)||. Из этих формул полу-
чаются производные

u̇j = ψ1j
dδx1
dt

+ . . .+ ψkj
dδxk
dt

+ ψ̇1jδx1 + . . . + ψ̇kjδxk, j = 1, . . . , k.

Поэтому управляемая система (8) в переменных uj отличается от (10) сла-
гаемыми неодродности и записывается в виде:

u̇1 = ε(ψ11F1 + . . . + ψk1Fk) = εF̂ ,

u̇j = −uj−1 + ε(ψ1jF1 + . . .+ ψkjFk), j = 2, . . . , k.
(13)

Системой (13) на многообразии Σ̂ при T = T ∗ задается отображение t :
0 → T ∗. При ε = 0 отображение допускает нулевую неподвижную точку. При
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ε �= 0 необходимые условия существования неподвижной точки даются ам-
плитудным уравнением

I(h) ≡
T ∗∫
0

F̂ dt =

T ∗∫
0

k∑
s=1

ψs1Fsdt = 0(14)

(см. [6, гл.VI, §8, стр. 413, §9, стр. 417]). Уравнение (14) составляется относи-
тельно неизвестной h, при этом функция F̂ , наряду с h, содержит параметр
K = K(h∗). Конкретный вид (14) приводится к примеру далее для (21). Про-
стому корню h = h∗ амплитудного уравнения (14) отвечает изолированное
периодическое решение системы (13), значит, системы (8). Система (8) с точ-
ностью до нелинейных слагаемых (в окрестности исследуемого колебания)
описывает цикл системы (7). Поэтому цикл системы (7) выводится из ампли-
тудного уравнения (14). Достаточным условием существования цикла будет
неравенство dI(h∗)/dh �= 0.

ХП цикла находятся из уравнений в вариациях. В случае жордановой
k-нулевой клетки для определения ХП вычисляется одно число α (см. [6, гл. 3,
§ 11]). Оно показывает изменение вариации за период. Сами вариации нахо-
дятся как производные от функций us по параметру h.

Первое уравнение системы (13) записывается следующим образом:

u̇1(h
∗, t) = ε

[
F̂∗ +

k∑
s=1

(
∂F̂

∂xs

∂xs
∂h

)
∗
Δh+ . . .

]
,

где звездочкой помечено вычисление при h = h∗. Тогда для приращения Δh
получается

d(Δu1)

dt
= ε

[
k∑
s=1

(
∂F̂

∂xs

∂xs
∂h

)
∗
Δh+ . . .

]
,

откуда находится уравнение для производной

d

dt

(
∂u1
∂h

)
∗
= ε

k∑
s=1

(
∂F̂

∂xs

∂xs
∂h

)
∗
= ε

∂F̂ (h∗, t)
∂h

.

Изменение производной за период приводит к ХП цикла

(
∂u1
∂h

)
∗
=

ε

T ∗

T ∗∫
0

∂

(
k∑
s=1

ψs(h
∗, t)Fs(h∗, t)

)
∂h

dt.

Таким образом, ХП цикла α вычисляется по формуле

α =
ε

T ∗

T ∗∫
0

∂F̂ (h∗, t)
∂h

dt.(15)
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Те ор ем а 2. Для редуцированной управляемой системы (7) задача ста-
билизации цикла для любого выбранного значения параметра h = h∗ ре-
шается гладким управлением F , действующим с малым коэффициентом
усиления сигнала регулятора. Достаточным условием стабилизации яв-
ляется выполнение неравенства dI(h∗)/dh < 0 на корень амплитудного
уравнения (14). Характеристический показатель цикла вычисляется по
формуле (15).

Теорема 2 применяется ко всем колебаниям глобального семейства. Управ-
ление содержит параметр h, находится из условия тождественного выполне-
ния по h амплитудного уравнения и строится как обобщение универсального
управления из [7]. В случае k = 2 ряд конкретных управлений, удовлетворя-
ющих теореме 2, приведен в [3]. Для уравнения n-порядка адаптивное управ-
ление дается в разделе 4.

Зам е ч а ни е 3. Согласно теореме 2 задача стабилизации цикла решает-
ся управлением F̂ . Поэтому в системе (8) можно выбирать управление F̂ , в
котором полагается, например, Fs ≡ 0; s = 2, . . . , k. Для уравнения второго
порядка (k = 2) применяется управление, в котором F1 ≡ 0, F2 �= 0.

4. Дифференциальное уравнение n-го порядка

Случай жордановой n-клетки с нулевыми собственными значения матри-
цы Af является единственным для одного дифференциального уравнения
n-го порядка

x(n) = X(x, x′, . . . , x(n−1)),(16)

где x(j) означает производную j-го порядка от x.
В самом деле, уравнение (16) записывается как система

ẋs = xs+1, s = 1, . . . , n− 1,

ẋn = X(x1, . . . , xn),
(17)

где функции в (2) равны: Xs = xs+1, s = 1, . . . , n − 1. Поэтому из уравне-
ния (3) получается, что сама матрица Af представляет собой жорданову
n-клетку с нулевыми собственными значениями.

Таким образом, если система (17) обладает невырожденным периодиче-
ским решением, то оно согласно теореме 1 принадлежит глобальному семей-
ству T (h)-периодических решений, на котором период монотонно зависит от
параметра h. Решения задаются в пространстве (x, x′, . . . , x(n−1)). Периоди-
ческое решение уравнения (16) обозначается через x = ϕ(h, t).

Поставим задачу стабилизации выделенного значением h = h∗ решения
уравнения (16). Для этого в записи системы (7) выбирается векторное управ-
ление F = (F1, . . . , Fn), удовлетворяющее амплитудному уравнению (14) с
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простым корнем. В теореме 2 применяется скалярное управление F̂ , фор-
мируемое из координат вектора F . В частном случае системы (7) – урав-
нения (17) полагается: F1 = . . . = Fn−1 = 0, а функция Fn выписывается в
явном виде. Тогда получается управляемая система

x(n) = X(x, x′, . . . , x(n−1)) + σε[1 −Kx2]x′,(18)

где управление Fn действует c малым коэффициентом усиления, а число σ
равно 1 или (−1). Коэффициент K выбирается в зависимости от значения
параметра h: K = K(h). Для стабилизации колебания с h = h∗ принимается
K = K(h∗).

Таким образом строится адаптивная схема управления.
Применяемое в (18) управление является аналогом универсального управ-

ления, предложенного в [7]. Оно удовлетворяет амплитудному уравне-
нию (14), которое почти для всех точек семейства по параметру h имеет
простой корень.

Функция K(h) получается из условия тождественного выполнения по h
амплитудного уравнения (14) и вычисляется по формуле

K(h) =

T (h)∫
0

ψnn(h, t)ϕ
′(h, t)dt

T (h)∫
0

ϕ2(h, t)ψnn(h, t)ϕ′(h, t)dt

;

функция ψnn(h, t) берется из (12). Тогда для функции I(h) из (14) в точке
h = h∗ справедливы формулы

dI(h∗)
dh

= χν(h∗), χ =
dK(h∗)
dh

, ν(h∗) =

T (h∗)∫
0

ψnn(h
∗, t)ϕ′(h∗, t)dt.(19)

В результате справедлива следующая

Те ор ем а 3. Если дифференциальное уравнение n-го порядка допускает
невырожденное периодическое решение, то оно принадлежит глобальному
семейству по скалярному параметру h. Решение со значением парамет-
ра h = h∗, χν �= 0, стабилизируется по адаптивной схеме управления (18),
в которой полагается K = K(h∗): знак числа σ обеспечивает притяжение
к циклу.

Зам е ч а ни е 4. Из записи уравнения (16) в виде (17) и применения
для (17) адаптивной системы управления раздела 4 следует, что в уравне-
нии (18) притяжение к циклу происходит в пространстве (x, x′, . . . , x(n−1)).
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5. Симметричные периодические движения

Автономная система общего вида (2) может обладать дополнительными
свойствами, например быть консервативной, обратимой, записываться в га-
мильтоной форме и т.д. При этом теорема 1 остается справедливой. Однако
для некоторых систем теорема 1 нуждается в уточнении.

Далее понятие глобального семейства периодических решений ОДУ кон-
кретизируется для симметричных периодических движений.

Обратимая динамическая система с фазовым вектором z и невырожден-
ным отображением G обладает свойством пространственно-временной сим-
метрии в смысле инвариантности относительно преобразования: (z, t) →
→ (Gz,−t). Она описывает модели в различных областях знаний (см. об-
зор [8]). В случае

G =

∥∥∥∥ Il 0
0 −In

∥∥∥∥ , l � n

(Ij – единичная (j × j)-матрица) получим обратимую механическую систе-
му [9]. Фазовое пространство этой системы описывается векторами u и v
такими, что dimu = l, dim v = n, а преобразование симметрии имеет вид
(u, v, t) → (u,−v,−t). При этом в механике за вектор u обычно принимает-
ся вектор обобщенных координат (квазикоординат), а за вектор v – вектор
обобщенных скоростей (квазискоростей). МножествоM = {u, v : v = 0} назы-
вается неподвижным множеством обратимой механической системы.

Фазовый портрет обратимой механической системы симметричен относи-
тельно множестваM . Траектории, пересекающиеM , называются симметрич-
ными. Двоекратное пересечение траекторией множества приводит к симмет-
ричному периодическому движению (СПД). На СПД периода T/2 в моменты
времени t = 0, T/2 траектория пересекает множество M . Необходимые и до-
статочные условия существования СПД периода T/2 даются равенствами

vs(u
0
1, . . . , u

0
l , τ) = 0, τ = 0, T/2; s = 1, . . . , n,(20)

где u0 ∈M – значение на СПД. Вводится матрица

A(u0, T/2) = ||asj || =
∥∥∥∥∥ ∂vs(u

0
1, . . . , u

0
l , T/2)

∂u0j

∥∥∥∥∥ .
Опр е д е л е н и е 4. Случай detA(u0, T/2) �= 0 называется невырожден-

ным для симметричного периодического движения, а само СПД – невырож-
денным.

СПД является периодическим решением. Из определения 4 следует, что
невырожденные СПД образуют семейство, на котором монотонно меняется
период: для него справедливо определение 1. Равенство (20) также справед-
ливо на периоде. При этом условия (3), записанные для СПД, выполняются
тождественно по (l − n) значениям u0j . Значит, матрица Af в (5) содержит
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(l − n) простых нулевых собственных значений. Поэтому условие невырож-
денности rankAf = Ra = l + n− 1, введенное для системы общего вида (2),
выполняется для обратимой механической системы только при l = n. Соот-
ветственно, теорема 1 справедлива для СПД только в случае l = n.

С другой стороны, определение 3 в формулировке, где в обратимой меха-
нической системе не подразумевается условие невырожденности в виде ра-
венства Ra = l + n − 1, остается справедливым для СПД в общей ситуации.
Поэтому теорема 1 о глобальном семействе остается справедливой в следую-
щей формулировке.

Те ор ем а 4. Невырожденное СПД обратимой механической системы
всегда продолжается на глобальное семейство невырожденных СПД, кото-
рое описывается редуцированной обратимой механической системой с пере-
менными: вектором u ∈ Rl−n и скаляром v.

Наиболее полное доказательство теоремы 4 приведено в [10]. Адаптивная
схема стабилизации колебаний для редуцированной обратимой механической
системы построена в [11].

Теоремой 4 закрывается важный вырожденный для теоремы 1 случай сим-
метричных периодических движений.

6. Консервативная система

Для определенности полагается, что консервативная система задается
уравнениями Лагранжа второго рода и подвержена действию потенциальных
сил. Тогда она описывается системой уравнений второго порядка. Пусть через
q и q̇ обозначены векторы координат и скоростей соответственно. Тогда дина-
мические уравнения инвариантны относительно замены: (q, q̇, t) → (q, q̇,−t).
Поэтому консервативная система принадлежит к классу обратимых механи-
ческих систем, где размерности векторов q и q̇ совпадают. Положения равно-
весия системы принадлежат неподвижному множеству системы. Невырож-
денные равновесия делятся на центры и седла. Согласно теореме Ляпуно-
ва о центре (см. [12]), к центру примыкает локальное семейство нелинейных
периодических движений (ляпуновское семейство). Для него размерность ну-
левой жордановой клетки k = 2. В силу наличия в системе интеграла энер-
гии период на семействе будет монотонной функцией постоянной энергии h.
Поэтому ляпуновское семейство состоит из невырожденных периодических
движений. По теореме 1 оно продолжается на глобальное семейство невырож-
денных периодических решений, причем редуцированная система содержит
два уравнения первого порядка. Такой же вывод получается по теореме 4,
но здесь уточняется, что редуцированная система принадлежит к классу об-
ратимых механических систем. В силу консервативности исходной системы
получается редуцированная консервативная система с одной степенью свобо-
ды (см. [13, лемма П.1]).
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Таким образом, ляпуновские семейства консервативной системы всегда
продолжаются на глобальные семейства симметричных периодических дви-
жений: справедлива глобальная теорема Ляпунова о центре, выведенная
впервые в [3].

Консервативная система может описываться уравнениями, не принадле-
жащими к классу обратимых механических систем. В этом случае примене-
ние к системе теоремы 1 также приводит к редуцированной консервативной
системе с одной степенью свободы: интеграл энергии сохраняется.

Для обратимой системы с одной степенью свободы в [7, теорема 1] построе-
на управляемая система, которая почти для всех колебаний решает задачу
стабилизации. Оказывается, в редуцированной консервативной системе ста-
билизируются все колебания семейства.

Рассматривается управляемая консервативная система с одной степенью
свободы

ẍ+ f(x) = εσ(1 −Kx2)ẋ,(21)

содержащая параметр K и при ε = 0 допускающая интеграл энергии

ẋ2

2
+

∫
f(x)dx = h(const)

(σ принимает значение 1 или (−1)). Предполагается, что при ε = 0 систе-
ма (21) допускает семейство невырожденных периодических движений x =
= ϕ(h, t).

Необходимые и достаточные условия существования притягивающего цик-
ла, близкого к колебанию с параметром системы h = h∗, даются простым
корнем амплитудного уравнения

I(h)≡
T (h∗)∫
0

[1−K(h∗)ϕ2(h, t)]ϕ̇(h, t)dt = 0.

Функция K(h) вычисляется по формуле

K(h) =

T (h)∫
0

ϕ̇2(h, t)dt

T (h)∫
0

ϕ2(h, t)ϕ̇2(h, t)dt

,(22)

а неравенство dK(h∗)/dh �= 0 доставляет условие простоты корня амплитуд-
ного уравнения.

Те ор ем а 5. Системой (21) с параметром K решается задача стабили-
зации любого колебания, близкого к колебанию консервативной системы с
одной степенью свободы.
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Дока з а т е л ь с т в о. Введем новое время τ = t/T (h). Тогда период коле-
баний не зависит от h и равен 1, формула (22) записывается в виде

K(h) =

1∫
0

z2(τ)dτ

1∫
0

ϕ2(h, T (h)τ)z2(τ)dτ

.

На семействе колебаний функция ϕ2(h, t) при фиксированном t монотонно
зависит от h. Это справедливо для любого типа семейства: невырожденного
или вырожденного. Следовательно, функция K(h) монотонна на семействе
колебаний консервативной системы.

Таким образом, достаточное условие в [7, теорема 1] выполняется всегда
для любого типа семейства – нерожденного и вырожденного, и теорема 5
доказана.

Зам е ч а ни е 5. Для вырожденного семейства функция K(h) вычисляет-
ся в явном виде (см. [13]).

Зам е ч а ни е 6. Согласно теореме 5 посредством адаптивной схемы полу-
чается исчерпывающее решение задачи стабилизации любого колебания из
семейства консервативной системы с одной степенью свободы.

Зам е ч а ни е 7. Результат остается справедливым для консервативной
системы с произвольным числом степеней свободы.

7. Приложения

1. Ограниченная плоская задача трех тел описывается уравнениями [14]:

ẍ− 2ẏ =
∂Ω

∂x
, ÿ + 2ẋ =

∂Ω

∂y
,

Ω =
1

2
(x2 + y2) +

1− μ

r0
+
μ

r1
, Ω(x, y) = Ω(x,−y),

r20 = (x+ μ)2 + y2, r21 = (x− 1 + μ)2 + y2.

(23)

Они содержат единственный безразмерный массовый параметр μ.
Система (23) допускает интеграл энергии. В силу своей инвариантности

относительно преобразования

{x, y, ẋ, ẏ, t} → {x,−y,−ẋ, ẏ,−t}
система (23) также относится к обратимой механической системе.

Положения относительного равновесия (точки либрации) находятся из
уравнений

∂Ω

∂x
= 0,

∂Ω

∂y
= 0.
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Задача допускает пять точек либрации Li, i = 1, . . . , 5. При этом L1, L2, L3

лежат на оси абсцисс x, а точки L4 и L5 расположены симметрично относи-
тельно оси x и образуют равносторонние треугольники с основными телами,
расположенными на оси x.

Точки L1, L2 и L3 относятся к равновесиям обратимой механической си-
стемы. К ним всегда примыкает симметричное ляпуновское семейство, для
которого матрица Af раздела 2 имеет жорданову 2-нулевую клетку. Применя-
ется теорема 4. Глобальное семейство описывается консервативной системой
с одной степенью свободы, обладающей симметричными орбитами. По теоре-
ме 5 задача орбитальной стабилизации любой орбиты решается адаптивной
схемой управления.

К точкам L4 и L5 применяется теорема 1. Система (23) консервативна,
поэтому глобальное семейство описывается консервативной системой с од-
ной степенью свободы. Любая орбита глобального семейства стабилизируется
применением теоремы 5.

Ограниченная задача трех тел является основной в теории орбит [15].
В теории управляемого орбитального движения решается задача орбиталь-
ной стабилизации. Результаты по задаче планируются подробно описать в
отдельной статье.

2. Стабилизация колебаний спутника. Движение спутника в плоскости ор-
биты под действием гравитационных сил описывается уравнением В.В. Бе-
лецкого [5]. Далее рассматривается частный случай – круговой орбиты. Здесь
уравнение Белецкого приобретает вид

α̈+ μ sinα cosα = 0, α̇ =
dα

dv
,(24)

где μ – инерциальный параметр (|μ| � 3), α – угол между радиусом-вектором
центра масс и главной центральной осью инерции спутника в плоскости орби-
ты, v – истинная аномалия, выбранная в качестве независимой переменной.
Получается уравнение математического маятника

ÿ + μ sin y = 0, μ > 0, y = 2α,

или

ÿ + |μ| sin y = 0, μ < 0, y = 2α+ π.

Колебания спутника образуют семейство от начального отклонения по углу y,
на котором период T (h) возрастает.

В [13] для стабилизации колебаний предлагается применять мехатронную
схему с осциллятором типа Ван дер Поля. Мехатронная схема является адап-
тивной в смысле данной статьи.

Согласно теореме 5 локальная стабилизация любого колебания достигает-
ся применением адаптивной схемы

ẍ+ |μ| sinx = εσ(1 −Kx2)ẋ,
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где x = 2α, μ > 0 или x = 2α+ π, μ < 0, и выбирается σ = 1. Здесь уже не
используется осциллятор типа Ван дер Поля.

Заметим, что схема стабилизации равновесия в задаче о вращательном
движении спутника предлагается, например, в [16].

8. Заключение

Периодическое решение автономной системы общего вида в невырожден-
ном случае может быть циклом или принадлежать семейству. Для цикла
матрица Якоби имеет одно нулевое собственное значение, семейству соответ-
ствует жорданова k-нулевая клетка. Обычно рассматривается случай k = 2;
для него в [3] построено глобальное семейство невырожденных периодиче-
ских решений, которое описывается редуцированной системой второго поряд-
ка. Эти результаты справедливы для общего случая размерности 1 < k � n
(n-размерность автономной системы). Для редуцированной системы поряд-
ка k строится адаптивная схема стабилизации колебаний. Применяется авто-
номное управление с параметром K(h), зависящим от параметра h глобаль-
ного семейства. Оно является обобщением на систему произвольного порядка
управления из [7]; значением h выделяется колебание в глобальном семействе.
Стабилизация происходит путем реализации притягивающего цикла.

Для дифференциального уравнения n-го порядка по переменной x реду-
цированная система совпадает с исходной. Для стабилизации периодическо-
го решения применяется управление – нелинейная диссипация, линейная по
скорости, действующая в окрестности цикла, содержащая параметр и обес-
печивающая притяжение к циклу в пространстве (x, x′, . . . , x(n−1)).

Аналогичные результаты известны (см. [10]) для симметричных перио-
дических движений обратимых механических систем. В случае пространст-
венно-временной симметрии матрица Якоби допускает нулевые собственные
значения: простые и одну жорданову 2-клетку. Консервативной системе отве-
чает жорданова 2-нулевая клетка. Задача стабилизации колебаний семейства
находит исчерпывающее решение для консервативной системы с одной сте-
пенью свободы: в управляемой системе автоматически выполняются условие
стабилизации выбранного колебания.

СПИСОК ЛИТЕРАТУРЫ

1. Андриевский Б.Р., Балашов М.В., Бахтадзе Н.Н., и др. Теория управле-
ния (дополнительные главы): Учебное пособие / Под ред. Д. А. Новикова.
М.: ЛЕНАНД, 2019.

2. Van der Pol B. On relaxation-oscillations in the circuit with non-linear resistence //
Philos. Mag. 1927. Ser. 7. V. 3. No. 13. P. 65–80.

3. Тхай В.Н. Стабилизация колебаний управляемой автономной системы // АиТ.
2023. № 5. С. 29–44.
Tkhai V.N. Stabilization of Oscillations of a Controlled Autonomous System//
Autom. Remote Control. 2023. V. 84. No. 5. P. 520–531.

91



4. Euler L. Consideratios de motu corporum coelestrium // Novi Comm. Acad. Sci.
Petrop. 1766. T.10.

5. Белецкий В.В. Движение искусственного спутника Земли относительно центра
масс // Искусственные спутники Земли. 1958. № 1. C. 25–43. М.: Изд-во АН
СССР, 1958.

6. Малкин И.Г. Некоторые задачи теории нелинейных колебаний. М.: Гостехиздат,
1956.

7. Тхай В.Н. Стабилизация колебания управляемой механической системы // АиТ.
2019. № 11. С. 83–92.
Tkhai V.N. Stabilizing the Oscillations of a Controlled Mechanical System // Autom.
Remote Control. 2019. V. 80. No. 11. P. 1996–2004.

8. Lamb J.S.W., Roberts J.A.G. Time-reversal symmetry in dynamical systems:
A survey // Physica D. 1998. V. 112. No. 1–2. P. 1–39.

9. Тхай В.Н. Обратимость механических систем // Прикл. матем. и механ. 1991.
Т. 55. Вып. 4. С. 578–586.

10. Тхай В.Н. Семейство колебаний, связывающее устойчивое и неустойчивое пер-
манентные вращения тяжелого твердого тела с неподвижной точкой // Изв.
РАН. Механика твердого тела. 2023. № 6. С. 165–179.

11. Тхай В.Н. Стабилизация колебаний управляемой обратимой механической си-
стемы // АиТ. 2022. № 9. С. 94–108.
Tkhai V.N. Stabilization of Oscillations of a Controlled Reversible Mechanical
System // Autom. Remote Control. 2022. V. 83. No. 9. P. 94–108.

12. Ляпунов А.М. Общая задача об устойчивости движения / Собр. соч. М.; Л.:
Изд-во АН СССР, 1956. Т. 2. С. 7–263.

13. Тхай В.Н. Режим цикла в связанной консервативной системе // АиТ. 2022. № 2.
С. 90–106.
Tkhai V.N. Cycle Mode in a Coupled Conservative System // Autom. Remote
Control. 2022. V. 83. No. 2. P. 237–251.

14. Дубошин Г.Н. Небесная механика. Аналитические и качественные методы.
М.: Наука, 1964.

15. Szebehely V. Theory of Orbits. New York, Academic Press. 1967.

16. Александров А.Ю., Тихонов А.А. Электродинамическое управление с распре-
деленным запаздыванием для стабилизиции ИСЗ на экваториальной орбите //
Космические исследования. 2022. Т. 60. № 5. С. 404–412.

Статья представлена к публикации членом редколлегии А.А. Галяевым.

Поступила в редакцию 30.01.2024
После доработки 30.04.2024
Принята к публикации 10.06.2024

92



Автоматика и телемеханика, № 9, 2024

Стохастические системы

c© 2024 г. Ю.В. МАЛИНКОВСКИЙ, д-р физ.-мат. наук (malinkovsky@gsu.by),
С.Ю. ЕВМЕНЕНКО (stas.evmenenko@yandex.ru)

(Гомельский государственный университет им. Ф. Скорины)

ИНВАРИАНТНОСТЬ СТАЦИОНАРНОГО РАСПРЕДЕЛЕНИЯ
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НА ВРЕМЯ ПРЕБЫВАНИЯ

Рассматривается открытая сеть обслуживания с однолинейными узла-
ми и экспоненциальным ограничением на время пребывания запросов в
узлах. Запросы, время пребывания которых в узле закончилось, мгновен-
но и независимо от других запросов начинают перемещаться по матри-
це, отличной от матрицы маршрутизации обслуженных запросов. В сеть
поступает простейший поток запросов. Устанавливается инвариантность
стационарного распределения по отношению к функциональной форме
распределений длительностей обслуживания при фиксированных первых
моментах.

Ключевые слова: теория вероятностей, теория массового обслуживания,
условие эргодичности, открытая сеть массового обслуживания, сеть с экс-
поненциальным ограничением на время пребывания запросов в узлах, ин-
вариантность стационарного распределения.
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1. Введение

Важную роль при исследовании сетей массового обслуживания играет до-
казательство инвариантности стационарного распределения вероятностей со-
стояний по отношению к форме распределения длительностей обслуживания
запросов в узлах. Это связано с тем, что на практике распределение продол-
жительности обслуживания обычно отличается от показательного.

В ряде работ, например в [1, 2], инвариантность установлена в предположе-
нии, что распределения длительностей обслуживания имеют рациональные
преобразования Лапласа–Стилтьеса. В [3] была доказана инвариатность ста-
ционарного распределения для открытых и замкнутых сетей обслуживания
с обходами узлов запросами. Результаты по инвариантности стационарного
распределения сетей при более общих предположениях получены, например,
в [4–7]. В [8, 9] показаны примеры применения аппарата сетей обслуживания
к современным инфокоммуникационным системам и сетям. В [10, 11] была
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обоснована необходимость исследования сетей обслуживания, в которых за-
прос может покинуть узел, не дожидаясь окончания обслуживания. Однако
в указанных работах считалось, что продолжительности обслуживания за-
просов имеют показательное распределение.

В настоящей работе рассматривается сеть обслуживания с экспоненци-
альным ограничением на время пребывания запросов в узлах, в которой про-
должительности обслуживания имеют произвольный закон распределения,
а дисциплина обслуживания запросов в узлах имеет следующую специфику.
Запрос, поступающий в некоторый узел, обладает абсолютным приоритетом
по отношению ко всем остальным запросам в узле, а вытесненный с прибора
запрос при повторном его попадании на прибор дообслуживается оставшееся
время. Доказывается, что стационарное распределение вероятностей состоя-
ний указанных сетей не зависит от функционального вида законов распре-
деления длительностей обслуживания запросов в узлах при фиксированных
первых моментах.

2. Марковский случай

В сеть массового обслуживания, состояющую из N однолинейных узлов
(систем), поступает стационарный пуассоновский поток запросов с интенсив-
ностью λ. Каждый поступающий запрос независимо от других запросов с
вероятностью p0i направляется в i -й узел (i = 1, N,

∑N
i=1 p0i = 1). Число мест

для ожидания в узле неограниченно.
Состояние сети будем описывать вектором n(t) = (n1(t), . . . , nN (t)), где

ni(t) – число запросов в i -м узле в момент времени t.
Время пребывания запроса в i -м узле является случайной величиной,

условное распределение которой (если в i -м узле находится ni запросов) пока-
зательное с параметром νi

ni
. Другими словами, условная вероятность того, что

пребывание каждого запроса в i -м узле закончится в промежутке [t, t+ h),
если в момент t в узле находилось ni запросов, равна νi

ni
h+ o(h) при h→ 0,

а условная вероятность завершения пребывания хотя бы одного из этих за-
просов равна νih+ o(h). Запрос, обслуженный в i -м узле, мгновенно и неза-
висимо от других запросов с вероятностью pij направляется в j -й узел сети,
а с вероятностью pi0 покидает сеть (

∑N
j=0 pij = 1). Запрос, время пребывания

которого в i -м узле закончилось, мгновенно и независимо от других запросов
с вероятностью rij направляется в j -й узел сети, а с вероятностью ri0 покида-
ет сеть (

∑N
j=0 rij = 1). Для удобства введем узел 0, который отождествим с

внешностью сети. Введем также следующие две стохастические квадратные
матрицы порядка N + 1:

P =

⎡⎢⎢⎣
0 p01 p02 . . . p0N
p10 p11 p12 . . . p1N
. . . . . . . . . . . . . . .
pN0 pN1 pN2 . . . pNN

⎤⎥⎥⎦ , R =

⎡⎢⎢⎣
0 p01 p02 . . . p0N
r10 r11 r12 . . . r1N
. . . . . . . . . . . . . . .
rN0 rN1 rN2 . . . rNN

⎤⎥⎥⎦ ,
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которые назовем матрицами маршрутизации соответственно обслуженных и
«потерянных» запросов. Итак, p00 = r00 = 0, r0j = p0j для остальных j. Оче-
видно, матрица S = (sij, i, j = 0, N ), где для i �= 0

sij =
μipij + νirij
μi + νi

=
μi

μi + νi
pij +

νi
μi + νi

rij,

а s0j = poj, также является стохастической и по смыслу управляет движе-
нием запросов по узлам 0, 1, . . . , N без учета того, за счет чего (окончания
обслуживания или окончания времени пребывания) запрос покидает узел.
Будем называть эту матрицу матрицей маршрутизации.

Будем предполагать, что матрица sij неприводима. Уравнение

(1) εj = p0j +

N∑
i=1

εisij (j = 1, N )

будем называть уравнением трафика. И в силу неприводимости матрицы sij
уравнение (1) будет иметь единственное решение (εj), для которого εj > 0,
(j = 1, N ).

Пусть длительности обслуживания запросов в узлах имеют показательное
распределение, т.е. для i -го узла

Bi(t) = 1− exp [−μit] (t > 0).

Тогда n(t) – однородный марковский процесс с непрерывным временем и не
более чем счетным фазовым пространством состояний.

В [10] для системы с ограниченным временем пребывания установлено,
что при выполнении условия λεi

μi+νi
< 1, i = 1, N цепь Маркова, описывающая

число запросов в сети в момент времени t, эргодична, ее стационарное рас-
пределение имеет вид p(n) = p1(n1) . . . pN (nN ) с множителями

pi(ni) =

(
λεi

μi + νi

)ni
(
1− λεi

μi + νi

)
,

а уравнение глобального равновесия имеет вид

p(n)

(
λ+

N∑
i=1

(μi(1− pii) + νi(1− rii))Ini �=0

)
=

=

N∑
i=1

p(n− ei)λp0i +

N∑
i=1

p(n+ ei)(μipi0 + νiri0) +

+
N∑
i=1

N∑
j=1,j �=i

p(n+ ej − ei)(μjpji + νjrji).

(2)
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3. Немарковский случай

Будем предполагать, что времена обслуживания запросов в узлах не зави-
сят от процесса поступления и друг от друга и имеют произвольную функцию
распределения Bi(t),

(3) (μi)
−1 =

∞∫
0

[1−Bi(t)]dt,

где μi – скорость обслуживания запросов занятым i -м узлом. Если запрос
поступает в узел, свободный от запросов, он сразу начинает обслуживать-
ся. Если запрос поступает в узел, в котором уже есть запрос, то он выби-
вает запрос, находящийся на приборе, и сразу же начинает обслуживаться,
а выбитый с прибора запрос становится в начало очереди (дисциплина LCFS
Preemtive Resume). В этом случае процесс n(t), вообще говоря, не является
марковским. Тем не менее для него справедлива

Те ор ем а 1. Цепь Маркова, описывающая число запросов в сети в мо-
мент времени t, эргодична, если выполнено условие λεi

μi+νi
< 1, i = 1, N , а еe

стационарное распределение имеет вид p(n) = p1(n1) . . . pN (nN ) с множите-
лями

pi(ni) =

(
λεi

μi + νi

)ni
(
1− λεi

μi + νi

)
.

Дока з а т е л ь с т в о. Пусть τik(t) – остаточное время обслуживания за-
проса в i -м узле с момента t до момента окончания времени обслуживания,
а τi(t) = (τi1(t), τi2(t), . . . , τini(t)) – вектор, описывающий, остаточное время
пребывания запросов в i -м узле; где k-номер позиции, на которой находит-
ся запрос от “хвоста” к прибору. Поскольку, вообще говоря, n(t) не являет-
ся марковским процессом, рассмотрим марковский процесс ζ(t) = (n(t), τ(t)),
добавляя к n(t) непрерывную компоненту τ(t) = (τ1(t); . . . ; τN (t)). Пусть вы-
полнено условие

λεi
μi + νi

< 1, i = 1, N,

т.е. в случае, когда n(t) – марковский процесс, существует стационарное эр-
годическое распределение n(t), а, следовательно, в общем случае и процесса
τ(t), так как τ(t) получается из n(t) добавлением непрерывных компонент.
Доказательство этого факта может быть проведено либо по схеме, предло-
женной в [12], либо с помощью предельной теоремы Смита для регенериру-
ющих процессов [13]. Введем обозначение

F (n, x) = F (n, x11, . . . , x1n1 , x21, . . . , x2n2 , . . . , xN1, . . . , xNnN
) =

= lim
t→∞P{n(t) = n, τi1(t) < xi1, . . . , τini(t) < xini , i = 1, N}.
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Несложно доказать, что при μ−1 <∞ существуют конечные пределы

F (n, x) = lim
t→∞F (n, t, x).

Введем обозначения: [x̃i] – вектор, все элементы которого совпадают с эле-
ментами вектора x1, . . . , xN , а на месте i -го элемента находится элемент x̃i,
и [x̃i, x̃j ] – вектор, все элементы которого совпадают с элементами вектора
x1, . . . , xN , а на месте i -го и j -го элементов находятся элементы x̃i и x̃j соот-
ветственно.

Для F (n, x) справедлива следующая система дифференциально-разност-
ных уравнений:

N∑
i=1

λp0iF (n, x) +

N∑
i=1

F (n, x)Bi(xi,ni)νi =

=
N∑
i=1

F (n− ei, [xi,1, . . . , xi,ni−1])Ini �=0Bi(xi,ni)λp0i +

+

N∑
i=1

∂F (n, [xi,1, . . . , xi,ni−1, 0])

∂xi,ni

Bi(xi,ni)pii +

+
N∑
i=1

F (n, x)Bi(xi,ni)νirii +

+

N∑
i=1

∂F (n+ ei, [xi,1, . . . , xi,ni , 0])

∂xi,ni+1
pi0 +

+

N∑
i=1

F (n+ ei, [xi,1, . . . , xi,ni , xi,ni+1])νiri0 +

+

N∑
i=1

(
∂F (n, x)

∂xi,ni

− ∂F (n, [xi,1, . . . , xi,ni−1, 0])

∂xi,ni

)
+

+

N∑
j=1

N∑
i=1,i �=j

∂F (n+ ej − ei, [xj,1, . . . , xj,nj , 0])

∂xj,nj+1
Bi(xi,ni)pji +

+

N∑
j=1

N∑
i=1,i �=j

F (n+ ej − ei, [xj,1, . . . , xj,nj , xj,nj+1])Bi(xi,ni)νjrji.

(4)
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Перепишем уравнение следующим образом:

N∑
i=1

λp0iF (n, x) =

N∑
i=1

∂F (n+ ei, [xi,1, . . . , xi,ni , 0])

∂xi,ni+1
pi0 +

+
N∑
i=1

F (n+ ei, [xi,1, . . . , xi,ni , xi,ni+1])νiri0;

(5)

N∑
i=1

(
∂F (n, [xi,1, . . . , xi,ni−1, 0])

∂xi,ni

− ∂F (n, x)

∂xi,ni

)
−

−
N∑
i=1

∂F (n, [xi,1, . . . , xi,ni−1, 0])

∂xi,ni

Bi(xi,ni)pii +

+

N∑
i=1

F (n, x)Bi(xi,ni)νi −
N∑
i=1

F (n, x)Bi(xi,ni)νirii =

=
N∑
i=1

F (n− ei, [xi,1, . . . , xi,ni−1])Ini �=0Bi(xi,ni)λp0i +

+

N∑
j=1

N∑
i=1,i �=j

∂F (n+ ej − ei, [xj,1, . . . , xj,nj , 0])

∂xj,nj+1
Bi(xi,ni)pji +

+

N∑
j=1

N∑
i=1,i �=j

F (n+ ej − ei, [xj,1, . . . , xj,nj , xj,nj+1])Bi(xi,ni)νjrji.

(6)

Нетрудно убедиться, что неотрицательным абсолютно непрерывным по x ре-
шением уравнений (5), (6), а, следовательно, и уравнения (4) является

(7) F (n, x) = p(n)

N∏
i=1

ni∏
k=1

μi

xik∫
0

[1−Bi(u)]du,

где p(n) – стационарная вероятность состояния n в процессе n(t) в марковском
случае. Действительно, подставляя (7) в (5), поделив обе части полученного
уравнения на F (n, x) и умножив на p(n), получим:

p(n)λ =
N∑
i=1

p(n+ ei)(μipi0 + νiri0).
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Затем подставив (7) в (6), поделив обе части полученного соотношения на
F (n, x)Bi(xi,ni) и умножив на p(n)

∫ xi,ni
0 [1−Bi(u)]du, получим:

p(n)

(
N∑
i=1

(μi(1− pii) + νi(1− rii))Ini �=0

)
=

=

N∑
i=1

p(n− ei)λp0i +

N∑
i=1

N∑
j=1,j �=i

p(n+ ej − ei)(μjpji + νjrji).

(8)

Сложив оба полученных уравнения, получим уравнение глобального равно-
весия для марковского случая (2), и с учетом, что F (n,+∞) = p(n), теорема 1
доказана.

4. Заключение

В статье для сети массового обслуживания с однолинейными узлами и экс-
поненциальным ограничением на время пребывания запросов в узлах доказа-
на нечуствительность стационарного распределения по отношению к распре-
делениям длительностей обслуживания запросов при фиксированных первых
моментах этих распределений.

Полученные результаты могут применяться при проектировании новых и
модернизации уже существующих информационно-вычислительных сетей и
сетей передачи данных.
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О НАДЕЖНОСТИ ВОССТАНАВЛИВАЕМОЙ ДУБЛИРОВАННОЙ
СИСТЕМЫ С ПРОИЗВОЛЬНЫМИ РАСПРЕДЕЛЕНИЯМИ НАРАБОТКИ

ДО ОТКАЗА И ВРЕМЕНИ РЕМОНТА ЕЕ ЭЛЕМЕНТОВ1

Вводится понятие маркированного марковского процесса, с помощью
которого изучается восстанавливаемая система нагруженного дублирова-
ния с одним ремонтным устройством. Предполагается, что наработки до
отказа и длительности ремонта элементов системы имеют произвольные
распределения. Предлагаемый подход позволяет вычислить вероятность
безотказной работы системы, ее среднюю наработку до отказа и прове-
сти анализ чувствительности этих характеристик к виду исходных рас-
пределений. Апробация нового метода проведена на численных примерах
путем сравнения с ранее полученными аналитическими результатами и
показала их высокую точность.

Ключевые слова: маркированный марковский процесс, система нагружен-
ного дублирования, произвольные распределения наработки до отказа и
времени восстановления элементов, надежность, чувствительность.

DOI: 10.31857/S0005231024090068, EDN: ZQQMZC

1. Введение

Обеспечение надежности систем, объектов и процессов является одной из
основных целей при их создании и дальнейшей эксплуатации. Одним из спо-
собов повышения структурной надежности системы является резервирова-
ние, предполагающее дублирование ее критически важных элементов или
резервирование большей кратности. Система, состоящая из основного и од-
ного дублирующего элементов, является наиболее простой резервированной
системой, ее исследование интересно как с теоретической, так и практической
точек зрения.

Дублированные системы с различными типами резерва, а также с воз-
можностью восстановления отказавших элементов хорошо изучены многими
авторами. Основные результаты исследования марковских дублированных

1 Публикация выполнена при поддержке Российского научного фонда, грант № 22-49-
02023 (получатель Иванова Н.М., численный анализ, подготовка текста).
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восстанавливаемых и невосстанавливаемых систем можно найти в классиче-
ских работах по математической теории надежности (см., например, [1, 2]
и др.).

Обширность практических приложений резервированных систем приве-
ла к созданию новых математических моделей более сложных систем. Так,
в [3, 4] рассматривается надежность дублированной системы с неоднород-
ными элементами, наработки до отказа которых имеют различные распре-
деления. Работы [5, 6] содержат исследование систем с профилактическим и
приоритетным обслуживанием отказавших элементов. Работы [7, 8] посвяще-
ны дублированным системам с различными типами ремонта системы после
ее отказа, где отказы элементов подчинены модели Маршала–Олкина. В кон-
тексте внедрения избыточности в системы необходимо учитывать и вопросы
оптимизации резервирования по разным критериям. Многочисленные иссле-
дования посвящены и этой проблематике (см., например, [9, 10]). Другой про-
блемой является определение исходных параметров системы, а именно вида
распределения наработки до отказа и длительности восстановления элемен-
тов системы.

Зачастую на практике вид распределения наработки до отказа и времени
ремонта элементов системы неизвестен. В самых ранних работах по иссле-
дованию надежности дублированных систем выдвигаются предположения об
экспоненциальном распределении случайных величин соответствующих вре-
мен2. Однако появление новых математических методов исследования позво-
лило изучать системы, в которых одно время имеет экспоненциальное рас-
пределение, а другое – произвольное. Так, имеется ряд исследований, по-
священных применению метода введения дополнительных переменных, по-
лумарковских процессов и других к этим задачам (см., например, [11–14]).
Продолжением этих исследований является анализ чувствительности пока-
зателей надежности к виду исходных распределений.

В [15] для исследования системы k-из-n с экспоненциально распределен-
ной наработкой до отказа и произвольным распределением времени ремонта
применена теория разложимых полурегенерирующих процессов, предложен-
ная ранее автором В.В. Рыковым в качестве обобщения и развития идеи ре-
генерации Смита [16]. Позже этот же подход был применен к исследованию
надежности дублированных систем ненагруженного резервирования [17, 18] с
произвольными исходными распределениями наработки до отказа и времени
ремонта элементов. Однако, как оказалось, он неприменим для исследования
аналогичной системы нагруженного резервирования и других более сложных
моделей.

В настоящей работе для исследования дублированных восстанавливае-
мых систем нагруженного резервирования впервые предлагается новый под-

2 Следуя классическим работам А.Я. Хинчина, Б.В. Гнеденко и других, далее всюду,
где говорится о распределениях времен, подразумеваются распределения соответствующих
случайных величин.
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ход, опирающийся на новое понятие маркированных марковских процес-
сов (ММП).

Понятие ММП введено как развитие понятия и теории точечных про-
цессов [19]. В теории массового обслуживания точечным процессом назы-
вается возрастающая последовательность неотрицательных случайных вели-
чин, описывающих моменты наступления некоторых событий, на положи-
тельной полуоси времени [20]. Частными случаями точечных процессов яв-
ляются пуассоновский процесс, точечный процесс Кокса, в которых время
наступления событий подчиняется экспоненциальному распределению. Дру-
гим обобщением пуассоновского процесса является процесс восстановления, в
котором промежутки между наступлениями событий подчинены отличному
от экспоненциального распределению [21].

Для описания точечного процесса, распределение которого обладает свой-
ством марковости, в 1977 г. было введено понятие марковских точечных про-
цессов [22]. Позже его обобщением стало понятие марковского маркированно-
го точечного процесса, который определяется парой случайных величин, где
первая компонента есть время наступления случайного события, а вторая –
метка, также являющаяся случайной величиной, дополнительно описываю-
щей соответствующее событие.

С момента введения понятия точечного процесса соответствующая теория
активно развивается, поскольку нашла применение в различных областях
науки и техники. Работа [23] посвящена построению математической моде-
ли управления автотранспортом на перекрестке с помощью маркированных
точечных процессов. В [24] исследован мультивариантный точечный процесс
для задачи мониторинга состояния телекоммуникационного соединения. Воз-
можность применения пространственных пуассоновских процессов для моде-
лирования взаимодействия беспроводных устройств рассмотрена в [25].

Вводимый в настоящей работе ММП отличается от известных понятий
тем, что состоит из двух компонент, первая из которых представляет собой
число отказавших элементов системы, а вторая – набор случайных меток,
определяющих их остаточные наработки до отказа и времена ремонта. С по-
мощью предложенного подхода удается вычислить вероятность безотказной
работы системы до момента t и среднюю наработку до отказа дублированной
системы нагруженного резерва с произвольными распределениями наработ-
ки до отказа и времени ремонта ее элементов. Далее пояснение относительно
зависимости вероятности безотказной работы системы от времени t будет
опущено.

Статья организована следующим образом. Постановка задачи, основные
обозначения и предположения приводятся в следующем разделе 2. В разде-
ле 3 представлено преобразование меток на отдельном периоде регенерации.
В разделе 4 получены основные характеристики модели в терминах меток,
а в разделе 5 предложен алгоритм их вычисления. Апробация предложенного
алгоритма и примеры численного анализа предлагаются в разделе 6. В кон-
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це сформулированы основные результаты работы и приведены направления
дальнейших исследований.

2. Постановка задачи. ММП

2.1. Постановка задачи. Обозначения и предположения

Рассмотрим восстанавливаемую систему нагруженного дублирования с
единственным устройством восстановления отказывающих элементов, для
которой используется обозначение < GI2|GI|1 >. Здесь скобки <> обозна-
чают замкнутую систему, символы GI – рекуррентный поток отказов и ре-
куррентный механизм обслуживания с произвольными распределениями на-
работки до отказа и времени ремонта на первой и второй позициях соот-
ветственно. Подстрочный индекс у первого символа обозначает количество
элементов системы. Цифра на последней позиции обозначает количество ре-
монтных единиц. Введем следующие обозначения и предположения:

• Ai : (i = 1, 2, . . . ) – наработки до отказа элементов системы, которые
предполагаются независимыми одинаково распределенными (н.о.р.)
случайными величинами (с.в.) с общей для них функцией распреде-
ления (ф.р.) A(t) = P{Ai � t}, плотностью распределения (п.р.) a(t) =
= A′(t) и конечными математическим ожиданием μa = E[Ai] <∞ и дис-
персией σ2a = D[Ai] <∞.

• Bi : (i = 1, 2, . . . ) – времена ремонта элементов системы, которые пред-
полагаются н.о.р. с.в. с общей ф.р. B(t) = P{Bi � t}, п.р. b(t) = B′(t) и
конечными математическим ожиданием μb = E[Bi] < ∞ и дисперсией
σ2b = D[Bi] <∞.

2.2. Определение ММП

Для исследования такой модели введем понятие маркированного марков-
ского процесса (ММП) с дискретным параметром

Z(n) = {(J(n),X(n)), n = 0, 1, . . . },
первая компонента которого представляет собой условную марковскую цепь
J(n) := J с не более чем счетным пространством состояний J , а вторая –
набор случайных меток X(n) := Xi(n), где i ∈ J , со значениями в измеримом
пространстве меток (Ei, Ei). Такой процесс задается:

• переходными вероятностями pij(Xi) условной марковской цепи J , зави-
сящими от содержания метки Xi в состоянии i;

• операторами преобразования меток Φij(Xi) при переходе из состояния i
в состояние j марковской цепи и их распределениями.

Зам е ч а ни е 1. Этот процесс можно рассматривать как специальный вид
марковской последовательности с общим пространством состояний и зада-
вать с помощью переходного ядра (генератора процесса). Однако для иссле-
дования различных приложений удобнее отправляться от понятия ММП.

104



Зам е ч а ни е 2. На основе такой модели можно исследовать широкий
класс процессов, таких как полумарковские, полурегенерирующие процессы,
процессы марковского восстановления и т.п.

2.3. Построение ММП

Приведем построение ММП на примере модели < GI2|GI|1 >. В качестве
пространства состояний последовательности J(n) выберем множество отка-
завших элементов J = (0, 1, 2), где состояние i означает число элементов си-
стемы, находящихся в неработоспособном состоянии. В качестве меток Xi(n)
выберем многомерные с.в., содержанием которых являются

– в состоянии i = 0 остаточная наработка до отказа элемента X(1)
0 (n) и

время работы вновь отремонтированного элемента X(2)
0 (n),

– в состоянии i = 1 остаточная наработка до отказа одного из элемен-
тов X(1)

1 (n) и вновь назначенное время восстановления другого X(2)
1 (n),

– в состоянии i = 2 остаточное время восстановления элемента X2(n), уже
находящегося на ремонте.

Здесь верхний индекс указывает номер метки, нижний – состояние цепи i ∈
∈ J , а переменная в скобках – это номер шага.

Предположим, что в начальный момент времени (на шаге n = 0) оба
элемента системы исправны, т.е. J(0) = 0. Тогда начальным содержанием
меток будут являться наработки до отказа элементов системы (н.о.р с.в.),
X

(1)
0 (0) = A

(1)
0 , X(2)

0 (0) = A
(2)
0 (A(1)

0 и A(2)
0 также, как и ранее, н.о.р. с.в. с рас-

пределением A(·)). В последующем процесс оказывается в состоянии i = 0
с некоторым набором меток, значение которых будет вычислено ниже.

Возможные переходы рассматриваемой цепи и преобразования меток, опи-
сывающие поведение рассматриваемой системы, показаны на рис. 1.

Из состояния 0 процесс переходит в состояние 1 независимо от значения
меток c вероятностью p01(X(n)) = 1. При этом на первом шаге метки в со-
стоянии 1 преобразуются следующим образом:

X1(1) =Φ01[X0(0)] : X
(1)
1 (1) =A

(1)
0 ∨A(2)

0 −A(1)
0 ∧A(2)

0 , X
(2)
1 (1) =B1.(1)

Из состояния 1 возможны переходы в состояние 0 в случае восстановле-
ния отказавшего элемента и в состояние 2 в случае отказа второго элемента

Рис. 1. Граф переходов системы < GI2|GI|1 >.
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системы. При переходе в состояние 0 на первом шаге эта вероятность имеет
вид

p10(X1(1)) = P
{
X

(1)
1 (1) > X

(2)
1 (1)

}
.

При этом метки в состоянии 0 преобразуются следующим образом:

X0(1) =Φ10[X1(0)] : X
(1)
0 (1) = (X

(1)
1 (1)−B1)1{X(1)

1 (1)>B1}, X
(2)
0 (1) =A1.(2)

Аналогично при переходе в состояние 2 соответствующая вероятность пе-
рехода принимает вид

p12(X1(1)) = P
{
X

(1)
1 (1) � X

(2)
1 (1)

}
,

при этом метка в состоянии 2 преобразуется следующим образом:

X2(1) = Φ12[X1(1)] : X2(1) = (B1 −X
(1)
1 (1))1{X(1)

1 (1)�B1}.(3)

Наконец, из состояния 2 возможен только один переход в состояние 1,
так что p21(X2(1)) = 1, при этом метки в новом состоянии (на втором шаге)
преобразуются следующим образом:

X1(2) = Φ21[X2(1)] : X
(2)
1 (2) = A1, X

(1)
1 (2) = B2.(4)

Таким образом очевидно, что переход из состояния 2 в состояние 1 пред-
ставляет собой регенерацию системы, поэтому для ее изучения достаточно
исследовать ее поведение только на отдельном периоде регенерации.

3. Исследование поведения процесса на периоде регенерации

Имея в виду регенеративный характер поведения системы, рассмотрим бо-
лее подробно поведение процесса Z(n) на периоде регенерации. Аналогично
предыдущему разделу приведем преобразование меток на периоде регенера-
ции системы. При этом для остаточного времени работы системы после от-
каза одного из ее элементов на l-м шаге периода регенерации для краткости
используем следующее обозначение:

W (l) = X
(1)
0 (l) ∨X(2)

0 (l)−X
(1)
0 (l) ∧X(2)

0 (l) (l = 0, 1, 2, . . . ).

Тогда с учетом преобразования меток (1)–(4) справедлива

Лемма 1. Между возвращениями в состояние 1 из состояния 2 (т.е. на
периоде регенерации системы) метки преобразуются следующим образом:

X
(1)
0 (l) = (X

(1)
1 (l−1)−X(2)

1 (l−1))1{X(1)
1 (l−1)>X

(2)
l (l−1)}, X

(2)
0 =Al ∈A(.),

X
(1)
1 (l) =W (l − 1), X

(2)
1 = Bl ∈ B(.),

X2(l) = (X
(1)
1 (l)−X

(2)
1 (l))1{X(1)

1 (l)�X(2)
1 (l)},

(5)
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где в качестве начального содержания меток выбраны

X
(1)
0 (0) = X

(2)
0 (0) = 0, X

(1)
1 (0) = A0, X

(2)
1 (0) = B0, X2(0) = 0.

Дока з а т е л ь с т в о. Действительно, отправляясь из состояния 1 с мет-
ками X(1)

1 (0) = A0, X
(2)
1 (0) = B0 процесс сразу переходит в состояние 2, если

отказ работающего элемента произойдет раньше восстановления ремонти-
рующегося, т.е. при A0 � B0, при этом процесс окажется в состоянии 2
с меткой

X2(1) = (X
(1)
1 (0)−X

(2)
1 (0))1{X(1)

1 (0)�X(2)
1 (0)}.

Из состояния 1 процесс перейдет в состояние 0, если восстановление ре-
монтирующегося элемента произойдет раньше отказа работающего, т.е. при
A0 > B0; при этом метки преобразуются следующим образом:

X
(1)
0 (1) = (X

(1)
1 (0)−X

(2)
1 (0))1{X(1)

1 (0)>X
(2)
1 (0)}, X

(2)
0 (1) = A1.

Далее процесс возвратится в состояние 1 с вероятностью 1 и метками

X
(1)
1 (1) = X

(1)
0 (1) ∨A1 −X

(1)
0 (1) ∧A1 ≡W (1), X

(2)
1 (1) = B1.

Из состояния 1 процесс может перейти в состояние 2 с вероятностью

P{X(1)
1 (1) � X

(2)
1 (1)} ≡P{W (1) � B1}

и остаточным временем ремонта (меткой)

X2(2) = (X
(2)
1 (1)−X

(1)
1 (1))1{X(1)

1 (1)�X(2)
1 (1)},

после чего с вероятностью 1 вернется в состояние 1. На этом период регене-
рации закончится.

В противном случае период регенерации продолжится, и процесс перейдет
в состояние 0 с вероятностью

P{X(1)
1 (1) > X

(2)
1 (1)} ≡P{W (1) > B1}

и метками

X
(1)
0 (2) = (X

(1)
1 (1)−X

(2)
1 (1))1{X(1)

1 (1)>X
(2)
1 (1)}, X

(2)
0 (2) = A2.

Аналогично происходит преобразование меток на l-м шаге. Из состояния 1
процесс l раз возвратится в состояние 0, если при (l − 1)-м посещении состоя-
ния 1 из состояния 0 ремонт закончится раньше остаточной наработки до
отказа работающего элемента, т.е. при

X
(2)
1 (l − 1) = Bl−1 < W (l − 1) = X

(1)
1 (l − 1).
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При этом остаточная наработка до отказа уменьшится на X(2)
1 (l− 1) = Bl−1,

и содержание метки в состоянии 0 станет равным

X
(1)
0 (l) = (X

(1)
1 (l − 1)−X

(2)
1 (l − 1))1{X(1)

1 (l−1)>X
(2)
1 (l−1)} ≡

≡ (W (l − 1)−Bl−1)1{W (l−1)>Bl−1}.

У отремонтированного элемента начинается новая наработка до отказа
X

(2)
0 (l) = Al, что с учетом содержания меток доказывает первую из фор-

мул (5).
Далее из состояния 0 процесс с вероятностью 1 возвратится в состояние 1.

Тогда остаточная наработка до отказа системы W (l) после l-го возвращения
в состояние 1 представляет собой разность между максимумом и минимумом
с.в. X(1)

0 (l) и Al, и начинается ремонт второго элемента, т.е. вторая метка
принимает значение Bl,

X
(1)
1 (l) = X

(1)
0 (l) ∨Al −X

(1)
0 (l) ∧Al ≡W (l), X

(2)
1 (l) = Bl,

что доказывает вторую из формул (5).
Наконец, из состояния 1 в случае отказа работающего элемента, т.е. при

X
(2)
1 (l) = Bl �W (l) = X

(1)
1 (l),

процесс переходит в состояние 2 с меткой

X2(l) = (X
(1)
l (l)−X

(2)
1 (l))1{X(1)

1 (l)�X(2)
l (l)} ≡ (Bl −W (l))1{W (l)�Bl},

что доказывает последнюю из формул (5) и завершает доказательство леммы.

В следующем разделе полученные соотношения использованы для вычис-
ления основных характеристик надежности модели.

4. Вычисление основных характеристик надежности

Основными характеристиками надежности рассматриваемой системы на
периоде регенерации при начальном значении меток

X
(1)
0 (0) = X

(2)
0 (0) = 0, X

(1)
1 (0) = A0, X

(2)
1 (0) = B0, X2(0) = 0

являются:
• распределение πl = P{ν = l} числа шагов ν до момента отказа системы;
• длительности Tij(l), (i, j = 0, 1, 2, l = 1, 2, . . . ) перехода из состояния i
в состояние j на l-м шаге и их характеристики;

• время R от момента возвращения процесса из состояния 2 в состояние 1
до следующего момента перехода в состояние 2, соответствующее рас-
пределение R(t), т.е. вероятность безотказной работы системы, а также
соответствующее среднее время μR между возвращениями;

• распределение периода регенерации системы Π = R+ T21(ν).
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Вычислим основные характеристики модели в терминах меток. Обозначим
через

T (l) = T10(l − 1) + T01(l), l = 1, 2, . . . ,

время до возвращения в состояние 1 на l-м шаге периода регенерации, Ωl
и Ω̂l – множества элементарных событий, для которых выполняются соотно-
шения

Ωl = {ω : W (0) > B0,W (1) > B1, . . . ,W (l) > Bl} (l = 1, 2, . . . ),

Ω̂l = Ωl−1 ∧ {W (l) � Bl}, Ω̂0 = {A0 � B0}.

Тогда справедлива следующая

Те ор ем а 1. Распределение числа шагов ν на периоде регенерации πl,
длительности пребывания Tij(l) в состоянии i до перехода в состояние j
на l-м шаге, наработка системы R до отказа, ее период регенерации Π в
терминах меток выражаются следующим образом:

πl = P{ν = l} = P(Ω̂l),(6)

T10(l) = X
(2)
1 (l)1{X(1)

1 (l)>X
(2)
1 (l)}, T01(l) = X

(1)
0 (l) ∧X(2)

0 (l),(7)

T (l) = T10(l − 1) + T01(l),(8)

T12(l) = X
(1)
1 (l)1{X(1)

1 (l)�X(2)
1 (l)}, T21(l) = X2(l),(9)

R =
∑
l�0

[T (l) + T12(l)]1{Ω̂l},(10)

Π = R+ T21(l)1{Ω̂l}.(11)

При этом условием конечности периода регенерации является расходи-
мость ряда ∑

i�0

lnP{W (i) � Bi |W (i− 1) � Bi−1}.(12)

Дока з а т е л ь с т в о. Действительно, согласно лемме 1, отправляясь из
состояния 1 с метками X(1)

1 (0) = A0, X
(2)
1 (0) = B0, процесс сразу переходит в

состояние 2, если отказ работающего элемента произойдет раньше восстанов-
ления ремонтирующегося, т.е. при X(1)

1 (0) � X
(2)
1 (0), проведя в нем время

T12(1) = X
(1)
1 (0) ∧X(2)

1 (0) = X
(1)
1 (0)1{X(1)

1 (0)�X(2)
1 (0)}.

При этом процесс окажется в состоянии 2 с меткой X2(1) = (B0−A0)1{A0�B0}
и проведет в нем случайное время, равное этой величине,

T21(1) = (B0 −A0)1{A0�B0}.
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Таким образом,
π0 = P{A0 � B0}, R = A0, Π = B0,

что соответствует формулам (6), (9)–(11) при l = 0.
Число возвращений в состояние 1 будет равно 1, если восстановление ре-

монтирующегося элемента произойдет раньше отказа работающего, т.е. при
A0 > B0; при этом процесс проведет в состоянии 1 до перехода в состояние 0
случайное время

T10(1) = X
(1)
1 (0) ∧X(2)

1 (0)1{X(1)
1 (0)>B0} ≡A0 ∧B01{A0>B0}

и перейдет в состояние 0 с метками

X
(1)
0 (1) = (A0 −B0)1{A0>B0}, X

(2)
0 (1) = A1.

Далее процесс возвратится с вероятностью 1 в состояние 1 с метками

X
(1)
1 (1) = X

(1)
0 (1) ∨A1 −X

(1)
0 (1) ∧A1 ≡W (1), X

(2)
1 (1) = B1

за время T01(1) = X
(1)
0 (l) ∧X(2)

0 (l).

Затем из состояния 1 процесс перейдет в состояние 2 с вероятностью
P{W (1) � B1} и меткой

X2(1) = (B1 −W (1))1{W (1)�B1},

проведя в нем время T12(1) =W (1)1{W (1)�B1}, после чего с вероятностью 1 за
время T21(1) = (B1 −W (1))1{W (1)�B1} вернется в состояние 1. На этом цикл
закончится. Таким образом, имеем

π1 = P{ν = 1} = P(Ω̂1),

R = T10(1) + T01(1) + T12(1),

Π = R+ T21(1),

что соответствует формулам (6)–(11) при l = 1.
Аналогично, число возвращений в состояние 1 будет равно l, если осуще-

ствится событие Ω̂l, т.е. если процесс l − 1 раз перейдет из состояния 1 в 0
и обратно, а на l-м шаге перейдет в состояние 2. Вероятность этого события
равна

πl = P{ν = l} = P(Ω̂l),

что доказывает формулу (6). При этом преобразования меток осуществляют-
ся в соответствии с леммой 1, а времена переходов T10(l) из состояния 1 в 0
и обратно T01(l) на l-м шаге равны

T10(l) = X
(2)
1 (l)1{X(1)

1 (l)>X
(2)
1 (l)}, T01(l) = X

(1)
0 (l) ∧X(2)

0 (l)1{X(1)
0 (l)>X

(2)
0 (l)},

T12(l) = X
(1)
1 (l)1{X(1)

1 (l)�X(2)
1 (l)}, T21(l) = X2(l).
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Соображение о том, что наработка системы R до отказа складывается из по-
следовательностей длительностей ремонтов и остаточных наработок до отка-
за элементов, т.е. длительностей переходов между состояниями 1 и 0 до пере-
хода в состояние 2, а ее период регенерации Π включает в себя дополнительно
время T21(l) в состоянии 2, доказывает справедливость формул (10), (11).

Приведем теперь условие конечности периода регенерации. Так как вре-
мя возвращения из состояния 2 в состояние 1 конечно с вероятностью 1 для
любого шага цикла, для этого достаточно конечности с вероятностью 1 на-
работки системы до отказа,

P{R <∞} = 1.

Рассмотрим сначала условие конечности числа шагов на периоде регене-
рации P{ν <∞} = 1. Замечая, что

P{ν <∞} =
∑
l�0

P{ν = l} =
∑
l�0

P(Ω̂l),

вычислим вероятность события Ω̂l, пользуясь марковской зависимостью ме-
ток,

P(Ω̂l) = P{W (l) > Bl |Ωl−1}P(Ωl) =

= P{W (l) > Bl |W (l − 1) � Bl−1}P(Ωl−1) =

= (1− pl)P(Ωl−1) = (1− pl)P(Ωl−1|Ωl−2)P(Ωl−1) = · · · =
= (1− pl)pl−1 · · · p0 + · · · + p0(1− p1) + p0,

где использованы обозначения

p0 = P{A0 > B0}, pi = P{W (i) � Bi |W (i− 1) � Bi−1}.
Суммируя полученные выражения, найдем∑

l�0

πl = 1− p0 + p0(1− p1) + . . . p0 · · · pl−1(1− pl) + · · · = 1−
∏
l�0

pl.

Таким образом, условием конечности числа шагов на периоде регенерации
является расходимость произведения

∏
l�0 pl или, что эквивалентно, расхо-

димость ряда (12), ∑
l�0

ln pl,

что завершает доказательство теоремы.

Полученные соотношения показывают, что основные характеристики мо-
дели выражаются в терминах меток. Однако аналитические выражения их
распределений и числовых показателей достаточно громоздки и требуют вве-
дения специальных преобразований. При этом вычислительные процедуры
для представления окончательных результатов достаточно проблематичны.
Поэтому в следующем разделе предлагается алгоритм вычисления основных
характеристик модели путем имитационного моделирования, опирающийся
непосредственно на предложенный подход.
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5. Алгоритм вычисления основных характеристик надежности

В этом разделе представлен алгоритм вычисления характеристик надеж-
ности восстанавливаемой дублированной системы нагруженного резервиро-
вания на основе предлагаемого метода.

Алг о ри тм 1.
Исходные данные:
A(.), B(.) – распределения с.в. Ai, Bi, соответствующие средние (μa, μb)

и коэффициенты вариации (va, vb),
N – число реализаций модели,
n – счетчик числа реализаций,
νl – массив числа циклов длины l на периоде регенерации,
l – счетчик длины периода регенерации,
R – массив значений наработки системы до отказа,
Π – массив периода регенерации системы.

Задать: A(.), B(.), N , n = 1, νl = [0] ∗max(l), R = [0] ∗N , Π = [0] ∗N .

Начало. Положить: l = 0, X(1)
1 (0) = A0 ∈ A(.), X(2)

1 (0) = B0 ∈ B(.),
X

(1)
0 (0) = X

(2)
0 (0) = X2(0) = 0, T (0) = 0.

Шаг 1. Если n < N , то переход на Шаг 2, в противном случае переход на
Шаг 4.

Шаг 2. Пока X(1)
1 (l) > X

(2)
1 (l) ∀ l = 0, 1, . . . , повторять:

l := l + 1

T10(l) = X
(2)
1 (l − 1)

X
(1)
0 (l) = X

(1)
1 (l − 1)−X

(2)
1 (l − 1), X

(2)
0 (l) = Al ∈ A(.)

T01(l) = X
(1)
0 (l) ∧X(2)

0 (l)

T (l) := T (l − 1) + T10(l) + T01(l)

X
(1)
1 (l) = X

(1)
0 (l) ∨X(2)

0 (l)−X
(1)
0 (l) ∧X(2)

0 (l), X
(2)
1 (l) = Bl ∈ B(.),

иначе X(1)
1 (l) < X

(2)
1 (l)

T12(l) = X
(1)
1 (l)

T21(l) = X2(l) = X
(2)
1 (l)−X

(1)
1 (l).

Переход на Шаг 3.

Шаг 3. Сбор статистики:
– заполнение массива νl := νl + 1,
– заполнение массива Rn := T (l) + T12(l),
– заполнение массива Πn := Rn + T21(l).

Положить n := n+ 1. Перейти на Начало.
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Шаг 4. Обработка статистики:
– вычисление оценки распределения числа шагов ν на периоде регенерации,

π̂ =
νl∑
l>0 νl

,

– оценка вероятности безотказной работы системы по полученному масси-
ву R:

R̂(t) = 1− 1

N
Rn, Rn � t � Rn+1,

– вычисление оценки средней наработки системы до отказа как среднего
значения массива R,

μ̂R =
1

N

N∑
n=1

Rn,

– вывод результатов.
СТОП.

6. Примеры

В данном разделе рассмотрим несколько примеров численного анализа,
а также сравним результаты, полученные с помощью предлагаемого подхода
и методов теории марковских процессов. Выбор исходных данных не отно-
сится к какому-либо примеру из практической задачи и носит лишь демон-
стративный характер.

6.1. Система < M2|M |1 >
Пусть наработка до отказа и время ремонта элементов имеют экспоненци-

альное распределение с параметрами α и β соответственно, A(t) ∼ Exp(α),
B(t) ∼ Exp(β). Характеристики надежности такой системы можно вычис-
лить прямым методом из процесса рождения и гибели. Таким образом, веро-
ятность безотказной работы системы < M2|M |1 > вычисляется как

R(t) =
1

2r
e−

1
2
(3α+β+r)t

(
ert(α+ β + r)− (α+ β − r)

)
,(13)

где r =
√
α2 + 6αβ + β2, откуда получаем среднюю наработку системы μR до

отказа,

μR =

∞∫
0

R(t)dt =
1 + 2αβ−1

2α2β−1
.(14)

Для иллюстрации примера положим α = β = 1. В этом случае средние зна-
чения наработки до отказа и времени ремонта равны μa = μb = 1. Для про-
ведения эксперимента было взято N = 105 – число реализаций алгоритма,
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Рис. 2. Абсолютная и относительная погрешности оценки вероятности
безотказной работы системы < M2|M |1 >.

подобранное экспериментальным путем для достижения высокой точности
результатов алгоритма. Непосредственная реализация алгоритма выполне-
на на языке программирования Python. Для оценки точности полученных
результатов по предложенному алгоритму рассмотрим абсолютную Δ и от-
носительную ε погрешности,

Δ =
∣∣Rth(t)− R̂(t)

∣∣, ε =
Δ

Rth(t)
,

где Rth(t) обозначает значения вероятности безотказной работы системы, вы-
численные по формуле (13), а R̂(t) – значения, полученные с помощью ал-
горитма. На рис. 2 показаны графические результаты вычисления этих оце-
нок на интервале t = [0, 1,5], где t = 1,5 соответствует средней наработке си-
стемы μR до отказа, вычисленной по формуле (14). Из графика видно, что
на рассматриваемом интервале t максимальное значение абсолютной ошиб-
ки составляет Δ≈ 0,0017, а максимальное значение относительной ошибки
max(ε)≈ 0,0025. При этом значения средних оценок на всем интервале t рав-
ны соответственно E[Δ] = 0,0008 и E[ε] = 0,0014.

Значения средней наработки системы μR до отказа, вычисленные анали-
тически и по алгоритму, равны соответственно μR = 1,5 и μ̂R = 1,502127 и
подчеркивают сопоставимость полученных результатов.

6.2. Система < M2|GI|1 >
Рассмотрим далее случай, когда наработка до отказа элементов имеет экс-

поненциальное распределение, а время их ремонта подчиняется произвольно-
му закону распределения, т.е. рассмотрим систему < M2|GI|1 >.
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Для вычисления аналитического выражения вероятности безотказной ра-
боты такой системы используется метод введения дополнительных перемен-
ных [26], который приводит к необходимости решения системы дифференци-
альных уравнений Колмогорова в частных производных,

d

dt
π0(t) = −2απ0(t) +

t∫
0

β(x)π1(t, x)dx,

(
∂

∂t
+

∂

∂x

)
π1(t;x) = −(α+ β(x))π1(t, x),

d

dt
π2(t) = α

t∫
0

π1(t, x)dx,

вместе с начальными π0(0) = 0, π1(0) = 1, π2(0) = 0 и граничным условиями
π1(t, 0) = 2απ0(t) с помощью метода характеристик. Путем решения этой си-
стемы в терминах преобразований Лапласа (ПЛ) получено ПЛ вероятности
безотказной работы системы, которое в терминах ПЛ п.р. времени ремонта
ее элементов b̃(s) имеет вид

R̃(s) =
s+ α(2− b̃(s+ α))

(s + α)(s + 2α(1 − b̃(s+ α)))
.(15)

Откуда найдем среднюю наработку до отказа системы

μR = R̃(0) =
2− b̃(α)

2α(1 − b̃(α))
.

Для сравнения аналитических результатов и их оценок, полученных с по-
мощью нового алгоритма, предположим, что время ремонта элементов име-
ет Гамма распределение (Γ = Γ(l, θ)) с соответствующими характеристиками:
п.р. b(t) = θltl−1e−θtΓ(l)−1, t > 0, средним μb = lθ−1 = 1 и коэффициентом ва-
риации vb =

√
l/l = 0,5. Для остальных параметров снова положим α = 1,

N = 105. Для оценки полученных результатов рассмотрим также абсолют-
ную Δ и относительную ε погрешности (см. рис. 3). Для вычисления этих
оценок в качестве теоретического Rth(t) взято обратное ПЛ вероятности без-
отказной работы (15), вычисленное численно с использованием встроенной
функции языка программирования Python. Аргумент t рассматривается на
интервале t = [0, 1,35], где max(t) = 1,35 соответствует значению μR при за-
данных параметрах.

По результатам эксперимента, максимальное значение для Δ составило
max(Δ)≈ 0,0017, а для ε составило max(ε)≈ 0,0028. Средние значения на
всем интервале t составили E[Δ] = 0,0007 и E[ε] = 0,0012. В данном случае
средняя наработка до отказа системы составила μR = 1,3469 для аналитиче-
ского результата и μ̂R = 1,3478 для алгоритма. Результаты оценки алгоритма
снова демонстрируют высокую точность относительно аналитических резуль-
татов.
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Рис. 3. Абсолютная и относительная погрешности оценки вероятности
безотказной работы системы < M2|Γ|1 >.
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Рис. 4. Абсолютная и относительная погрешности оценки вероятности
безотказной работы системы < M2|GI|1 >. а – vb = 0,5. б – vb = 5.

Для дополнительной проверки рассмотрим имитационное моделирова-
ние восстанавливаемой дублированной системы с использованием метода
дискретно-событийного моделирования [27]. Реализация метода выполнена
на языке программирования Python, для чего общее время моделирования
взято T = 105. Для примера рассмотрим распределения Γ и Гнеденко–Вей-
булла (GW ) времени ремонта элементов, при этом фиксируя для обоих рас-
пределений значения среднего μb = 1 и коэффициента вариации vb = 0,5, 5.
Остальные параметры остаются прежними.

На рис. 4,а,б представлены абсолютная и относительная погрешности
оценки вероятности безотказной работы системы < M2|GI|1 > для рассмат-
риваемого примера.

116



,
,

1,0

0,0
0 1 2 3 4

t
5

0,8

0,6

0,4

0,2

R
t(
)

Рис. 5. Вероятность безотказной работы системы < M2|GI|1 >.

Аргумент t выбран до максимального значения средней наработки до отка-
за системы для vb = 0,5 и vb = 5 соответственно для каждого рисунка. Резуль-
таты оценки вероятности безотказной работы с помощью метода дискретно-
событийного моделирования взяты как Rth(t). Полученные результаты по-
казали, что среди рассмотренных распределений времени ремонта и соот-
ветствующих значений коэффициента вариации максимальные значения по-
грешностей составили max(Δ)≈ 0,006 и max(ε) ≈ 0,014.

Средние значения этих погрешностей для всех случаев представлены в
табл. 1. Эти результаты эксперимента подтверждают точность характеристик
надежности, полученных с помощью предлагаемого подхода.

Далее приведем непосредственно график вероятности безотказной работы
системы < M2|GI|1 >, полученный с помощью предложенного подхода (см.
рис. 5). Легенда рисунка определяет тип линии для выбранных распределе-
ний времени ремонта и соответствующих значений коэффициента вариации.
Для выявления влияния коэффициента вариации времени ремонта на веро-
ятность безотказной работы системы на рисунке также представлен случай,
определяющий марковскую модель (Exp).

Результаты данного примера показывают, что вид распределения и ко-
эффициент вариации времени ремонта существенно влияют на вероятность

Таблица 1. Средние значения погрешностей Δ и ε
B(.), vb E[Δ] E[ε]

Γ, vb = 0,5 0,0034 0,0070

Γ, vb = 5 0,0006 0,0007

GW , vb = 0,5 0,0014 0,0024

GW , vb = 5 0,0023 0,0031
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Таблица 2. Средняя наработка до отказа системы < M2|GI|1 >
B(.), vb Событийное моделирование Алгоритм

Γ, vb = 0,5 1,34619 1,34457

Γ, vb = 5 4,63125 4,64059

GW , vb = 0,5 1,34111 1,352305

GW , vb = 5 2,80304 2,82017

безотказной работы системы. Однако стоит отметить, что кривые вероят-
ности безотказной работы при vb = 0,5 и vb = 1 расположены друг к другу
довольно близко. Более того, при vb = 0,5, несмотря на различные распреде-
ления времени ремонта, эти кривые сливаются на рассмотренном интервале t.
В случае vb = 5, наоборот, кривые вероятности безотказной работы при тех
же распределениях времени ремонта значительно отличаются друг от дру-
га. Таким образом, можно сделать вывод о нечувствительности вероятности
безотказной работы к виду распределения времени ремонта при фиксирован-
ных среднем μb и коэффициенте вариации vb при vb < 1 и, наоборот, о ее
чувствительности при vb > 1.

В табл. 2 представлены значения средней наработки до отказа системы
для данного примера, и также приведены соответствующие значения, полу-
ченные с помощью метода дискретно-событийного моделирования. Резуль-
таты демонстрируют нечувствительность среднего μR к виду распределения
времени ремонта при фиксированных μb и vb при vb < 1. Кроме того, средняя
наработка до отказа системы оказывается чувствительной к виду распреде-
ления времени ремонта и значению коэффициента вариации при vb > 1.

6.3. Система < GI2|GI|1 >
В последнем примере рассмотрим такую систему, наработка до отказа и

время ремонта элементов которой имеют произвольные распределения. В ка-
честве этих распределений возьмем снова Γ и GW . Введем обозначение ко-
эффициента вариации наработки до отказа элементов системы va и поло-
жим va = 0,5. Остальные исходные параметры сохраняются из предыдущего
примера. На рис. 6, 7 демонстрируются оценки абсолютной Δ и относитель-
ной ε погрешностей для различных исходных распределений и коэффициен-
тов вариации. Легенда рисунка определяет тип линии для погрешностей при
Γ и GW распределениях времени ремонта. В качестве Rth(t) снова рассмотре-
на оценка вероятности безотказной работы, полученная методом событийного
моделирования.

Согласно полученным графическим результатам максимальная абсолют-
ная погрешность среди рассмотренных случаев составляет max(Δ) < 0,005.
Максимальное значение относительной погрешности варьируется в интерва-
ле max(ε)≈ [0,003, 0,014]. С учетом заданных значений N = 105 и T = 105

эти результаты объективно удовлетворительны.
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Рис. 6. Абсолютная и относительная погрешности оценки вероятности
безотказной работы системы < Γ2|GI|1 >. а – vb = 0,5. б – vb = 5.
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Рис. 7. Абсолютная и относительная погрешности оценки вероятности
безотказной работы системы < GW2|GI|1 >. а – vb = 0, 5. б – vb = 5.
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Рис. 8. Вероятность безотказной работы системы < GI2|GI|1 >.
а – A ∼ Γ, va = 0,5. б – A ∼ GW, va = 0,5.

На рис. 8 представлены графики вероятности безотказной работы для рас-
пределений Γ и GW наработки до отказа элементов. Эксперимент демонстри-
рует аналогичные результаты предыдущего примера. Значение коэффициен-
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Таблица 3. Средняя наработка до отказа системы < GI2|GI|1 >
а) A ∼ Γ, va = 0,5

B(.), vb Событийное моделирование Алгоритм
Γ, vb = 0,5 1,4059 1,4003

Γ, vb = 5 4,1305 4,2208

GW , vb = 0,5 1,3900 1,3877

GW , vb = 5 2,6242 2,6349

б) A ∼ GW, va = 0,5

B(.), vb Событийное моделирование Алгоритм
Γ, vb = 0,5 1,4061 1,4044

Γ, vb = 5 4,1637 4,2347

GW , vb = 0,5 1,3983 1,3985

GW , vb = 5 2,6329 2,6433

та вариации времени восстановления vb = 5 приводит к увеличению значе-
ний вероятности безотказной работы на рассматриваемом интервале t. Кроме
того, вид распределения времени восстановления влияет на поведение этой
кривой при vb > 1. При этом очевидно, что кривые вероятности безотказной
работы достаточно близки друг к другу при различных исходных распреде-
лениях, но фиксированных значениях параметров μa и va.

В табл. 3 представлены значения средней наработки до отказа системы для
рассмотренной модели, включая оценки, полученные методом событийного
моделирования. Таблицы 3,а и 3,б демонстрируют близкие результаты при
различных распределениях наработки до отказа элементов. Значения сред-
ней наработки до отказа системы μR отличаются лишь на втором или третьем
знаках после запятой. Таким образом, можно сделать вывод о нечувствитель-
ности средней наработки до отказа системы к виду распределения наработки
до отказа при фиксированных среднем μa и коэффициенте вариации va.

Дополнительно сравнивая значения табл. 2 и 3, можно сделать вывод о
низкой чувствительности средней наработки до отказа системы к виду рас-
пределения наработки до отказа элементов при фиксированных среднем μa
и коэффициенте вариации va � 1.

7. Заключение

В статье введено понятие маркированного марковского процесса, с помо-
щью которого исследована система нагруженного дублирования с произволь-
ными исходными распределениями. Предложены методика и алгоритм вы-
числения вероятности безотказной работы такой системы. Апробация резуль-
татов, полученных с помощью нового подхода, проводилась путем сравнения
с результатами аналитических вычислений и дискретно-событийного модели-
рования. Новый подход показал высокую точность в сравнении с известными
методами.
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Главное преимущество предлагаемого алгоритма моделирования по срав-
нению с дискретно-событийным моделированием заключается в том, что
представленная процедура полностью опирается на математически сформу-
лированный подход и, по сути, состоит в реализации преобразования меток,
которая однозначно определяет работу системы. Более того, данный алго-
ритм освобождает от необходимости написания дополнительного кода про-
граммы дискретно-событийного моделирования, что существенно облегчает
процесс исследования дублированной системы нагруженного резерва с про-
извольными исходными распределениями.

В дальнейшем предполагается применить этот подход для исследования
других сложных стохастических систем, в том числе для исследования ха-
рактеристик надежности системы k-из-n с произвольными исходными рас-
пределениями и произвольным числом ремонтных единиц.
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В МОДЕЛИ ОЛИГОПОЛИИ КУРНО
Рассматривается модель олигополии с произвольным числом агентов,

рефлексирующих по Курно в условиях неполной информации, для клас-
сического случая линейных функций издержек и спроса. Агенты прини-
мают решения, основываясь на модели коллективного поведения. В ис-
следовании проблемы выявления условий сходимости к равновесию этой
модели акцент сделан на траектории суммы невязок действий всех аген-
тов. Получены агрегированные оценки динамики этой траектории, позво-
ляющие судить о движении к положению равновесия траектории каждого
из агентов.

Ключевые слова: олигополия Курно, рефлексивное поведение, невязки,
агрегированные оценки, условия сходимости.
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1. Введение

Научные направления, в рамках которых исследуются модели поведения
рациональных агентов в условиях неполной информации, существенное вни-
мание уделяют рынку олигополии. Теория игр стала первым научным мето-
дом анализа олигополии [1]. С обзором новейших достижений в теории игр
олигополии можно ознакомиться в [2].

Модели теории коллективного поведения дополняют модели теории игр
тем, что предоставляют возможность исследования динамики поведения ра-
циональных агентов при достаточно слабых предположениях об их информи-
рованности [3, 4]. Динамический процесс принятия агентом решений строит-
ся на основе рефлексивных размышлений о наилучшем собственном выборе,
с учетом наилучших откликов остальных конкурентов. Развитие динамики
направляется выбором агентов. Определяющим эффектом рефлексии явля-
ется достижение равновесия [4, 5].

Значительное число исследований моделей теории игр и коллективного
поведения на конкурентных рынках [6–16] и др. посвящено проблеме выяв-
ления условий существования равновесия, его единственности и сходимости
к нему траекторий агентов.
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Приняв ту или иную гипотезу о поведении агентов и их взаимодействии,
можно детально рассчитать траекторию каждого из них. Однако агрегиро-
ванное описание поведения системы в целом, не вдаваясь в подробное опи-
сание поведения каждого из агентов, представляется целесообразнее такого
метода по ряду обстоятельств. Так понятно, что активность отдельных аген-
тов в отдельные моменты времени не может оказывать сколько-нибудь замет-
ного влияния на сходимость траекторий. К тому же рост числа агентов на
рынке и их траекторий, времени на получение результата делают метод все
менее привлекательным. В ряде случаев об асимптотической сходимости рас-
считанных траекторий можно судить лишь через значительный промежуток
времени, в частности, когда процесс развивается неоднозначно или медлен-
но, и тенденция проявляется поздно. Интуитивно агрегированное описание
коллективного поведения системы агентов на значительных временных про-
межутках может быть не менее точным, чем детализированное.

2. Формальная постановка задачи исследования

В качестве базовой рассматривается модель олигополии Курно [1], кото-
рая состоит из n конкурирующих объемами выпуска однородной продукции
агентов. Считается, что спрос определен функцией вида (обратной функцией
спроса в зависимости от совокупного выпуска агентов):

p(Q) = a− bQ,(1)

где p(Q) – единая рыночная цена, Q =
∑

i∈N qi – совокупный выпуск n аген-
тов i ∈ N = {1, . . . , n}, qi – выпуск i-го агента, a и b – параметры. Пара-
метр a характеризует максимально возможную цену товара, при которой
объем спроса будет стремиться к нулю, а параметр b характеризует наклон
кривой спроса.

Полные издержки агентов имеют вид

φi(qi) = ciqi + di,(2)

где ci, di – предельные и постоянные издержки i-го агента соответственно.
Целевые функции агентов заданы выражением

Πi(p(Q), qi) = p(Q)qi − φi(qi) → max
qi

.(3)

Полагается, что весь выпуск реализуется, ограничения мощности и коали-
ции отсутствуют. Состояние рынка в момент времени t (t = 0, 1, 2, . . .) зада-
ется n-мерным вектором qt = (qt1, . . . , q

t
i , . . . , q

t
n).

Агенты считаются в совокупности конкурентоспособными на рынке Кур-
но, если для каждого агента выполняется ограничение на его предельные
издержки

ci <
a+

∑
j∈N\{i} cj
n

.(4)

125



В этом случае каждый агент считается конкурентоспособным, а в мо-
дели олигополии Курно, как в игре в нормальной форме, равновесие q∗ =
= (q∗1, . . . , q∗i , . . . , q

∗
n) понимаемое как статическое равновесие Нэша [17], су-

ществует, единственно и q∗i > 0 ∀i ∈ N (см., например, [18]).
В условиях игровой неопределенности (о действиях, выбираемых конку-

рентным окружением) и неполного знания (о затратах, целевых функциях и
прочих атрибутах конкурентов) равновесие рынка, как правило, может быть
достигнуто не в результате однократного принятия агентами решений, а как
исход итерационного рефлексивного процесса [3, 4, 18–20].

Будем рассматривать рефлексивный дискретный процесс, когда смена со-
стояний рынка удовлетворяет аксиоме индикаторного поведения [4] – в каж-
дый момент (период, такт) времени (t+ 1) каждый агент наблюдает объемы
выпуска всех агентов, выбранные ими в предыдущий момент времени t и
корректирует свой выпуск, делая шаг в направлении текущего положения
цели xi(qt−i) согласно следующей итерационной процедуре:

qt+1
i = qti + γt+1

i (xi(q
t
−i)− qti), i ∈ N.(5)

Здесь γt+1
i ∈ [0, 1] – параметр, независимо выбираемый каждым i-м аген-

том, определяет величину его шага к текущему положению своей цели. Агент
может делать полный шаг, полагая γt+1

i = 1, тем самым выбирая свой наилуч-
ший ответ, «оставаться на месте», выбирая γt+1

i = 0, или делать «неполный
шаг», если γt+1

i ∈ (0, 1).
Текущее положение цели i-го агента xi(qt−i) – это такой его объем выпус-

ка, который максимизировал бы собственную целевую функцию при условии,
что в текущий момент времени остальные агенты выбрали бы те же объемы
выпуска, что и в предыдущий [4, 21]. Здесь qt−i = (qt1, . . . , q

t
i−1, q

t
i+1, . . . , q

t
n) –

обстановка i-го агента (вектор объемов выпуска всех агентов в момент вре-
мени t за исключением i-го агента). Известно, что (см., например, [10, 18])

xi(q
t
−i) =

hi −
∑
j �=i

qtj

2
=
hi −Qt−i

2
.(6)

Здесь:
hi =

a−ci
b – объем совершенно конкурентного рынка при ценообразовании

по предельным издержкам p(Q) = ci, называемый «совершенно конкурент-
ный объем фирмы i»;
Qt−i =

∑
j �=i

qtj – суммарный выпуск «окружением» i-го агента (i, j ∈ N).

Приведем вывод переменной xi(qt−i), чтобы показать ее соотношение с qti .
Используя (1)–(3) для t-го момента времени получаем

∂
∏t
i

∂qti
= a− bqti − bQt−i +

(
−b− b

∂Qt−i
∂qti

)
qti − ci = 0
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и

qti =
(a− ci)/b−Qt−i
2 + ∂Qt−i/∂q

t
i

.

По предположению Курно выпуск окружения агента не изменится, если он
изменит свой выпуск. Поэтому ∂Qt

−i

∂qti
= 0 и оптимальный выпуск агента qti

составит
(a−ci)/b−

∑
j∈N\{i} q

t
j

2 . Этот оптимальный выпуск будет являться теку-
щим положением цели агента xi(qt−i) в (6).

Для модели (5)–(6) под траекторией i-го агента понимается реализованная
по этой модели последовательность объемов выпуска q0i , q

1
i , . . . , q

t
i , . . . .

Проблеме выявления условий сходимости к равновесию траекторий аген-
тов, определяемых по (5)–(6), и ее модификациям в классической модели
олигополии Курно (1)–(4) посвящено значительное число работ [18–20, 22–26]
и др.

Особенность и новизна проведенного здесь исследования заключается в
разработке агрегированного описания поведения системы в целом, позволяю-
щего судить о движении к положению равновесия траектории каждого из
агентов.

Проводимое исследование предполагает последовательное решение сле-
дующих задач:

1) приведение моделей агентов к однородному виду (форме);
2) исследование влияния суммарных невязок на сходимость траекторий

агентов;
3) агрегированное описание преобразования (пересчета) суммарных невя-

зок при переходе из периода в период;
4) агрегированное описание динамики (оценка) суммарных невязок по со-

вокупности временных периодов;
5) формирование условий сходимости к равновесию траекторий агентов

с использованием агрегированной оценки динамики модели коллективного
поведения.

Интуитивно понятно, что агрегаты предпочтительнее формировать из од-
нородных элементов. В идеальном случае однородные агенты могут разли-
чаться лишь их выбором параметра γ. Исследуем возможность такого случая
для модели рынка (1)–(4) и процесса (5)–(6).

С этой задачи начнем следующий раздел.

3. Методы и результаты исследования

Пусть процесс (5)–(6) для модели (1)–(4) сходится при наборах параметров
шагов {γt+1

i } (i ∈ N ; t = 0, 1, 2, . . .) и предельных издержках агентов c =
= (c1, . . . , ci, . . . cn).
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Будет ли при тех же параметрах шагов сходиться этот процесс, если ме-
няются предельные издержки агентов или параметры рынка?

С целью ответа на этот вопрос введем следующую замену переменных:

εti = q∗i − qti (i ∈ N ; t = 0, 1, 2, . . .).(7)

Здесь q∗i – равновесный, qti – текущий выпуск i-го агента.
Используя известные для равновесия Курно соотношения hi = Q∗ + q∗i ,

преобразуем (5)–(6). Имеем

q∗i − qt+1
i = q∗i − qti − γt+1

i

(
hi −Qt−i

2
− qti

)
=

= q∗i − qti − γt+1
i

(
Q∗ + q∗i −Qt−i

2
− qti

)
=

= q∗i − qti − γt+1
i

⎛⎜⎝
∑
j �=i

(q∗j − qtj) + 2q∗i

2
− qti

⎞⎟⎠ .

Окончательно

εt+1
i = εti + γt+1

i

⎛⎜⎝−

∑
j �=i

εtj

2
− εti

⎞⎟⎠ .(8)

Здесь, по аналогии с (1)–(6), текущее положение цели i-го агента равно(
−

∑
j �=i ε

t
j

2

)
, а (8) является моделью индикаторного поведения агента, если

его целевая функция имеет вид

Πi(ε) = −
⎛⎝∑
j∈N

εj

⎞⎠ εi → max
εi

.(9)

Здесь ε = (ε1, . . . , εi, . . . , εn).
Покажем это. По (9) для t-го момента времени находим оптимальные

невязки i-го агента. Имеем

∂
∏t
i

∂εti
= −εti −

∑
j∈N\{i}

εtj −

⎛⎜⎝1 +

∂
∑

j∈N\{i}
εtj

∂εti

⎞⎟⎠ εti.

Отсюда

εti = −
∑

j∈N\{i}
εtj

/⎛⎜⎝2 +

∂
∑

j∈N\{i}
εtj

∂εti

⎞⎟⎠ .
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По предположению Курно окружение агента не изменит свой выпуск, если он
сам сделает это. Очевидно, что это предположение относится и к невязкам.
Поэтому

∂
∑

j∈N\{i} ε
t
j

∂εti
= 0 и его положение цели (оптимальные невязки на

текущий момент времени) составит
(
−

∑
j∈N\{i} ε

t
j

2

)
.

Для модели (8) под траекторией i-го агента будем понимать реализован-
ную по этой модели последовательность невязок ε0i , ε

1
i , . . . , ε

t
i, . . . .

Cходимость (8) означает, что εti → ε∗i = 0 при t→ ∞.
Утв е ржд е ни е 1. Процесс индикаторного поведения (8) сходится то-

гда и только тогда, когда сходится процесс (5)–(6) для модели (1)–(4).
Доказательство этого утверждения приведено в Приложении.
Следующее утверждение показывает, что для сходимости траектории

невязок каждого из агентов достаточно сходимости траектории суммарных
невязок всех агентов.

Утв е ржд е ни е 2. Если
∑

j∈N ε
t
j → 0 при t→ ∞, то εtj → ε∗j = 0 ∀j ∈ N.

Доказательство этого утверждения, основанное на методе математической
индукции, приведено в Приложении.
Примечание. Из равенства

∑
j∈N ε

t
j = 0 по (8) следуют равенства |εt+1

j | =
= (1− γt+1

j /2)|εtj | и неравенства |εt+1
j | < |εtj | при γt+1

j �= 0 ∀j ∈ N, которые
указывают на то, что в этом случае траектории всех агентов в (t + 1)-м пе-
риоде будут ближе к положению равновесия, чем в t-м периоде.

Итоговый результат для модели (1)–(6), по сути являющийся следствием
утверждения 1, представлен в следующей теореме.

Те ор ем а 1. В линейной модели Курно (1)–(4) с конкурентоспособными
агентами параметры рынка a и b, параметры агентов ci и di не влияют на
условия на величины шагов {γti}t=1,2,..., обеспечивающие сходимость модели
индикаторного поведения (5)–(6).

Отметим преимущества в исследовании проблемы достижения равновесия
на основе модели (8):

– модель безразлична к параметрам рынка и затрат агентов (a, b, ci, di),
что дает возможность упростить исследование;

– агенты и их траектории различаются лишь выбором параметра γ и на-
чальными данными. При этом значение имеет только первое, так как инте-
ресуют условия сходимости при любых начальных данных;

– с точки зрения экономических ограничений могут предъявляться тре-
бования к неотрицательности текущих выпусков агентов в модели (5)–(6).
В модели (8) для подобных требований к невязкам нет оснований.

Перейдем к следующей задаче, которая, согласно утверждению 2, имеет
важное значение для сходимости траектории каждого из агентов. Обсудим
условия на параметры γ, при которых

∑
j∈N ε

t
j → 0.
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По (8) имеем, что
∑
j∈N

εt+1
j =

(
1− ∑

j∈N
γt+1
j /2

) ∑
j∈N

εt+1
j − ∑

j∈N
εtjγ

t+1
j /2.

При γt+1
j ≡ 1 ∀j ∈ N имеем

∑
j∈N

εt+1
j = (1− (1 + n)/2)

∑
j∈N

εt+1
j .

При γt+1
j ≡ 0 ∀j ∈ N будет, что

∑
j∈N

εt+1
j =

∑
j∈N

εtj .

Таким образом, если
∑

j∈N ε
t
j �= 0, то существует такое значение параметра

γ̃t+1, что ∑
j∈N

εt+1
j = (1− γ̃t+1(1 + n)/2)

∑
j∈N

εtj .(10)

При этом значение параметра γ̃t+1 определяется из соотношения

γ̃t+1 =

⎛⎝∑
j∈N

γt+1
j +

∑
j∈N

γt+1
j εtj/

∑
j∈N

εtj

⎞⎠ / (1 + n) .(11)

Здесь γ̃t+1 является средним арифметическим взвешенным набора пара-

метров {γt+1
j }j∈N с весами {ωtj}j∈N , т.е. γ̃t+1 =

∑
j∈N ωt

jγ
t+1
j

∑
j∈N ωt

j

и веса являются

вещественными числами вида ωti =
∑

j∈N ε
t
j + εti.

«Отрицательный» вклад агента в параметр γ̃t+1 возможен в тех случаях,
если знак его невязок не совпадает со знаком совокупных невязок всех аген-
тов

∑
j∈N ε

t
j = Q∗ −Qt.

Фиксируем некоторые периоды времени t0, τ и τ > t0. Далее, полагая,
что

∑
j∈N ε

t0
j �= 0 и γ̃t �= 2

1+n (случаи, когда γ̃t = 2
1+n и соответственно∑

j∈N ε
t
j = 0, учтены в примечании к утверждению 2), при t0 + 1 � t � τ

по (10) последовательно получаем

∑
j∈N

εt0+τj =
∑
j∈N

εt0j

τ∏
t=t0+1

(1− γ̃t(1 + n)/2).(12)

Введем обозначения:

T = {t0 + 1, . . . , τ}, T+ = {t ∈ T |1− γ̃t(1 + n)/2 > 0},
T− = {t ∈ T |1− γ̃t(1 + n)/2 < 0}.

В отдельные периоды из множества T+ могут иметь место два случая воз-
можных неравенств: 1 � 1−γ̃t(1+n)/2 (если γ̃t � 0) и 0 < γ̃t(1+n)/2 < 1 (если
0 < γ̃t < 2

1+n). Первый случай является «неблагоприятным», а второй «бла-
гоприятным» для сходимости процесса. Аналогично, в множестве T− также
возможны «благоприятные» периоды, когда −1 < 1− γ̃t(1 + n)/2 < 0 (если
2

1+n < γ̃t < 4
1+n), и «неблагоприятные» периоды, когда 1− γ̃t(1 + n)/2 < −1

(если 4
1+n � γ̃t).
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Используя неравенство Коши между средним арифметическим и средним
геометрическим, имеем:

∏
t∈T+

(1− γ̃t(1 + n)/2) �

⎡⎣ 1

t+

∑
t∈T+

(1− γ̃t(1 + n)/2)

⎤⎦t+ =
[
1− ¯̃γτ+(1 + n)/2

]t+ ,
∏
t∈T−

(γ̃t(1 + n)/2− 1) �

⎡⎣ 1

t−

∑
t∈T−

(γ̃t(1 + n)/2− 1)

⎤⎦t− =
[
¯̃γτ−(1 + n)/2− 1

]t− .
Здесь: ¯̃γτ+ = 1

t+

∑
t∈T+ γ̃

t, ¯̃γτ− = 1
t−

∑
t∈T− γ̃

t – средние значения взвешенного
параметра γ̃t по множествам T+ и T− соответственно; t+(t−) – число периодов
в множестве T+(T−), τ = t+ + t−.

Отсюда по (12) получаем, что∣∣∣∣∣∣
∑
j∈N

εt0+τj

∣∣∣∣∣∣ � [
1− ¯̃γτ+(1 + n)/2

]t+ ∣∣1− ¯̃γτ−(1 + n)/2
∣∣t− ∣∣∣∣∣∣

∑
j∈N

εt0j

∣∣∣∣∣∣ .(13)

Неравенство (13) и утверждение 2 позволяют сформулировать следующее
утверждение о сходимости процесса (8).

Утверждение 3. Модель (8) сходится к положению равновесия, если для
произвольного t0 и τ > t0 выражение

[
1− ¯̃γτ+(1 + n)/2

]t+ ∣∣1− ¯̃γτ−(1 + n)/2
∣∣t−

(τ = t+ + t−) стремится к нулю при τ → ∞.

Сл ед с т в и е 1. Если ∃t0 такое что 0 < ¯̃γτ+ и ¯̃γτ− < 4
n+1 ∀τ > t0, то мо-

дель (8) сходится к равновесию.

Поясним справедливость этого следствия. Если t∈T+, то всегда γ̃t< 2
1+n

и ¯̃γτ+<
2

1+n . Если t∈T−, то всегда γ̃t> 2
1+n и поэтому ¯̃γτ−>

2
1+n . Поэтому, что-

бы выполнялись неравенства
[
1− ¯̃γτ+(1 + n)/2

]
< 1 и

∣∣1− ¯̃γτ−(1 + n)/2
∣∣ < 1,

достаточно потребовать, чтобы 0 < ¯̃γτ+ и ¯̃γτ− < 4
1+n .

Также из утверждений 1 и 3 следует, что для тех наборов парамет-
ров {γti}, для осредненных оценок которых выполняются неравенства 0 < ¯̃γτ+
и ¯̃γτ− < 4

1+n , сходится модель (5)–(6).
Сл ед с т в и е 2. Пусть параметры γ̃t t = (1, 2, . . . , τ) – случайные вели-

чины, и ¯̃γτ = 1
τ

∑τ
t=1 γ̃

t по вероятности сходится к общему среднему ¯̃γ. Тогда
модель (8) по вероятности сходится к равновесию при τ → ∞, если ¯̃γ < 4

1+n .
Пример фрагмента численного расчета. Положим в модели (1)–(3) n = 4,

a = 100, b = 0,1, c = (20; 25; 20; 30), q0 = (250; 250; 100; 200). Постоянные из-
держки для всех агентов равны и составляют 500. По формуле hi =

a−ci
b

имеем, что h = (800; 750; 800; 700).
При полной информированности агентов статичное равновесие Нэша

q∗ является решением системы линейных алгебраических уравнений вида
qi +Q = hi (i = 1, 4). Имеем, что q∗i = hi− 1

5

∑4
j=1 hj и q

∗ = (190; 140; 190; 90).
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Фрагмент динамики при n = 4

Такты Невязки действий агентов Параметры шагов
t ε1 ε2 ε3 ε4 γ1 γ2 γ3 γ4

∑
εj γ̃ ¯̃γ+ ¯̃γ−

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13
0 −60,0 −110,0 90,0 −110,0 −190,0

1 −10,0 −65,0 105,0 −72,5 0,40 0,30 0,30 0,25 −42,5 0,31 0,31
2 0,5 −48,9 95,6 −61,0 0,40 0,30 0,30 0,20 −13,8 0,27 0,29
3 3,2 −39,5 62,9 −51,7 0,40 0,30 0,80 0,25 −25,1 −0,33 0,08
4 7,5 −29,8 57,2 −42,1 0,40 0,30 0,30 0, 25 −7,1 0,29 0,13
5 7,5 −22,4 39,7 −35,9 0,40 0,40 0,70 0, 25 −11,2 −0,23 0,06
6 8,2 −15,7 35,4 −30,0 0,40 0,40 0,30 0, 25 −2,1 0,32 0,11
7 6,1 −13,0 30,4 −26,0 0,70 0,30 0,30 0, 25 −2,5 −0,08 0,08
8 5,4 −9,9 26,2 −22,4 0,40 0,40 0,30 0, 25 −0,7 0,28 0,10
9 5,1 −8,3 22,4 −19,5 0,10 0,30 0,30 0, 25 −0,3 0,24 0,12
10 4,7 −7,0 19,1 −17,1 0,20 0,30 0,30 0,25 −0,3 −0,03 0,10
11 3,4 −3,3 14,4 −10,1 0,60 1,00 0,50 0,80 4,3 5,61 5,61
12 −0,5 −3,8 5,0 −7,2 1,00 1,00 1,00 1,00 −6,5 1,00 3,31
13 3,0 1,3 5,4 −0,4 1,00 1,00 0,50 1,00 9,3 0,98 2,53
14 −3,2 −4,0 −2,0 −4,9 1,00 1,00 1,00 1,00 −14,0 1,00 2,15
15 5,4 5,0 6,0 4,6 1,00 1,00 1,00 1,00 21,0 1,00 1,92
16 −7,8 −8,0 −7,5 −8,2 1,00 1,00 1,00 1,00 −31,5 1,00 1,77
17 11,9 11,8 12,0 11,7 1,00 1,00 1,00 1,00 47,3 1,00 1,66
18 −17,7 −17,8 −17,6 −17,8 1,00 1,00 1,00 1,00 −71,0 1,00 1,57
19 26,6 26,6 26,7 26,6 1,00 1,00 1,00 1,00 106,5 1,00 1,51
20 −39,9 −6,7 −26,6 −39,9 1,00 0,50 0,80 1,00 −113,1 0,82 1,44
21 36,6 23,3 8,3 36,6 1,00 0,50 0,50 1,00 104,8 0,77 0,77
22 −34,1 −8,7 −19,9 −34,1 1,00 0,50 0,50 1,00 −96,9 0,77 0,77
23 31,4 17,7 9,3 31,4 1,00 0,50 0,50 1,00 89,7 0,77 0,77
24 −11,0 −9,2 −15,5 −29,2 0,70 0,50 0,50 1,00 −64,8 0,69 0,75
25 26,9 9,3 4,6 −5,7 1,00 0,50 0,50 0,50 35,2 0,62 0,72
26 −4,1 −1,8 −5,3 −20,4 1,00 0,50 0,50 1,00 −31,7 0,76 0,73
27 13,8 6,6 3,9 5,6 1,00 0,50 0,50 1,00 29,9 0,78 0,74
28 5,0 −2,5 −4,5 −12,1 0,40 0,50 0,50 1,00 −14,2 0,59 0,72
29 9,6 1,6 0,1 1,0 1,00 0,50 0,50 1,00 12,4 0,75 0,72
30 −1,4 −1,9 −3,0 −5,7 1,00 0,50 0,50 1,00 −12,0 0,79 0,73

Примечание: обозначения показателей в шапке таблицы даны без индекса «t»,
предполагая под этим индексом номер такта (периода, итерации).

Переход к модели (8) осуществляется, используя формулу расчета невязок
εti = q∗i − qti . Имеем ε0 = (−60;−110; 90;−110).

По текущим значениям невязок εti (столбцы 2–5 таблицы) и текущим зна-
чениям параметров γti (столбцы 6–9 таблицы), по формулам (8) и (11) по каж-
дому такту (столбец 1) приведены расчеты средних арифметических взве-
шенных γ̃t наборов параметров {γtj} (столбец 11).
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Рис. 1. Динамика невязок действий отдельных агентов.
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Рис. 2. Динамика суммарных невязок.

Сходимость процесса зависит от того, какие шаги γ выбирают агенты.
Известно, что если агенты делают максимальные (равные единице) шаги γ,
то процесс сходится только при n = 2. При n = 4 процесс расходится, если все
агенты делают шаги, превышающие 0,8. В общем случае при n = 4 вопрос
о сходимости остается открытым, если агенты действуют разнонаправлено:
одни выбирают шаги больше 0,8, другие меньше.

Для большей наглядности введенных авторами статьи условий, как сред-
ства для индикации сходимости процесса, выделено три промежутка по де-
сять тактов в каждом. В первых десяти тактах агенты намеренно делают
небольшие шаги, чтобы гарантировать сходимость. В следующих десяти так-
тах делают большие шаги, чтобы показать расходимость процесса. В заклю-
чительные десять тактов процесс опять сделан сходящимся за счет того, что
не все агенты делают большие шаги.

Рассмотрим подробнее динамику процесса. В каждом из первых деся-
ти тактов динамики средние взвешенные γ̃t не превосходят 2/(1 + n) = 0,4

(есть и два отрицательных значения), а агрегированная оценка ¯̃γτ+ (их среднее
арифметическое за t тактов – см. столбец 12) находится в диапазоне (0; 0,4).
Поэтому имеет место тенденция к уменьшению суммарных невязок по абсо-
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лютной величине: было ε0 = (−60;−110; 90;−110) и
∣∣∣∑4

j=1 ε
0
j

∣∣∣ = 190, стало в

десятом такте ε10 = (4,7;−7,0; 19,1;−17,1) и
∣∣∣∑4

j=1 ε
10
j

∣∣∣ = 0,3.

Следующие десять тактов (с одиннадцатого по двадцатый) γ̃t и агреги-
рованная оценка динамики ¯̃γτ− (столбец 13) превосходят 4/(1 + n) = 0,8 что
обуславливает тенденцию к увеличению по абсолютной величине суммарных
невязок. Стало ε20 = (−39,9;−6,7;−26,6;−39,9) и

∣∣∣∑4
j=1 ε

20
j

∣∣∣ = 113,1.

С двадцать первого по тридцатый такты средние арифметические взве-
шенные γ̃t и их среднее арифметическое ¯̃γτ− находятся в диапазоне (0,4; 0,8),
что означает выполнение условий сходимости по утверждению 3 и его след-
ствию 1 при t0 = 21, и обуславливает тенденцию к уменьшению суммарных
невязок. Действительно, стало ε30 = (−1,4;−1,9;−3,0;−5,7) и

∣∣∣∑4
j=1 ε

30
j

∣∣∣ =
= 12,0.

Имеем также ¯̃γ30 = 1
30

∑30
t=1 γ̃

t = 0,76. По данным таблицы динамика дви-
жется к теоретическому статичному равновесия Нэша.

На рис. 1 и рис. 2 наглядно видна «синхронизация» динамик частных и
суммарных издержек. Очевидно, если сходятся невязки каждого из агентов,
то сходятся их суммарные невязки. Но из утверждения 2 следует и обратное:
из сходимости к нулю суммарных невязок следует сходимость к нулю невязок
каждого из агентов.

4. Заключение

Особенность и новизна проведенного здесь исследования проблемы вы-
явления условий сходимости к равновесию моделей коллективного поведе-
ния состоит в следующем. Традиционно, такие условия формулируются в
виде диапазонов на значения параметров γ для каждого из агентов в каж-
дом периоде: если каждый агент в каждом периоде выбирает свой параметр
в таком диапазоне, то динамика гарантированно сходится. Здесь же усло-
вия сходимости формулируются по совокупности периодов (т.е. за временной
промежуток) в виде диапазона на среднее арифметическое значение пара-
метров, которые представляют собой средние арифметические взвешенные
набора {γtj}j∈N по каждому периоду t входящим в совокупность. Если сред-
нее по совокупности периодов входит в диапазон, то динамика каждого из
агентов приближается к положению равновесия. Если при этом совокупность
периодов неограниченна, то динамика каждого из агентов гарантированно
сходится к равновесию.

ПРИЛОЖЕНИЕ

Дока з а т е л ь с т в о у т в е ржд е ни я 1. Вначале отметим, что статиче-
ское равновесие Нэша в модели (9) существует, единственно и ε∗i = 0 ∀i ∈ N.

Справедливость утверждения 1 следует из того факта, что один процесс
получается из другого преобразованием на основе невязок в качестве замены
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переменных. Поэтому из сходимости процесса (5)–(6) сходимость (8) следует
непосредственно.

Покажем также, основываясь на методе математической индукции, что из
сходимости процесса (8) следует сходимость процесса (5)–(6).

Пусть ε0 – вектор начальных условий процесса (8), при которых он сходит-
ся. Определим вектор начальных условий процесса (5)–(6) как q0 = q∗ − ε0.
Рассчитаем ε1 по (8). С учетом hi = Q∗ + q∗i и (6) покажем, что q1 = q∗ − ε1.
Имеем:

q∗i − ε1i = q∗i − ε0i − γ1i

(
−
∑

j �=i ε
0
j

2
− ε0i

)
=

= q0i − γ1i

(
−
∑

j �=i(q
∗
j − q0j )

2
− (q∗i − q0i )

)
=

= q0i + γ1i

(
2q∗i +

∑
j �=i(q

∗
j − q0j )

2
− q0i

)
=

= q0i + γ1i

(
Q∗ + q∗i −

∑
j �=i q

0
j

2
− q0i

)
=

= q0i + γ1i

(
hi −

∑
j �=i q

0
j

2
− q0i

)
= q0i + γ1i (xi(q

0
−i)− q0i ) = q1i .

Аналогично показывается, что из qt = q∗ − εt следует qt+1 = q∗ − εt+1, если
εt+1 рассчитывается по (8). Поэтому, если εt → 0, то qt → q∗.
Утверждение 1 доказано.
Доказательство утверждения 2. Пусть

∑
j∈N ε

t
j → 0. Тогда ∀δ > 0 ∃t′,

что при t > t′ будет выполняться
∣∣∣∑j∈N ε

t
j

∣∣∣ < δ.

Положим t = t′ + 1. Тогда по (8):

∣∣εt+1
i

∣∣ � (1− γt+1
i /2)

∣∣εti∣∣+ γt+1
i /2

∣∣∣∣∣∣
∑
j∈N

εtj

∣∣∣∣∣∣ <
< (1− γt+1

i /2)
∣∣εti∣∣+ δγt+1

i /2 < (1− γt+1
i /2)

∣∣εti∣∣+ δ.

Опять по (8), используя предыдущее неравенство, имеем:

∣∣εt+2
i

∣∣ � (1− γt+2
i /2)

∣∣εt+1
i

∣∣+ γt+2
i /2

∣∣∣∣∣∣
∑
j∈N

εt+1
j

∣∣∣∣∣∣ <
< (1− γt+2

i /2)
∣∣εt+1
i

∣∣+ δγt+2
i /2 <

< (1− γt+2
i /2)(1 − γt+1

i /2)
∣∣εti∣∣+ [

(1 − γt+2
i /2) + γt+2

i /2
]
δ <

< (1− γt+2
i /2)(1 − γt+1

i /2)
∣∣εti∣∣+ δ.
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Следуя методу математической индукции, предположим, что в некоторый
(t+m)-й период имеет место неравенство

∣∣εt+mi

∣∣ < ∣∣εti∣∣× m∏
l=1

(1− γt+li /2) + δ.

По (8) с учетом последнего неравенства:

∣∣εt+m+1
i

∣∣ � (1− γt+m+1
i /2)

∣∣εt+mi

∣∣+ γt+m+1
i /2

∣∣∣∣∣∣
∑
j∈N

εt+mj

∣∣∣∣∣∣ <
< (1− γt+m+1

i /2)
∣∣εt+mi

∣∣+ δγt+m+1
i /2 <

< (1− γt+m+1
i /2)

[∣∣εti∣∣× m∏
l=1

(1− γt+li /2) + δ

]
+ δγt+m+1

i =

=
∣∣εti∣∣× m+1∏

l=1

(1− γt+li /2) + δ.

То есть такое же неравенство имеет место и для (t+m+ 1)-го периода.
В полученных для каждого периода неравенствах первое слагаемое стре-

мится к нулю приm→ ∞ и γ �= 0, а число δ может быть сколь угодно малым,
что указывает на справедливость доказываемого утверждения.

Утверждение 2 доказано.
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