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Показана эффективность применения прямого метода Ляпунова для обеспечения устойчи-
вости движения в компактных инвариантных множествах конечномерных динамических си-
стем. В рамках линейной модели ограниченной задачи трех тел рассматривается возможность
обеспечения асимптотической устойчивости периодического движения космического аппа-
рата в окрестности коллинеарной точки Лагранжа L2 с использованием сил светового давле-
ния без расхода рабочего тела. Оценивается потребная площадь управляющих поверхностей
в зависимости от массы космического аппарата.

DOI: 10.31857/S0002338823030034, EDN: EUFJQP

Введение. При необходимости обеспечить устойчивость невозмущенного движения системы,
не являющегося состоянием равновесия, часто переходят к уравнениям в отклонениях, а потом
ищут закон управления, обеспечивающий асимптотическую устойчивость нулевого состояния
системы в отклонениях [1–6]. При этом для нелинейных систем уравнения в отклонениях ока-
зываются нестационарными, и нестационарным оказывается также искомый закон управления
[1, 4, 5]. Такой подход часто приводит к необходимости подавать на вход системы некоторый
программный сигнал, зависящий от времени, а иногда и от параметров системы [7]. В ряде слу-
чаев создание такого управляющего сигнала не имеет альтернатив. Однако если нужно обеспе-
чить асимптотическую устойчивость установившегося движения системы, не являющегося со-
стоянием равновесия (например, периодического), нет необходимости в определении конкрет-
ной функциональной зависимости состояния системы от времени. Это может быть тогда, когда
известно желаемое (или исследуемое) положение целой траектории установившегося движения
в пространстве состояний. Как правило, замыкание траектории установившегося движения яв-
ляется ограниченным минимальным множеством динамической системы [8–10]. При этом вме-
сто управления движением в установившемся режиме и обеспечения его асимптотической
устойчивости по Ляпунову целесообразно рассматривать задачу обеспечения требуемого пове-
дения системы в окрестности его минимального множества или, другими словами, задачу обес-
печения асимптотической устойчивости минимального множества системы. Интуитивно по-
нятные изменения формулировок теорем прямого метода Ляпунова (требующие, конечно,
обоснования) позволяют применить их для построения искомых законов управления. Замеча-
тельно, что в нетривиальных случаях (когда минимальное множество не является точкой покоя)
пространственная конфигурация минимального множества помогает найти требуемые для ре-
шения задачи функции Ляпунова.

Цель статьи – построение законов управления, обеспечивающих асимптотическую устойчи-
вость движения системы в окрестности минимального множества, не являющегося изолирован-
ным состоянием равновесия.

Отличительная особенность предлагаемого подхода представляет собой применение индика-
торов минимальных множеств для построения функций Ляпунова, используемых для построе-
ния законов управления движением системы в окрестности минимального множества. Сформу-
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лированы и доказаны достаточные условия асимптотической устойчивости компактных инва-
риантных множеств, позволяющие строить эффективные законы управления.

В качестве примера рассматривается задача исследования возможности непрерывного управ-
ления движением космического аппарата (КА) в окрестности второй коллинеарной точки
Лагранжа системы Солнце–Земля–КА с помощью сил светового давления [7, 11]. Применение
прямого метода Ляпунова в предлагаемой редакции позволило получить аналитические выраже-
ния для закона управления (линейного с насыщением при обеспечении состояния покоя КА в
окрестности точки Лагранжа и нелинейного при обеспечении устойчивости его периодического
движения – гало-орбиты). Кроме того, проведена оценка потребной площади управляющих по-
верхностей при дополнительном условии полного освещения КА (для бесперебойного функци-
онирования солнечных батарей).

1. Постановка задачи. Пусть уравнения движения конечномерной стационарной динамиче-
ской системы записаны в виде

(1.1)

где  – закон управления, U – множество допустимых значений вектора управления, f – не-
прерывно дифференцируемая функция от своих аргументов. Законом управления, как обычно,
назовем зависимость вектора управления от вектора состояния. Если не будет специальных ого-
ворок, допустимыми считаем кусочно-дифференцируемые функции от вектора состояния, зна-
чения которых лежат в замкнутом выпуклом множестве U, как правило, ограниченном (т.е. на
компакте). Полагаем выполненными требуемые для решения задачи условия управляемости.
Условимся, что в уравнении движения (1.1) функция  будет обозначать значение правой ча-
сти уравнения (1.1) при конкретном выбранном законе управления, так, что .
Таким образом, может оказаться, что закон управления является кусочно-дифференцируемой
функцией от координат вектора состояния и правая часть (1.1) также окажется кусочно-диффе-
ренцируемой функцией. При необходимости (например, в случае релейного закона управления)
считаем выполненными условия продолжения решения системы (1.1) на поверхности перехода
из одной области гладкости в другую [12].

Условимся в дальнейшем, как обычно, называть компактом (или компактным множеством)
замкнутые вполне ограниченные подмножества полного топологического пространства (в кон-
тексте данной статьи можно ограничиться замкнутыми ограниченными подмножествами евкли-
дового пространства ). Для произвольного множества X через 
обозначены соответственно его замыкание, внутренность и граница.

Будем считать, что необходимо обеспечить асимптотическую устойчивость движения в за-
мкнутом ограниченном инвариантном [8–10] множестве, являющимся замыканием устойчивой
по Пуассону траектории, т.е. в минимальном множестве, которое обозначим M. Движение в

назовем устойчивым (асимптотически устойчивым), если устойчиво (асимптотически устой-
чиво) минимальное множество M, что в свою очередь будет означать выполнение следующего
определения.

О п р е д е л е н и е  1. Компактное минимальное множество M называется устойчивым, если
для всякой его -окрестности  найдется такая -окрестность  и такое , что при
любых  и любых  состояние системы не выходит за пределы ε-окрестности

, так что . Если окрестность  может быть выбрана независимо от ,
то минимальное множество M называется асимптотически устойчивым.

Пусть задано управление (или закон управления), обеспечивающее заданное движение в тре-
буемом минимальном множестве M. В случае, если минимальное множество M не является
асимптотически устойчивым, требуется найти закон управления, обеспечивающий асимптоти-
ческую устойчивость минимального множества. По возможности желательно оценить область
притяжения множества M снизу, т.е. указать такое множество начальных условий, для которого
все начинающиеся в нем движения асимптотически сходятся к M.

В качестве примера рассмотрим задачу обеспечения асимптотической устойчивости устано-
вившегося движения КА в окрестности коллинеарной точки Лагранжа  системы Солнце–Зем-
ля [6].

2. Решение задачи. Нам понадобится следующее очевидное расширение теоремы Ляпунова об
асимптотической устойчивости применительно к устойчивости инвариантных множеств и рас-

= = = = ∈( ) ( , ( )), dim , dim ( ) , ( ) ,d n m U
dt
x F x f x u x x u x u x

( )u x

( )F x
( )F(x) = f x, u(x)

R
n =Cl , Int , Fr Cl \Int X X X X X

M

ε ε( )S M δ δ( )S M τ ≥ 0
δ∈(0) ( )S Mx > τt

ε( )S M ε∈( ) ( )t S Mx δ( )S M ε( )S M

2L
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пространение понятий знакопостоянных и знакоопределенных функций на замкнутые инвари-
антные множества.

О п р е д е л е н и е  2. Неотрицательная непрерывная функция  от координат вектора со-
стояния, заданная в окрестности  компактного инвариантного множества M, называется зна-
копостоянной положительной функцией, если  ( ).
Функция  называется знакопостоянной отрицательной, если функция  будет знако-
постоянная положительная. Знакопостоянная функция  – знакоопределенная, если

.
О п р е д е л е н и е  3. Заданная в окрестности  и равная нулю на компактном инвариант-

ном множестве M функция  от координат системы называется функцией Ляпунова, если
выполнены следующие два условия.

1. Во всех точках области  функция  имеет производную по любому направле-
нию.

2. В любой точке  производная функции , взятая вдоль траекторий движе-
ния (т.е. производная функции  вдоль направления, определяемого вектором  правой
части уравнения (1.1)) , и равная

является знакопостоянной в .

З а м е ч а н и е  1. В тех точках, где функция  дифференцируема, ее производная вдоль
траекторий движения равна , где точка – знак скалярного произведе-
ния. Так как состояние системы x – функция времени, то производную функции , взятую
вдоль траекторий движения, называют также полной производной функции  по времени,
взятой в силу уравнений движения системы.

О п р е д е л е н и е  4. Непрерывная функция  от координат системы, заданная в окрест-
ности  минимального (инвариантного) множества M, называется индикатором M, если она
равна нулю на M и больше нуля на дополнении M в , т.е. на .

2.1. Д о с т а т о ч н ы е  у с л о в и я  у с т о й ч и в о с т и  к о м п а к т н о г о  м и н и м а л ь н о -
г о  м н о ж е с т в а.

Т е о р е м а  1. Для устойчивости компактного минимального множества  динамической си-
стемы, движение которой описывается дифференциальным уравнением (1.1) с правой частью

, достаточно выполнения следующих условий.

1. Найдется знакоопределенная положительная функция Ляпунова , являющаяся ин-
дикатором минимального множества M.

2. Функция Ляпунова  равна нулю на многообразии M. Во всех точках множества
 для любого направления существует производная функции  вдоль этого направле-

ния.

3. Полная производная по времени от функции , взятая вдоль траекторий движения си-
стемы, т.е. функция , представляет собой знакопостоянную отрицательную
функцию в окрестности .

Д о к а з а т е л ь с т в о. Обозначим через  минимальное значение функции  на ком-
пакте , являющемся границей множества . Так как  непрерывна и равна ну-
лю на M, то найдется такая окрестность , что .
Значение, принимаемое функцией Ляпунова в процессе движения системы, запишем в следую-
щем виде:

(2.1)

( )MV x
( )S M

∈  =( ) 0MM Vx x ∈  ≥( )\ ( ) 0MS M M Vx x
( )MV x − ( )MV x

( )MV x
=  ∈ ∈  >( ) 0 , ( )\ ( ) 0M MV M S M M Vx x x x

( )S M
( )MV x

( )\S M M ( )MV x

∈ ( )\S M Mx ( )MV x
( )MV x F(х)

( ) ( )
ε↓

+ ε = =  ε 0

( )
' , ( ) ( ) lim ,M

V
V W

x F x
x F x x

( )S M

( )MV x
= ×( ) grad ( ) ( )M MW Vxx x F x

( )MV x
( )MV x

( )MV x
( )S M

( )S M ( )\S M M

M

( )F x

( )MV x

( )MV x
( )\S M M ( )MV x

( )MV x
( ) =' , ( ) ( )MV Wx F x x

( )S M

> 0*V ( )MV x
εFr ( )S M ε( )S M ( )MV x

δ( )S M δ δ ε∈  < ⊂( ) ( ) & ( ) ( )*MS M V V S M S Mx x

( ) ( ) ( )= + τ τ
0

( ) (0) ( ) .
t

M M MV t V W dx x x
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Так как , то движение, начавшееся в , ни-
когда не достигнет границы . Теорема доказана.

Нам понадобится следующая теорема, которая для инвариантного множества является анало-
гом теорем Ляпунова и Барбашина–Красовского [2] об асимптотической устойчивости нулевого
состояния равновесия стационарной системы.

2.2. Р а с ш и р е н н ы е  д о с т а т о ч н ы е  у с л о в и я  а с и м п т о т и ч е с к о й  у с т о й ч и -
в о с т и  к о м п а к т н о г о  и н в а р и а н т н о г о  м н о ж е с т в а.

Т е о р е м а  2. Пусть в ограниченной окрестности  минимального множества  выпол-
няются условия теоремы 1, а множество  содержит подмножество .
В этом случае для асимптотической устойчивости минимального множества M достаточно, что-
бы для любого  для множества  выполнялось любое из следующих условий.

1. Для любого  замкнутое множество  не является инвариант-
ным и не содержит инвариантного подмножества системы.

2. При любых  поверхности равных уровней  не инвариантны и
не имеют инвариантных подмножеств системы.

3. Множество  не содержат  – предельных точек системы (условие
Барбашина–Красовского применительно к минимальным множествам).

4. Производная  функции , взятая вдоль траекторий движения системы, является
знакоопределенной отрицательной функцией в , равной нулю на инвариантном множестве
M.

Д о к а з а т е л ь с т в о. 1. Поскольку в силу теоремы 1 состояние системы остаётся внутри мно-
жества , а при любом как угодно малом  множество SV(c, γ) =
=  не инвариантно и не содержит инвариантных подмножеств, то для любых
начальных условий  найдется такое , что . Таким образом, усло-
вие 1 – перефразировка определения асимптотической устойчивости из определения 1 и поэто-
му справедливо.

2. Так как любая поверхность равных уровней  является подмножеством , то на-
рушение условия 2 влечет за собой нарушение условия 1. При доказательстве теоремы 1 было по-
казано, что значения функции Ляпунова  не возрастают. Предположим, нарушая условия
теоремы, что существует инвариантное подмножество G, указанное в условии 1. Так как замыка-
ние инвариантного множества инвариантно, не нарушая общности, можно считать  замкну-
тым минимальным множеством, а так как  ограничено, то  – компактно. На компакте 
функция Ляпунова будет принимать свое минимальное положительное значение, не возрастаю-
щее при  и, следовательно, постоянное наG, откуда вытекает, что нарушение условия 1
влечет нарушение условия 2. Таким образом, условия 1 и 2 эквивалентны.

3. Отрицание условия 3 влечет отрицание условия 1, поскольку множество  – предельных
точек замкнуто и инвариантно, а поэтому наличие предельной точки в  противоречит
условию 1. Любая бесконечная последовательность точек компактна и содержит сходящуюся
подпоследовательность, поэтому нарушение условия 1 означает наличие хотя бы одной предель-
ной точки, т.е. условия 1 и 3 эквивалентны.

4. Если выполнено условие 4, то любая поверхность равного уровня  яв-
ляется компактом, на котором производная  принимает свое не равное нулю максимальное
значение (отрицательное), и поэтому состояние системы не может оставаться на множестве

 в течение конечного промежутка времени и выполнение условия 4 влечет за собой спра-
ведливость условия 2. Теорема доказана.

2.3. О ц е н к а  о б л а с т и  п р и т я ж е н и я  к о м п а к т н о г о  и н в а р и а н т н о г о  м н о -
ж е с т в а.

С л е д с т в и е  т е о р е м ы  2. Из доказательства теоремы следует, что любое множество
, заданное соотношением SVM(c0) = , лежит в области притяже-

ния инвариантного множества M и поэтому может служить оценкой снизу этой области притя-
жения. Наилучшей оценкой снизу, которая может быть построена на основании выбранной

( ) ( )≤ ≥  ≤ =( ) 0 & 0 ( ) (0) *M M MW t V t V Vx x x δ( )S M

εFr ( )S M

( )S M M
( )S M = < ≤0 0( ) { :0 ( ) }VM MS c V cx x

≤ 0c c ( )VMS c

γ > 0 γ = γ ≤ ≤( , ) { : ( ) }V MS c V cx x

< γ ≤0 c γ = = γ( ) { : ( ) }VC MS Vx x

= < ≤( ) { : 0 ( ) }VM MS c V cx x ω

( )MW x ( )MV x
( )S M

= ≤ ≤( ,0) { : 0 ( ) }V MS c V cx x γ
γ ≤ ≤{ : ( ) }MV cx x

∈(0) ( ,0)VS cx τ > 0 τ ∈ γ( ) ( ,0)VSx

γ( )VCS γ( , )VS c

( )MV x

G
( )S M G G

→ ∞t

ω
( )VMS c

{ }γ = = γ( ) : ( )VC MS Vx x
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γ( )VCS

0( )VMS c { }< ≤ ⊂0: 0 ( ) ( )MV c S Mx x
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функции Ляпунова, очевидно, является та, которая соответствует максимальному значению па-
раметра c0.

Для полноты добавим теорему о неустойчивости инвариантного множества в форме, практи-
чески совпадающей с классическими формулировками теорем Ляпунова о неустойчивости ну-
левого состояния равновесия системы в отклонениях.

2.4. Д о с т а т о ч н ы е  у с л о в и я  н е у с т о й ч и в о с т и  к о м п а к т н о г о  и н в а р и а н т -
н о г о  м н о ж е с т в а.

Т е о р е м а  3. Для неустойчивости компактного инвариантного множества M динамической
системы, движение которой описывается дифференциальным уравнением (1.1) с правой частью

, достаточно выполнения следующих условий.
1. Найдётся функция Ляпунова , являющаяся индикатором множества M.
2. В любой как угодно малой окрестности множества  найдется такая точка, в которой

функция  принимает положительные значения.
3. Во всех точках множества  для любого направления существует производная функ-

ции  вдоль этого направления.
4. Полная производная по времени от функции , взятая вдоль траекторий движения си-

стемы, т.е. функция , представляет собой знакоопределенную положитель-
ную функцию в окрестности .

Доказательство опускается, поскольку является перефразировкой доказательства соответ-
ствующей теоремы Ляпунова о неустойчивости нулевого состояния равновесия системы в от-
клонениях.

З а м е ч а н и е  2. Иногда при исследовании кусочно-гладких динамических систем мини-
мальное компактное множество, устойчивость которого оценивается, удобно бывает предста-
вить в виде замыкания пересечений конечного числа связных открытых множеств. В этом случае
может оказаться полезным следующее утверждение.

2.5. У с т о й ч и в о с т ь  и н в а р и а н т н ы х  м н о ж е с т в ,  я в л я ю щ и х с я  п е р е с е ч е -
н и е м  к о н е ч н о г о  ч и с л а  о б л а с т е й.

Т е о р е м а  4. Пусть инвариантное компактное множество M динамической системы пред-
ставляет собой замыкание пересечения конечного числа открытых множеств Gk:

В этом случае для асимптотической устойчивости множества  достаточно выполнения следу-
ющих двух условий.

1. Каждое множество  содержит в качестве подмножества и может быть представлено в
виде , где  – непрерывные дифференцируемые функции, равные нулю на
множестве  и непрерывно дифференцируемые во всех точках  (в дополнении  в ),
область определения которых совпадает с .

2. Производная по времени  любой функции  вдоль траекторий динамической си-
стемы – непрерывная функция от x, а ее значения во всех точках  строго отрицательны.

Доказательство. Обозначим через  множества:

положим

и введем функцию V(x), значение которой определим соотношением .
Пусть

( )F x
( )MV x

M
( )MV x

( )\S M M
( )MV x

( )MV x
( ) =' , ( ) ( )MV Wx F x x

( )S M

= =
= = 

1 1

Cl Cl .
h h

k k
k k

M G G

M

kG M
{ }= <: ( )k k kG V Cx x kV

M \kG M M kG
kG

'( )kV x kV
∉ Mx

ˆ
mG

= +
= 

1
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h
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G G G

{ }= ≤ =: ( ) minCk k k
k

G V C Cx x

∈  =ˆ ( ) ( )m mG V Vx x x

{ }= ≤ =: ( ) ,CV Ck
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а  – открытая окрестность множества M. Рассмотрим множество  и функ-
цию . Заданное таким образом множество  является компактом, на границе которого
функция  принимает значение C, а в любых внутренних точках ее значение не превышает C.
Каждой точке  соответствует значение производной  при , и хотя 
может не быть непрерывной, но она интегрируема и принимает на  свое максимальное (от-
рицательное) значение. Повторяя рассуждения, приведенные при доказательстве теоремы 1,
получим, что для любого как угодно малого  при любых начальных условиях, лежащих в
окрестности , движение системы за конечное время достигнет окрестности . Теорема
доказана.

Например, рассмотрим кусочно-гладкую систему второго порядка, дифференциальные урав-
нения движения которой записаны в виде

(2.2)

Эта система имеет единственное неустойчивое нулевое состояние равновесия, причем все
движения системы при  сходятся к этому состоянию равновесия. Для траекторий этой си-
стемы, лежащих в ограниченной области, т.е. устойчивых по Лагранжу, состояние равновесия
является одновременно и  и  предельной точкой, что и определяет его неустойчивость по Ля-
пунову (для остальных траекторий нулевое состояние равновесия представляет собой только ω
предельную точку). Фазовый портрет этой системы показан на рис. 1.

ε( )S M ε ε= \ ( )C CVG G S M
( )V x εCG

V

ε∈ CGx = ''( ) ( )kV Vx x ∈ ˆ
kGx '( )V x

εCG

ε > 0
CVG ε( )S M

=

=

≤  = − − = =  =
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2 2

2 2
2 2
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2
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x

→ ∞t
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Рис. 1. Фазовый портрет системы 3
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Объединение  всех обыкновенных (орбитно устойчивых) траекторий системы (2.2) лежит в
ограниченной открытой области , выделенной на рисунке штриховкой. В рассматри-
ваемом случае эти траектории начинаются и заканчиваются в окрестности неустойчивого нуле-
вого состояния равновесия. Их объединение является связным открытым ограниченным инва-
риантным множеством системы и может быть представлено в виде  : Φ(x, y) < 0}, при-

чем функция Φ(x, y) задается соотношениями ,  =
= (2x + y)2 – 8(x + y). Замыкание этого множества также инвариантно, а его граница состоит из
двух особых (орбитно неустойчивых) траекторий – нулевого состояния равновесия и траекто-
рии, проходящей через точку (2,0).

Зададим  при . При  положим . Такая функция
 является индикатором инвариантного множества G. Ее производная, взятая вдоль траек-

торий движения системы, равна нулю при , а при  отрицательна. Поверхности ее рав-
ных уровней (линии) не содержат инвариантных подмножеств (в данном случае – состояний
равновесия). Таким образом, на основании теоремы 2 компактное инвариантное множество G
асимптотически устойчиво. Применение такой функции Ляпунова к замкнутым инвариантным
множествам, являющимся строгими подмножествами множества G, приведет к равенству нулю
производной функции Ляпунова. Таким образом, эти множества окажутся устойчивыми, но не
асимптотически.

В [3] был предложен принцип построения такого закона управления, который обеспечивает
наиболее быстрое затухание значений выбранной функции Ляпунова. Такой же закон управле-
ния обеспечивает наибольшее значение оценки снизу области притяжения стабилизируемого
состояния равновесия [5]. Применительно к рассматриваемой задаче построения закона управ-
ления, обеспечивающего асимптотическую устойчивость минимального множества, закон
управления целесообразно строить следующим образом. Выбирается знакоопределенная поло-
жительная функция , являющаяся индикатором минимального множества  и такая, про-
изводная которой , взятая вдоль траекторий движения, зависит от управ-
ления . Если удается найти такой допустимый закон управления , при котором  по-
прежнему остается индикатором минимального множества  и вместе с тем выполняются усло-
вия теорем 1 и 2, то задача обеспечения асимптотической устойчивости минимального множе-
ства  считается решенной. Оптимальным для выбранной функции Ляпунова называем закон
управления, обеспечивающий минимальное значение производной этой функции. Естественно,
такой минимум предполагается существующим. Как правило, в таких случаях множество допу-
стимых значений управления является замкнутым и ограниченным.

3. Пример. 3.1. З а д а ч а  о б е с п е ч е н и я  а с и м п т о т и ч е с к о й  у с т о й ч и в о с т и  п е -
р и о д и ч е с к о г о  д в и ж е н и я  к о с м и ч е с к о г о  а п п а р а т а  в  о к р е с т н о с т и  к о л -
л и н е а р н о й  т о ч к и  L2. Решение будем искать в рамках линейной модели ограниченной
круговой задачи трех тел [6]. Систему дифференциальных уравнений движения центра масс КА
запишем в правой вращающейся системе координат [4]. Центр системы координат поместим в
точке Лагранжа (L2), ось  направим вдоль оси Солнце–Земля ( ) в сторону от Солнца, ось

 – по направлению вектора скорости Земли, ось  – перпендикулярно плоскости орбиты Зем-
ли (рис. 2).

G
= Int G G

=  { ,G x y

>  Φ = − + −2 20 ( , ) ( 1) 1y x y x y ≤  Φ0 ( , )y x y

= Φ( , ) ( , )V x y x y Φ ≥( , ) 0x y Φ ≤( , ) 0x y =( , ) 0V x y
( , )V x y

> 0y < 0y

( )MV x M
( ) =' , ( , ) ( , )MV Wx F x u x u

u ( )u x ( )MV x
M

M

X ⊕ ,
Y Z

Рис. 2. Система координат, связанная с точкой Лагранжа
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Линейное приближение для такой системы, записанное для ускорений КА, будет иметь сле-
дующий вид [4]:

(3.1)

В этих уравнениях  – проекции на координатные оси действующих на КА сил,  –
угловая скорость вращения Земли по орбите,  – гравитационные силы, действующие на КА,

 – масса КА, , константа k – гравитационная постоянная,  –
масса Солнца,  – масса Земли,  – расстояние от Земли до Солнца,  – расстояние от Земли
до точки Лагранжа.

В [7, 11] в качестве управляющих сил, стабилизирующих движение КА, предложено рассмат-
ривать силы светового давления. Величину и направление этих сил будем задавать с помощью
изменения эффективной площади и пространственного положения управляющих отражающих
поверхностей (включая солнечные батареи).

Из точки Лагранжа  диск Земли и диск Солнца видны под одним и тем же углом. Поэтому
для длительного функционирования КА необходимо, чтобы он был смещен в плоскости  от-
носительно оси (требование постоянного функционирования солнечных батарей). Учитывая,
что Земля и Солнце видны под малым углом (примерно 1°), для полного освещения КА требует-
ся его смещение относительно оси  на величину диаметра Земли (рис. 3).

При меньшем смещении видимый диск солнца имеет вид серпа, а КА будет находиться в по-
лутени и его освещенность будет в  раз слабее, чем при полном видимом диске. Коэффициент

 равен , где  – половина величины смещения КА от оси  в долях зем-
ного радиуса.

Применим предлагаемый подход к решению задачи управления установившимся движением
КА в окрестности точки Лагранжа. На первом этапе не будем рассматривать вопросы, связанные
с реализацией требуемых величин управляющих воздействий. Обозначим через  требуемую ве-
личину отклонения КА от точки Лагранжа, необходимую для функционирования солнечных ба-
тарей и получения потребного для управления давления солнечного света. Для конкретности
примем , равным диаметру Земли . Свободное движение системы (3.1) неустойчиво (ее ха-
рактеристический многочлен содержит один положительный, один отрицательный и два чисто
мнимых корня). Рассмотрим два варианта решения поставленной задачи.

=
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Рис. 3. Условие выхода КА из полутени
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3.2. П е р в ы й  в а р и а н т. Требуется создать устойчивое состояние равновесия на расстоя-
нии  от оси X, проходящей через точку Лагранжа и не меняющей свое положение относительно
выбранной системы координат. Преимущество такого подхода заключается в равенстве нулю
возмущающих воздействий, вызванных наличием кориолисовых ускорений (  и ) при
невозмущенном движении системы. Недостатком является необходимость создания постоянно-
го управляющего воздействия, равного  (при смещении вдоль оси ) или  (при
смещении вдоль оси ). Задача решается стандартными методами. Можно предложить, напри-
мер, следующий линейный закон управления, обеспечивающий автономное управление по каж-
дой координате с максимальной степенью устойчивости:

(3.2)

Заметим только, что при любом подходе критическим является смещение КА вдоль оси X,
связанное с потерей устойчивости. Для грубой оценки недопустимых величин смещений можно
принять равными нулю смещения от номинальных значений вдоль осей  и Y. При законе
управления (3.2) движение вдоль оси  на основании (3.1) будет описываться уравнением

Обозначим через  диаметр Земли и перейдем к безразмерному времени и координатам, по-
ложив

.

Ограничив управление  величиной , получим систему второго порядка:

На рис. 4 показан фазовый портрет этой системы при единичных ограничениях на безразмер-
ную величину управляющего ускорения ( ). Условно можно считать безопасными отклоне-
ния в пределах зоны линейности и катастрофическими – выходящие за пределы области притя-
жения, ограниченной сепаратрисами сёдел и равной удвоенной зоне линейности.

3.3. В т о р о й  в а р и а н т. Требуется обеспечить устойчивое движение КА по круговой орбите
радиуса  и периода  с центром на оси X в плоскости, перпендикулярной оси X.

Поскольку движение должно проходить в плоскости, перпендикулярной оси X, то необходи-
мо гарантировать стабилизацию КА вдоль оси X, что будем считать выполненным путем выбора
закона управления

(3.3)

Таким образом, задача сводится к выбору закона управления, обеспечивающего асимптоти-
ческую устойчивость предельного цикла радиуса  и круговой частоты . Круговую
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орбиту радиуса  в четырехмерном подпространстве с координатами  можно задать в
виде равенства нулю трех функций:

(3.4)

Из (3.4) следует, что в качестве индикатора стабилизируемого предельного цикла (являющегося
компактным минимальным множеством системы) можно выбрать сумму квадратов этих функ-
ций:

(3.5)

Производная функции , взятая вдоль траекторий движения, в соответствии с
уравнениями (3.1) при законе управления (3.3) равна

(3.6)

Если при любом  положить

(3.7)

то производная (3.6) функции  будет равна , что
влечет выполнение условий теоремы 1 и первых трех условий теоремы 2. Возможно также ис-
пользовать “релейное” управление, положив

(3.8)
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Рис. 4. Фазовый портрет системы стабилизации координаты x
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Таким образом, функция (3.5) при законе управления (3.7), заданном в окрестности S(L), яв-
ляется функцией Ляпунова, удовлетворяющей условиям асимптотической устойчивости иссле-
дуемого предельного цикла.

3.4. О б е с п е ч е н и е  у п р а в л я ю щ и х  с и л  и  м о м е н т о в. Осталось рассмотреть воз-
можность создания необходимых для обеспечения устойчивости рассматриваемого цикла
управляющих сил и моментов. Пусть  – потребная для функционирования аппаратуры КА
площадь поверхности солнечных батарей. Если считать солнечные батареи черным телом, то
действующая на них сила светового давления направлена вдоль оси X. Ее величина равна ,
где  – удельное давление солнечного света на черное тело, , Н/м2. Управляющие
поверхности условно представим в виде набора параллельных друг другу плоских зеркальных
элементов. Обозначим через  общую площадь всех этих элементов, а через  – вектор нормали
к их поверхности. Будем считать, что величину  можно произвольно изменять в пределах от 0

до  (например, сворачивая отражающую поверхность или изменяя ее прозрачность).

Изменяя угол наклона зеркальных управляющих поверхностей по отношению к световому
потоку и их ориентацию по отношению к осям  и , можно получить изменение направления
и величины вектора светового давления (рис. 5).

Сила светового давления на управляющую поверхность равна (1 +
+ cos(2γ)), где  – угол между направлением светового потока и вектором нормали к плоскости
зеркальной управляющей поверхности. Сместим начало координат в сторону Солнца вдоль оси

 на величину . Желаемую круговую орбиту КА также сместим в
сторону Солнца на величину . Линеаризованные уравнения движения при этом останутся
прежними, но значение координаты  вектора управления , изменится. Управление  равно
проекции вектора управления на ось X: . Пусть  – проекция вектора управле-
ния на плоскость . Очевидно, норма вектора  равна . Если  – угол меж-
ду осью  и вектором , то управляющие силы равны , . При этом
вектор управления может принимать любые значения внутри трехмерного шара , радиус кото-
рого равен . Ориентация управляющих отражающих поверхностей определяется значения-
ми углов  и площадью  следующими равенствами:

Назовем предельной оценкой снизу нормы вектора управления величину , необходимую
для обеспечения невозмущенного движения КА. Траектория такого движения лежит в плоско-
сти , координата , а закон управления задается соотношением (3.7). Значение вектора
управления для этого случая обозначим . Координаты вектора  будут равны
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Рис. 5. Создание управляющих сил вдоль координатных осей

SU

UX

UY

UYZ
UYZ UZ

Z

L X

Y

�X

SU*

0

0

�
�



14

ИЗВЕСТИЯ РАН. ТЕОРИЯ И СИСТЕМЫ УПРАВЛЕНИЯ  № 4  2023

СТЕПАНЬЯНЦ

Для круговой орбиты радиуса , лежащей в плоскостиY, Z, получим

Оценим максимальное значение, которое принимает при движении по этой орбите норма
вектора управления:

Так как сомножитель  отрицателен, то максимум достигается при :

.

В свою очередь для минимума этого выражения по  получим два экстремальных значения
круговой частоты. Одно из них – тривиальное нулевое (локальный максимум), а другое –

 (искомый минимум). Для работоспособности системы необходимо обеспечить
величину нормы располагаемых значений управления U* выше предельной оценки

. Отношение  будет при этом играть роль своеобразного за-
паса ресурса управления. Для зеркальной отражающей управляющей поверхности ее минималь-
ная площадь может быть оценена величиной

Сомножитель , равен , 1/c2. Для грубой оценки можно счи-
тать, что на 1 кг массы потребная площадь управляющих поверхностей лежит в пределах от 0.6
до 1 м2 в зависимости от реального значения их коэффициента отражения.

З а м е ч а н и е  3. Специфика рассматриваемого примера заключается в том, что для работо-
способности системы проекция предельного цикла на плоскость  должна быть окружно-
стью. Параметры закона управления при установившемся движении не должны выходить на
ограничения. Такое требование вызвано принципиальной необходимостью компенсации ко-
риолисовых сил, которая требует практически всех запасов управления.

На рисунках 6 и 7 для закона управления (3.7) показаны проекции траекторий вектора состо-
яний на плоскость , на плоскость  и проекция вектора управления на
плоскость . Использовалась стандартная безразмерная форма записи дифференциальных
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Рис. 6. Проекции траекторий движения на координатные плоскости при минимально допустимых ресурсах
управления
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уравнений движения. Масштаб времени выбран так, что период обращения Земли вокруг Солн-
ца (безразмерный год) равен . При этом безразмерное значение  угловой скорости вращения
Земли вокруг Солнца равно 1. За единицу длины выбран диаметр Земли. Безразмерное значение

 константы  принято равным .
Оптимальное значение угловой скорости вращения КА вокруг точки Лагранжа будет равно

. Сомножитель , равен 2.786 для безразмерной фор-
мы ( ).

Для представления о возможных отклонениях КА от номинальной траектории на рис. 6 пока-
заны проекции траекторий вектора состояний при предельно допустимых значениях ресурсов
управления. Величины начальных условий по координатам выбраны соответствующими невоз-
мущенному движению по круговой орбите, лежащей в плоскости Y, Z.

Как видно из рис. 6, после компенсации близких к предельно допустимым значениям коор-
динаты  отклонений (левый график), траектория установившегося движения совпадает с
окружностью (средний график). Влияние 10% дефицита ресурсов управления показано на рис. 7.

Невозможность полностью компенсировать кориолисовы ускорения приводит к тому, что в
установившемся режиме координата  (левый график) и поэтому проекция установившего-
ся движения на плоскость Y, Z не является окружностью (средний график). На правом графике
рис. 7 видно, что управляющие воздействия периодически выходят на ограничения.

З а м е ч а н и е  4. При решении задачи управляющие воздействия считались безынерционны-
ми. Для проверки допустимости такого условия в уравнения движения были включены уравне-
ния привода управляющих поверхностей. Они были записаны в виде . Безраз-
мерная постоянная времени T была задана равной 0.0014, что соответствует ≈12 ч реального вре-
мени. Выяснилось, что на графиках практически невозможно отличить траектории такой
системы от графиков траекторий системы с безынерционным приводом. Поскольку полутора
земных суток, по-видимому, вполне достаточно для разворота управляющих панелей на любой
угол, то вполне допустимо при начальных исследованиях считать привод безынерционным.

Заключение. Можно утверждать, что если замыкание траектории установившегося движения
является компактным минимальным множеством, т.е. инвариантно, ограниченно и не содержит
замкнутых инвариантных подмножеств, то применение прямого метода Ляпунова для построе-
ния законов управления, обеспечивающих асимптотическую устойчивость установившихся
движений, может оказаться достаточно эффективным. Дифференцируемые вдоль траекторий
движения системы индикаторы минимальных множеств в первую очередь являются претенден-
тами на используемую для построения такого закона функцию Ляпунова.

Приведенный пример применения прямого метода Ляпунова, хотя и не может претендовать
на серьёзную практическую значимость, тем не менее, показывает, что постановка задачи ис-
пользования светового давления для обеспечения длительного функционирования КА в окрест-
ности второй точки Лагранжа, по крайней мере, не бессмысленна. Для КА малой массы (порядка
сотен килограмм) управляющие поверхности по площади примерно соответствуют площади
солнечных батарей, а следовательно, конструктивно могут быть выполнены в каркасном испол-
нении.

π2 Ω

C 0C = 3.94C

ω = − Ω ≈22 1.393C Ω Ω ω + − ω 2 2 2
0 0 0(4 ( ))C

Ω =0 1

x

≠ 0x

+ = v( / )T du dt u

Рис. 7. Проекции траекторий движения на координатные плоскости при дефиците ресурсов управления
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Рассматривается новый двухуровневый ансамблевый регрессионный метод, его модифика-
ции и применение в прикладных задачах. Ключевой особенностью метода является нацелен-
ность его на построение ансамбля предикторов, хорошо аппроксимирующих целевую пере-
менную, и при этом состоящего из алгоритмов, по возможности отличающихся друг от друга
по вычисляемым прогнозам. Построение ансамбля, обладающего указанными свойствами,
на первом этапе производится через оптимизацию специального функционала, выбор кото-
рого теоретически обосновывается в работе. На втором этапе по сформированным этим ан-
самблем прогнозам вычисляется коллективное решение. Кроме того, описываются некото-
рые эвристические модификации, положительно сказывающиеся на качестве прогноза в
прикладных задачах. Эффективность метода подтверждается результатами, полученными
для конкретных прикладных задач.

DOI: 10.31857/S0002338823040029, EDN: OCEZGW

Введение. Ансамблевые методы имеют весьма продолжительную историю и являются суще-
ственной частью технологий машинного обучения, используемых при решении задач обучения
по прецедентам: классификации или предсказания числовых переменных [2, 3]. Под ансамбле-
вым методом обычно понимается метод, вычисляющий решения в два этапа: отдельными алго-
ритмами ансамбля и коллективным алгоритмом.

Среди ансамблевых технологий наибольшее распространение получили метод случайных ле-
сов [4] и метод градиентного бустинга [5]. Данные технологии успешно использовались ранее, в
том числе для задач оценивания вещественных характеристик по признаковым описаниям объ-
ектов.

Задача обучения по прецедентам в приведенном смысле определяется следующим образом.
Рассмотрим совокупность объектов, позволяющих измерить или вычислить  своих числовых
характеристик (признаков) . Пусть для некоторых из этих объектов также измерен целе-
вой признак Y, их будем называть прецедентами. Обучающей выборкой назовем множество пре-
цедентов , где ,  – значения целевой переменной  для i-го объ-
екта, а  – вектор признакового описания i-го объекта, . Требуется построить ал-
горитм A для определения (предсказания) значения Y для остальных объектов: . В
случае, когда Y принимает категориальные значения, задача может называться задачей класси-
фикации, а в случае, когда Y является непрерывной числовой характеристикой, – регрессией.

В методе случайных лесов [4] деревья генерируются независимо с использованием комбина-
ции бэггинга и метода случайных подпространств [6, 7]. Иными словами, каждое новое дерево

, добавляемое в ансамбль на шаге k, строится по выборке , являющейся выборкой с возвра-

1 Работа проведена в рамках государственного задания (проект 0063-2016-0003) с помощью инфраструктуры ЦКП
“Информатика” ФИЦ ИУ РФН [1].

n
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щением из проекции исходной обучающей выборки , где  – про-
екция вектора xi на признаковое подпространство . Процесс генерации деревьев
прекращается, когда общее число деревьев в ансамбле достигает заранее заданного числа. В ме-
тоде случайных лесов применяются простые коллективные решения: при решении задач класси-
фикации объект относится в тот класс, к которому его отнесло большинство деревьев ансамбля;
при решении регресионных задач коллективный прогноз вычисляется как средний прогноз по
ансамблю.

В методах, основанных на градиентном бустинге, каждое новое дерево , добавляемое в ан-
самбль на шаге k, осуществляет один шаг градиентного спуска. Пусть функция  опи-
сывает потери, возникающие при использовании в качестве прогноза Y в точке  величины

, например квадратичная ошибка . Для обучения вычисляется
градиент l по , , где , . Очвидно, для
квадратичной ошибки . Пусть  – ансамбль, построенный к k-му шагу:

где  – некоторое начальное приближение, например тождественный ноль. Если теперь  обу-
чается по выборке , тем самым аппроксимируя градиент функции потерь при , а

 – шаг градиентного спуска на шаге k, то ансамбль, построенный таким образом, будет с каж-
дым шагом все точнее оптимизировать заданный функционал, а значит, приближать целевую
переменную.

Метод случайных регрессионных лесов и метод градиентного бустинга широко применяются
при решении разнообразных прикладных задач, демонстрируя во многих случаях высокую эф-
фективность. Причем ни один из них не является бесспорным лидером – на практике встреча-
ются задачи, где то один, то другой из этих методов демонстрируют превосходство, иногда со
значительным отрывом. Вместе с тем можно предположить, что два указанных метода не исчер-
пывают все возможности достижения высокой эффективности ансамблевых решений. Возника-
ет даже желание объединить эти подходы, что в какой-то мере реализуется в предлагаемом мето-
де.

1. Оптимизируемый функционал. В методе случайных лесов ансамбли генерируются случайно,
что, очевидно, не обеспечивает их оптимальности. В то же время градиентный бустинг не явля-
ется в полной мере ансамблевым методом – это, несомненно, сумма алгоритмов, но каждый в
отдельности аппроксимирует не целевую переменную, а производные функции потерь. В нашем
методе предлагается совместить лучшее из двух подходов. С одной стороны, будем строить ан-
самбль из разнообразных элементов, каждый из которых в определенной степени случаен, и ап-
проксимирует целевую переменную. При этом сами элементы будут строиться путем оптимиза-
ции специального функционала, к выводу которого мы переходим.

Рассмотрим итерационную процедуру построения ансамбля. Обозначим через  произ-
вольный алгоритм: как дерево, так, например, и линейную комбинацию деревьев, получаемый
на i-м шаге. К шагу k ансамбль будет состоять из всех алгоритмов, построенных на предыдущих
шагах, а ансамблевым решением  считаем среднее этих алгоритмов:

где  – тождественный ноль.
В качестве функционала ошибки нас будет интересовать среднее квадратичное отклонение:
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Заметим, что этот функционал можно выразить через средний квадрат отклонения по всем объ-
ектам и алгоритмам:

для чего рассмотрим последний:

Откуда следует, что средний квадрат ошибки для алгоритма  вычисляется по формуле

Два слагаемых  в полученной формуле имеют простую интерпретацию. Первое опи-
сывает отклонение прогнозов от истинных значений Y, а второе представляет собой среднюю
дисперсию прогнозов для объектов из S. Последнее слагаемое интерпретируется сложнее, но
можно сделать несколько наблюдений. Во-первых, оно стремится к нулю при росте размера ан-
самбля k. Во-вторых, само его появление вызвано желанием упростить алгоритм и определить 
как сумму слагаемых предыдущих шагов без включения искомого алгоритма, иначе это слагае-
мое строго равно нулю. Наконец, в дальнейшем метод потребует еще несколько нестрогих пере-
ходов и дополнительных эвристик, поэтому не будем включать последнее слагаемое в функцио-
нал:

(1.1)

Таким образом, оптимальность ансамбля может достигаться за счет двух факторов: хорошей ап-
проксимации связи  с переменными  на обучающей выборке и высокой дисперсии
прогнозов обучающих объектов.

Эти рассуждения позволяют выбрать функционал для оптимизации нового слагаемого ан-
самбля , . Строгое вычисление прироста качества  со-
гласно (1.1) приводит к значительному усложнению алгоритма:
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Вклад одного эдемента в этот функционал убывает с ростом размера ансамбля, поэтому логичнее
для оптимизации отдельного элемента использовать , а эта разность, в
свою очередь, с ростом  приближается к следующему виду:

что уже значительно удобнее. Тем не менее,  не достигает минимума по прогнозам
B(x1), ...,  и требует введения параметра , где . Дальнейшие построения основыва-
ются на предположении, что оптимальность ансамбля в смысле обеспечения с его помощью
максимальной обобщающей способности будет достигаться для корректирующих деревьев, при
которых функционал  минимален:

(1.2)

т.е. .

Далее функционал (1.2) позволяет применить процедуру градиентного бустинга напрямую
для построения элементов ансамбля. Такой подход был реализован в [8] и показал хорошие ре-
зультаты в практических задачах. Однако он не лишен недостатков. В первую очередь это возрос-
тание сложности обучения. Кроме того, возникает необходимость подбирать шаг градиентного
бустинга.

Этих недостатков лишено непосредственное построение дерева, оптимизирующего функци-
онал (1.2). Аналогия с градиентным бустингом сохраняется, но B попадает в минимум функцио-
нала за один шаг, что снижает сложность и не требует подбора параметра. Однако такой способ
связан с некоторыми техническими сложностями и будет целью последующих исследований.
Для проверки самой концепции рассмотрим другой подход, реализуемый с помощью стандарт-
ных методов scikit-learn [9]. Предположим, что минимум Q достигается в точке .
В качестве  может быть использовано регрессионное дерево , обучаемое по выборке

. По сложности и количеству параметров этот подход аналогичен
предыдущему, но в данной работе мы пожертвуем простотой для достижения дополнительного
разнообразия в ансамбле с помощью дополнительных техник, таких, как бэггинг и метод случай-
ных подпространств. Опишем данный подход подробнее.

Предположим, что за первые  шагов получен ансамбль . Сгенерируем бутстрэп
репликацию  выборки S в проекции на случайное подпространство, как это описано во Вве-
дении. По репликации  построим регрессионное дерево . Алгоритм  ищется в виде суммы

, где  – корректирующее дерево, которое строится исходя из условия минимизации
.

Перепишем функционал (1.2) для этой процедуры:

(1.3)

На первом шаге ищется действительный вектор , компонентами которого являются
оптимальные смещения прогнозов, вычисляемых деревом , т.е. . Минималь-
ное значение функционала  по  достигается при  или при

(1.4)

Вместе с тем вычисление оптимальных смещений по формуле (1.4) может приводить к сниже-
нию точности формируемого алгоритма  по отношению к  при соблюдении наборов нера-
венств:

(1.5)
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или

(1.6)
Такого снижения точности можно избежать, если при выполнении одного из наборов нера-
венств (1.5), (1.6) приравнивать  нулю.

Таким образом, описана рекурсивная процедура построения ансамбля алгоритмов. Начиная
с пустого ансамбля и тождественного нуля в качестве коллективного решения, затем пополним
его суммами пар деревьев, где первое аппроксимирует целевую переменную напрямую, а второе
аппроксимирует поправку, минимизирующую функционал  (1.3). Построение ансамбля
завершается, если k достигает задаваемого пользователем порогового значения N. Ансамбли, ко-
торые строятся с помощью представленной выше процедуры, далее будем называть декоррели-
рованными.

2. Коллективное решение и дополнительные эвристики. Наряду со способом генерации ансам-
бля важную роль для достижения высокой эффективности ансамблевого алгоритма играет про-
цедура, вычисляющая коллективное решение. Хотя ансамбль строится, исходя из соображений
минимизации ошибки усредненного ответа алгоритмов, использование такой схемы коллектив-
ного решения оказалось недостаточно эффективно. В работе [8] рассматривались несколько
других способов, кроме среднего по декоррелированному ансамблю, в частности стекинг [10],
т.е. применение прогнозов, вычисляемых отдельными деревьями ансамбля, в качестве призна-
ков для алгоритмов второго уровня, рассчитывающих выходное коллективное решение. Экспе-
рименты, представленные в [8], показывают, что более высокая точность достигается с помощью
стекинга со случайным регрессионным лесом, чем с простым усреднением. По этой причине в
методе реализованы несколько вариантов коллективного решения: усреднение и стекинг с мето-
дом градиентного бустинга и случайным лесом, а также их выпуклой комбинацией.

Наибольшая точность предсказания обычно достигается при больших размерах ансамбля.
Однако чрезмерно большое число признаков приводит к увеличению неустойчивости и сниже-
нию точности прогноза. Для снижения признакового пространства могут быть использованы
различные подходы. В предлагаемом методе применяются две техники: прореживание и пере-
оптимизация. В первом случае после вычисления полного декоррелированного ансамбля все во-
шедшие в него регрессионные деревья ранжируются по величине функционала , где для
произвольного элемента Bj, ансамбль полагается равным . Далее из ансамбля ис-
ключаются все недостаточно эффективные слагаемые так, чтобы оставить заданные заранее 
элементов. Эксперименты на реальных задачах не выявили заметного повышения эффективно-
сти от использоваия этой процедуры. Возможно, это не так при большем количестве исходных
слагаемых, но в таком случае значительно увеличивается вычислительная сложность процедуры.
Переоптимизация же оставляет количество слагаемых, но пытается дополнительно “раздви-
нуть” их. Рассмотрим ансамбль  и применим процедуру построения нового алго-
ритма B к этому ансамблю, а затем заменим Bj на полученный алгоритм, и так для всех слагаемых
по очереди. Эффект от такой процедуры также не стал грандиозным, однако эти две процедуры
оставлены в методе для дальнейшего исследования.

Несколько более высокую эффективность показало применение для снижения размерности
признакового пространства варианта метода экстремальной группировки (ЭГ) параметров [11].
На начальном этапе признаки случайно разбиваются на некоторое заранее заданное число
групп, для каждой из которых вычисляется соответствующий групповой фактор, как среднее по
всем признакам, вошедшим в группу. При этом часть из признаков умножается на –1 для обес-
печения одинаковой направленности связей с целевой переменной. Используется процедура,
сходная со стандартным методом кластеризации “k-средних” и заключающаяся в переносе каж-
дого из признаков в группу, для которой модуль коэффициента корреляции между признаком и
соответствующим групповым фактором максимален. Далее производится пересчет групповых
факторов. Процесс завершается в случае отсутствия необходимости переноса признаков на ка-
ком-то из шагов. В реализованном методе ЭГ может быть использован как для исходных призна-
ков, что особенно актуально, например, для химических задач с высокой коррелированностью
признаков, так и для генерируемого пространства.

В работе не используются стекинг и предварительная кластеризация признаков, поскольку
это некие общие процедуры, применимые к любому методу.

Таким образом, свойства итогового алгоритма определяются следующим набором парамет-
ров:  – число элементов ансамбля (в экспериментах фиксировалось );  – число эле-
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ментов ансамбля после отсеивания (в экспериментах фиксировалось );  – влияние де-
коррелирующей компоненты функционала (в экспериментах фиксировалось );  – доля
признаков, задействованных для построения ;  – параметр вклада :  (в экспе-
риментах фиксировалось );  – число групп ЭГ в ансамбле; corrector=average|forest|boosting
– тип корректирующей процедуры. Отдельно задаются параметры итоговой корректирующей
процедуры. Для бустинга и бэггинга берутся параметры по умолчанию, для усреднения парамет-
ры не нужны.

Как это обычно бывает, не существует единого набора гиперпараметров, эффективного для
любых прикладных задач. Пример комбинаций, позволяющих достичь преимущества по сравне-
нию с чистымии методами градиентного бустинга и случайного леса, для предсказания свойств
химических элементов представлен в [12]. В следующей главе описано применение разработан-
ного метода для решения нескольких других задач.

3. Прикладные задачи. Для оценки качества исследованного алгоритма и диапазона оптималь-
ных гиперпараметров были использованы следующие задачи.

Houses – выборка ’House Prices: Advanced Regression Techniques’2, содержащая данные для
оценки стоимости недвижимости по различным признакам, от рельефа участка и длины примы-
кающей улицы до типа и качества отделки постройки и близости железной дороги. В задаче име-
ется 1460 объектов, описываемых 79 признаками, большинство из которых категориальные. Для
применения метода к таким признакам применялась следующая процедура кодирования: по
обучающей подвыборке значения признаков заменялись на среднее целевого показателя для
всех объектов с таким значением признака; в тестовой подвыборке использовалось значение из
обучающей подвыборки; если в тестовую подвыборку попадало значение, неизвестное в обуча-
ющей, оно заменялось на среднее значение целевого признака по всей выборке; пропуски в ко-
личественных признаках заменялись нулями, поскольку их природа – площадь отсутствующего
элемента.

Prices, Costs – еще одна выборка неджвижимости3 из репозитория UCI [13]. Выборка содер-
жит 372 объекта, описанных 107 числовыми признаками, по которым предсказывается цена не-
движимости и стоимость ее постройки. Эти две задачи рассматривались отдельно.

Systolic – задача оценивания систолического давления по сигналу электрокардиограммы
(ЭКГ) [14]. Выборка содержит 836 объектов, описанных 160 спектральными показателями.

Разработанный метод реализован с помощью стандартных методов из библиотеки scikit-learn
[9], новизна сводится к использованию модифицированной целевой переменной. Дерево 
ищется с помощью BaggingRegressor с числом элементов, равным одному, и .
Поправка  реализована с помощью DecisionTreeRegressor. Для экспериментов часть гиперпара-
метров фиксировалась и делалось несколько запусков с различными значениями , ,  и кор-
ректора. В этом порядке они и приводятся при описании результатов.

Также из scikit-learn были взяты референсные методы: BoostingRegressor в качестве реализа-
ции градиентного бустинга и RandomForestRegressor – как случайный лес. Все методы запуска-
лись с размером ансамбля, равным 200, и остальными параметрами по умолчанию. Мы созна-
тельно отказались от попыток сравнить качество с другими исследователями и провели соб-
ственные тесты по нескольким соображениям, главное из которых – поставить методы в
относительно одинаковые условия и выявить эффект, оказываемый техникой декорреляции.
Так, задача Houses требует предобработки признаков, и улучшение результатов достигается ли-
дерами соревнования Kaggle, в том числе за счет улучшения этой обработки. Это же во многом
касаетися и задач Costs и Prices – наиболее свежее доступное исследование этих данных также во
многом сосредоточено на специфике выборки [15], в то время как мы изучаем общий подход. За-
дача Systolic в таком виде никем не исследовалась.

Полученные результаты и параметры запуска представлены в табл. 1. Для оценки качества
предсказания использовались две характеристики: коэффициент детерминации (R-квадрат, R2)
и среднее абсолютное отклонение (MAE). Решение задач производилось в режиме скользящего
контроля с разбиением на 10 частей. Кроме того, результаты усреднялись по 10 запускам, чтобы
отразить их устойчивость, поэтому в таблице приводится среднее значение (mean) и стандартное
отклонение (stdev) показателей.

2 https://www.kaggle.com/competitions/house-prices-advanced-regression-techniques/data.
3 https://archive.ics.uci.edu/ml/datasets/Residential+Building+Data+Set.
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Первое, на что стоит обратить внимание, это разные соотношения качества самих референс-
ных методов. Видно, что в задачах с недвижимостью бустинг показывает значительно лучшее ка-
чество, чем случайный лес. В то же время в задаче оценивания давления бустинг значительно от-
стает. В свою очередь предлагаемый метод всегда демонстрирует превосходство над аутсайдером.
В задачах Prices и Costs при этом удалось только сравняться с лидером. В задаче Houses лидерство
уже более явное – предлагаемый метод лидирует как по R2, так и по средней абсолютной ошибке.
Наилучший же результат метод продемонстрировал в задаче оценивания систолического давле-
ния, где лидера пары референсных методов – на этот раз случайный лес – удалось значительно
обойти по обоим критериям.

Что касается выбора гиперпараметров, то в очередной раз подтвердилась их неуниверсаль-
ность. Где-то преимущество дали высокие , где-то – наоборот. В задачах с недвижимостью хо-
рошим корректором оказался случайный лес, а в прогнозе давления – простое усреднение.

Заключение. Представлен новый ансамблевый регрессионный метод. Дается дополнительное
обоснование подхода, уточняющее вывод, который приведен в предыдущих работах. Также рас-
смотрены результаты тестирования метода, оценивающие возможность его использования при
решении прикладных задач в бизнесе и медицине. Результаты экспериментов подтверждают
перспективность предлагаемого подхода.

Дальнейшие исследования предполагается направить на повышение быстродействия метода,
что возможно достигнуть, во-первых, за счет непосредственного построения элементов  как

ν

kB

Таблица 1. Результаты экспериментов

Задача Модель
R2 MAE

mean stdev mean stdev

Houses Boosting 0.882 0.006 17642 352.37
Forest 0.861 0.0051 17923 112.72

0.5, 0.4, 40, forest 0.881 0.0134 16645 211.1
0.5, 0.4, 40, boosting 0.879 0.01 17232 239.12
0.5, 0.4, 40, average 0.888 0.0035 16577 94.9

Costs Voosting 0.96 0.0027 16.6 0.342
Forest 0.95 0.0035 20.19 0.372

0.7, 40, boosting 0.946 0.0056 20.59 0.659
0.7, 40, forest 0.932 0.0042 19.41 0.662

0.7, 40, average 0.933 0.0057 19.35 0.494
1, 40, forest 0.96 0.0036 18.21 0.558
1, 80, forest 0.961 0.0015 17.09 0.26
1, 120, forest 0.96 0.0032 18.07 0.409

Prices Boosting 0.977 0.0017 81.76 3.014
Forest 0.961 0.003 121.21 3.073

0.7, 40, boosting 0.929 0.0063 202.99 7.278
0.7, 40, forest 0.941 0.0056 184.44 9.078

0.7, 40, average 0.938 0.0064 191.83 8.133
1, 40, forest 0.971 0.0027 103.53 3.15
1, 80, forest 0.972 0.0021 102.17 3.41
1, 120, forest 0.97 0.0033 104.39 3.5

Systolic Boosting 0.432 0.0134 6.02 0.055
Forest 0.464 0.0073 5.81 0.043

0.3, 80, boosting 0.475 0.0077 5.75 0.044
0.3, 80, forest 0.482 0.0084 5.79 0.05

0.3, 80, average 0.486 0.0064 5.75 0.033
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деревьев со специальным функционалом качества, а во-вторых, за счет оптимизации построе-
ния этих деревьев, в том числе с помощью библиотеки cython.
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В математической теории управления “машина Дубинса” – нелинейная модель движения,
описываемая дифференциальными соотношениями, в которой скалярное управление опре-
деляет мгновенную угловую скорость поворота. Величина линейной скорости предполагает-
ся постоянной. Фазовый вектор системы является трехмерным. Он включает в себя две коор-
динаты геометрического положения и одну координату, имеющую смысл угла наклона век-
тора скорости. Подобная модель является очень популярной и используется в различных
задачах управления, связанных с движением самолета в горизонтальной плоскости, c упро-
щенным описанием движения автомобиля или небольших надводных и подводных аппара-
тов и т.д. Скалярное управление может быть стеснено либо симметричным ограничением
(когда минимальные радиусы поворота влево и вправо совпадают), либо несимметричным
(когда поворот возможен в обе стороны, но минимальные радиусы поворотов не совпадают).
Обычно задачи с симметричными и несимметричными ограничениями рассматриваются от-
дельно. Показано, что при построении множества достижимости “в момент” случай несим-
метричного ограничения может быть сведен к симметричному случаю.

DOI: 10.31857/S0002338823030113, EDN: EUWNCG

Введение. Термин “машина Дубинса” в настоящее время используется для обозначения
управляемого объекта, который передвигается на двумерной плоскости с постоянной по
величине линейной скоростью и заданными ограничениями на мгновенную угловую скорость
поворота.

К классическим работам, где рассматривался подобный объект, помимо статьи [1], следует
отнести публикации [2, 3]. Количество работ, связанных с машиной Дубинса, огромно. Многие
из них указаны в списке литературы к статье [4]. В [5, 6] описаны содержательные задачи, где
применяется модель “машина Дубинса” и ее различные модификации/обобщения.

Отметим некоторые работы, выполненные в последние годы. В [7] исследуется задача пере-
хвата машиной Дубинса за наименьшее время объекта, движение которого задано заранее. В [8]
изучается весьма общая постановка задач управления с двумя геометрическими координатами и
двумерным управлением. В качестве одного из частных случаев применения полученных резуль-
татов рассматривается задача быстродействия для машины Дубинса. В [9] предложен вариант ал-
горитмического построения оптимальных программных траекторий машины Дубинса в задаче
быстродействия. Численное построение трехмерного множества достижимости для машины Ду-
бинса при наличии движущихся препятствий на плоскости геометрических координат рассмот-
рено в [10]. Некоторые задачи управления гибридной системой, составленной с использованием
машины Дубинса, исследованы в [11].

Настоящая работа посвящена исследованию трехмерного множества достижимости для ма-
шины Дубинса. Не теряя общности, величину линейной скорости объекта считаем равной еди-
нице, а начальное фазовое состояние полагаем нулевым. Под множеством достижимости G(tf)
понимаем совокупность всех трехмерных фазовых состояний  (  – координаты геомет-
рического положения, ϕ – угол направления вектора скорости), в каждое из которых можно пе-

ϕ, ,x y ,x y
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ревести объект в заданный момент времени tf . Двумерное сечение множества G(tf) по угловой ко-
ординате ϕ обозначим Gϕ(tf) и назовем ϕ-сечением.

Каноническим считаем случай, когда скалярное управление u (имеющее смысл мгновенной
угловой скорости поворота) стеснено ограничением . Задачи с несимметричными ограни-
чениями , где , , также рассматриваются в литературе (см., например, [12]).

В качестве практического примера несимметричных ограничений можно указать координи-
рованное движение (см., например, [13, с. 60, 61; 14, с. 764]) самолета в горизонтальной плоско-
сти с постоянной величиной линейной скорости. Повороты при этом осуществляются измене-
нием угла крена. Для модельного кинематического описания используется кинематика машины
Дубинса. Нарушение симметрии ограничений по крену (в том числе за счет неправильной рабо-
ты исполнительных механизмов) приводит к рассмотрению несимметричного случая.

Работа является продолжением статьи [15]. Показано, что исследование ϕ-сечений для про-
извольного несимметричного случая сводится к исследованию ϕ-сечений в каноническом слу-
чае. А именно установлено аффинное взаимно-однозначное соответствие между ϕ-сечениями
множества достижимости для произвольного несимметричного случая и ϕ-сечениями для кано-
нического случая. Аналитическое описание ϕ-сечений для канонического случая приведено в [4,
16].

Кратко опишем содержание статьи. В разд. 1 приводится постановка задачи о нахождении
множества достижимости для машины Дубинса с несимметричными ограничениями ,

 на управление. Множество достижимости G(tf) представляется в виде совокупности его се-
чений по угловой координате ϕ. Описание ϕ-сечений для общего случая требуется осуществить
посредством сведения к рассмотрению ϕ-сечений в каноническом случае.

Исследование опирается на принцип максимума Л.С. Понтрягина [17], которому удовлетво-
ряют движения и управления, ведущие на границу множества достижимости. В качестве неслож-
ного следствия принципа максимума в разд. 2 получаем, что при описании границы можно огра-
ничиться кусочно-постоянными управлениями с конечным числом переключений и со значе-
ниями в трехэлементном множестве . В разд. 3 формулируются и доказываются
утверждения о свойствах движений и управлений, удовлетворяющих принципу максимума. По-
казано, что при построении границы множества достижимости достаточно взять шесть типов
управлений с не более чем двумя переключениями. Этот результат распространяется на точки из
внутренности множества достижимости при подходящем сужении ограничений на управление.
В разд. 4 при зафиксированном значении угловой координаты  дается описание движений,
которые порождаются управлениями из разд. 3. Получаемые в момент tf точки образуют непре-
рывную замкнутую кривую  на плоскости геометрических координат. Эта кривая содер-
жит все точки границы рассматриваемого ϕ-сечения, но часть ее, вообще говоря, проходит и во
внутренности ϕ-сечения. Важное свойство состоит в том, что кривая  симметрична отно-
сительно оси X некоторой вспомогательной прямоугольной системы координат X, Y (зависящей
от ϕ).

Раздел 5 является центральным в статье. В нем при  устанавливается соответствие между
кривой  и некоторой кривой , рассматриваемой для канонического случая. Момент

 задается определенной формулой и отличается от момента tf . На базе этого соответствия вы-

водится аналогичное соотношение между ϕ-сечениями Gϕ(tf) и  для исходного и канониче-
ского случаев во вспомогательной системе координат. В разд. 6 для значений  описание
ϕ-сечений получаем, опираясь на случай .

Рассматриваемые в статье шесть типов управления совпадают в каноническом случае с ше-
стью вариантами, указанными в работе [1] для задачи быстродействия. В связи с этим подчерк-
нем, что в нашей статье речь идет об описании границы множества достижимости в заданный
момент tf . С логической точки зрения совокупность программных управлений, решающих зада-
чу быстродействия, вообще говоря, является недостаточной для полного построения границы
множества достижимости в момент.

1. Постановка задачи. Пусть движение управляемого объекта на плоскости описывается си-
стемой дифференциальных уравнений

(1.1)
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Здесь  x, y – координаты геометрического положения, ϕ – угол наклона вектора скорости (рис. 1), от-
считываемый против часовой стрелки от положительного направления оси x. Величина скоро-
сти равна единице. Допустимыми управлениями u(·) считаем измеримые функции времени, удо-
влетворяющие ограничению . Значения угла ϕ рассматриваются на промежутке

. Фазовый вектор  системы (1.1) обозначим через z.
Зафиксируем  – фазовое состояние системы (1.1) в начальный момент времени t0. Множе-

ство достижимости G(tf) в момент времени  есть совокупность всех точек z трехмерного фа-
зового пространства, в каждую из которых возможен перевод системы (1.1) в момент tf при по-
мощи некоторого допустимого управления на промежутке  из начальной точки .

Обозначим через Gϕ(tf) двумерное ϕ-сечение множества G(tf). Отметим, что если некоторая

точка  принадлежит , то точка  принадлежит . Обратное, вообще го-
воря, неверно. Здесь символ  означает границу множества.

При изучении множеств достижимости, не ограничивая общности, полагаем  и
. Систему (1.1) в частном случае симметричных ограничений ,  будем на-

зывать канонической. Соответствующее ей множество достижимости обозначим через .
Цель статьи – показать и обосновать способ получения ϕ-сечений множества достижимости

G(tf) исходной системы (1.1) для произвольных  на основе ϕ-сечений множества до-
стижимости канонической системы.

2. Принцип максимума Понтрягина. Из общих результатов математической теории управления
[18] следует, что множество достижимости G(tf) замкнуто и ограничено. Известно также, что
управления, которые ведут на границу множества достижимости, удовлетворяют принципу мак-
симума Понтрягина (ПМП). Запишем соотношения принципа максимума для системы (1.1).

Пусть u*(·) – некоторое допустимое управление,  – соответствующее дви-
жение системы (1.1) на промежутке . Дифференциальные уравнения сопряженной системы
записываются в виде

(2.1)

ПМП означает, что существует ненулевое решение  системы (2.1), для кото-
рого почти всюду (п.в.) на промежутке  выполнено равенство

Таким образом, условие максимума имеет вид

(2.2)
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Рис. 1. Исходная система координат
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Предполагая, что  удовлетворяет (2.2), сформулируем несколько простых свойств. Отме-
тим, что функции  и  есть константы. Обозначим их  и . Если  и , то

 на промежутке . Следовательно, в этом случае либо п.в. , либо
п.в. .

Пусть теперь хотя бы одно из чисел ,  не равно нулю. Опираясь на (1.1) и (2.1), можно за-

писать выражение  Отсюда следует, что  тогда и только то-

гда, когда точка  геометрического положения в момент t удовлетворяет уравнению
прямой:

(2.3)
Прямая переключения (2.3) не является универсальной: при смене движения, удовлетворяюще-
го ПМП, изменяется, вообще говоря, и прямая переключения.

В силу соотношения (2.2), если  ( ) на некотором промежутке времени, то
 ( ) п.в. на этом промежутке. Соответствующее движение в проекции на плос-

кость x, y при этом идет по дуге окружности радиуса 1/u2 против часовой стрелки в полуплоско-

сти  (по дуге окружности радиуса  по часовой стрелке в полуплоскости

). Условимся называть левым (правым) циклом участок движения длительно-
стью  (соответственно длительностью ), на котором п.в.  ( ). Траек-
тория движения на таком участке в проекции на плоскость x, y представляет собой окружность.

Если  на некотором промежутке времени, то на этом промежутке движение

 идет по прямой переключения. Стало быть, . Поэтому  п.в. на
этом промежутке.

На рис. 2 показаны движения системы (1.1), удовлетворяющие ПМП. Здесь и на последую-
щих поясняющих рисунках для определенности полагаем . Траектория на рис. 2, а имеет
три момента переключения и последовательность управлений . На рис. 2, б показана
траектория с шестью моментами переключения с последовательностью управлений u2, 0,

 существуют левый и правый циклы.
Возможны лишь следующие три варианта взаимного расположения траектории движения

 и прямой переключения.
1. Траектория пересекает прямую (2.3) в некоторый момент под ненулевым углом (рис. 2, а).

Тогда траектория представляет собой набор дуг окружностей с одинаковым угловым раствором
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Рис. 2. Траектории принципа максимума и прямая переключения
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между соседними точками пересечения прямой переключения. Функция  меняет знак на
промежутке  конечное число раз.

2. Траектория касается прямой (2.3) в некоторый момент (рис. 2, б). Тогда траектория пред-
ставляет собой набор дуг окружностей и прямолинейных участков. Прямолинейные участки ле-
жат на прямой (2.3), дуги окружностей касаются этой прямой. При этом любой полный участок
в виде дуги окружности, не являющийся крайним, представляет собой один или несколько под-

ряд идущих циклов. Функция  на промежутке  либо не меняет знак, либо меняет его
конечное число раз.

3. Траектория не пересекается с прямой (2.3). В этом случае функция  имеет один и тот
же знак на всем промежутке  и траектория является дугой окружности.

Таким образом, если выполнено условие максимума (2.2), то функция  на промежутке
 может менять знак лишь конечное число раз. Поэтому в качестве управления , порож-

дающего движение z*(·) и удовлетворяющего ПМП, можно взять кусочно-постоянное управле-
ние со значениями  и конечным числом переключений на промежутке . Для опреде-
ленности будем считать такое управление кусочно-непрерывным справа. Момент tf не включа-
ем в число моментов переключения.

Изложенное выше позволяет сформулировать следующие два утверждения.
У т в е р ж д е н и е  1. Пусть движение  системы (1.1) на промежутке  порождается до-

пустимым измеримым управлением и при этом выполнен ПМП. Тогда движение  может
быть реализовано при помощи кусочно-постоянного управления с конечным числом переклю-
чений и со значениями в трехэлементном множестве .

У т в е р ж д е н и е  2. Пусть движение  системы (1.1) на промежутке  порождается ку-
сочно-постоянным управлением  и при этом выполнен ПМП. Тогда:

а) точки геометрического положения системы (1.1) на плоскости x, y в моменты переключе-
ния управления  лежат на прямой переключения (2.3);

б) если на движении  нет участков с нулевым управлением, нет циклов и число переклю-
чений управления  больше двух, то приращение угла между соседними моментами переклю-
чения одинаково по модулю;

в) если на движении  нет участков с нулевым управлением, есть хотя бы один цикл и чис-
ло переключений управления  больше одного, то все точки геометрического положения в
моменты переключения совпадают;

г) если на движении  есть участок с нулевым управлением, то любой участок движения
между соседними моментами переключения, на котором реализуется постоянное управление u1

или , представляет собой один или несколько подряд идущих циклов.
3. Свойства движений, удовлетворяющих ПМП. В основной части данного раздела будут дока-

заны несколько лемм и опирающаяся на них теорема 1 о числе и характере переключений управ-
лений, ведущих на границу множества G(tf). В соответствии с утверждением 1 рассматриваем ку-
сочно-постоянные управления  c конечным числом моментов переключения. Та-
ких управлений достаточно для построения границы множества достижимости. В леммах 1–3
исследуются движения без участков с нулевым управлением. В лемме 4 анализируется случай с
участком нулевого управления. Итоговый результат сформулирован в теореме 1. Аналогом тео-
ремы 1, но для управлений, ведущих в произвольную точку множества G(tf), является теорема 2.
Для обозначения внутренности множества будем использовать символ int.

Л е м м а  1. Пусть движение  на некотором промежутке  порождается кусочно-посто-

янным управлением u(·) с двумя моментами переключения t1 и t2, где  При этом
управление последовательно принимает значения u1, , u1 (соответственно u2, u1, u2). Предполо-

жим, что . Тогда на том же промежутке времени существует управление  с неко-
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торыми двумя моментами переключения  и , где , которое осуществляет перевод
из точки  в точку  и последовательно принимает значения , u1,  (соот-
ветственно u1, u2, u1).

Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть управление  последовательно принимает значения u1, , .

Положим , . Очевидно, что  и . Кроме того,

(3.1)

Равенство  запишем в виде  Отсюда  =

=  Подставляя в (3.1) полученное выражение для , имеем

(3.2)

Учитывая (3.2), получаем .

Зададим управление  на промежутке  двумя моментами переключения ,  и значе-
ниями , ,  на трех участках постоянства. Рассмотрим соответствующее движение

, выходящее в момент  из точки . Покажем, что .

Из определения моментов ,  и соотношения (3.2) имеем

Стало быть,

(3.3)

Складывая левые и правые части этих равенств, получаем  Отсюда с

учетом условия  приходим к равенству . Подставляя это равенство вместе

с равенством  в первое и третье соотношения из (3.3), имеем

(3.4)

Проинтегрируем первое уравнение системы (1.1) в силу управления u(·) на :

Интегрируя в силу управления , имеем
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С учетом (3.4) получаем . Непосредственным интегрированием также устанавлива-

ется равенство .

Случай, когда исходное управление последовательно принимает значения , , , рассмат-
ривается аналогично. Следует лишь поменять местами символы  и . Лемма 1 доказана.

Л е м м а  2. Пусть движение  на промежутке  порождается кусочно-постоянным
управлением u(·) со значениями  и двумя моментами переключения , , причем

. Предположим, что

(3.5)

Тогда .

Д о к а з а т е л ь с т в о. Условие (3.5) содержательно означает, что сумма приращений угла ϕ на
первом и третьем участках постоянства управления, взятая по модулю, больше модуля прираще-
ния угла на среднем участке. Не теряя общности, примем следующую последовательность зна-
чений управления : . Тогда условие (3.5) запишется в виде

(3.6)

Предположим от противного, что . Тогда любое управление, ведущее в эту точ-
ку, удовлетворяет ПМП.

1. Рассмотрим случай, когда точки  и  геометрического положения
на плоскости x, y в моменты переключения  и  не совпадают. В силу утверждения 2в получаем,
что движение  на промежутке  не имеет циклов.

Выберем моменты  и  так, чтобы выполнялось равенство

(3.7)

Возможность выбора  и  с обеспечением (3.7) следует из монотонного изменения угла ϕ в за-
висимости от общей длины двух крайних промежутков с управлением u1. Можно взять, напри-
мер,

В самом деле, неравенство  справедливо в силу условия (3.5), а неравенство
 выполнено, так как на интервале  действует управление u2. Поэтому

 и, стало быть, , . Для введенных таким образом моментов  и  имеем

Подстановкой этих равенств в соотношение (3.7) убеждаемся в его выполнении. Соотноше-
ние (3.7) означает, что .

Опираясь на лемму 1, рассмотрим на промежутке  движение, выходящее из точки ,

приходящее в точку  и использующее последовательно управления , ,  с двумя момен-

тами переключения , .
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Наряду с исходным движением , порождаемым управлением u(·), введем вспомогатель-

ное движение , выходящее из начальной точки  в силу
управления:

Управление  отличается от исходного управления  только на промежутке . При

этом . Стало быть, . Следовательно, . Поэтому управление

 удовлетворяет ПМП.

Движение  не имеет циклов на промежутке . Это следует из определения управления
 и отсутствия циклов на движении z(·). В силу утверждения 2б получаем, что приращение уг-

ла ϕ по модулю между любыми соседними моментами переключения управления  является
постоянным вдоль данного движения.

Однако это не так. Возьмем подряд идущие моменты переключения , , ,  на вспомога-
тельном движении. Для него приращение угла между соседними моментами переключения так-
же постоянно по модулю. Обозначим такую величину через . Тогда  можно выразить че-

рез  с учетом последовательности значений управления  на промежутке :

Поскольку , то . Получили противоречие.

Стало быть,  в случае . Траектории исходного и
вспомогательного движений для этого случая показаны схематично на рис. 3.
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Рис. 3. Пояснение к п. 1 доказательства леммы 2
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2. Пусть теперь . В таком случае движение на промежутке 
представляет собой один или несколько подряд идущих циклов с управлением u2. При этом в силу
(3.6) суммарный накопленный угол на первом и третьем участках по модулю превышает 2π, т.е.

(3.8)

Данный факт позволяет задать вспомогательное движение  на промежутке [t0, tf] (выходя-
щее из точки  и приходящее в точку ) посредством управления :

с тремя моментами переключения:

Можно убедиться с использованием (3.8), что  и .

Формирование вспомогательного движения для случая  иллю-

стрируется на рис. 4. Здесь на промежутке  исходное движение  (сплошная ли-
ния) имеет цикл в силу управления . Геометрические положения в моменты t1 и t2 совпадают.

Траектория вспомогательного движения  отмечена точечной линией. Моменты пе-

реключения ,  взяты так, чтобы выполнялись равенства  и . Поэто-
му вспомогательное движение на участке  представляет собой полуокружность, а на участке

 является целой окружностью (т.е. образует цикл). Геометрические положения на вспомога-

тельном движении в моменты  и tf совпадают. Также совпадают положения в моменты  и .
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Рис. 4. Пояснение к п. 2 доказательства леммы 2
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Для вспомогательного движения имеем . Исходное движение на про-
межутке  представляет собой один или несколько подряд идущих циклов с управлением u2.
Поэтому выражение  кратно 2π. Стало быть, величина  не является кратной 2π.

Отсюда следует, что геометрические положения вспомогательного движения в моменты ,  не
совпадают. С учетом утверждения 2в получаем, что вспомогательное движение в силу управле-
ния  не удовлетворяет ПМП. Поэтому  в случае, когда точки геомет-
рического положения исходного движения в моменты переключения t1 и t2 совпадают. Лемма 2
доказана.

Л е м м а  3. Пусть движение z(·) на промежутке [t0, tf] порождается кусочно-постоянным
управлением u(·) со значениями u1, u2 и тремя моментами переключения , причем

. Тогда .

Д о к а з а т е л ь с т в о. Из двух средних промежутков  и  рассматриваемого движе-
ния возьмем тот, на котором изменение угла ϕ, взятое по модулю, меньше. Если изменение углов
по модулю совпадает, то берем любой промежуток.

Предположим, что выбран промежуток . Тогда . Дополни-
тельно учитывая, что на промежутках  и  управления совпадают, получаем

Отсюда следует, что на  движение z(·) удовлетворяет условиям леммы 2 и, следовательно,
.

Если выбран промежуток , то условия леммы 2 выполнены для движения z(·) на проме-
жутке . Поэтому  и, стало быть, . Лемма 3 доказана.

Л е м м а  4. Пусть движение z(·) на промежутке  порождается кусочно-постоянным
управлением u(·) со значениями в множестве  и двумя моментами переключения. Пред-
положим, что участок с нулевым управлением один и является одним из двух крайних участков
постоянства управления. Тогда .

Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть для определенности управление u(·) принимает последовательно
значения . Предположим от противного, что . Тогда управление u(·) удовле-
творяет ПМП.

В силу утверждения 2г движение z(·) на промежутке  представляет собой один или не-

сколько подряд идущих циклов (рис. 5). Поэтому .
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Рис. 5. Пояснение к доказательству леммы 4
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Рассмотрим вспомогательное движение , выходящее в момент t0 из точки  и задавае-
мое управлением:

Здесь , , где величина ε взята из диапазона .

Движения  и z(·) совпадают на промежутке . Следовательно, . Поэтому

. Стало быть, управление  удовлетворяет ПМП. Однако движение  на про-
межутке  не имеет циклов, что противоречит утверждению 2г.

Таким образом, . Лемма 4 доказана.
Сформулируем основную теорему о характере управлений, ведущих на границу множества

достижимости.
Т е о р е м а  1. В каждую точку границы множества достижимости G(tf) системы (1.1) можно

перейти в момент tf при помощи кусочно-постоянного управления с не более чем двумя пере-
ключениями и со значениями в трехэлементном множестве . При этом в случае двух пе-
реключений можно ограничиться шестью вариантами последовательности управлений:

(3.9)

Д о к а з а т е л ь с т в о. В любую точку границы множества достижимости ведет управление,
удовлетворяющее ПМП. В силу утверждения 1 его можно считать кусочно-постоянным с конеч-
ным числом переключений и со значениями в трехэлементном множестве .

Предположим от противного, что на границе множества достижимости G(tf) есть точка , пе-
ревод в которую возможен лишь при помощи управления с тремя или более переключениями.
Если таких управлений несколько, то возьмем управление  с наименьшим числом переклю-

чений. Порождаемое им движение обозначим .

Рассмотрим движение  на четырех последних участках постоянства управления. Среди
них может быть не более двух участков с нулевым управлением. При этом возможны следующие
четыре случая.

1. Нет участков с нулевым управлением. Тогда  в силу леммы 3. Это противо-

речит тому, что .
2. Участок с нулевым управлением один. В этом случае можно выделить три подряд идущих участ-

ка так, чтобы участок с нулевым управлением был расположен в начале или в конце такой тройки.
Опираясь на лемму 4, имеем , что противоречит соотношению .

3. Участков с нулевым управлением два, и они расположены по краям. Здесь аналогично
предыдущему случаю при помощи леммы 4 устанавливаем, что , и получаем
противоречие.

4. Участков с нулевым управлением два (из четырех), и между ними расположен только один
участок с ненулевым управлением. Управление  удовлетворяет ПМП. Поэтому в силу утвер-
ждения 2г средний участок с ненулевым управлением, лежащий между участками с нулевым
управлением, представляет собой один или несколько подряд идущих циклов. Переносим все
циклы со среднего участка в начальную точку первого прямолинейного участка либо в конечную
точку второго прямолинейного участка. Склеивая во времени прямолинейные участки, получа-
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ем вспомогательное движение , ведущее в ту же точку в момент времени tf, что и исходное

движение . При этом вспомогательное движение имеет на одно переключение меньше, чем

исходное. Это противоречит сделанному предположению о выборе управления  с наимень-
шим числом переключений.

В качестве пояснения на рис. 6 показан пример движения с тремя моментами переключения
 и последовательностью управлений . На третьем участке (от момента  до момен-

та ) реализуется один или несколько циклов с управлением u2. При формировании вспомога-
тельного движения циклы со среднего участка исходного движения перенесены в начальную
точку первого прямолинейного участка. Получаем на вспомогательном движении два момента
переключения ,  и последовательность управлений .

Таким образом, в любую точку на границе множества достижимости G(tf) можно перейти при
помощи кусочно-постоянного управления с не более чем двумя переключениями.

Перейдем к вопросу о виде последовательности управлений. Кроме указанных в формулиров-
ке теоремы 1 вариантов U1–U6 управлений с двумя переключениями, логически возможны еще
шесть вариантов:

Управления вида 7)–10) не могут приводить на границу множества достижимости в силу лем-
мы 4.

Рассмотрим варианты 11), 12). Здесь для каждого движения можно уменьшить число пере-
ключений на единицу аналогично тому, как это сделано для случая 4. Получим управление с од-
ним переключением, ведущее в ту же точку на границе. Теорема 1 доказана.

С учетом лемм 1 и 2 можно уточнить результат теоремы 1 в зависимости от знака угла ϕ для
рассматриваемой точки  на границе множества .

З а м е ч а н и е  1. Если , то в перечне (3.9) из шести типов управлений можно оставить
лишь четыре: U1, U2, U3, U6. В случае  в перечне (3.9) можно ограничиться четырьмя типа-
ми: U2, U3, U4, U5. Если , то в перечне (3.9) можно оставить типы U2, U3, U5, U6; при этом
управления типов U5 и U6 порождают одну и ту же совокупность точек.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть . Любое управление типа U1 ведет в точку с . Для
управлений типа U4 имеем . Поэтому типы U1, U4 исключаем. В силу леммы 1 управ-

ления U5 и U6 порождают одну и ту же совокупность точек при  и .
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Рис. 6. Пояснение к доказательству теоремы 1
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Пусть . Управления типа U4 исключаем по аналогии со случаем . Управления типа
U5 также исключаем, поскольку в силу леммы 2 такие управления ведут во внутренность множе-
ства достижимости.

Случай  разбирается аналогично. Здесь также получаем четыре варианта управлений:
U2, U3, U4, U5. Замечание 1 доказано.

Опираясь на теорему 1, сформулируем теорему об управлениях, ведущих в произвольную точ-
ку множества достижимости .

Т е о р е м а  2. Пусть даны некоторые непрерывные строго возрастающие функции  и
, определенные на [0, 1] со значениями ,  в крайних точках.

Тогда для любой точки  найдется такое , что в точку z можно перейти
в момент tf при помощи кусочно-постоянного управления с не более чем двумя переключения-

ми и со значениями в трехэлементном множестве , где  и . При
этом в случае двух переключений можно ограничиться шестью вариантами последовательности
управлений:

(3.10)

Д о к а з а т е л ь с т в о. Обозначим через  при  множество достижимости
управляемой системы, аналогичной системе (1.1) с тем лишь отличием, что управление u стесне-
но ограничением , где , . Если α = 0, то единствен-
ным допустимым управлением является управление  и множество  состоит из
одной точки. Если α = 1, то множество  совпадает с G(tf).

Пусть . Тогда нужный результат следует из теоремы 1 при  = 1. В част-
ности, на границу множества G(tf) ведет управление, тождественно равное нулю. Действительно,

в этом случае движение приходит в точку  с максимально возможным значени-
ем первой координаты.

Пусть теперь . Обозначим символом  наименьшее , при котором

. Такое  существует в силу непрерывности функций  f1 и  f2, непрерывной зависимо-
сти множества G(tf) в метрике Хаусдорфа от параметров u1 и u2, а также в силу замкнутости мно-
жества достижимости. Непрерывность множества достижимости по параметрам u1, u2 вытекает
из некоторого весьма общего свойства дифференциальных включений, описанного в [19] (гл. 4,
теорема 5.4 (п. b) и следствие 5.5).

Отметим, что . Действительно, при  мы имели бы . Это невозмож-

но, поскольку, как отмечено выше, одноточечное множество  принадлежит , в
то время как .

Возьмем последовательность  положительных чисел, сходящуюся к  снизу. Имеем
. Пусть zi – точка на границе множества , ближайшая к точке z. Покажем, что

последовательность {zi} сходится к точке z.

Учитывая монотонное возрастание функций  и , получаем монотонное возраста-
ние (по включению) множеств  с увеличением номера i. В силу непрерывности измене-

ния множества  по параметру α в метрике Хаусдорфа, имеем  при
. Здесь h – хаусдорфово расстояние. Поскольку евклидово расстояние  от точ-

ки z до множества  не превышает , получаем 
при .

ϕ > 0 ϕ = 0

ϕ < 0
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Так как , то в силу теоремы 1 (рассматривая в ней ограничения ,  на
управление u) в точку zi можно попасть при помощи управления с не более чем двумя пере-
ключениями со значениями в трехэлементном множестве , где 
и . При этом в случае двух переключений можно ограничиться управления-
ми вида

(3.11)

Из последовательности {αi} выделим подпоследовательность {αj} с одним и тем же числом пе-
реключений при каждом j. При этом на одном и том же по порядку следования во времени ин-
тервале постоянства управления (их не более трех) реализуется либо управление с одинаковым
знаком, либо нулевое управление.

Длины участков постоянства управления ограничены. Поэтому из последовательности {αj}
можно выделить подпоследовательность {αk}, для которой соответствующие длины промежут-
ков постоянства управления имеют предел (возможно, равный нулю). Предельные значения
этих длин определяют некоторое допустимое управление с не более чем двумя переключениями,
которое ведет в точку z. Структура этого управления удовлетворяет свойствам, указанным в фор-
мулировке теоремы. Теорема 2 доказана.

Теорему 2 можно уточнить по аналогии с теоремой 1, учитывая знак угла ϕ для рассматривае-
мой точки  в множестве достижимости .

З а м е ч а н и е  2. Если ϕ > 0, то в перечне (3.10) управлений с двумя переключениями из шести
типов можно оставить лишь четыре: , , , . В случае  в перечне (3.10) можно
ограничиться четырьмя типами: , , , . Если , то в перечне (3.10) можно оста-
вить типы , , , ; при этом управления типов  и  порождают одну и ту же со-
вокупность точек.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Если , то доказательство сформулированного за-

мечания следует из замечания 1 при .

Предположим, что .

Пусть ϕ = 0. Этот случай анализируется так же, как и в замечании 1, с заменой типов U1, U4,
U5, U6 на типы , , , .

Пусть . При доказательстве теоремы 2 была рассмотрена последовательность {αi}, для
которой точки zi были выбраны на . Поскольку , то, начиная с некоторого номера
, имеем . Для точек zi, где , в качестве порождающих управлений с двумя переключе-

ниями будем рассматривать четыре варианта, указанные в замечании 1, с заменой крайних зна-
чений u1, u2 на ,  соответственно. При формировании подпоследовательности {zk}
считаем реализующимся (в случае двух переключений) какой-то один из этих вариантов. Тогда
для предельной точки  соответствующее предельное управление (если оно тоже имеет два пере-
ключения) принадлежит такому же варианту. Стало быть, для точки z в качестве возможных по-
рождающих управлений с двумя переключениями при ϕ > 0 можно оставить лишь четыре вари-
анта: , , ,  (такие же, как в замечании 1).

Случай  разбирается аналогично. Также получаем четыре варианта управлений: ,
, , . Замечание 2 доказано.

4. Формулы интегрирования экстремальных движений. Совокупность возможных значений ϕ
системы (1.1) в момент  определяется ограничением  и представляет собой отре-
зок . В этом и следующем разделах предполагаем, что . Случай  бу-
дет рассмотрен в последнем разделе статьи.
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В соответствии с теоремой 1 в любую точку границы  трехмерного множества достижи-
мости ведет кусочно-постоянное управление с не более чем двумя переключениями. При этом,
учитывая , в случае двух переключений можно ограничиться управлениями четырех типов:
U1, U2, U3, U6 (замечание 1). То же самое справедливо и для точек, лежащих на границе ϕ-сече-
ния Gϕ(tf) при .

В разд. 4.1–4.4 будем считать, что . Крайнему значению  соответствует од-
ноточечное множество Gϕ(tf), которое описывается в разд. 4.5.

4.1. О д н о п а р а м е т р и ч е с к и е  к р и в ы е  ч е т ы р е х  т и п о в  в  ϕ-с е ч е н и я х. Зафик-
сируем некоторое . Используя моменты переключения  и , введем для каждого из
четырех типов однопараметрическую кривую на плоскости x, y. Опираемся на то, что моменты
переключения связаны между собой соотношением

(4.1)

где . Выражение (4.1) позволяет для каждого типа при помощи одного параметра опи-
сать управления, ведущие в зафиксированное ϕ-сечение, т.е. построить в плоскости x, y однопа-
раметрическую кривую конечных положений с заданным ϕ в момент tf.

1. Рассмотрим последовательность управлений  с двумя моментами переключения , 
(тип U1). При этом .

Условие (4.1) попадания на заданное ϕ-сечение принимает следующий вид:

(4.2)

Из формулы следует, что при фиксированном ϕ разность  (т.е. продолжительность среднего
участка движения) является константой: . Учитывая , получаем

(4.3)

Взяв t1 в качестве независимой переменной, получим при  диапазон  воз-
можных значений t1. Интегрируя систему (1.1) на промежутке  при фиксированном t1, а за-
тем учитывая (4.3), придем к выражению геометрического положения в момент tf:

(4.4)

Формула (4.4) задает непрерывную однопараметрическую кривую (по параметру t1) на
плоскости x, y.

Возьмем новый независимый параметр . Для него диапазон возможных значений
 становится симметричным.

Подставляя в (4.4) выражение , получаем для  однопарамет-
рическую кривую на плоскости x, y:

(4.5)
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2. Действуя аналогично, устанавливаем, что движения, соответствующие типам управлений
U2, U3, U6, также порождают однопараметрические кривые на плоскости x, y (при фиксирован-
ном ϕ). Для их описания введем обозначение

(4.6)

Очевидно, что при  выполнено неравенство . Параметры s2, s3, s6 определим через
t1 и θ:

(4.7)

Интегрируя систему (1.1), получаем следующие формулы:

(4.8)

(4.9)

(4.10)

Формулы (4.8)–(4.10) задают однопараметрические кривые на плоскости x, y, соответствую-
щие управлениям типа U2, U3, U6 с двумя переключениями. Параметры  изменяются в
следующих диапазонах:

(4.11)

3. Для  управления u(·) с одним переключением, удовлетворяющие ПМП, могут
иметь только такую структуру: ; ; ; . Нетрудно убедиться, что движение, порож-
даемое каждым из таких вариантов, ведет в крайнюю точку хотя бы одной из кривых (4.5), (4.8)–
(4.10). Управление без переключения (удовлетворяющее ПМП) является тождественно равным
нулю. Соответствующее движение дает , , . Это означает, что точка

, отвечающая нулевому управлению, может быть в ϕ-сечении множества G(tf) толь-
ко при ϕ = 0. Получаемые значения ,  совпадают со значениями, рассчитанными по
формуле (4.5) для ϕ = 0, .

Таким образом, в силу теоремы 1, для  при описании границы  достаточно
использовать кривые (4.5), (4.8)–(4.10) с замкнутыми областями определения:

(4.12)

4.2. В с п о м о г а т е л ь н а я  с и с т е м а  к о о р д и н а т. Помимо исходной системы коорди-
нат будем использовать вспомогательную ортогональную систему X, Y. Ось X вспомогательной
системы проходит через начало отсчета исходной системы координат x, y и развернута на угол
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ϕ/2 относительно оси x (рис. 7). Начало вспомогательной системы координат расположим в точ-
ке . Пересчет во вспомогательную систему X, Y из исходной системы x, y осу-
ществляется по формуле

(4.13)

Вспомогательная система координат зависит только от угла ϕ. Формула (4.13) задает взаимно-од-
нозначное аффинное соответствие (при фиксированном ϕ) между векторами  и .

Кривые (4.5), (4.8)–(4.10), определенные для  параметрами , , ,  в замкнутых
интервалах (4.12), пересчитаем во вспомогательную систему координат X, Y и обозначим через
A1, A2, A3, A6 соответственно. Для сокращения записи положим

(4.14)
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Рис. 7. Вспомогательная система координат X, Y
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Подчеркнем структурную аналогию формул (4.15)–(4.18): квадратная скобка, один и тот же ко-
эффициент перед ней, одно и то же последнее слагаемое. Параметры  входящие в квад-
ратную скобку, изменяются в диапазонах (4.12).

Кривые A1 и A6 представляют собой дуги окружностей. Каждая из них симметрична относи-
тельно оси X в силу симметрии относительно нуля диапазонов изменения параметров . Кри-
вые A2 и A3 взаимно симметричны относительно оси X. Это следует из того, что X-компоненты
точек на кривых A2 и A3 при  совпадают, а Y-компоненты отличаются только знаком.

4.3. С о с т а в н а я  з а м к н у т а я  к р и в а я. При зафиксированном  набор кри-
вых A1, A2, A3, A6 содержит в себе границу множества Gϕ(tf). Рассмотрим эти кривые в последова-
тельности A1, A3, A6, A2 с обходом их по возрастанию параметров . При крайних зна-
чениях (4.12) параметров имеем

В результате склейки получаем непрерывную кусочно-гладкую замкнутую кривую на плоскости
X, Y. Обозначим ее символом  и будем называть составной. Эта кривая симметрична
относительно оси X и непрерывно зависит от , , tf. Структура кривой при фиксированном ϕ
усложняется с ростом tf. Подчеркнем, что кривая  составлена из кривых четырех ти-
пов и содержит в себе все точки границы множества Gϕ(tf).

На рис. 8 даны два примера кривой  для несимметричного случая , 
при . Как было отмечено выше, сохраняется симметрия кривой относительно оси X
вспомогательной системы координат. Точки сочленения дуг A1, A3, A6, A2 отмечены рисками.
Для значения  (рис. 8, а) кривая  не имеет самопересечений. Для значения

 (рис. 8, б) на кривой  есть точки самопересечения.

Кривая  будет играть главную роль при решении основной задачи статьи, заклю-
чающейся в установлении соответствия между ϕ-сечениями  множества достижимости
для канонического и несимметричного случаев.
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Рис. 8. Примеры кривой  для несимметричного случая: , , ; значения
 (а) и  (б)
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4.4. С е м е й с т в о  с о с т а в н ы х  к р и в ы х. Пусть  и ,  – некоторые
функции, удовлетворяющие условию теоремы 2. Рассмотрим произвольную точку в множестве

. В силу теоремы 2 и замечания 2 найдется такое , что в данную точку можно пе-
рейти в момент tf при помощи кусочно-постоянного управления с не более чем двумя переклю-

чениями и со значениями в трехэлементном множестве , где , .

При этом в случае двух переключений можно ограничиться четырьмя типами управлений: ,
, , .

Обозначим при помощи символа  склеенную кривую, аналогичную кри-
вой  и построенную с использованием формул (4.6), (4.14)–(4.18) при подстановке в
них значений ,  вместо значений , . Получаем, что семейство
кривых , где , заполняет все множество , т.е.

(4.19)

Каждая кривая  (по аналогии с кривой ) симметрична относи-
тельно оси X вспомогательной системы координат. Поэтому в силу (4.19) получаем симметрию
множества  относительно оси X.

4.5. О д н о т о ч е ч н о е  ϕ-с е ч е н и е  в  о с о б о м  с л у ч а е  . Крайнее значение
 реализуется на управлении . Интегрируя систему (1.1), получаем точку с коорди-

натами , . Пересчитаем ее во вспомогательную систе-
му координат и обозначим символом . Имеем

(4.20)

Таким образом, ϕ-сечение  при  состоит из одной точки .
5. Связь ϕ-сечений для несимметричного и канонического случаев. В этом разделе будет показа-

но, что любое ϕ-сечение для общего несимметричного случая связано некоторым взаимно-од-
нозначным аффинным соответствием с ϕ-сечением для канонического случая. Это будет озна-
чать, в частности, что ϕ-сечения для несимметричного случая могут быть получены на основе
описания ϕ-сечений для канонического случая.

В рамках системы (1.1) зафиксируем некоторые значения , ,  и .

Как и ранее, считаем , .
Наряду с общим рассмотрим канонический случай, для которого положим

(5.1)

Отметим, что вводимый момент времени  зависит от значений , , tf и ϕ. Видно, что

. Символом  обозначим ϕ-сечение множества достижимости в момент  для ка-
нонического случая. По аналогии с (4.6) положим

С учетом (5.1) имеем
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Прежде, чем установить формулу соответствия между ϕ-сечениями  и , получим

при  аналогичную формулу для кривых  и . Здесь  –

замкнутая кривая в виде склейки кривых , , , , заданных формулами (4.15)–(4.18) при
подстановке в них значений , ,  и θc вместо u1, u2, tf, θ. А именно покажем, что кривые

 и , записанные во вспомогательной системе координат (она зависит
только от ϕ), связаны соотношением

(5.3)

Величина  определена формулой (4.14). Доказательство соотношения (5.3) подскажет спо-

соб рассуждений при установлении соответствия между ϕ-сечениями  и .

Чтобы убедиться в справедливости соотношения (5.3), достаточно проверить его для соответ-
ствующих пар кривых: ( , ), ( , ), ( , ), ( , ). Подставляя значение  из (5.1) в
(5.2), получаем равенство θc = θ, где θ определяется (4.6). Поэтому, учитывая равенство ϕc = ϕ,
делаем вывод о совпадении диапазонов (4.12) изменения параметров , , ,  при задании кри-
вых , , ,  с соответствующими диапазонами для кривых , , , .

Рассмотрим кривые A1 и . Кривая A1 задается формулой (4.15) и соответствует моменту tf

при ограничениях на управление u1, u2. Кривая  соответствует моменту  при ограничениях на

управление , . С учетом того, что ,  и θc = θ, она имеет вид

(5.4)

Используя формулы (4.15), (5.4), убеждаемся в справедливости равенства

Аналогичные равенства (во вспомогательной системе координат) справедливы и для других
пар кривых: ( , ), ( , ), ( , ). Стало быть, выполнено соотношение (5.3).

Т е о р е м а  3. Пусть . Сечения  множества достижимости исходной системы

(1.1) связаны во вспомогательной системе координат с сечениями  множества достижимо-
сти канонической системы (5.1) соотношением

(5.5)

Д о к а з а т е л ь с т в о. Вначале будем считать, что . Воспользуемся схемой, исполь-
зованной при установлении равенства (5.3). Потом предположим, что .

1. Пусть . Для несимметричного случая рассмотрим функции

(5.6)

Эти функции удовлетворяют условиям, оговоренным в теореме 2.

Положим , . Кривые  при переборе

 заполняют все множество  (разд. 4.4).
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Для канонического случая, определенного в (5.1), рассмотрим функции

(5.7)

Положим , . Кривые  при переборе

 заполняют все множество .

Установим соответствие между введенными семействами кривых по формуле

(5.8)

Зафиксируем некоторое . В силу (5.6) и (5.7) получаем

(5.9)

(5.10)

Для упрощения записи положим , , , .

Используя (5.6) и неравенство , а также учитывая, что , имеем

, . Видно, что , .

При зафиксированных значениях ϕ, tf и  введем величины

(5.11)

(5.12)

Формулы (5.11), (5.12) аналогичны соотношениям (4.6), (5.2), в которых были задействованы
управления ,  и , . Используя (5.11), (5.12), вводим кривые  и .
Их составные части вычисляем по формулам (4.15)–(4.18), подставляя в них вместо , , θ зна-
чения , ,  и , , θ(2). Кривая  (так же, как и кривая ) лежит

в множестве , а кривая  лежит в множестве .

Покажем, что . Подставляя в (5.11) выражения для ,  из (5.9), получим

(5.13)

Формула (5.12) при подстановке  из (5.1) и  из (5, 10) принимает вид

(5.14)

Сравнивая (5.13) и (5.14), убеждаемся, что .
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Составляющие кривой  обозначим через , а составляющие кривой

 – через , . Каждая составляющая  кривой  в соот-
ветствии с формулами (4.15)–(4.18) представима в виде

Здесь квадратная скобка  (матрица-столбец) соответствует кривой  и определяется

значениями ϕ, θ(1), а также параметром sn. Для составляющих кривой  справед-
лива такая же формула, только в обозначениях вместо верхнего индекса (1) нужно подста-
вить индекс (2).

Возьмем любую кривую  из четырех в составе  и соответствующую ей кривую

 в составе . Запишем доказываемую формулу (5.8) для выбранных кривых:

(5.15)

В этой формуле квадратные скобки совпадают в силу равенства . Используя опреде-
ления величин , , ,  в силу формул (5.9) и (5.10), убеждаемся, что коэффициенты

при квадратных скобках также совпадают. Чтобы установить равенство между оставшимися сла-
гаемыми слева и справа в формуле (5.15), следует (после подстановки выражений для ) прове-
рить соотношение

Данное соотношение справедливо в силу определения величин ,  при помощи фор-
мул (5.9), (5.10).

Таким образом, равенство (5.15) и, стало быть, равенство (5.8) доказаны. С учетом (4.19) име-
ем

Получаем требуемую формулу (5.5) соответствия между ϕ-сечениями  и  для исход-
ного и канонического вариантов ограничений на управление.

2. Пусть . В этом случае множество  состоит из одной точки, которая во вспомо-
гательной системе координат записывается в виде (4.20). Для канонической системы величина

 в силу (5.1) принимает значение . Тогда максимально возможное значение угловой
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координаты есть . Поэтому множество  также состоит из одной точки, кото-

рую обозначим . Она рассчитывается по аналогии с формулой (4.20):

Подставляя  и  вместо  и  в (5.5), получаем равенство

которое справедливо, поскольку .

Таким образом, соотношение (5.5) выполнено и в случае, когда . Теорема 3 доказана.
Рисунок 9 поясняет применение формулы (5.5). Исходные данные для несимметричного слу-

чая взяты в виде , , , . Просчитанный по этим данным момент ,
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Рис. 9. Иллюстрация взаимного соответствия ϕ-сечений в несимметричном и каноническом случаях
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который надо использовать в канонической системе, равен 1.28π. Соответствующее этому мо-
менту множество  во вспомогательной системе координат показано на рисунке справа.

При умножении множества  на коэффициент  происходит его “сжа-
тие” относительно нуля вспомогательной системы (изображено вторым справа). Сдвиг получен-
ного множества вдоль оси X на величину  дает искомое множество  (первое
слева) для несимметричного случая.

З а м е ч а н и е  3. Формулу (5.5) можно переписать в исходных координатах x, y. Новая фор-
мула будет иметь тот же вид, но только в ней надо заменить сдвиг  на

З а м е ч а н и е  4. В работе [20] рассмотрен случай одностороннего поворота, когда .
Здесь каждое ϕ-сечение  трехмерного множества достижимости представляет собой либо
сегмент круга (при ), либо целый круг (при ). В силу непрерывной зависимости мно-
жества достижимости от параметра  (считаем, что значение u2 закреплено) такое ϕ-сечение
представляет собой предел в метрике Хаусдорфа ϕ-сечений  при . Подчеркнем, что
при этом множества  для  не являются выпуклыми. Стало быть, формула соответ-
ствия (5.5) применима только для случая . С ее помощью нельзя получить предельное
множество для .

6. Случай . Рассмотрим некоторое  при . Требуется получить описание
множества . Укажем в исходных координатах свойство симметрии, позволяющее сделать
это.

Пусть u(·) – допустимое управление со значениями в промежутке , ведущее в точку

, где . Наряду с исходной задачей с ограничениями u1, u2

рассмотрим новую задачу с ограничениями , . Получаемое в ней при том же зна-
чении tf трехмерное множество достижимости обозначим .

В новой задаче возьмем управление , . Имеем . Специфика
уравнений движения машины Дубинса проявляется в том, что получаемые в момент t текущие
значения  фазовых переменных удовлетворяют соотношениям ,

, . При этом .

Стало быть, чтобы найти множество  при ϕ < 0, нужно взять множество  в новой
задаче и отразить его относительно оси x. Таким образом, случай ϕ < 0 в исходной задаче сводит-
ся к случаю  в новой задаче.

Заключение. Изучается трехмерное множество достижимости для нелинейного управляемого
объекта, называемого “машина Дубинса”. Предполагается, что повороты возможны как “вле-
во”, так и “вправо”. Рассматривается случай с несимметричными, вообще говоря, возможностя-
ми (допусками) таких поворотов. Основные результаты статьи опираются на ПМП и состоят в
следующем.

Известная для симметричного случая теорема о шести типах кусочно-постоянных управле-
ний с не более чем двумя переключениями, ведущих на границу множества достижимости, рас-
пространяется на несимметричный случай. Аналогичная теорема доказана и для точек из внут-
ренности множества достижимости (при уменьшении допусков на повороты влево и вправо).

Используемые типы управлений при фиксированном значении  угловой координаты
порождают непрерывную замкнутую кривую на плоскости геометрических координат. Совокуп-
ность таких кривых, получаемая при уменьшении допусков на повороты влево и вправо, полно-
стью заполняет рассматриваемое ϕ-сечение. Это позволяет обосновать для  формулу расче-
та ϕ-сечения множества достижимости в несимметричном случае через соответствующее сече-
ние в каноническом симметричном случае. При этом в каноническом случае берем то же самое
значение ϕ угловой координаты, но некоторый другой момент времени, для которого просчиты-
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вается ϕ-сечение. Формула имеет вид аффинного преобразования и задает взаимно-однознач-
ное соответствие таких ϕ-сечений. Анализ ϕ-сечений при ϕ < 0 осуществляется на основе ϕ-се-
чений для ϕ > 0.

В итоге построение множества достижимости машины Дубинса в несимметричном случае
сводится к каноническому случаю. В силу взаимной однозначности полученного в работе соот-
ветствия это означает, что наличие описания трехмерного множества достижимости для каких-
то конкретных допусков на повороты влево и вправо позволяет получить описание множества
достижимости для произвольного случая с двусторонними поворотами.

Исследование подобного вопроса в рамках случая строго одностороннего поворота [21] (по-
ворот возможен только в одну сторону с ограничениями сверху и снизу на мгновенный радиус
поворота), скорее всего, также имеет положительный ответ. Авторы попробуют обосновать это в
одной из следующих работ.
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Обосновываются необходимые условия реализации информационной технологии, обеспе-
чивающей автономность функционирования при одновременном повышении точности эфе-
мерид и часов существующего средневысотного сегмента ГЛОНАСС. Обсуждаемая техноло-
гия включает методы и алгоритмы повышения точности прогноза и уточнения эфемерид на-
вигационных космических аппаратов в инерциальной системе координат, прогноза и
уточнения эволюции параметров вращения Земли, высокоточной синхронизации бортовых
часов. Уделяется внимание созданию необходимых условий реализации первой из перечис-
ленных выше компонент предлагаемой технологии, обеспечивающей прогнозирование и
уточнение эфемерид навигационных космических аппаратов в инерциальной системе коор-
динат, в том числе в автономном режиме функционирования спутниковых группировок.
Компонента реализуется в форме блока специальных процедур использования аппаратуры
для проведения измерений дальностей между спутниками. При этом возникает ряд техниче-
ских проблем и сопутствующих ограничений, препятствующих успешному применению по-
добной аппаратуры в интересах решения задачи уточнения эфемерид навигационных косми-
ческих аппаратов. Описаны предлагаемые авторами подходы и методы, призванные париро-
вать часть проблем и ограничений и, в конечном итоге, повысить точность формируемых
оценок эфемерид навигационных космических аппаратов на основе обработки формируе-
мых с помощью бортовых аппаратных средств межспутниковых измерений.

DOI: 10.31857/S0002338823040091, EDN: OCWQKA

Введение. Как известно в [1], улучшение потребительских характеристик современных спут-
никовых навигационных систем обеспечивается путем решения совокупности взаимосвязанных
технических проблем, снижающих значение ключевого показателя точности навигационного
поля – эквивалентной погрешности определения псевдодальности потребителя (ЭППД) нави-
гационных сигналов [2]. Интегрально значение ЭППД определяется суммой составляющих,
обусловленных следующими факторами:

погрешностями определяемых в инерциальной системе эфемерид навигационных космиче-
ских аппаратов (НКА);

неопределенностью эволюционирующих значений параметров вращения Земли (смещение
полюса и поправка к Всемирному времени);

уходом бортовых часов НКА относительно системной шкалы и др.
Анализ показывает [3], что одной из существенных по ее вкладу в итоговую погрешность на-

вигационной задачи потребителя является ошибка эфемерид НКА при их прогнозировании на
средних и длительных временных интервалах (от половины суток и до нескольких недель). В на-
стоящий момент эта проблема решается на основе периодической реализации ряда процедур,
приводящих в итоге к формированию в наземной инфраструктуре нового пакета точных эфеме-
рид КА, загружаемых далее на борт. Таким образом, перманентное требование повышения точ-
ности эфемерид приводит к необходимости выполнять эти процедуры как можно чаще и более
эффективно, что в результате входит в очевидное противоречие с техническими и ресурсными

УДК 629.7

ОБРАБОТКА ИНФОРМАЦИИ
И ИДЕНТИФИКАЦИЯ



ИЗВЕСТИЯ РАН. ТЕОРИЯ И СИСТЕМЫ УПРАВЛЕНИЯ  № 4  2023

К ВОПРОСУ О РЕАЛИЗАЦИИ ИНФОРМАЦИОННОЙ ТЕХНОЛОГИИ 51

ограничениями, включая возможности наземной и бортовой аппаратуры. Дополнительным не-
достатком реализации подобных процедур является зависимость от наземной инфраструктуры и
отсутствие возможности функционирования НКА ГЛОНАСС в автономном режиме. Избежать
более частой загрузки данных на борт можно, например, путем реализации на борту процедур
высокоточного прогнозирования движения НКА, но на текущий момент существующие и при-
меняемые для этого инструменты неприемлемы в силу неудовлетворительной точности прогно-
за для средних и длительных интервалов времени. Основной проблемой, препятствующей реа-
лизации на борту высокоточного прогноза, является наличие неопределенных факторов в моде-
ли движения КА, связанных с ошибками системы ориентации КА и определением ускорения,
вызываемого давлением солнечного света.

Возникающую задачу совершенствования процедур уточнения прогнозных эфемерид без
участия наземной инфраструктуры предлагается решать непосредственно на борту НКА на ос-
нове обработки формируемых с использованием аппаратных средств, позволяющих проводить
межспутниковые измерения (МСИ) и обмен информацией между парами НКА созвездия орби-
тальной группировки (ОГ) [4, 5]. Как показали результаты предварительного анализа, примене-
ния подобных средств с учетом обработки формируемых в процессе опытной эксплуатации дан-
ных в интересах решения задачи уточнения эфемерид КА, среднеквадратическое отклонение
(СКО) ошибки измеренной межспутниковой дальности имеет сантиметровый порядок, что яв-
ляется весьма обнадеживающим. Тем не менее, трудности применения аппаратных средств для
межспутниковых измерений (АС МСИ) в актуальных рабочих циклах НКА связаны, прежде все-
го, со следующими факторами:

наличием значительной неопределенной составляющей в ошибках измерений (не менее еди-
ниц метров);

существенным различием технических характеристик АС МСИ на разных НКА ОГ;
различными значениями задержек в антенно-фидерных системах (АФС) на разных частотах;
задержкой сигнала в плазмосфере;
релятивистскими поправками;
неопределенными погрешностями величин так называемых “выносов” фазовых центров ан-

тенн (ФЦ) НКА ГЛОНАСС относительно опорных (формулярных) значений.
С учетом сказанного задача комплексного уточнения эфемерид навигационных аппаратов

всей ОГ с использованием АС МСИ требует решения отдельных частных подзадач по разработке
методов и алгоритмов применения данной аппаратуры с целью устранения большей части суще-
ствующих технических проблем и влияния неопределенных факторов.

1. Техническая постановка задачи уточнения эфемерид. Как уже упоминалось, аппаратные
средства для проведения МСИ являются перспективными с точки зрения возможностей реали-
зации информационной технологии уточнения эфемерид НКА ГЛОНАСС. Наиболее вероятная
функциональная схема применения подобных средств с учетом технических особенностей этой
аппаратуры представлена на рис. 1.

Очевидно, что эффективному с точки зрения достижения потребной точности эфемерид ис-
пользованию такой функциональной схемы препятствует наличие перечисленных выше случай-
ных и неопределенных неконтролируемых факторов (рис. 1: неконтролируемые факторы).

Рис. 1. Функциональная схема использования МСИ в интересах уточнения прогнозных эфемерид НКА.
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Необходимым условием для компенсации их влияния на процесс уточнения эфемерид является
калибровка соответствующей аппаратуры НКА ГЛОНАСС. Однако в рамках функциональной
схемы рис. 1 это сделать невозможно, так здесь объективно присутствуют одновременно как
ошибки эфемерид, так и ошибки измерений, в результате чего фактические погрешности уточ-
ненных эфемерид не известны. Таким образом, чтобы оценить потенциальный результат ис-
пользования АС МСИ для уточнения эфемерид уже на этапе разработки процедуры (рис. 1), не-
обходимы эталонные данные, в качестве которых предлагается применять итоговые эталон-
ные эфемериды системы высокоточного определения эфемеридно-временной информации
(СВОЭВИ), поскольку такие эфемериды имеют остаточную случайную погрешность, подчиня-
ющуюся гауссовскому распределению с известными значениями СКО и математические ожида-
ния ошибок по бинормали, вдоль радиус-вектора и вдоль орбиты НКА [6]. Заметим, что в даль-
нейших экспериментах при использовании эфемерид СВОЭВП в качестве эталонных и оценке
разностных измерений, содержащих уходы часов КА, необходимо также применение апостери-
орных частотно-временных поправок (ЧВП).

Использование эфемерид СВОЭВП в качестве эталонных позволяет “замкнуть” функцио-
нальную схему рис. 1 по невязкам эталонных и опорных эфемерид, определяемых в рамках об-
суждаемой процедуры их уточнения. В результате функциональная схема процедуры уточнения
эфемерид оказывается итеративной и “замкнутой” (рис. 2).

Реализация процедуры в соответствии с функциональной схемой рис. 2 требует в свою оче-
редь формирования математической модели МСИ с учетом влияния перечисленных выше не-
определенных и случайных неконтролируемых факторов. При этом предполагается, что кон-
кретные значения параметров таких моделей должны определяться на основании проводимых
экспериментов, а результаты экспериментов обрабатываться методом наименьших квадратов.

2. Математическая постановка задачи. Формализуем поставленную техническую задачу уточ-
нения эфемерид с использованием приведенных далее математических моделей. Перспективная
аппаратура проведения МСИ формирует и передает по определенной циклограмме сигнала для
приема другими НКА, находящихся в зоне радиовидимости. Одновременно осуществляется
прием сигнала и измерение его временного сдвига относительно шкалы бортового синхронизи-
рующего устройства (БСУ), т.е. фактически происходит измерение беззапросной дальности. Для
анализа измерений необходимо вычислить расчетные аналоги дальностей, при формировании
которых будут применены высокоточные эфемериды и ЧВП (там, где необходимо) СВОЭВП.
Полученные таким образом невязки будут обработаны в методе наименьших квадратов (МНК),

Рис. 2. Функциональная схема использования эфемерид СВОЭВП в интересах повышения эффективности
применения АС МСИ для уточнения эфемерид.
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где в число компонент оцениваемого вектора включены уточняемые параметры неконтролиру-
емых факторов, перечисленные ранее во Введении, а в качестве частных производных МНК ис-
пользованы производные от приведенных далее соотношений, описывающих различные типы
расчетных аналогов измерений дальностей. Таким образом, ключевым условием успешного ре-
шения данной задачи является корректное и полное (с точки зрения возможности обработки
всех накопленных измерений) математическое описание неконтролируемых факторов, по-
скольку, в конечном итоге, формируемые невязки расчетных и фактических измерений должны
сходиться к нулю. При этом формируемые оценки должны соответствовать адекватным, пред-
полагаемым на физическом уровне значениям. Если соответствующие модели, учитывающие
влияние неконтролируемых факторов на результаты измерений, будут неполными, произойдет
взаимная компенсация различных компонент вектора этих факторов, и их оценки не будут адек-
ватными, несмотря на сходимость процедуры МНК и получение нулевых невязок.

Математическую модель измеренной межспутниковой псевдодальности (i-й НКА принимает
сигнал от  j-го НКА) представим в следующем виде:

(2.1)

где  и  – литерные задержки,  и  – поправки к шкалам времени i-го и  j-го КА соот-
ветственно,  и  – поправки на релятивизм,  – “геометрическая задержка”,
определяемая соотношением (1.2)

(2.2)

и включающая, помимо запаздывания  при распространении сигнала в атмосфере, плохо изу-
ченную для данного типа МСИ задержку в плазмосфере , значения геометрических выносов
приемных  и передающих антенн  на каждом из НКА, а также эффект гравитационного

искривления пространства .
В радиотехнических трактах МСИ предполагается частотное разделение сигналов , которое

(как и в случае наземных измерений) приводит к появлению так называемых литерных (систе-
матических) задержек  и . Оцифровка (“привязка” измерений ко времени) осуществляет-
ся в приемной аппаратуре. “Уходы” часов приемника (i-й НКА) и передатчика (j-й НКА) имеют
противоположный знак. Таким образом, при уточнении часов знак частной производной по ча-
сам для приемника и передатчика – противоположный. Релятивистская поправка, наоборот: для
приемника (i-й НКА) входит в модель с отрицательным знаком, а для передатчика (j-й НКА) –
с положительным.

Расчетный аналог такого измерения (так называемая “геометрическая” дальность) определя-
ется соотношением

(2.3)

где  – геоцентрическое положение передающего НКА в момент излучения сигнала

,  – геоцентрическое положение приемного НКА в момент приема сигнала .
При проведении “прямых” и “встречных” измерений (соответственно от i-го до j-го КА и

наоборот)  и  на близких эпохах (в течение рабочего цикла аппаратуры АС МСИ) удается
сформировать суммарно-дальномерные и разностно-дальномерные навигационные измерения.
При условии необходимой синхронности по какой-то единой шкале времени формируется то-
чечное измерение “геометрической” псевдодальности с учетом суммы и разностей калибровок
(оценок задержек в аппаратуре каждого из КА) в приемо-передающих трактах НКА, участвую-
щих во взаимных измерениях:

(2.4)
В результате появляется возможность уточнить суммарные задержки в приемо-передающих

трактах каждого из КА при наличии не менее трех НКА:

(2.5)
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В (2.5)  и  – суммарные задержки i-го и j-го НКА соответственно:

(2.6)

(2.7)
Система линейных уравнений для определения суммарных систематических задержек в при-

емо-передающих трактах для минимально достаточного состава из трех НКА имеет вид

(2.8)

где  – невязка между измеренным и расчетным значением (см. рис. 2).
Определитель такой системы трех уравнений с тремя неизвестными равен минус двум, и, сле-

довательно, система имеет очевидное решение при наличии, например, высокоточных апосте-
риорных эфемерид, что и было предложено ранее для решения данной задачи. Погрешность рас-
чета суммарных задержек, помимо вклада случайных (шумовых) ошибок измерений, будет опре-
деляться точностью апостериорных эфемерид в проекции на межспутниковую дальность.

Уточнение суммарных задержек в приемо-передающих трактах также возможно и по сово-
купности прямых и встречных измерений без перехода к суммарным измерениям, но требует
также знания высокоточных частотно-временных поправок. Поясним это подробнее.

В случае разностно-дальномерных измерений геометрическая задержка парируется, а модель
измерения эквивалентна разности ухода часов i-го относительно  j-го НКА с учетом релятивист-
ких задержек их шкал и разностей калибровок в приемо-передающих трактах КА, участвующих
во взаимных измерениях:

т.е. релятивистская задержка удваивается.
По аналогии с суммарными для разностных измерений можно уточнить разность задержек в

приемо-передающих трактах:

(2.9)

(2.10)
С учетом (2.6) и (2.7), суммируя (2.9) с (2.6) и (2.10) с (2.7), получим

(2.11)

(2.12)
Далее, подстановкой (2.11) в (2.6) и (2.12) в (2.7), находим

(2.13)

(2.14)
Таким образом, совместная обработка суммарных и разностных измерений от не менее трех

КА, реализующих прямые и встречные измерения, позволяет получить оценки задержек в при-
емо-передающих трактах АС МСИ. Проверка этих оценок на формулярных значениях подтвер-
ждает, что при наличии корректных оценок для суммарных (2.6), (2.7) и разностных (2.9), (2.10)
значений фактические значения задержек в приемном и передающих трактах НКА разделимы,
т.е. наблюдаемы, как при работе на прием и передачу на одну антенну, так и на разные.

В результате процедура уточнения влияния неконтролируемых факторов на точность эфеме-
рид включает следующие шаги:

1. Анализ комплектации приемо-передающих трактов и антенных систем АС МСИ с точки
зрения присутствия максимальных значений возможных задержек, проверка наличия априор-
ных (формулярных или уточненных кем-либо) данных по задержкам в приемо-передающих
трактах.

+
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2. Определение невязок прямых и встречных измерений на основе апостериорной эфемерид-
но-временной информации (ЭВИ) и сравнение этих невязок с априорными данными (при их
наличии).

3. Уточнение суммарных задержек в приемно-передающих трактах по суммарным измерени-
ям, сравнение полученных результатов с априорными данными.

4. Уточнение разностных задержек, анализ точности средних (за сеанс) оценок, анализ техни-
ческих характеристик (ТХ) БСУ по апостериорной ЭВИ, выбор НКА с лучшим и худшим БСУ в
смысле стабильности и точности формируемых измерений, определение ЧВП по измерениям
АС МСИ и сравнение их с апостериорными ЧВП.

5. Формирование заключения о возможности уточнения на основе предложенной процедуры
и математических моделей учитываемых неконтролируемых факторов.

3. Исходные данные задачи. При подготовке материалов статьи были использованы ре-
зультаты сеансов измерений, проведенных в следующих интервалах: март–апрель 2016 г.
(11 НКА серии “Глонасс-М”), январь–февраль 2022 г. (4 НКА серии “Глонасс-М” и 2 НКА
серии “Глонасс-К”).

Среди накопленных измерений в 2016 г. есть 12 КА, из которых по 11 КА есть встречные из-
мерения, что позволило сформировать суммарные и разностные и провести более расширенную
оценку погрешностей. Для 3 КА R05(734), R22(731), R24(735), которые присутствуют на интер-
вале в марте–апреле 2016 г., имелись в наличии априорные исходные данные о задержках в пе-
редающем и приемном трактах, которые составили в среднем 462 и 23 нс соответственно (для
каждого номера КА – свое значение). В результате выполнения специальных процедур были по-
лучены оценки погрешности вариаций задержек от среднего, которые составили не более 0.6 м
для передающего тракта (734), и 0.9 м – для приемного (735). Эти отличия, безусловно, значи-
тельны, однако поскольку невязки наблюдаемых и априорных значений имеют бóльшие вели-
чины, на данном этапе анализа свойств измерений вариации менее метра можно считать незна-
чимыми.

В начале 2022 г. проведена группа МСИ по 6 НКА с системными номерами: R09(702),
R11(705) – “Глонасс-К”, R12(758), R18(754), R22(735), R24(760) – “Глонасс-М”, из которых по всем
НКА есть встречные измерения, что позволило сформировать суммарные и разностные измерения
и провести экспериментальную оценку с использованием новых НКА серии “Глонасс-К”.

4. Результаты. Заметим, что предварительный анализ свойств прямых измерений  и , накоп-
ленных в сеансах, показал, что некалиброванные значения задержек , ,

, , участвующих во взаимных измерениях, могут достигать десятков и
иногда даже сотен метров, т.е. без калибровки такие измерения для эфемеридно-временного обес-
печения (ЭВО) использоваться не могут. Иными словами, здесь необходима обработка прямых и
встречных измерений, как уже указывалось, не менее, чем 3 НКА. Поэтому далее обсуждаются ре-
зультаты обработки полусумм и полуразностей накопленных в проведенных сессиях измерений.

Подчеркнем еще раз, что приведенные ниже в тексте и соответствующих таблицах результаты
подтверждают возможность с использованием развиваемой информационной технологией по-
лучения оценок с необходимой точностью параметров, характеризующих влияние неконтроли-
руемых факторов на процесс уточнения эфемерид ГЛОНАСС с применением аппаратуры меж-
спутниковых измерений. Конкретно оценивались следующие параметры: задержки в приемных
и передающих трактах АС МСИ НКА  и , суммарные  и разностные  задержки в при-
емно-передающих трактах для различных пар КА ГЛОНАСС, погрешности синхронизации бор-
тового излучателя навигационного сигнала (БИНС) и АС МСИ, входящие в состав  и  как
систематические ошибки, выносы ФЦ приемной и передающей антенн  и .

Результаты обработки полусумм измерений. Ниже в табл. 1 и 2 приведены оценки суммарной
задержки, полученные в сессиях 2016 и 2022 гг. соответственно (в том числе результаты экспери-
мента от 2012 г., который проводился вместе с наземными станциями).

В табл. 1, 2 использованы следующие обозначения: спутниковая точка (СТ) – позиция НКА
в орбитальной группировке, номер – системный номер, a+ – оценка суммарной задержки в мет-
рах, sig – СКО оценки задержки.

Результаты оценки суммарных задержек показывают, что они сохраняют свои значения
на длительных интервалах (до 10 лет), что говорит о приемлемости предлагаемого подхода и
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возможности применения данной технологии на практике. Дополнительно делалась попытка
уточнения выносов антенных систем относительно центра масс НКА, что позволило снизить их
СКО до 7–8 см.

Проведем также сравнение априорных значений задержек (в метрах) в приемных и передаю-
щих трактах с наблюдаемыми для 3 КА: R22(731), R24(735), R05 (734). В табл. 3 по априорным
значениям упомянутых задержек проведен расчет ожидаемых задержек в прямых и встречных
измерениях (без учета задержек в антенно-фидерных устройствах (АФУ), в метрах), а также ожи-
даемых значений полусумм и полуразностей оцениваемых задержек (в метрах).

Для указанных пар прямых и встречных измерений даже для различных литер БИНС и АС
МСИ невязки задержек примерно одинаковые: прямые на 3–4 м больше априорных, а встречные –
на 16 м. Таким образом, учет задержек при реализации технологии обработки МСИ должен про-
изводиться после их калибровки, а не по априорным значениям.

Измерения, соответствующие интервалу 2022 г., отражают факт появления пары НКА серии
“Глонасс-К”, т.е. НКА с другой аппаратурой, что в контексте данной задачи имеет принципи-
альное значение. В табл. 4 приведены значения невязок прямых и встречных измерений с учетом
апостериорных ЧВП для упомянутых НКА и других НКА, участвующих в сессии измерений 2022 г.

В табл. 4 дополнительно обозначены Л – номер литеры, в ячейках – значения задержек при
проведении прямых и встречных измерений соответственно (в метрах). Заметен резкий рост ва-
риаций представленных значений, который достигает 95 м (пара R09-R11). Приведем также

Таблица 1. Оценки суммарной задержки по результатам сессии 2016 г.

СТ Номер a+, м sig 2012 г.

R02 747 92.668 0.009
R03 744 91.566 0.010 91.828
R04 742 89.906 0.009 90.110
R05 734 78.965 0.009
R07 745 91.254 0.009
R08 743 92.579 0.011
R16 736 80.405 0.008
R17 751 90.293 0.008
R18 754 87.762 0.007
R22 731 79.666 0.010
R24 735 77.687 0.007

Таблица 2. Оценки суммарной задержки в сессии 2022 г.

СТ Номер a+, м sig 2016 г.

R09 702 74.717 0.012
R11 705 90.140 0.010
R22 735 77.500 0.013 77.687
R18 754 87.958 0.012 87.762
R12 758 88.428 0.013
R24 760 88.872 0.012

Таблица 3. Задержки в трактах НКА ГЛОНАСС, рассчитанные по априорным данным

СТ Номер
(прямые)

 
(встречные)

a+/2 a–/2

R05-R24 734–735 8.0 139.9 147.9 7.2 135.5 142.6 145.2 2.6
R22-R24 731–735 7.7 139.9 147.6 7.2 139.7 146.8 147.2 0.4

пм
0a пд735

0a
+
0a пм735

0a пд
0a

−
0a



ИЗВЕСТИЯ РАН. ТЕОРИЯ И СИСТЕМЫ УПРАВЛЕНИЯ  № 4  2023

К ВОПРОСУ О РЕАЛИЗАЦИИ ИНФОРМАЦИОННОЙ ТЕХНОЛОГИИ 57

сравнение для этих 2 КА: R11(705) и R22(735) априорных (первая строка) значений задержек
(в метрах) с наблюдаемыми (вторая строка) (табл. 5).

Заметны существенные различия между априорными и наблюдаемыми задержками, измеря-
емые десятками метров (третья строка Δ). Заметим, что для двух сочетаний пар “Глонасс-М” в
2016 г. было существенно лучшее согласование. Данный факт говорит о том, что априорные за-
держки содержат значительные неопределенности и использовать их в рабочей процедуре неце-
лесообразно, перейдя непосредственно к обработке измерений.

Предварительные выводы по обработке полусумм измерений. Предлагаемая процедура расчета
задержек приемных и передающих трактов НКА, получаемых при обработке суммарных измере-
ний, показывает повторяющийся результат, проверенный на 10-летнем интервале, для которого
получены стабильные во времени значения суммарных задержек. Проведенная оценка выносов
антенных систем показала наличие существенных отклонений от формулярных значений (при-
мерно до 5–8 см по осям Yсв, Zсв, и до 15–25 см по Xсв, где св – связанная с НКА система коорди-
нат). Реализация предлагаемых процедур может обеспечить повышение эффективности исполь-
зования АС МСИ в интересах уточнения эфемерид и устранение в канале измерений системати-
ческих ошибок, вызванных неконтролируемыми факторами.

Результаты обработки полуразностей измерений. Как уже было сказано ранее, на интервале
сессии 2016 г. участвовало 11 КА (R02, R03, R04, R05, R07, R08, R16, R17, R22, R24). По трем из-
вестна априорная информация о задержках МРЛ (R05, R22, R24). Расчет систематических оши-
бок полуразностей относительно апостериорных ЧВП приведен в табл. 6. Расчеты проведены с
применением апостериорных эфемерид и ЧВП центра анализа СВОЭВИ.

Таким образом, были получены оценки погрешностей в разностных задержках от –1.4 до 7.0 м.
Подобный разброс, предположительно, может быть обусловлен взаимной некалиброванностью
трактов различных аппаратных средств НКА–БИНС и канала обмена МСИ.

5. Выводы по результатам обработки данных проведенных сессий сеансов МСИ для НКА
ГЛОНАСС. Значения полусумм задержек измерений относительно стабильны во времени при
определении их с использованием апостериорных эфемерид. При уточнении эфемерид можно
оценивать их значения (задержек) без предварительного уточнения, например, с запросными
измерениями наземного комплекса управления (НКУ). Полуразности существенно зависят от
актуальных ЧВП и при текущих средствах калибровки разрешены быть не могут. Ситуацию с ка-
либровкой, предположительно, можно будет разрешить с привлечением дополнительных
средств, например, бортовых квантовых оптических систем (БКОС). Измерений БКОС должно
быть достаточно для получения эталонных ЧВП, которые будут применяться в обсуждаемой
процедуре как исходные данные.

Таблица 4. Значения невязок прямых и встречных измерений с учетом апостериорных ЧВП

Номер 702 705 758 754 735 760

СТ R09 R11 R12 R18 R22 R24

СТ Л –2 0 –1 –3 –3 2

R09 3 *** (165)/(–47.7) (163)/(–14.2) (152)/(–7.1) (164)/(–11.9)
R11 3 (117)/(212) *** (179)/(+35.5) (178)/(+31.3 (168)/(+39.9) (180)/(+35.8)
R12 3 (214)/(143) *** (176)/(–3.9) (167)/(+3.6)
R18 5 (148)/(177) (211)/(145) (172)/(180) *** (177)/(+3.9)
R22 6 (145)/(160) (206)/(130) (170)/(163) *** (177)/(+3.7)
R24 6 (153)/(175) (215)/(143) (181)/(173) (181)/(173) ***

Таблица 5. Сравнение априорных задержек в трактах НКА с наблюдаемыми

Номер СТ
(прямые)

 
(встречные)

a+/2 a–/2

705–735 R11-R22 102.5 139.9 242.4 7.2 110. 117.1 179.8 62.6
705–735 R11-R22 206 130 168 39.9

Δ –36 м +13 м

пм
0a пд735

0a
+
0a пм735

0a пд
0a

−
0a
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Заключение. Изложены основы информационной технологии, обеспечивающей автоном-
ность функционирования при одновременном повышении точности эфемерид и часов суще-
ствующего средневысотного сегмента ГЛОНАСС. Предлагаемая технология базируется на ис-
пользовании бортовой аппаратуры МСИ и включает:

математические модели МСИ с учетом широкого спектра неконтролируемых факторов раз-
личной физической природы;

алгоритмы предварительного анализа характеристик результатов МСИ и их обработки с це-
лью формирования оценок параметров, характеризующих влияние неконтролируемых факто-
ров на процесс уточнения эфемерид ГЛОНАСС с использованием аппаратных средств проведе-
ния МСИ.

Приведены результаты экспериментальной отработки предложенной технологии, получен-
ные на основе обработки реальных измерений на нескольких сессиях с аппаратами ГЛОНАСС.
Продемонстрирована сходимость результатов оценивания систематических погрешностей
МСИ, которые могли препятствовать ранее использованию подобной аппаратуры в рабочих
процедурах без потери точности. Оценивались следующие параметры: задержки в приемных и
передающих трактах АС МСИ КА, суммарные и разностные задержки в трактах для различных
пар КА ГЛОНАСС, погрешности синхронизации БИНС и АС МСИ, выносы ФЦ антенн.

Выявлена необходимость периодического повторения экспериментальной отработки пред-
ложенной технологии, а также проведения дополнительных калибровочных процедур использу-
емой аппаратуры. Подготовлены исходные данные для реализации технологии уточнения эфе-
мерид НКА с помощью канала обмена информацией о МСИ.
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Таблица 6. Оценка разностных задержек а– (в метрах) по МСИ

СТ Номер
Литер

а– sig
БИНС АС МСИ

R02 747 –4 1 –1.447 0.111
R03 744 5 1 6.573 0.113
R04 742 6 1 6.016 0.107
R05 734 1 2 –1.049 0.107
R07 745 5 2 5.301 0.101
R08 743 6 2 6.999 0.132
R16 736 –1 4 –0.342 0.093
R17 751 4 5 –0.611 0.097
R18 754 –3 5 0.045 0.085
R22 731 –3 6 6.956 0.122
R24 735 2 6 2.040 0.083
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Рассматривается известная задача синтеза оптимального в среднем и на заданном интервале
времени инерционного закона управления непрерывным стохастическим объектом, если
точно измеряется только часть его переменных состояния. Из-за практической нереализуемо-
сти ее классического бесконечномерного решения Стратоновича–Мортенсена предлагается
ограничиться оптимизацией структуры конечномерного динамического регулятора, порядок
которого выбирает пользователь. Эта конечномерность позволяет использовать усеченную
версию апостериорной плотности вероятности, которая удовлетворяет детерминированному
интегродифференциальному уравнению в частных производных. С помощью принципа рас-
ширения Кротова получены достаточные условия оптимальности структурных функций ре-
гулятора и уравнения Лагранжа–Понтрягина для нахождения их экстремалей. Показано, что
в частных случаях отсутствия измерений, полных измерений и учета только значений непол-
ных измерений предлагаемый регулятор оказывается статическим (безынерционным), а со-
отношения для его синтеза совпадают с известными. Для динамического регулятора приве-
дены алгоритмы нахождения каждой из его структурных функций.

DOI: 10.31857/S000233882304011X, EDN: OCXDOU

Введение. Известна принципиальная сложность классического подхода к решению задачи
оптимального, в смысле минимума среднего значения интегрально-терминального функциона-
ла качества, управления нелинейным стохастическим объектом по вектору его измеряемого вы-
хода, не совпадающему с вектором состояния [1–6]. Она состоит в чрезмерно высокой сложно-
сти получаемого в результате ее решения динамического (инерционного) регулятора Стратонови-
ча–Мортенсена, который накапливает информацию об измерениях. Этот оптимальный регулятор
имеет распределенные параметры, так как задается уравнениями в частных и вариационных
производных, что практически не позволяет реализовать необходимые вычисления в требуемом
реальном масштабе времени, т.е. в темпе с поступлением измерений.

Основной способ борьбы с этим недостатком состоит в применении метода достаточных ко-
ординат (статистик), который позволяет заменить распределенный регулятор на сосредоточен-
ный, но имеющий бесконечное число переменных состояния [1, 4, 6]. Тогда, ограничиваясь ко-
нечным числом этих переменных в виде набора из нескольких достаточных координат младших
порядков, которыми являются апостериорные моменты, кумулянты или квазимоменты неизме-
ряемого вектора состояния, можно получить его реализуемые субоптимальные приближения.

Обычно применяют приемлемые по скорости вычислений ковариационные приближения к
регулятору, ограничиваясь учетом достаточных координат первого и второго порядков. При
этом для восстановления вектора состояния объекта в качестве инерционной части регулятора
используют обобщенный (extended) фильтр Калмана, более точный фильтр нормальной аппрок-
симации, а также занимающие промежуточное положение между ними кубатурный, нечувстви-
тельный (unscented) и т.п. фильтры Калмана. Тогда безынерционная часть субоптимального ре-
гулятора определяется как функция вектора оценки состояния объекта и матрицы ковариаций
его ошибки, получаемая решением соответствующего “стохастического” уравнения Беллмана.

УДК 519.977,681.514.5

УПРАВЛЕНИЕ В СТОХАСТИЧЕСКИХ СИСТЕМАХ 
И В УСЛОВИЯХ НЕОПРЕДЕЛЕННОСТИ
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Другой способ борьбы с нереализуемостью оптимального инерционного регулятора возмо-
жен в случае точного измерения части вектора состояния объекта. Он состоит в отказе от накоп-
ления информации о неизмеряемой части переменных состояния. В результате получены раз-
личные версии частично позиционного регулятора, легко реализуемые вследствие их безынерци-
онности (статичности). Это версия централизованная, с зависимостью всех компонент вектора
управления от всего измеряемого вектора [7, 8], или децентрализованная, когда определенные
компоненты вектора управления зависят лишь от некоторых элементов измеряемой части век-
тора состояния [9]. Однако этот отказ приводит к очевидному ухудшению возможного качества
управления, увеличивая получаемое в итоге значение минимизируемого функционала.

Только в частной линейно-квадратично-гауссовской задаче стохастического управления спра-
ведлива теорема (принцип) разделения [10], согласно которому регулятор Стратоновича–Мор-
тенсена распадается на два легко реализуемых блока: оптимально обрабатывающий измерения
линейный фильтр Калмана и оптимально вырабатывающий управление по получаемой оценке
вектора состояния линейный позиционный регулятор. Этот удобный факт дает возможность,
например, строить более быстрый субоптимальный регулятор для нелинейной системы, приме-
няя условно-оптимальный фильтр Пугачева [11], или управлять линейным объектом при изме-
ряемом негауссовском возмущении [12].

В настоящей работе рассматривается строго оптимальный подход, позволяющий и в общем
случае получить точный алгоритм динамического управления любого желаемого порядка. Этот
порядок выбирается с учетом располагаемой мощности реализующего его вычислителя. Ис-
пользуя известное уравнение в частных производных для соответствующей усеченно-апостери-
орной (условной) плотности вероятности, исходная стохастическая задача сводится к эквива-
лентной ей детерминированной. Решение последней выполняется путем получения с помощью
принципа расширения Кротова достаточных условий оптимальности предлагаемого регулятора,
а также уравнений для нахождения его экстремальной версии. Все они проверяются на примере
синтеза статической версии регулятора.

Способ построения конечномерного регулятора для зависящего от времени оперативного
критерия качества предложен в [13].

1. Постановка задачи при неполных измерениях. 1.1. О б ъ е к т  у п р а в л е н и я  и  к р и т е р и й
о п т и м а л ь н о с т и. Рассмотрим парную (двойную) марковскую модель подверженного слу-
чайным воздействиям объекта управления в виде системы из двух стохастических дифференци-
альных уравнений, понимаемых в смысле Ито:

(1.1)

Здесь ,  – не измеряемая и измеряемая точно части случайного вектора состояния
объекта соответственно,  – случайное кусочно-непрерывное ограниченное управле-
ние,  – центрированный и нормированный винеровский процесс. Последний не зависит
от случайных начальных условий X0, Y0, имеющих плотность вероятности . При этом за-
кон распределения начального значения неизмеряемого вектора X0 определяется известной
условной плотностью вероятности , тогда как маргинальная (частная) плотность вероят-
ности  измеряемого вектора Y0 может быть произвольной, так что

(1.2)

Отметим, что вектор-функции сноса (смещения) ,  двухкомпо-
нентного диффузионного марковского процесса  задают детерминированное поведение
(траекторию) объекта управления, тогда как матричные функции диффузии ,

 определяют влияние на нее случайного возмущения в виде одного и того же
гауссовского белого шума . Независимость шумов каждого из двух уравнений (1.1)

обеспечивается условием  [13].

Пусть начальные условия X0, Y0 имеют конечные вторые моменты , где
M – оператор математического ожидания, а измеримые по Борелю функции сноса ,  и
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диффузии ,  удовлетворяют достаточным условиям существования и единственности не-
прерывного по времени потраекторного решения уравнений Ито [14]. Эти условия гарантируют
конечность вторых моментов случайных векторов  и в любой другой момент времени

 .
Требуется найти такую неупреждающую зависимость управления Ut от всех предыдущих из-

мерений

(1.3)

которая при любом распределении  вектора  обеспечивает минимум критерия качества
управления (1.3) объектом (1.1) в виде среднего значения случайного функционала Больца:

(1.4)

Конечный момент времени T будем считать фиксированным, а заданные функции потерь
,  – неотрицательными.

1.2. И з в е с т н ы й  з а к о н  у п р а в л е н и я. Как отмечено во Введении, классическое реше-
ние задачи (1.1)–(1.4) ищется как функционал  мгновенного случайного значе-

ния апостериорной плотности вероятности . Этот функционал  можно получить ме-
тодом динамического программирования с помощью решаемого в обратном времени, от  до

, уравнения Беллмана–Мортенсена в вариационных производных Фреше [2–4]. Апостери-
орная же плотность находится путем интегрирования в прямом времени, от  до , стоха-
стического интегродифференциального уравнения Стратоновича–Кушнера (Дункана–Мор-
тенсена–Закаи) с начальным условием . В это уравнение входит то же управление

, в чем проявляется известная дуальность оптимального стохастического управления. Тем са-
мым оптимальный закон управления по выходу (1.3) оказывается инерционным, а реализующее
его устройство управления состоит из управляемого стохастического фильтра Стратоновича и
безынерционного регулятора Мортенсена.

Такой закон управления обычно слишком сложен для его практической реализации, поэтому
ограничиваются приближенным конечномерным решением задачи методом достаточных коор-
динат [1, 4], приводящим лишь к субоптимальным динамическим регуляторам. К тому же их по-
рядок (число дифференциальных уравнений состояния) весьма быстро растет с повышением
желаемой точности аппроксимации апостериорной плотности отрезками гауссовоподобных ря-
дов Эджворта (по кумулянтам) или Грама–Шарлье (по квазимоментам) из-за факториально
быстрого роста количества элементов старших апостериорных статистик неизмеряемого вектора
состояния  [15].

1.3. П р е д л а г а е м ы й  р е г у л я т о р  и  б о л е е  о б щ и й  к р и т е р и й. С целью гаранти-
рованной реализации инерционного закона управления в темпе со временем ограничим класс
функционалов (1.3) предыдущих наблюдений. Вместо использования для управления бесконеч-
номерного фильтра Стратоновича будем искать конечномерный регулятор с вектором состоя-
ния  произвольной размерности , задавая его дифференциальным уравнением
состояния:

(1.5)

а значение управления  в момент времени t определим как функцию последнего измерения 
и полученного к этому моменту состояния регулятора, задавая формулу выхода регулятора:

(1.6)

Этот регулятор при ненулевой размерности (порядке)  вектора его состояния  яв-
ляется динамическим (инерционным), а при нулевой p = 0, когда переменная  и уравнение (1.5)
исчезают, он становится статическим (безинерционным) и определяется только формулой вы-
хода .
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З а м е ч а н и е  1. Заданный уравнением (1.5) p-мерный вектор  является функционалом
всех проведенных до момента времени t измерений , он накапливает в себе информа-
цию о них. Поэтому он представляет собой массив оперативной памяти об измерениях, и чем
больше размерность p этого вектора, тем более эффективным будет получаемый из (1.6) закон
конечномерного управления , все более приближаясь к бесконечномерному
закону управления Стратоновича–Мортенсена.

Определяющие нелинейную структуру регулятора (1.5), (1.6) неизвестные функции его на-
чального состояния , смещения , усиления  и выхода

 должны быть найдены из условия оптимальности управления (1.4). При этом в
связи с появлением новой переменной Zt добавим в функции потерь критерия оптимальности
(1.4) возможную их зависимость и от состояния регулятора. На решениях уравнений (1.1), (1.5),
(1.6) будем минимизировать более общий критерий качества всей замкнутой системы управле-
ния:

(1.7)

с неотрицательными функциями потерь  , что позволяет накладывать
условия и на желаемую эффективность регулятора. Например, можно так доопределить целевые
функции  критерия  до функций   критерия , чтобы p-мерный вектор  был в
определенном смысле еще и некоторой “оценкой” неизмеряемого n-мерного вектора . Отме-
тим, что функционал (1.7) при любых его аргументах ограничен снизу:

Предлагаемые уравнения регулятора (1.5) обеспечивают совместную марковость его случай-
ного состояния  вместе с компонентами   вектора состояния объекта. Действительно, ис-
ключая управление  из уравнений (1.1) с помощью формулы (1.6) и добавляя к ним (1.5), полу-
чим систему из трех уравнений Ито:

(1.8)

Здесь функции сноса и диффузии третьего уравнения имеют вид

а верхним индексом u отмечены сложные функции, содержащие функцию выхода регулятора
, например

(1.9)

Поэтому допустимыми функциями двух уравнений регулятора , ,  являются те, ко-
торые вместе с функциями объекта , , ,  удовлетворяют условиям существования и
единственности решения системы (1.8). Таковыми, например, являются условия липшицевой
непрерывности этих функций по переменным  и ограниченной скорости их роста при

. Они вместе с условием конечности второго момента начального состояния ре-

гулятора  дают конечность вторых моментов всех трех случайных векторов

в любой момент времени  .

2. Сведение задачи к детерминированной. Подставляя формулу выхода регулятора (1.6) также и
в функционал (1.7), операцию усреднения М в нем запишем через совместную плотность веро-
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ятности  всех элементов случайного вектора состояния  замкнутой
системы управления (1.8):

(2.1)

Здесь угловыми скобками  для краткости обозначен интеграл усреднения функции  с
весом в виде этой плотности :

При этом интегралы по переменным  берутся по всему евклидову пространству соответ-
ствующей размерности, например

Из (1.8) следует [14, 16], что при заданных функциях регулятора , , ,  и известной
начальной плотности  случайный вектор  является диффузионным марковским процес-
сом. Его совместная плотность вероятности  при определенных условиях дифференцируемо-
сти функций сноса  и диффузии  всей системы

определяется как дифференцируемое один раз по t и дважды по  решение уравнения Фок-
кера–Планка–Колмогорова (ФПК):

(2.2)

где  – прямой производящий оператор этого процесса:

Здесь tr – след матрицы,  – оператор градиента. В подробной форме записи этот
оператор имеет вид

где сгруппированы следы от матриц одинаковых порядков , , , а через 
обозначены коэффициенты диффузии исходного процесса :

Начальным для уравнения (2.2) является условие

(2.3)

где  – функция Дирака. Граничные же условия на бесконечности для плотности  и вектора
потока вероятности  будут нулевыми.

Такие граничные условия приводят к справедливости для любой функции , дважды
непрерывно дифференцируемая по переменной , формулы интегрирования по
частям [4]
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где  – обратный (сопряженный к ) производящий оператор процесса:

В подробной форме записи результат его действия на пробную функцию  имеет вид

(2.5)

Здесь одинарными или двойными нижними индексами обозначены столбцы первых и матрицы
вторых частных производных скалярной функции  соответственно. Например  есть
n-мерный столбец, тогда как матрица  имеет порядок .

В случае отсутствия требуемой дифференцируемости функций сноса  и диффузии 
системы (1.8) по переменным  плотность вероятности  тоже может быть негладкой. Это
заставляет понимать решение уравнения (2.2) в обобщенном смысле, как удовлетворяющее
справедливому для любой достаточно гладкой пробной функции

интегродифференциальному тождеству [15, 17]

(2.6)

с начальным условием

Однако неопределенность в этом начальном условии, как и в (2.3), плотности вероятности
 начального измерения Y0 и функции  начального состояния регулятора Z0 приводит к

неопределенности совместной плотности вероятности  и при . Представляя же ее
в виде произведения маргинальной плотности вероятности  только случайных величин ,

 на соответствующую ей плотность  распределения вероятности случайной величи-
ны  при условиях , :

(2.7)

можно показать [17], что эта неопределенность касается только плотности , тогда как условная
плотность вероятности  полностью определяется некоторым уравнением. Для их компакт-
ной записи операцию условного усреднения функции будем обозначать чертой над ней:

(2.8)

Повторяя приведенные в [17] доказательства этого факта применительно к рассматриваемому
здесь управляемому объекту (1.1) добавлением в них переменной  и функции , анало-
гичным образом легко получим следующие утверждения.

Л е м м а  1 [17]. Если маргинальная плотность вероятности  дифференцируема по вре-
мени, то она удовлетворяет аналогичному (2.6) линейному интегродифференциальному тожде-
ству
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Л е м м а  2 [17]. Если дифференцируемая по времени условная плотность  дважды
непрерывно дифференцируема по своим переменным y, z, то она полностью определяется из-
вестным начальным значением  и нелинейным интегродифференциаль-
ным тождеством

(2.10)

С л е д с т в и е  [17]. Пусть условная плотность  дифференцируема по t и дважды не-
прерывно дифференцируема по , тогда как функции ,  из (1.1) непрерывно диффе-
ренцируемы по  1 и 2 раза соответственно. Тогда из (2.10) следует, что эта плотность удовлетво-
ряет интегродифференциальному уравнению в частных производных

(2.11)

При этом граничные условия на бесконечности по переменной x для плотности  и ее произ-
водных равных нулю, в то время как на их асимптотическое поведение по переменным y, z ника-
ких ограничений не наложено.

З а м е ч а н и е  2. В рассматриваемой задаче синтеза конечномерного регулятора условная
плотность  заменяет обычно используемую в классической задаче апостериорную плотность
вероятности . Последняя в каждый момент времени t несет в себе всю информацию о
возможных значениях неизмеряемой части вектора состоянии объекта Xt, полученную в резуль-
тате проведенных изменений. В отличие от этого такой информации в плотности  содержится
меньше из-за вносимого уравнением (1.5) сжатия (усечения) всей предыстории измерений 
путем помещения ее в вектор состояния регулятора Zt, так как последний является функциона-

лом накопленных измерений . Поэтому здесь вместо апостериорной плотности
 используется плотность , что позволяет считать ее усечено-апостериор-

ной.
В результате исходная стохастическая задача (1.5)–(1.7) сведена к следующей задаче управле-

ния на отрезке времени  детерминированным объектом (2.11) с распределенными пара-
метрами в виде функций его состояния  и управления . Требуется на множе-
стве допустимых функций

связанных уравнением (2.11) для условной плотности  или соответствующим тождеством
(2.10), найти минимум функционала (2.1):

(2.12)

Отметим, что функционал I определен на множестве функций

связанных более общим уравнением ФПК (2.2) для совместной плотности  или ее тождеством
(2.6). Из формулы умножения плотностей вероятности (2.7) и лемм 1, 2 следует, что множество

 шире, чем , так как содержит и множество маргинальных плотностей , связанных с
функциями из  тождеством (2.9), так что

В результате так как , то искомый минимум I на  можно искать его минимизацией на
 при любых маргинальных плотностях :
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3. Достаточные условия оптимальности регулятора. Для того чтобы при минимизации кри-
терия (2.1) избавиться от уравнения связи (2.2), образуем функционал Лагранжа

где  – неопределенный множитель (сопряженная функция) Лагранжа–Крото-
ва. Функционал L определим на более широком, чем Dr, множестве V функций, не связанных
уравнением (2.2), причем на нем функция  может иметь разрывы первого рода при t = 0
и t = T. Очевидно, что  и на множестве Dr справедливо равенство .

Тогда, согласно принципу расширения Кротова [18, 19], если при любых  минимум функ-
ционала  на множестве  достигается на функциях из , то последние доставляют искомый
минимум функционалу I на , причем

.

При этом из неотрицательности I на  следует и неотрицательность  на :

Производя в выражении для L интегрирование одного из слагаемых по частям:

учитывая вид (2.1) критерия I, выражение (2.3) для начального вида плотности  и сопряжен-
ность операторов (2.4), получаем

Так как на множестве V функция  допускает разрывы при  и , то минимум последне-
го выражения для L на нем можно находить для каждого из трех слагаемых в отдельности. Ис-
пользуя при этом свойство монотонности операции интегрирования по t, представление (2.7)
совместной плотности  как произведения маргинальной  и условной  плотностей, а так-
же неотрицательность плотностей вероятности , , находим

(3.1)

Здесь обозначены

Кроме этого, благодаря произволу в выборе сопряженной функции  нетрудно показать,
аналогично [7], что функции  и  без ограничения общности можно положить равными ну-
лю. Учтем также, что в выражении для  производная  не зависит от оптимизируемых пе-
ременных , а для зависимой от них его части введем обозначение

(3.2)

Этот линейный относительно функций  функционал H с параметрами  явля-
ется условным средним известной из “стохастического” принципа максимума Понтрягина
функции Гамильтона. В результате доказано следующее утверждение.
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Т е о р е м а  1. Достаточным условием оптимальности в смысле (1.7) регулятора (1.5), (1.6) яв-
ляется наличие такой дифференцируемой функции , что экстремумы

(3.3)

(3.4)

(3.5)

существуют и достигаются на множестве функций Dρ, связанных тождеством (2.10) или соответ-
ствующим ему уравнением (2.11). При этом минимальное значение критерия (1.7) находится по
функции (3.4)

что требует знания плотности  распределения начального измерения .

В результате, как следует из (3.5), три оптимальные структурные функции регулятора ,
,  находятся максимизацией определенного на функциях  гамильтониана (3.2) по

трем его параметрам  при любых значениях трех других:

(3.6)

Функцию же начального состояния  регулятора получим из (3.4) в результате максимизации
условного среднего начального значения функции :

(3.7)

Теорема 1 позволяет проверить найденные каким-либо образом структурные функции регу-
лятора  и соответствующую им условную плотность  на оптимальность на
всем отрезке времени . Для этого, задавшись подходящей дифференцируемой функцией

, следует убедиться в достижении экстремумов (3.3)–(3.5) на проверяемых функциях. Эта
процедура проще исходной вариационной задачи (2.12) на условный экстремум функционала (2.1)
тем, что сводится сначала к максимизации двух функций (3.6), (3.7) параметров  и  соответ-
ственно, а затем к нахождению в (3.3), (3.5) безусловных экстремумов функционалов одного лишь
аргумента .

Если результат положительный, то полученные функции являются оптимальными, если же
отрицательный, то следует попытаться выбрать другую пробную функцию . Эта неопределен-
ность полученных достаточных условий требует поиска более регулярной процедуры решения
исходной задачи, которую и рассмотрим ниже.

4. Соотношения для экстремалей. Назовем экстремалями регулятора функции , , ,
получаемые максимизацией гамильтониана (3.2), определенного на порождаемой ими экстре-
мальной плотности  и на некоторой соответствующей ей функции :

(4.1)

На этих экстремалях достаточное условие (3.5) принимает вид

Используем здесь необходимое условие экстремума функционала – равенство нулю его вариа-
ционной производной (интегрального ядра вариации функционала). Вследствие линейности
этого функционала получаем уравнение для функции :

(4.2)
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Это равенство также является и условием независимости функции (3.5) от , что гарантирует
существование этого экстремума. Аналогичным образом находим необходимое условие мини-
мума и для функционала (3.3):

. (4.3)
В результате доказано следующее утверждение.

Т е о р е м а  2. Соотношения (4.1)–(4.3) вместе с уравнением (2.11) для экстремальной услов-
ной плотности

(4.4)

или с соответствующим ему тождеством (2.10) образуют двухточечную краевую задачу, решая ко-
торую можно найти эти экстремали и функцию . После этого экстремаль  определяется
из (3.4):

Приведенные здесь соотношения являются аналогом известных уравнений принципа макси-
мума Понтрягина, возникающих в задачах управления детерминированным объектом с распре-
деленными параметрами.

5. Случаи оптимальности статического регулятора. Для проверки правильности полученных
соотношений сначала рассмотрим три известных случая статического (безынерционного) опти-
мального управления объектом (1.1).

5.1. П р о г р а м м н о е  у п р а в л е н и е. Случай отсутствия наблюдений за состоянием объек-
та получим удалением из уравнений (1.1) вектора измеряемого выхода , положив его размер-
ность равной нулю: . В результате имеем уравнение объекта управления

(5.1)

с неизмеряемым вектором состояния . При этом формула выхода регулятора (1.6) вырож-
дается в зависимость , а уравнение его состояния становится независимым:

Следовательно,  – произвольная функция времени, из-за чего искомое управление оказы-
вается зависящим лишь от времени:

Это позволяет положить порядок регулятора равным нулю: p = 0 и исключить из приведенных
выше выражений две переменные y, z вместе с их функциями , .

В результате соотношения для экстремалей изменяются следующим образом. Условная плот-
ность превращается в безусловную: , ее уравнение (4.4) вырождается в уравне-
ние ФПК с известным начальным условием

а соотношения (4.2), (4.3) дают уравнение и конечное условие для сопряженной функции

Гамильтониан (3.2) в этом случае принимает более простой вид

и, согласно (4.1), достигает на экстремали  максимума по переменной u:
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Эти выражения для экстремалей совпадают с известными необходимыми условиями “стоха-
стического” принципа максимума Понтрягина [4, 15] и позволяют найти программное управле-
ние , оптимальное только для заданной плотности вероятности  начального состояния
объекта (5.1).

5.2. П о з и ц и о н н о е  у п р а в л е н и е. Случай полных измерений всего вектора состояния
объекта управления получим удалением из уравнений (1.1) неизмеряемого вектора Xt, положив
его размерность равной нулю: n = 0. В результате имеем уравнение объекта управления

(5.2)

с полностью измеряемым вектором состояния .
Тогда в найденных выше соотношениях переменная х вместе с ее условной плотностью

 пропадают, так что , а совместная плотность совпадает с маргинальной
. Поэтому достаточные условия (3.3)–(3.5) с независящей теперь от перемен-

ной х функцией  принимают вид

(5.3)

(5.4)

(5.5)

При этом операция интегрирования в гамильтониане (3.2) исчезает:

(5.6)

где, согласно (2.5),

(5.7)

Частная максимизация в (5.3) гамильтониана (5.6) при любых  только по переменной f
из-за его линейности по ней дает условие  независимости функции  и от перемен-
ной z. Поэтому имеем , выражение (5.7) упрощается:

так что гамильтониан (5.6) оказывается не зависящим от параметров f, G:

(5.8)

а из (5.5) получаем, что  и не зависит от выбора h. В результате достаточные условия
(5.3)–(5.5) с гамильтонианом (5.8) принимают вид

(5.9)

(5.10)

В эти соотношения функции , ,  уравнения состояния регулятора не входят, а пото-
му могут быть выбраны любыми. Это приводит, согласно (1.5), к произвольности состояния ре-
гулятора  для любых , что можно учесть выбором управления (1.6) в виде его статической
(безынерционной) зависимости от полного вектора состояния объекта (5.2):

т.е. также считать порядок регулятора p = 0. В результате переменную z следует опустить везде, и
тогда достаточные условия (5.9), (5.10) оказываются такими

(5.11)
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Это решаемое в обратном времени уравнение с точностью до знака и типа экстремума совпа-
дает с известным “стохастическим” уравнением Беллмана [4, 15] для объекта (5.2) с полностью
измеряемым состоянием . Действительно, положив , вместо (5.11) получаем бо-
лее привычный вид уравнения Беллмана

Оно позволяет в обратном времени найти управление с полной обратной связью , которое
оптимально при любых распределениях  начального состояния объекта (5.2).

5.3. Ч а с т и ч н о  п о з и ц и о н н о е  у п р а в л е н и е. Если для управления парной моделью
объекта (1.1) ограничиться нахождением только статического (безынерционного) закона управ-
ления

то в регуляторе (1.5), (1.6) размерность вектора состояния регулятора  достаточно также вы-
брать равной нулю: p = 0. Тогда во всех соотношениях для экстремалей (3.2), (4.1)–(4.4) пропа-
дает переменная z и связанные с ней функции , , . В частности, теперь

В результате для урезанных удалением аргумента z экстремальной условной плотности
 и соответствующей ей сопряженной функции  из (4.1)–(4.4) имеем такую систе-

му уравнений на отрезке управления :

(5.12)

(5.13)

где оператор  задан в (2.11), тогда как два других определяются выражениями

а входящая в них функция управления  находится как частный максимум

(5.14)

упрощенной версии гамильтониана (3.2):

(5.15)

Полученные соотношения (5.13)–(5.14) совпадают с известными из [7, 8], отличаясь от них
лишь обозначениями неизмеряемой  и измеряемой  частей вектора состояния объ-

екта (1.1), его функций сноса  и диффузии  как  и  соответственно,

а оператора  – как . Однако использование здесь уравнения (5.12) для условной плот-
ности  вместо применявшегося в [7, 8], в предположении о полностью известной началь-
ной плотности (1.2), уравнения ФПК для совместной плотности  и формул ее пересчета
в  делает найденные здесь соотношения справедливыми для любых плотностей вероят-
ности  начального измерения .

6. Оптимальная структура динамического регулятора. Конкретизируем теперь процедуры полу-
чения функций  уравнения состояния (1.5) и формулы выхода (1.6) регулятора
при его порядке . Как следует из (3.6), первые три из них определяются нахождением част-
ного максимума по параметрам  гамильтониана (3.2) при любых значениях трех других его
аргументов . Функция же  определяется из (3.7).
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Выражение (3.2), используя вид оператора (2.5), запишем подробнее:

(6.1)

Здесь уже верхний индекс u у ряда функций просто подчеркивает их зависимость от этой пере-
менной. Так, в отличие от (1.9), теперь . Видно, что гамильтониан (6.1) линеен по
переменной , квадратичен по  и нелинеен по . Поэтому, снова приме-
няя принцип сечений

(6.2)

последовательно, от нахождения простого экстремума к сложному, получим следующее.
6.1. Ф у н к ц и я  с м е щ е н и я. Максимизируем сначала функцию (6.1) по векторному пара-

метру  при любых допустимых . Выделяя в ней слагаемые, зависящие только от  f, име-
ем задачу на экстремум линейной функции

где  – не зависящие от  f инвариантные слагаемые. Ее решением является требуемое для
существования этого экстремума условие независимости H от f:

(6.3)

В результате гамильтониан оказывается инвариантен к функции  смещения регулятора

т.е. ее выбор на его значение никак не влияет.
Выражение для функции смещения найдем дифференцированием равенства (6.3) по време-

ни. Используя при этом тождество (2.10), линейность входящих в него операторов ,  по
функции  и ее независимость от переменной интегрирования х, получим

(6.4)

Здесь чертой сверху по-прежнему отмечено условное среднее (2.8), а действие оператора  на
вектор-функцию  осуществляется поэлементно:

Значением же этого первого частного максимума гамильтониана является функция

Таким образом, доказано следующее утверждение.
Т е о р е м а  3. Если выполняется условие инвариантности (6.3), то частный максимум га-

мильтониана H по f существует, а соответствующий вид функции смещения определяется фор-
мулой (6.4).

6.2. Ф у н к ц и я  у с и л е н и я. Теперь в серии частных экстремумов (6.2) найдем максимум по
G полученной функции  при любых допустимых u. В результате определим частично оп-
тимальную (парциальную) функцию усиления регулятора:

(6.5)

и соответствующее ей значение второго частного максимума гамильтониана:

(6.6)
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для его последующей максимизации по переменной u. Оптимальную же функцию усиления 
найдем только после определения функции выхода , подставляя последнюю в частично
оптимальную функцию (6.5):

(6.7)

Выделяя в (6.1) слагаемые, зависящие только от G, и используя матричное равенство
, получим

где  – не зависящая от G функция

Максимум этого гамильтониана, квадратичного по переменной , найдем с помощью
необходимых и достаточных условий экстремума. Используя известные формулы матричного
дифференцирования [15]

и учитывая симметричность матриц R и , получим уравнение и неравенство

где  – символ прямого (внешнего, кронекерова) произведения матриц

Так как искомая функция (6.5) не зависит от переменной интегрирования x, то полученное
уравнение для нее является алгебраическим и может быть записано, используя обозначение
условного среднего (2.8), в многомерном матричном виде

Его коэффициент  и свободный член  определяются по формулам

(6.8)

а символом  отмечена операция двойного умножения (свертки по двум индексам) попарно сим-

метрической четырехмерной -матрицы (тензора) его коэффициентов  на двумер-
ную (плоскую) -матрицу , которая дает другую -матрицу:

При этом для выполнения достаточного условия  искомого максимума (6.6) при

условии невырожденности в (1.1) шума изменения  и при очевидной неот-
рицательности условной плотности  требуется отрицательная определенность матрицы

. Тогда в точках с ненулевыми значениями плотности  функция  при лю-
бых  достигает частного максимума по G. Таким образом, доказано следующее утверждение.

Т е о р е м а  4. Если шум измерителя не вырожден, т.е. , а матричная функция  от-
рицательно определена, то частично-оптимальная функция усиления (6.5) является единствен-
ным решением линейного матричного уравнения
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с матрицами (6.8), а соответствующее максимальное значение гамильтониана (6.6) имеет вид

(6.9)

6.3. Ф у н к ц и я  в ы х о д а. Согласно (6.2), остается максимизировать функцию (6.9) по пере-
менной . Вследствие неопределенного пока конкретного вида этой зависимости огра-
ничимся следующим очевидным утверждением.

Т е о р е м а  5. Если функция (6.9) выпукла по переменной u, то оптимальная функция выхода
регулятора  определяется как единственное решение задачи параметрического нелиней-
ного программирования:

После этого из (6.7) становится известной и оптимальная функция усиления регулятора .
6.4. Ф у н к ц и я  н а ч а л ь н о г о  с о с т о я н и я. Для нахождения максимали (3.7) также ис-

пользуем необходимые и достаточные условия экстремума, в результате чего легко получаем та-
кое утверждение.

Т е о р е м а  6. Оптимальная функция  определяется из условий

первое из которых есть алгебраическое уравнение относительно переменной , а второе гаран-
тирует наличие соответствующего максимума.

Заключение. С целью ускорения практической реализации инерционного процесса опти-
мального в среднем и на отрезке времени  управления стохастическим объектом по его
измеряемому выходу предложен способ синтеза конечномерного динамического регулятора со-
стояния объекта. Этот регулятор учитывает всю предысторию измерений, но не требует восста-
новления вектора состояния объекта. В отличие от различных конечномерных приближений к
использующему апостериорную плотность вероятности оптимальному регулятору Стратонови-
ча–Мортенсена, получаемых методом достаточных координат, он является точным. Его размер-
ность не требуется изменять большими скачками, как при учете очередной группы многомерных
апостериорных моментов следующего порядка. Более того, размерность регулятора, влияющая
на скорость обработки измерений, может быть выбрана не только много меньше порядка наибо-
лее простого ковариационного приближения к регулятору Стратоновича–Мортенсена, в кото-
ром участвуют различные нелинейные обобщения фильтра Калмана, но даже и меньше порядка
самого объекта управления.

Синтез предлагаемого регулятора основан на использовании, благодаря его конечномерно-
сти, усеченной версии апостериорной плотности вероятности, которая удовлетворяет детерми-
нированному интегродифференциальному уравнению в частных производных. Оно позволило
получить достаточные условия оптимальности структурных функций регулятора и уравнения
для нахождения их экстремалей. Для случая синтеза статической версии регулятора они прове-
рены сравнением с тремя известными результатами. Приведены и алгоритмы нахождения каж-
дой из структурных функций динамического регулятора.

В второй части статьи планируется рассмотреть случай стохастических измерений состояния
объекта и на примере линейно-квадратично-гауссовской задачи проверить полученные здесь ал-
горитмы синтеза регулятора сравнением их результатов с известной теоремой разделения.
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Рассматривается задача граничного управления одномерными колебаниями эффективной
(усредненной) среды, соответствующей двухфазной среде, состоящей из периодически чере-
дующихся слоев упругого и вязкоупругого материалов с долговременной памятью или раз-
личных вязкоупругих материалов с трением Кельвина–Фойгхта и с долговременной памя-
тью. Усредненная модель описывается краевой задачей для интегродифференциального
уравнения. Показано, что для этой модели силовым воздействием за один конец полосы не-
возможно привести за конечное время (в отличие от уравнения колебаний струны) колеба-
ния в состояние покоя. Формулируется гипотеза о возможности приведения в состояние по-
коя указанного объекта с помощью силовых воздействий, распределенных по всей длине
объекта.

DOI: 10.31857/S0002338823040030, EDN: OCGDZR

Введение. Исследуется проблема приведения в состояние покоя за конечное время одномер-
ных поперечных или продольных колебаний для усредненной (эффективной) модели слоистого
композита, занимающих полосу . Эта эффективная модель соответствует колебаниям
в слоистой двухфазной среде, состоящей из периодически чередующихся слоев упругого и вяз-
коупругого материалов с долговременной памятью или различных вязкоупругих материалов с
трением Кельвина–Фойгхта и свойствами долговременной памяти. Усреднение происходит по
малому параметру ε > 0, равной толщине каждого периодически повторяющегося слоя и много
меньшей толщины образца композита. Предполагается, что колебания распространяются вдоль
оси  перпендикулярно (если они параллельны плоскости  или параллельно слоям (если
последние параллельны плоскости  или ).

Силовое воздействие прилагается к одному краю полосы  и рассматривается во-
прос о возможности приведения в состояние покоя системы для любых начальных условий
(см. рис. 1).

Для корректной постановки начально-краевой задачи о колебаниях в слоистой двухфазной
среде и соответствующей усредненной модели используются результаты работ [1–3]. Рассматри-
ваемая усредненная модель содержит нестационарные интегро-дифференциальные уравнения.
Из анализа спектра собственных одномерных колебаний в усредненной среде в публикациях [4–
6] вытекает, что спектр имеет предельные точки с конечными координатами, откуда следует бес-
конечность значения характеристики плотности множества собственных значений. Далее дока-
зывается, что система экспоненциальных функций, соответствующая точкам из спектра, не
может быть минимальной на любом конечном отрезке. Согласно результатам работы [7], рас-
сматриваемая задача управления неразрешима. Вообще, бесконечное значение характеристи-
ки плотности собственных значений оказывается препятствием к управляемости за границу
области.

1 Работа поддержана грантом РНФ № 21-110151.

< < π10 x

1Ox 2 3)Ox x
1 2Ox x 1 3Ox x

< < π10 x

УДК 517.958

УПРАВЛЕНИЕ СИСТЕМАМИ
С РАСПРЕДЕЛЕННЫМИ ПАРАМЕТРАМИ



76

ИЗВЕСТИЯ РАН. ТЕОРИЯ И СИСТЕМЫ УПРАВЛЕНИЯ  № 4  2023

ЕГОРОВА, ШАМАЕВ

В статье описывается происхождение рассматриваемых систем из так называемых “задач
усреднения”, хотя такие задачи возникают и в других областях механики и физики. Усредненные
(или “эффективные”) модели для микронеоднородных комбинированных сред, состоящих из
упругого или вязкоупругого материала и вязкой или слабовязкой жидкости, а также различных
комбинаций вязкоупругих материалов, были построены в [1–3, 8–14]. Спектральному анализу
усредненных моделей комбинированных сред посвящены работы [5, 6, 14]. В некоторых случаях,
например в [1–3], усредненные модели описывают колебания в сплошных (предельных) вязко-
упругих материалах с долговременной памятью. Управляемость за границу одномерными коле-
баниями в таких материалах зависит от структуры спектра уравнения. Структуры спектров неко-
торых интегро-дифференциальных уравнений, возникающих в теории вязкоупругости, были
исследованы, например, в [6, 15, 16].

Задачи распределенного управления для систем, где уравнения не содержат интегральные
слагаемые, изучены ранее в монографии [17]. Было показано, что малой силой, приложенной ко
всей области, можно привести в покой колебания мембран и пластин.

Проблемы управления механическими системами, где соответственные уравнения содержат
интегральные слагаемые, рассмотрены в [18]. В ней было сформулировано условие, при котором
движение, описываемое уравнением теплопроводности с интегральной “памятью”, невозможно
с помощью граничного управления привести в состояние покоя за конечное время. Условие со-
стоит в существовании корня некоторой аналитической функции комплексного переменного
(именно преобразования Лапласа от ядра свертки) в области его голоморфности.

В то же время если управляющее воздействие прилагается ко всей области, то задача приведе-
ния колебаний в покой может быть разрешима, и даже в ряде случаев наличие интегральных чле-
нов типа свертки способствует сокращению времени приведения системы в заданное состояние,
по сравнению со временем приведения к покою системы без нелокальных слагаемых. C помо-
щью спектрального метода в [19] было сделано построение такого управления для случая, если
ядро свертки состоит из суммы конечного числа убывающих экспонент. Заметим, что это свой-
ство управляемости по всей области для систем с интегродифференциальным уравнением, где
ядро свертки состоит из конечной суммы экспоненциально убывающих функций, является “не-
грубым”: в [20] показано, что можно найти малое возмущение ядра свертки, при котором свой-
ство управляемости данной системы по всей области теряется. Вопросы управляемости систем
со слагаемыми типа свертки были также рассмотрены в работах [21–23].

Возможность управления за границу области была установлена впервые в монографии [24], где
были получены результаты, относящиеся к уравнению колебания струны и уравнению тепло-
проводности. Эти результаты были далее обобщены на многомерный случай в [25]. Управление
за границу области для системы с нелокальными членами типа свертки является, как правило,
свойством исключительным. Другими словами, существуют такие начальные состояния, из ко-
торых за конечное время нельзя привести систему в заданное состояние (например, в полный
покой), прилагая управление к части области, в которой задана система, или к границе области.
Данное свойство была замечено в [18] применительно к одномерным по пространственным пе-
ременным системам. Результаты этой работы указывают на то, что если управление прилагается
к части области или к ее границе, то свойство полной управляемости выполняется только для не-
которого класса систем интегродифференциальных уравнений. Как показано в [21], управление
за границу также возможно в системе, описываемой уравнением Гуртина–Пипкина, когда ядро
свертки состоит из одной убывающей экспоненты.

Казалось бы, что наличие слагаемых типа свертки, которые соответствуют внутреннему тре-
нию в материале, могли бы способствовать затуханию колебаний при воздействии на него через
границу области, но этого не происходит. Более того, эта сумма из убывающих экспонент явля-
ется препятствием к приведению системы в заданное состояние с помощью граничного управ-
ления.

Рис. 1. Эффективная модель слоистого композита, с приложением силового воздействия с одного конца
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В следующем разделе поясним происхождение рассматриваемых систем с последействием в
теории композиционных материалов и исследуем задачу граничного управления для усреднен-
ной системы.

1. Математическая модель слоистого композита. Рассмотрим ограниченную полосу  с
гладкой границей, заполненную двухфазной микронеоднородной средой с периодической
структурой. Возьмем в качестве ячейки периодичности куб , где  – единичный куб, а
величина ε > 0 много меньше линейных размеров области . Обозначим через  подмно-
жества области , занятые соответственно первой и второй фазой среды с ε-периодической
структурой. Будем предполагать, что первой фазой может быть упругий материал (УМ), либо
вязкоупругий материал с трением Кельвина–Фойгхта (ВУМ I), либо вязкоупругий материал с
памятью, но без трения Кельвина–Фойгхта (ВУМ II), либо вязкоупругий материал, обладаю-
щий и тем и другим свойством вязкости (ВУМ III). Второй фазой могут быть вязкоупругие мате-
риалы всех перечисленных видов. Это означает, что уравнения состояния в  имеют вид

Здесь и далее по повторяющимся индексам ведется суммирование от 1 до 3,  – вектор пе-

ремещений,  – компоненты тензора напряжений,  – компоненты тензора деформаций:

знаком * обозначена свертка двух функций по переменной t:

 – Y-периодические гладкие функции, для которых выполнены условия симмет-
рии:

и положительной определенности

Тензор  представим в виде произведения

где Vs(t) – убывающая функция следующего вида:

 – тензор, компоненты которого являются Y-периодическими гладкими функциями и удо-
влетворяют условиям симметрии:
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Для различных видов фазы  верны следующие равенства:

1) УМ: 

2) ВУМ I: 

3) ВУМ II: 

4) ВУМ III: 
Математическая модель, описывающая колебания в слоистой двухфазной среде, имеет вид

(1.1)

(1.2)

(1.3)

(1.4)

В ряде работ, в том числе в [1–3], были выведены эффективные модели для колебания ком-
позита со слоями из различных комбинаций рассматриваемых материалов. В них было показа-
но, что если колебания проходят параллельно слоям и хотя бы один из слоев содержит ненулевой
тензор вязкости Кельвина–Фойгхта (ВУМ I, ВУМ III), то, за исключением некоторых специаль-
ных случаев, эффективная модель соответствует ВУМ III. А если колебания перпендикулярны
слоям, то наличие трения Кельвина–Фойгхта в исходной модели не влечет его присутствие в
усредненной модели. Для того чтобы усредненный материал обладал трением Кельвина–Фойгхта,
необходимо, чтобы оба материала в исходной модели имели данное свойство. Если в обеих фазах
нет интегральных членов (например, в комбинациях ВУМ I + ВУМ I или УМ + ВУМ I), то в
усредненной модели присутствует слагаемое в виде свертки с одной убывающей экспонентой.
Если хотя бы в одной из фаз есть интегральный член, то в усредненной модели ядро свертки
равно сумме не менее двух экспоненциально убывающих функций.

Таким образом, математическая модель, описывающая одномерные колебания усредненной
среды вдоль оси , имеет следующий вид:

(1.5)

(1.6)

где  – смещение точки по оси x1 в момент времени  – внешняя сила, направленная
вдоль оси   – соответственно эффективные коэффициенты упругости, вязкости и
усредненное ядро релаксации. Их значения зависят от толщины слоев, характеристик материа-
лов исходной среды и от расположения слоев относительно направления колебания. Заметим,
что функция g(t) равна некоторой конечной сумме убывающих экспонент.

Сходимость решений допредельных задач (1.1)–(1.4) к усредненной задаче (1.5)–(1.6) доказа-
на в [26].

Т е о р е м а  1. Пусть  – решение задачи (1.1)–(1.4). Тогда при  для всех 

где  – решение усредненной задачи (1.5)–(1.6),
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а вектор-функции  – решения периодических задач, соответствующих различ-
ным моделям двухфазных сред.

Из этой теоремы следует, что выводы о приближенном поведении решения задачи для мно-
гослойного композита рассматриваемого вида можно сделать из анализа поведения решений
усредненной задачи.

2. Задача граничного управления для эффективной (усредненной) модели слоистого композита.
Рассмотрим теперь следующую задачу управления для приведенных выше эффективных моде-
лей слоистого композита:

(2.1)

(2.2)

(2.3)

Целью задачи управления является нахождение функции , приводящей систе-
му в покой за конечное время. Говорят, что система, описываемая краевой задачей (2.1)–(2.3),
приводима в покой, если для любых начальных условий  можно найти функцию 
тождественно равную нулю на множестве  для некоторого  такого, что соответству-
ющее решение  задачи (2.1)–(2.3) также при данном управлении обратилось в ноль на
множестве 

Заметим, что в [18, 21] была показана неразрешимость задачи управления за один конец вяз-
коупругой струны с долговременной памятью в случае , если некоторая комплексная ана-
литическая функция, связанная с ядром, имеет корни или ядро релаксации  равно конечной
сумме убывающих экспонент, причем количество слагаемых должно быть не меньше двух. Но
если рассматривать ядро, состоящее из одной убывающей экспоненты, то можно привести при-
мер, когда управление за один край струны все же возможно. В дальнейшем будем считать, что

Приведем необходимое определение из [21].

О п р е д е л е н и е. Система функций  называется минимальной в
, если по норме этого пространства никакая из этих функций не может быть приближена

линейной комбинацией остальных функций из этой системы.

Пусть  – счетный набор комплексных чисел. Определим характеристику плотности это-
го множества как

где n(τ) – количество чисел из набора  попавших в круг радиуса . В работе [7] была дока-
зана следующая лемма.

Л е м м а  1. Если , то система  на отрезке  не является минимальной для
любого .

С помощью данной леммы покажем, что рассматриваемая система не может быть приведена
в состояние покоя за конечное время.

Пусть  с произвольным  и . Справедлива следующая теорема.

Т е о р е м а  2. Если для спектра системы (2.1)–(2.3) характеристика  тогда
для произвольных начальных условий  управление в покой за граничную точку
невозможно.
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Д о к а з а т е л ь с т в о. Для доказательства введем вспомогательную функцию

Тогда для новой неизвестной функции  получаем следующую краевую задачу:

(2.4)

(2.5)

(2.6)

(2.7)

Л е м м а  2. Пусть  – спектр задачи (2.4)–(2.7). Тогда, если система функций  не
является минимальной на , то систему (2.4)–(2.7) невозможно привести в состояние покоя
за конечное время  управлением через граничную точку при произвольных начальных
условиях.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Предположим, что задача управления (2.4)–(2.7) разрешима для любых
начальных условий  Решение будем искать в виде

Подставив его в (2.4)–(2.7) и приравнивая множители при соответствующих слагаемых с
 получим

(2.8)

(2.9)

где  – коэффициенты разложения функций  в ряд Фурье.
Сделаем преобразование Лапласа (2.8)–(2.9) и получим следующие равенства:

(2.10)

где  – преобразования Лапласа функций  соответственно.

В силу теоремы Винера–Пэли функции  должны быть целыми, поэтому верхняя часть
выражения (2.10) должна обращаться в ноль на корнях знаменателя, а эти корни – спектр задачи
(2.4)–(2.7). Следовательно, справедливы равенства:

(2.11)

при  По предположению леммы система функций  не является минимальной на
отрезке . Следовательно, существует функция, которую можно представить в виде линей-
ной комбинации остальных функций этой системы. Тогда появится условие связи между правы-
ми частями равенства (2.11) для разных , что противоречит выполнению равенства для произ-
вольных начальных условий. Лемма 2 доказана.
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Таким образом, из лемм 1 и 2 следует, что для доказательства невозможности управления за
граничную точку системы (2.1)–(2.3) достаточно показать, что  бесконечна. Из работ [4–
6] следует, что в спектре рассматриваемой модели присутствуют бесконечные накопления. Сле-
довательно, упомянутое свойство выполняется. Теорема 2 доказана.

Следует отдельно заметить, что на первый взгляд диссипация механической энергии за счет
внутреннего трения в вязкоупругих слоях композита должна способствовать быстрейшему при-
ведению в состояние покоя управляемой системы. Ведь в работе [24], результаты которой дали
первый толчок к исследованию управляемости систем с распределенными параметрами, доказа-
на управляемость в состояние покоя для модели струны без диссипации, а кажется, что трение
должно только помогать управляемости. Однако это совершенно не так. Как правило, внутрен-
нее трение является препятствием к управляемости. При этом трение о внешнюю среду препят-
ствием к управляемости не является.

В дальнейшем планируется изучение управляемости рассмотренной системы (1.5)–(1.6) за
всю область или часть области. В [22] доказана управляемость системы с ядром последействия в
виде суммы конечного числа убывающих экспонент при отсутствии трения Кельвина–Фойгхта.
Доказательство управляемости основано на представлении решения в виде ряда, аналогичного
ряду Фурье для решения уравнения колебаний струны. Если в системе присутствует трение
Кельвина–Фойгхта, то такое представление решения в виде аналога ряда Фурье также имеет ме-
сто. Из результатов диссертации [27] следует представление решения задачи (1.1)–(1.3) в виде ря-
да из экспонент. Приведем соответствующее утверждение.

Будем считать, что плотность  Тогда спектр задачи (2.1)–(2.3) совпадает со спектром
оператор-функции:

Пусть

Полагаем, что ядро релаксации имеет вид

где выполнено условие

В [16] доказывается, что для каждого натурального  число невещественных корней функции
 не более двух, причем они являются комплексно-сопряженными. Из этого следует, что

спектр рассматриваемой задачи (2.1)–(2.3) имеет не более чем счетное число точек, причем в [27]
показано, что невещественные точки спектра локализуются в некоторой области, полностью ле-
жащей в левой полуплоскости . Обозначим через  это число невещественных точек спек-
тра. Тогда решение задачи (2.1)–(2.3) может быть представлено в виде следующей суммы:
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где  соответственно невещественные и вещественные точки спектра оператор-функции
:

С помощью этого представления можно по аналогии со случаем отсутствия трения Кельви-
на–Фойгхта показать возможность управляемости с помощью распределенного воздействия на
всю область.

Следует заметить, что для данного случая в совокупности функций, по которым ведется раз-
ложение решения, как правило, лишь конечное число осциллирует, остальные же с экспоненци-
альной скоростью стремятся к нулю без колебаний. Это следствие наличия в системе трения
Кельвина–Фойгхта. Таким образом можно в явном виде представить распространяющуюся в
композите волну, только погасить ее граничным воздействием для произвольных начальных
условий невозможно. Однако это можно сделать с помощью распределенного по всему объему
силового воздействия.

Отдельная область исследования – изучение проблем управляемости с помощью сил, прило-
женных к движущейся подобласти. В ряде случаев переход от управления через неподвижную
подобласть к движущейся подобласти позволяет утверждать, что имеет место управляемость (см.
[28] и приведенную там литературу). Эти исследования основаны на анализе ряда тонких спек-
тральных свойств рассматриваемых систем с интегральным последействием.

Заключение. При асимптотическом усреднении двухфазных слоистых сред с диссипацией в
зависимости от направления колебаний (перпендикулярно или параллельно слоям) наличие
вязкости приводит к системе с интегро-дифференциальными уравнениями и трением Кельви-
на–Фойгхта. Установлено, что одномерные колебания невозможно привести в состояние покоя
за конечное время приложением воздействия на один конец полосы. На основании приведен-
ной выше теоремы о сходимости решений исходной модели к решениям усредненной утвержда-
ется, что управление за границу колебаниями по одному направлению в полосе двухфазной сло-
истой среды также невозможно.

Тем не менее, можно предполагать, что задача минимизации амплитуды колебаний на неко-
тором отрезке разрешима численными методами, хотя, вероятно, это потребует значительных
вычислительных ресурсов.

В виде гипотезы приводится утверждение о разрешимости задачи управляемости в случае, ко-
гда ограниченная по абсолютной величине управляющая сила приложена ко всей области.

СПИСОК ЛИТЕРАТУРЫ
1. Шамаев А.С., Шумилова В.В. Усреднение уравнений акустики для частично перфорированного вязко-

упругого материала с вязкой жидкостью // Докл. АН. 2011. Т. 436. № 2. С. 199–202.
2. Шамаев А.С., Шумилова В.В. Усреднение уравнений акустики для вязкоупругого материала с канала-

ми, заполненными вязкой сжимаемой жидкостью // Изв. РАН. МЖГ. 2011. № 2. С. 92–103.
3. Шумилова В.В. Об усреднении задачи вязкоупругости с долговременной памятью // Мат. заметки.

2013. Т. 94. № 3. С. 451–454.
4. Шамаев А.С., Шумилова В.В. О спектре одномерных колебаний композита, состоящего из слоев упру-

гого и вязкоупругого материалов // Сиб. журнал индустр. математики. 2012. Т. 15. № 4. С. 124–134.
5. Шамаев А.С., Шумилова В.В. О спектре одномерных колебаний в среде из слоев упругого материала и

вязкоупругого материала Кельвина–Фойгхта // ЖВМ и МФ. 2013. Т. 53. № 2. С. 282–290.
6. Шамаев А.С., Шумилова В.В. О спектре одного интегро-дифференциального уравнения, возникающе-

го в теории вязкоупругости // Пробл. матем. анализа. 2012. Вып. 63. С. 189–192.
7. Седлецкий А.М. Негармонический анализ // Итоги науки и техн. Сер. Современная математика и ее

приложения. Тематические обзоры 2006. Т. 96. С. 106–211.
8. Санчес-Паленсия Э. Неоднородные среды и теория колебаний. М.: Мир, 1984.
9. Nguetseng G. Asimptotic Analysis for a Stiff Variational Problem Arising in Mechanics // SIAM J. Math. Analys.

1990. V. 21. № 6. P. 1396–1414.
10. Gilbert R.P., Mikeli A. Homogenizing the Acoustic Properties of the Seabed. Pt I // Nonlinear Analys. 2000.

T. 40. P. 185–212.
11. Clopeau Th., Ferrin J.L., Gilbert R.P., Mikeli A. Homogenizing the Acoustic Properties of the Seabed. Pt II //

Math. and Comput. Modelling. 2001. V. 33. P. 821–841.
12. Мейрманов A.M. Метод двухмасштабной сходимости Нгуетсенга в задачах фильтрации и сейсмо-

акустики в упругих пористых средах // Сиб. мат. журн. 2007. Т. 48. № 3. С. 645–667.

±λ λ −,   n nk

( )λ0L

−−γ < λ < −γ = … γ = ∈1 0, 1,2, , : 0, .k nk k k n N



ИЗВЕСТИЯ РАН. ТЕОРИЯ И СИСТЕМЫ УПРАВЛЕНИЯ  № 4  2023

ЗАДАЧА ГРАНИЧНОГО УПРАВЛЕНИЯ КОЛЕБАНИЯМИ 83

13. Meirmanov A. A Description of Seismic Acoustic Wave Propagation in Porous Media via Homogenization //
SIAM J. Math. Anal. 2008. V. 40. № 3. P. 1272–1289.

14. Космодемьянский Д.А., Шамаев А.С. Спектральные свойства некоторых задач механики сильно неодно-
родных сред // Изв. РАН. МТТ. 2009. № 6. С. 75–114.

15. Власов В.В., Раутиан Н.А., Шамаев А.С. Спектральный анализ и корректная разрешимость абстракт-
ных интегродифференциальных уравнений, возникающих в теплофизике и акустике // Совр. матема-
тика. Фундаментальные направления. 2011. Т. 39. С. 36–65.

16. Eremenko A., Ivanov S. Spectra of the Gurtin-Pipkin Type Equations // SIAM J. Math. Anal. 2011. V. 43.
P. 2296–2306.

17. Chernousko F.L. Bounded Control in Distributed-Parameter Systems // J. Applied Mathematics and Mechan-
ics. 1992. V. 56. № 5. P. 707–723.

18. Ivanov S., Pandolfi L. Heat Equations with Memory: Lack of Controllability to Rest // J. Mathematical Analysis
and Applications. 2009. V. 355. № 1. P. 1–11.

19. Romanov I., Shamaev A. Exact Controllability of the Distributed System Governed by String Equation with
Memory // J. Dynamical and Control Systems. 2013. V. 19. № 4. P. 611–623.

20. Романов И.В. Исследование управляемости для некоторых динамических систем с распределен-
ными параметрами, описываемых интегродифференциальными уравнениями // Изв. РАН. ТиСУ.
2022. № 2. С. 58–61.

21. Romanov I., Shamaev A. Some Problems of Distributed and Boundary Control for System with Integral Af-
tereffect // J. Mathematical Sciences. 2018. V. 234. № 4. P. 470–484.

22. Romanov I., Shamaev A. Exact Controllability of the Distributed System Governed by Wave Equation with
Memory // arXiv. Doi 
https://doi.org/1503.04461

23. Shamaev A., Romanov I. Exact Bounded Boundary Controllability to Rest for the Two-Dimensional Wave
Equation // J. Optimization Theory and Applications. 2021. V. 188. № 3. P. 925–938.

24. Бутковский А.Г. Теория оптимального управления системами с распределенными параметрами. М.:
Наука, 1965.

25. Lions J.L. Exact Controllability. Stabilization and Perturbations for Distributed Systems // SIAM Review. 1988.
V. 30. № 1. P. 1–68.

26. Шумилова В.В. Об усреднении задачи вязкоупругости с долговременной памятью // Мат. заметки.
2013. Т. 94. № 3. С. 441–454.

27. Тихонов Ю.А. Исследование операторных моделей Кельвина–Фойгхта, возникающих в теории
вязкоупругости: Дис. … канд. физ.-мат. наук по специальности 1.1.1 2022. https://istina.msu.ru/dis-
sertations/507229766/.

28. Biccari U., Micu S. Null-controllability Properties of the Wave Equation with a Second Order Memory Term //
J. Differential Equations. 2019. V. 265. № 2. P. 1376–1422.



84

ИЗВЕСТИЯ РАН. ТЕОРИЯ И СИСТЕМЫ УПРАВЛЕНИЯ, 2023, № 4, с. 84–97

СИГНАТУРЫ ПЕРВОГО И ВТОРОГО ПОРЯДКОВ 
ЭКСТРЕМАЛЬНЫХ ОДНОРОДНЫХ ГИПЕРГРАФОВ 
И ИХ СВЯЗЬ С ВЕКТОРАМИ СТЕПЕНЕЙ ВЕРШИН1

© 2023 г.   Т. Ю. Гольцоваa, Е. К. Егороваb,c, В. Ю. Леоновc, А. В. Мокряковa,b,*
aРГУ им. А.Н. Косыгина (Технологии. Дизайн. Искусство), Москва, Россия

bМАИ (национальный исследовательский ун-т), Москва, Россия
cФИЦ ИУ РАН, Москва, Россия

*e-mail: MokryakovAlVik@gmail.com
Поступила в редакцию 16.02.2023 г.

После доработки 06.03.2023 г.
Принята к публикации 03.04.2023 г.

Матрицы смежности экстремальных 3-однородных гиперграфов занимают существенный
объем памяти компьютера. Рассмотрено решение двух задач: предложить эффективный спо-
соб представления и хранения таких матриц и найти быстрые алгоритмы, позволяющие опе-
рировать только векторами степеней вершин и сигнатурами (характеристиками матриц
смежности), без разворачивания матриц смежности в памяти. В рамках выполнения первой
задачи была описана сигнатура второго порядка, задающая однозначно экстремальный 3-од-
нородный гиперграф, без использования его матрицы смежности. Также предложен меха-
низм сжатия сигнатуры второго порядка, что способствует большей эффективности хране-
ния. Для второй задачи был представлен ряд алгоритмов, позволяющих описать взаимоотно-
шения между вектором степеней вершин и сигнатурами как первого, так и второго порядков.
Кроме того показано, что произвольная сигнатура второго порядка, построенная с выполне-
нием ряда ограничений, всегда имеет соответствующий ей экстремальный 3-однородный ги-
перграф.

DOI: 10.31857/S0002338823040042, EDN: OCGQCV

Введение. Графы и гиперграфы широко применяются как в современных фундаментальных
исследованиях, так и при решении практических задач. Причем достаточно часто возникает по-
требность в выделении определенных классов гиперграфов [1], предназначенных для использо-
вания в виде моделей или проверки работы ряда алгоритмов. К таким классам, например, отно-
сятся гиперсети [2], динамические геометрические гиперграфы [3]. Отдельно стоит сказать о то-
пологии, где одно из основных понятий – комплекс [4], также относится к одному из классов
гиперграфов – однородным гиперграфам. Данный класс гиперграфов используется в двух круп-
ных направлениях фундаментальных исследований: раскраска однородного гиперграфа и раз-
личные экстремальные задачи, в том числе для случайных гиперграфов. Таких работ достаточно
много, так что отметим наиболее современные и актуальные из них [5–9]. Однако есть направ-
ления практического применения однородных гиперграфов в различных областях науки и тех-
ники [10–17] от комбинаторики и шифрования до математического представления баз данных.

В теориях графов и гиперграфов является важным дать эффективное представление различ-
ных крупных структур [18], такие, как деревья [19, 20], матрицы смежности [21, 22], однородные
гиперграфы. К поиску подобных способов определения крупных структур подталкивают реаль-
ные задачи. Например, практическая задача хранения гиперграфов и работы с ними является
достаточно важной для анализа социальных сетей, которые имеют сотни миллионов сложных
связей.

При этом хранение гиперграфов в общем случае не особенно эффективно, так как основной
способ хранения – матрица инцидентности или список гиперребер. Если объем такого хранения
не слишком велик, то работа с ними не удобна. Для k-однородных гиперграфов [21] есть возмож-

1 Работа выполнена при финансовой поддержке РФФИ (проект № 21-51-53019 ГФЕН_а).
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ность задания матрицы смежности, но ее объем равен nk байт, где  – количество вершин гипер-
графа. Для экстремальных однородных гиперграфов появляется возможность использовать базу
[21] в виде объекта хранения, она занимает в памяти меньше места, чем список гиперребер, но
не всегда удобна с практической точки зрения.

В [23] описана сигнатура экстремального 2-однородного гиперграфа, которая представляет
собой целое неотрицательное число и однозначно характеризует гиперграф. Кроме того, приво-
дится доказательство теоремы о мощности множества соответствующих объектов, а также пред-
ставлены алгоритмы, связанные с их перечислением. Предоставление данных алгоритмов поз-
волило упростить хранение экстремальных 2-однородных гиперграфов в памяти компьютера,
так как механизм преобразования из сигнатуры в матрицу смежности или базу позволяет легко
получать из числа матрицу или список ребер, что дает возможность максимально эффективно
хранить и обрабатывать экстремальные 2-однородные гиперграфы.

Данная работа продолжает исследование [23]. Здесь рассматривается новая характеристика
экстремального 3-однородного гиперграфа – сигнатура второго порядка. Также рассматривают-
ся некоторые ее свойства и взаимоотношение сигнатур первого и второго порядков между собой
и по отношению к векторам степеней вершин. В частности, построены алгоритмы быстрого на-
хождения сигнатуры из вектора и, наоборот, для сигнатур обоих порядков.

1. Экстремальные однородные гиперграфы и сигнатура первого порядка. Для дальнейшего об-
суждения приведем определения гиперграфов, их однородности и экстремальности.

О п р е д е л е н и е  1. Гиперграф  – совокупность множества Vn из  вершин и множе-
ства непустых подмножеств множества вершин E [1],  – элементы множества E, где  –
гиперребра.

О п р е д е л е н и е  2. Гиперграф  называют k-однородным гиперграфом (uni-
form hypergraph (UH)), если , .

Определенные классы UH известны также под другими именами. При k = 2 можно говорить
о ненаправленных графах без петель. При больших k однородные гиперграфы известны как k –
1 комплексы [24]. Этот термин пришел из топологии [4].

Одной из важных особенностей UH является их представление в виде k-индексной матрицы
смежности , где индексы  при . Это позволяет эффективнее взаи-
модействовать с ними. Однако память тратится менее эффективно, чем при использовании мат-
рицы инцидентности.

Особый интерес для исследования представляют экстремальные UH . Сформулируем опреде-
ление экстремальности через матрицу смежности. Для этого зададим правило разделения доме-
нов нулей и единиц. Нам понадобится ввести несколько определений.

О п р е д е л е н и е  3. Значимыми ячейками матрицы смежности однородного гиперграфа назо-
вем те, у которых все индексы попарно не равны.

О п р е д е л е н и е  4. Доменом нулей –  (единиц – ) называется множество значи-
мых ячеек матрицы смежности, равных нулю (единице), при этом не существует значимой еди-
ничной (нулевой) ячейки, отличающейся от пары ячеек из D0 (D1) только одним индексом и на-
ходящейся между ними.

О п р е д е л е н и е  5. Однородный гиперграф  называется экстремальным, если для соот-
ветствующей ему матрицы смежности  выполняется правило разделения доменов нулей
и единиц, состоящее из следующих условий:

1) все единичные ячейки образуют домен единиц;
2) все значимые нулевые ячейки образуют домен нулей;

3) ячейка  или ;

4) ячейка  или .
Другими словами правило разделения доменов нулей и единиц можно сформулировать сле-

дующим образом: домен единиц сгруппирован около ячейки с минимальными индексами, а до-
мен нулей – около ячейки с максимальными индексами, и между ними находится граница, ко-
торая изолируют нули и единицы в своих доменах.
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П р и м е р  1. Рассмотрим экстремальный 2-однородный гиперграф. Для этого изучим матри-
цу, представленную на рис. 1. Здесь на главной диагонали находятся незначимые ячейки, а
остальные явно разделены на D1 и D0. Также между ними проведена граница, обозначим ее b.
Граница определена только на верхней половине матрицы, так как мы рассматриваем исключи-
тельно ненаправленные невзвешенные однородные гиперграфы без петель.

П р и м е р  2. Теперь посмотрим на матрицу смежности 2-однородного, но не экстремального
гиперграфа. Она представлена на рис. 2. Здесь мы можем легко найти пары ячеек, которые де-
монстрирует, что правило разделения доменов тут не действует. Например, это  с ну-
левой ячейкой между ними,  с единичной ячейкой между ними. Наличие хотя бы
одной подобной пары однозначно свидетельствует о неэкстремальности рассматриваемого .

Большой интерес представляет вектор степеней вершин однородного гиперграфа, так как он
позволяет однозначно восстановить (при наличии соответствующего алгоритма [24–26]) всю
матрицу смежности, а соответственно и сам UH, а занимает в памяти меньший объем, чем мат-
рица смежности.

Для 2-однородного гиперграфа вектор степеней вершин A легко получить, просуммировав
все ячейки в каждой из строк матрицы смежности. Каждая из этих сумм и будет степенью вер-
шины, а соответственно и координатой вектора степеней вершин.

Ранее в работе [23] было дано определение сигнатуры . Сформулируем его в упрощен-
ном виде.

О п р е д е л е н и е  6. Сигнатурой первого порядка σ1 (или просто сигнатурой σ) экстремального
2-однородного гиперграфа  называется характеристика в виде целого числа, отождествленная
с границей разделения доменов нулей и единиц b. Она задается следующим образом: проходим
по границе от правой верхней точки до нижней левой точки окончания границы. Граница b со-
стоит из  сегментов, которые расположены либо вертикально, либо горизонтально. Каждому
вертикальному сегменту b устанавливается 1, а каждому горизонтальному – 0. Проходя по гра-
нице получаем разряды двоичного целого числа от старшего к младшему. Соответственно сигна-
тура представляется целым (двоичным или десятичным) числом.

13 15= = 1x x
36 56= = 0x x

2
8U H

2
nEU H

2
nH

n

Рис. 1. Матрица смежности  и граница доменов2
7EU H

Рис. 2. Матрица смежности 2
8U H
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Для дальнейших работ с сигнатурами, в том числе сигнатурами второго порядка, введем по-
нятие длины сигнатуры и обозначим способ обращения к конкретному двоичному разряду сиг-
натуры.

О п р е д е л е н и е  7. Обозначим операцию получения длины сигнатуры  как lenσ, равную
длине отождествленной границы и соответственно количеству двоичных разрядов сигнатуры.

З а м е ч а н и е  1. Заметим, что при представлении сигнатуры в десятичном виде есть неодно-
значность при определении ее длины, а именно  (где  – взятие целой части
от x). Таким образом длина сигнатуры в десятичном виде имеет нижнюю грань, но верхняя не
определена и может зависеть от задачи.

О п р е д е л е н и е  8. Запишем значение k-го разряда сигнатуры  как , где опе-
рация  – операция побитового “и”. Стоит отметить, что разряды нумеруются с нуля справа
налево.

2. Сигнатуры второго порядка и их свойства. Сигнатура первого порядка задает  . Для по-

лучения характеристики, позволяющей определить , нужно рассмотреть его кубическую
матрицу смежности.

Пусть  – кубическая матрица смежности экстремального 3-однородного гипер-
графа , построенного на n вершинах. Представим ее как последовательность срезов (квадрат-
ных матриц). Набор срезов получаем перебором одного из индексов с фиксацией его внутри сре-
за. Так как в UH предполагается, что ребро соединяет только различные вершины, то главные
диагонали в каждом срезе не рассматриваются (и традиционно обозначаются нулем). Также не
рассматриваются строка и столбец с номерами, равными номеру среза, так как иначе совпадают
минимум пара координат, что противоречит структуре UH. Таким образом k-срез матрицы X3

имеет вид, представленный на рис. 3. Здесь серым обозначены ячейки, которые не являются зна-
чимыми при построении 3-однородного гиперграфа. Остальные ячейки могут иметь значения 0
или 1.

Кроме того, так как исследуются ненаправленные UH, то их матрицы смежности симметрич-
ны, а следовательно, симметричны и каждый из срезов относительно главной диагонали. Отсю-
да также можно сделать вывод, что выбор координаты (i, j или k) для построения срезов не важен.
Из-за симметричности матрицы  проистекает следующей свойство.

С в о й с т в о. Так как , то значения t-среза задают значения
с индексом t в других срезах матрицы. Таким образом можно представить декомпозицию куби-
ческой матрицы как набор срезов, где каждый t-срез определяет значения  только для

 и . Остальные значения либо незначимы (при равенстве любой пары ин-
дексов), либо заданы на p срезах, где , либо равны симметричным ячейкам в данном
срезе.

Проиллюстрируем описанное свойство кубической матрицы смежности на примере.

П р и м е р  3. Пусть дан , где U – множество из шести вершин, а множество ги-
перребер , , , , , , , ,

σ

σ  σ2len > log  x

σ σ σ( ) = & 2k
k

&

2EU H
3EU H

3 3 3= ( )n n nX X H
3
nH

3
nX

= = = = =ijk ikj jik jki kij kjix x x x x x

tijx
+ −= 1, 1i t n += 1,j i n

−= 1, 1p t

3 3
6 6= ( , )H H U E

1 2 3= {{ , , }E u u u 1 2 4{ , , }u u u 1 2 5{ , , }u u u 1 2 6{ , , }u u u 1 3 4{ , , }u u u 1 3 5{ , , }u u u 1 4 5{ , , }u u u 2 3 4{ , , }u u u

Рис. 3. k-срез матрицы смежности 3
nX
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, , . Его матрицу смежности  можно представить в виде
срезов (рис. 4), где темно-серым фоном без чисел показаны незначимые области матрицы, свет-
ло-серым фоном с числами обозначаются определенные ранее ячейки, курсивом – значения за-
данные симметрией текущего среза, а полужирным шрифтом – значения, которые определены
на текущем срезе.

О п р е д е л е н и е  9. Областью определения t-среза кубической матрицы смежности однород-
ного гиперграфа будем называть набор значений , где ,  и .

Из примера легко заметить, что два последних среза не имеют ячеек, значения которых не за-
висят от предыдущих срезов. Это общее правило для всех матриц смежности. Отсюда соответ-
ственно можно вывести область определения всей матрицы смежности.

О п р е д е л е н и е  10. Областью определения кубической матрицы смежности однородного ги-
перграфа будем называть набор значений совокупности областей определения t-срезов, где

.
Если представить кубическую матрицу смежности в виде куба, состоящего из n × n × n еди-

ничных кубов, то область определения матрицы представляет собой усеченную ступенчатую
призму (рис. 5).

Теперь перейдем к экстремальным 3-однородным гиперграфам ( ). Здесь, как и в ,
домены нулей и единиц отделены друг от друга. Под этим мы понимаем, что в области определе-
ния матрицы смежности   не существует  при , ,  и 
не существует  при , , . Следовательно, каждый из срезов матрицы смежно-
сти можно представить в виде сигнатуры. Однако так как область определения каждого из срезов
сужается, то и сигнатуры для каждого из них состоят из меньшего количества бит.

О п р е д е л е н и е  11. Сигнатурой второго порядка (или вектором сигнатур) экстремального
3-однородного гиперграфа на  вершинах ( ) будем называть , где σi –

сигнатура области определения i-среза кубической матрицы смежности .
П р и м е р  4. Воспользуемся гиперграфом из примера 3. Его матрица смежности представле-

на на рис. 4. Нетрудно убедиться, что данный гиперграф является экстремальным, так как его
множество гиперребер  имеет две максимальные тройки вершин  и , которые
в свою очередь образуют базу  [21].

2 3 5{ , , }u u u 2 4 5{ , , }u u u 3 4 5{ , , }}u u u 3 3 3
6 6 6= ( )X X H

ijkx =i t + −= 1, 1j t n += 1,k j n

−= 1, 2t n

3EU H 2EU H

3EU H ∀ = 1ijkx = 0pqtx ≥i p ≥j q ≥k t ∀ = 0ijkx
= 1pqtx ≤i p ≤j q ≤k t

n 3
nH −σ σ σ2 3

1 2( ) = ( , , )n nH
3 3 3= ( )n n nX X H

E 1 2 6{ , , }u u u 3 4 5{ , , }u u u
@ = {{1, 2, 6},{3, 4, 5}}

Рис. 4. Декомпозиция матрицы смежности 
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Для наглядности отобразим только области определения срезов и границы их доменов нулей
и единиц. Последняя будет отображена сплошной линией. Стоит напомнить, что сигнатура
определяется как двоичное число, кодирующее границу между доменами по следующему прин-
ципу: если граница идет вниз, то ей соответствует 1, а если влево, то – 0. Границу проходим спра-
ва налево и сверху вниз. Разряды в сигнатуре заполняем от старшего к младшему. На рис. 6 пред-
ставлены области определения, границы и их сигнатуры в двоичном виде. Конечный вид сигна-

туры второго порядка для рассматриваемого : .

Для такого объекта как сигнатура второго порядка можно оценить объем памяти, необходи-
мый для ее хранения. Так как сигнатура второго порядка представляет собой вектор сигнатур, пер-
вая из которых имеет размер, равный n – 2 бита, а каждая следующая на 1 бит меньше, то общий

объем памяти, занимаемый сигнатурой второго порядка , равен  – чис-

лу сочетаний из n – 1 по 2 бита. Так как для хранения единого значения чаще используется целое

3
6H σ2

2 2 2 2= (1011 ,011 ,01 ,0 ) = (11,3,1,0)

3
nEU H −− − 2

1
1 ( 1)( 2) =
2 nn n C

Рис. 5. Визуализация области определения матрицы смежности 

i

j

k

3U H

Рис. 6. Сигнатуры срезов 

�1 = 10112 �2 = 0112 �3 = 012 �4 = 02

3 3
6 6( )X H

Рис. 7. Матрица смежности  и граница доменовσ2( )X
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число байт, то объем памяти вектора сигнатур можно оценить как  байт (здесь  – бли-

жайшее целое большее x).

Найденный объем не является минимально возможным, но для того чтобы его уменьшить,
нам потребуется рассмотреть сигнатуру второго порядка подробнее.

3. Связь между координатами вектора сигнатур. Напомним общее правило взаимного располо-
жения доменов единиц и нулей в экстремальном 3-однородном гиперграфе. Оно требует не
только разделения доменов внутри среза, но и между срезами. Если вернуться к представлению
области определения матрицы в виде ступенчатой усеченной призмы (рис. 5), то можно сказать,
что наличие единицы в любой ячейке призмы требует наличия единиц во всех ячейках под ней.
Аналогично при наличии нуля на любом слое требуется отсутствие единиц ровно над ним.

Таким образом каждая координата в векторе сигнатур ограничивает следующую за ней коор-
динату. Далее опишем логику данного ограничения.

Рассмотрим соседние срезы в кубической матрице смежности. Не теряя общности, можем
рассмотреть первый и второй срезы и их сигнатуры. Пусть сигнатура σ1 отождествляет некото-
рою междоменную границу  1-среза, а сигнатура σ2 – границу  2-среза. Сигнатура σ2 на один
разряд меньше, чем σ1, а длина границы  на один сегмент короче, чем граница .

Для дальнейшей работы нам необходимо сравнять сигнатуры по длине. Для этого введем опе-
рацию усечения сигнатуры.

О п р е д е л е н и е  12. Усеченной сигнатурой  называется сигнатура, полученная из σ путем
последовательного выполнения двух операций. Пусть  – количество разрядов в σ, а p – номер
старшего разряда сигнатуры, равного единице, тогда

Отметим, что усеченная сигнатура имеет на один разряд меньше, чем в .

Операция усечения необходима, так как она означает сдвиг границы на одну строку области
определения вниз.

З а м е ч а н и е  2. Если сигнатура  и имеет больше одного разряда, то .

З а м е ч а н и е  3. Если сигнатура  имеет один разряд, то  не существует.

Вернемся к нашим сигнатурам 1-среза и 2-среза. Пусть мы нашли , тогда ей соответвует гра-
ница . Если представить обе границы наложенными на одну плоскость, согласно их координа-
там, то для выполнения ограничения по доменам единиц и нулей необходимо, чтобы граница b2

проходила на всех своих участках не дальше от начала координат, чем . Аналитически это мож-
но описать следующим образом: количество спусков в границе b2 не должно превосходить коли-
чество спусков границы  на протяжении всей длины .

Перейдем к определению данного ограничения в терминах сигнатур. Для этого необходимо
найти отношение сравнения для сигнатур.

О п р е д е л е н и е  13. При условии равенства длин сигнатур будем говорить, что , если

где . При этом , только если их значения равны.

Теперь введем отношение включения сигнатуры.

О п р е д е л е н и е  14. Пусть даны сигнатуры  и . Будем говорить, что сигнатура  вклю-
чена в  ( ), если .

−
 
  

2
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1
8 nC   x
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П р и м е р  5. Проиллюстрируем отношения включения, которые представлены в табл. 1.
Из отношения включения можно вывести следующую теорему.

Т е о р е м а. Пусть дан произвольный набор сигнатур . Данный набор образует
сигнатуру второго порядка экстремального 3-однородного гиперграфа построенного на 
вершинах тогда и только тогда, когда , где .

Д о к а з а т е л ь с т в о. Предположим, что существует такая пара сигнатур, что , но
при этом  является сигнатурой второго порядка, т.е. существует такой , что его матрица
смежности может быть представлена в виде срезов соответствующих набору сигнатур. Из пред-
положения следует: нельзя сказать, что . Это возможно в следующих случаях:

1)  ( см. определение 7) – области определения k-среза и k + 1-среза так-
же различаются болee чем на одну строку, что невозможно по определению среза матрицы
смежности;

2)  и  – это приведет к противоречию с экстремальностью однородного ги-
перграфа, так как найдется такое значение , что , что нарушает правило разде-
ления доменов единиц и нулей;

3) отношение сравнения между  и  определить нельзя – мы получим две границы, кото-
рые пересекают друг друга, т.е. не находятся в упорядоченном состоянии, что, как и в предыду-
щем случае, приводит к нарушению правила разделения доменов нулей и единиц.

Мы пришли к противоречию, таким образом данное предположение неверно.
Теперь рассмотрим обратный случай: условие включения выполняется среди всех пар сосед-

них сигнатур, но соответствующая данному набору матрица смежности не является матрицей
экстремального 3-однородного гиперграфа. Согласно определению 5, условие разделения доме-
на нулей и единиц в матрице смежности – необходимый и достаточный критерий экстремально-
сти соответствующего однородного гиперграфа. По определению отношения включения на
каждой паре соседних срезов матрицы выполняется условие разделения доменов нулей и еди-
ниц, так как границы, определенные сигнатурами соседних срезов, не пересекаются, а в худшем
случае касаются друг друга. Таким образом, если между каждой парой соседних срезов выполня-

σ σ σ 2
1= ( , , )n

− 2n

+σ ⊂ σ1i i −= 1, 1i n

+σ ⊂ σ1k k

σ 2
−

3
2nEU H

+σ ≤ σ1 ˆk k

+σ − σ ≠1len len 1k k

+σ ≠ σ 1k k +σ ≤ σ 1k k

+1 = 1k pqx = 0kpqx

σk +σ 1k

Таблица 1. Сигнатуры и списки сигнатур, имеющих отношения включения

Включаемые Включаемые 

0 8, 16
1 9, 17
2 10, 18
3 11, 19
4 12, 20
5 13, 21
6 14, 22

7 15, 23

Включаемые 
24
25
26

27

28

29

30

31

σ σ σ σ

(0) (0)
(0) (0,1)
(0) (0,1,2)

(0,1) (0,1,2,3)
(0) (0,1,2,4)

(0,1) (0,1,2,3,4,5)
(0,1,2) (0,1,2,3,4,5,6)

(0,1,2,3) (0,1,2,3,4,5,6,7)
σ σ

(0,1,2,4,8)
(0,1,2,3,4,5,8,9)

(0,1,2,3,4,5,6,8,9,10)

(0,1,2,3,4,5,6,7,8,9,10,11)

(0,1,2,3,4,5,6,8,9,10,12)

(0,1,2,3,4,5,6,7,8,9,10,11,12,13)

(0,1,2,3,4,5,6,7,8,9,10,11,12,13,14)

(0,1,2,3,4,5,6,7,8,9,10,11,12,13,14,15)
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ется правило разделения доменов нулей и единиц, то оно действует и на области определения
всей матрицы смежности, а значит, она будет матрицей смежности экстремального 3-однород-
ного гиперграфа. Мы и здесь пришли к противоречию, следовательно, теорема доказана.

Однако, несмотря на однозначность соответствия между  и , вопрос экономии памя-
ти при хранении собственно сигнатуры второго порядка в памяти еще открыт. Одним из реше-
ний представляется введение сокращения каждой сигнатуры в наборе до размера своих знача-
щих разрядов.

З а м е ч а н и е  4. усть даны сигнатуры  и . Если , то количество значащих разрядов
в  не может быть больше, чем p + 1, где p – номер старшего ненулевого разряда в .

Действительно, так как , то старший ненулевой разряд второй сигнатуры не может
иметь номер больший, чем старший ненулевой разряд усеченной сигнатуры предыдущего среза.

Отсюда можно вывести определение сжатой сигнатуры второго порядка.

О п р е д е л е н и е  15. Пусть  – первая сигнатура из  и . Тогда без потери од-
нозначности можно для  зарезервировать  бит, где p – номер старшего ненулевого разряда

. Обозначим такую сжатую сигнатуру как . Если  или не существует, но , то
сжатая сигнатура второго порядка .

Так как объем памяти, зарезервированный для , зависит от σ2, то точная оценка не возмож-
на. Минимальный объем, занимаемый , равен  бита, если  является вполне несвяз-

ным. Максимальный объем  равен объему σ2, если  – полный или почти полный – без
одного ребра, соединяющего три максимальных по номеру вершины. В этом случае  представ-
ляют собой двоичные числа вида , где .

4. Связь векторов степеней вершин и сигнатур. Сначала объясним алгоритм нахождения векто-
ра степеней вершин по сигнатуре, а после дадим его формальное определение.

П р и м е р  6. Пусть дана сигнатура . Здесь для наглядности сигнатура пред-
ставлена в десятичной и двоичной системах счисления. Так как нам не дано количество вершин
соответствующего  , то считаем , что определяет наличие в H2 связной компо-
ненты из семи вершин и некоторого количества изолированных вершин. Не теряя смысла, до-
пускаем, что изолированных вершин в H2 нет, хотя на алгоритм это предположение не оказывает
серьезного влияния.

Построим матрицу смежности . Так как сигнатура есть двоичное описа-
ние границы разделения доменов единиц и нулей, то сделать это достаточно просто [23]. Ставим
начало границы в правом верхнем углу матрицы. Идем по двоичному представлению сигнатуры
справа налево. Если встречаем 1, то ведем границу вниз, иначе – влево. После последнего дей-
ствия граница коснется одной из ячеек главной диагонали. Слева и сверху от границы находятся
единицы, а справа и снизу – нули. Результат можно видеть на рис. 6.

Полученная матрица симметрична, так что сигнатура задает верхнюю треугольную матрицу,
а нижняя треугольная симметрично отображается. Центральная диагональ не рассматривается
при описании UH2, поэтому выделена серым и без значений.

На самом деле для построения вектора степеней вершин нет необходимости строить матрицу
смежности. Однако принцип получения вектора степеней в целом работает на тех же принципах.
Так как старший разряд сигнатуры равен единице, то спускаемся вниз, что задает строку единиц
в матрице смежности или первую координату вектора степеней вершин, так как сумма значений
по строке матрицы смежности и дает степень соответствующей вершины. Кроме того, суммируя
значения по столбцу в силу симметричности матрицы смежности, также получаем степень соот-
ветствующей вершины.

Для простоты подсчета установим две переменные  и , отвечающие за подсчет сте-
пени вершины по строке и по столбцу соответственно. При встрече 1 в сигнатуре увеличиваем b,
а при встрече 0 – уменьшаем t. Также нам понадобится два номера вершин  и , для ко-
торых сохраняем текущие степени вершины. При встрече 1 в сигнатуре устанавливаем  и
увеличиваем s, а при 0 – устанавливаем  и уменьшаем e.

σ2 3EU H

σ1 σ2 σ ⊂ σ2 1

σ2 σ1ˆ
σ ≤ σ2 1ˆ

σ1 σ2 σ −1len = 2n
σ2 + 1p

σ1ˆ σ2 σ̂ = 0k −σ ≠1ˆ 0k

σ σ σ σ2
1 2= ( , , , )k

σ2

σ2 − 2n 3EU H

σ2 3EU H
σi

− −


1
1 1
n i

−= 1, 3i n

σ 10 2= 37 = 100101

2EU H 2H σlen = 6

σ2 2 2 2= ( ) = ( )X X X H

= 6t = 0b

= 1s = 7e
=sa t

=ea b
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Итак, , следовательно, , , . Далее , , . Следу-
ющий разряд также равен 0, т.е. , , . Второй разряд равен 1, что приводит к нахож-
дению второй координаты: , , . Далее , , . И, наконец,
самый правый разряд равен 1: , , .

Анализ сигнатуры завершился, но мы не нашли координаты с номером 4. Однако этот номер
хранит и e, и s. А значение хранится в переменных b или t, поэтому не важно какое значение мы
возьмем. В результате получим вектор .

Теперь формально опишем процесс построения вектора степеней вершин по сигнатуре.
А л г о р и т м  1. Построение вектора степеней вершин по сигнатуре экстремального 2-одно-

родного гиперграфа H2.
Входные данные:  – сигнатура (целое неотрицательное число),  – количество вершин в H2.
Локальные переменные: ,  – индексы координат вектора A;  и  – времен-

ные значения;  – счетчик, указывающий на текущий разряд сигнатуры.
Выходные данные:  – -координатный вектор степеней вершин H2.
Ш а г  1. Если , то построить вектор степеней вершин по данной сигнатуре невозмож-

но.
Ш а г  2. Если , то устанавливаем  с требуемым количеством нулевых

старших разрядов.
Ш а г  3. Если , то переходим к шагу 4, иначе переходим к шагу 5.
Ш а г  4. Устанавливаем , , . Переходим к шагу 6.
Ш а г  5. Устанавливаем , , . Переходим к шагу 6.
Ш а г  6. Устанавливаем .
Ш а г  7. Если , то переходим к шагу 3.
Ш а г  8. Устанавливаем .
Ш а г  9. Вектор степеней вершин готов.
З а м е ч а н и е  5. Легко видеть что алгоритм 1 имеет логарифмическую сложность относи-

тельно размера сигнатуры или линейную – относительно количества координат в искомом век-
торе.

Проиллюстрируем работу алгоритма 1 таблицей значений сигнатур и соответствующих им
векторов степеней (табл. 2).

Опишем также обратный алгоритм получения сигнатуры первого порядка по вектору степе-
ней вершин.

А л г о р и т м  2. Построение сигнатуры первого порядка из вектора степеней вершин -вер-
шинного .

Входные данные:  – вектор степеней вершин  ,  – количество координат век-
тора A.

σ(5) = 1 1 = 6a = 2s = 1b σ (4) 7= 0 = 1a = 6e = 5t
6 = 1a = 5e = 4t

2 = 4a = 3s = 2b σ (1) 5= 0 = 2a = 4e = 3t
3 = 3a = 4s = 3b

2( ) = (6,4,3,3,2,1,1)HA

σ n
= 1s =e n = 0b −= 1t n

−= 2i n
= ( )iA a n

σ ≥len n

σ −len < 1n σ −len = 1n

σ( ) = 1i

=sa t += 1s s += 1b b
=ea b −= 1e e −= 1t t

−= 1i i
≥ 0i

=sa b

n
2
nEU H

= ( )iA a 2
nEU H 2H n

Таблица 2. Сигнатуры первого порядка и соответствующие им векторы

A A A A

0 8 16 24
1 9 17 25
2 10 18 26
3 11 19 27
4 12 20 28
5 13 21 29
6 14 22 30
7 15 23 31

σ σ σ σ

(0) (4,1,1,1,1) (5,1,1,1,1,1) (5,5,2,2,2,2)
(1,1) (4,2,2,1,1) (5,2,2,1,1,1) (5,5,3,3,2,2)

(2,1,1) (4,3,2,2,1) (5,3,2,2,1,1) (5,5,4,3,3,2)
(2,2,2) (4,3,3,3,1) (5,3,3,3,1,1) (5,5,4,4,4,2)

(3,1,1,1) (4,4,2,2,2) (5,4,2,2,2,1) (5,5,5,3,3,3)
(3,2,2,1) (4,4,3,3,2) (5,4,3,3,2,1) (5,5,5,4,4,3)
(3,3,2,2) (4,4,4,3,3) (5,4,4,3,3,1) (5,5,5,5,4,4)
(3,3,3,3) (4,4,4,4,4) (5,4,4,4,4,1) (5,5,5,5,5,5)
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Локальные переменные:  – номер индекса сигнатуры;  – временное значение;
i = 1 – индекс координаты вектора A.

Выходные данные:  – сигнатура (целое неотрицательное число).
Ш а г  1. Если , то переходим к шагу 2, иначе переходим к шагу 3.
Ш а г  2. Установим . Переходим к шагу 4.
Ш а г  3. Установим  и . Переходим к шагу 4.
Ш а г  4. Установим .
Ш а г  5. Если p > 0, то переходим к шагу 1.
Ш а г  6. Сигнатура построена.
З а м е ч а н и е  6. Аналогично замечанию 5 сложность алгоритма линейная или логарифмиче-

ская в зависимости от отношения к начальным данным.
5. Взаимосвязь вектора степеней вершин с сигнатурой второго порядка. Принцип построения

вектора с сигнатурой второго порядка сложнее, чем с сигнатурой первого порядка. Так как каж-
дый срез определяет не только свои значения, но и значения следующих срезов. Следовательно,
строить вектор будем, согласно накопительной схеме: строим вектор, соответствующий первой
координате вектора сигнатур, его координаты суммируются и делятся пополам для сохранения
первой координаты вектора. Остальные координаты сохраняются как промежуточные. На сле-
дующем шаге подобным образом находим вторую координату и добавляем ее к уже имеющейся
временной. Остальные координаты добавляем к накопленным. Повторяем, пока не переберем
все координаты вектора сигнатур. Таким образом вектор степеней вершин будет построен.

Теперь рассмотрим данный алгоритм с точки зрения формального описания.

А л г о р и т м  3. Построения вектора степеней вершин   из сигнатуры второго по-
рядка.

Входные данные:  – сигнатура второго порядка (вектор сигнатур),  – количе-
ство вершин в H3.

Локальные переменные: B – временный вектор для отдельной координаты сигнатуры второго
порядка;  j – индекс для переноса координат временного вектора в накопительный; i = 1 – счет-
чик, указывающий на текущую координату вектора сигнатуры.

Выходные данные:  – -координатный вектор степеней вершин H2.
Ш а г  1. Установим .
Ш а г  2. Если , то переходим к шагу 11.
Ш а г  3. С помощью алгоритма 1 получаем вектор .

Ш а г  4. Установим .

Ш а г  5. Установим .
Ш а г  6. Установим .
Ш а г  7. Увеличим .
Ш а г  8. Если , то переходим на шаг 6.
Ш а г  9. Увеличим .
Ш а г  10. Если , то переходим на шаг 2.
Ш а г  11. Вектор степеней вершин A получен.
Также проиллюстрируем разработанный алгоритм табл. 3. Здесь в первом столбце приведены

все сигнатуры второго порядка в векторном виде, а во втором – соответствующие векторы сте-
пеней вершин  .

Теперь представим обратный алгоритм преобразования из вектора степеней вершин в сигна-
туру второго порядка. Данный алгоритм базируется на свойстве разделения доменов нулей и
единиц. Основная идея состоит в том, что первая координата должна быть задействована со вто-
рой координатой и с остальными. После этого проводится усечение в векторе первой и второй
координаты на n – 2, а других – на 1, при этом . Если от первой координаты вектора что-
то осталось, то повторяем операцию, только выбираем третью координату к первой в пару. Если

−= 1p n −= 1t n
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получится связать первую, третью и последнюю координаты снова, то следующий разряд первой
координаты вектора сигнатуры также устанавливается в единицу, иначе устанавливаем разряд в
ноль и пытаемся связать первую, третью и предпоследнюю координаты и т.д., пока  не станет
равной нулю. В этом случае остальные разряды  будут нулями, и найдем полностью определен-
ную первую компоненту сигнатуры второго порядка.

Получив в процессе усеченный вектор A1 без первой координаты, передаем его для нахожде-
ния  тем же образом, что и . Если на k-м этапе вектор , то  = 0,

.

1a
σ1

σ2 σ1 = (0, ,0)kA σp

∀ + −= 1, 2p k n

Таблица 3. Сигнатуры второго порядка и соответствующие им векторы

A Aσ2 σ2

(0,0,0,0) (0,0,0,0,0,0) (13,2,0,0) (8,6,6,4,4,2)
(1,0,0,0) (1,1,1,0,0,0) (13,3,0,0) (8,7,6,5,5,2)
(2,0,0,0) (2,2,1,1,0,0) (13,3,1,0) (8,7,7,6,6,2)
(3,0,0,0) (3,2,2,2,0,0) (13,4,0,0) (8,7,7,4,4,3)
(3,1,0,0) (3,3,3,3,0,0) (13,5,0,0) (8,8,7,5,5,3)
(4,0,0,0) (3,3,1,1,1,0) (13,5,1,0) (8,8,8,6,6,3)
(5,0,0,0) (4,3,2,2,1,0) (14,0,0,0) (9,4,4,4,3,3)
(5,1,0,0) (4,4,3,3,1,0) (14,1,0,0) (9,5,5,5,3,3)
(6,0,0,0) (5,3,3,2,2,0) (14,2,0,0) (9,6,6,5,4,3)

(6,1,0,0) (5,4,4,3,2,0) (14,3,0,0) (9,7,6,6,5,3)
(6,2,0,0) (5,5,5,3,3,0) (14,3,1,0) (9,7,7,7,6,3)
(7,0,0,0) (6,3,3,3,3,0) (14,4,0,0) (9,7,7,5,4,4)
(7,1,0,0) (6,4,4,4,3,0) (14,5,0,0) (9,8,7,6,5,4)
(7,2,0,0) (6,5,5,4,4,0) (14,5,1,0) (9,8,8,7,6,4)
(7,3,0,0) (6,6,5,5,5,0) (14,6,0,0) (9,9,7,7,5,5)
(7,3,1,0) (6,6,6,6,6,0) (14,6,1,0) (9,9,8,8,6,5)
(8,0,0,0) (4,4,1,1,1,1) (14,6,2,0) (9,9,9,9,6,6)
(9,0,0,0) (5,4,2,2,1,1) (15,0,0,0) (10,4,4,4,4,4)
(9,1,0,0) (5,5,3,3,1,1) (15,1,0,0) (10,5,5,5,4,4)

(10,0,0,0) (6,4,3,2,2,1) (15,2,0,0) (10,6,6,5,5,4)
(10,1,0,0) (6,5,4,3,2,1) (15,3,0,0) (10,7,6,6,6,4)
(10,2,0,0) (6,6,5,3,3,1) (15,3,1,0) (10,7,7,7,7,4)
(11,0,0,0) (7,4,3,3,3,1) (15,4,0,0) (10,7,7,5,5,5)
(11,1,0,0) (7,5,4,4,3,1) (15,5,0,0) (10,8,7,6,6,5)
(11,2,0,0) (7,6,5,4,4,1) (15,5,1,0) (10,8,8,7,7,5)
(11,3,0,0) (7,7,5,5,5,1) (15,6,0,0) (10,9,7,7,6,6)
(11,3,1,0) (7,7,6,6,6,1) (15,6,1,0) (10,9,8,8,7,6)
(12,0,0,0) (7,4,4,2,2,2) (15,6,2,0) (10,9,9,9,7,7)
(12,1,0,0) (7,5,5,3,2,2) (15,7,0,0) (10,10,7,7,7,7)
(12,2,0,0) (7,6,6,3,3,2) (15,7,1,0) (10,10,8,8,8,7)

(12,4,0,0) (7,7,7,3,3,3) (15,7,2,0) (10,10,9,9,8,8)
(13,0,0,0) (8,4,4,3,3,2) (15,7,3,0) (10,10,10,9,9,9)
(13,1,0,0) (8,5,5,4,3,2) (15,7,3,1) (10,10,10,10,10,10)
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Перейдем к формальному описанию алгоритма.

А л г о р и т м  4. Построение сигнатуры второго порядка из вектора степеней вершин A  .

Входные данные:  – вектор степеней вершин  ;  – размерность вектора A.
Локальные переменные: p – номер старшего разряда сигнатуры;  – временное значе-

ние; i = 0 – индекс координаты вектора A;  – вспомогательный счетчик.

Выходные данные:  – сигнатура (целое неотрицательное число).
Ш а г  1. Увеличим .
Ш а г  2. Присвоим .
Ш а г  3. Если , то переходим к шагу 11.
Ш а г  4. Присвоим .
Ш а г  5. Установим  и .
Ш а г  6. Если  и  и , то переходим к шагу 7, иначе переходим к шагу 10.

Ш а г  7. Уменьшим : , ,  для .

Ш а г  8. Установим . Уменьшим .

Ш а г  9. Если , то переходим к шагу 1, иначе перейдем к шагу 5.
Ш а г  10. Уменьшим  и . Перейдем к шагу 6.
Ш а г  11. Сигнатура второго порядка σ2 получена.
Два последних рассмотренных алгоритма позволяют быстро преобразовать вектор степеней

вершин в сигнатуру второго порядка и обратно, что, предположительно, найдет применение в
задачах хранения и обработки больших данных.

Заключение. Полученные представления экстремального 3-однородного гиперграфа позво-
ляют эффективнее хранить данные объекты в памяти. Отдельно стоит отметить сжатую сигнату-
ру второго порядка, исследование которой в дальнейшем позволит оценить средний объем по-
требляемой памяти в зависимости от количества вершин.

Также крайне полезной представляется возможность перечисления векторов степеней своих
вершин экстремальных 2-однородных гиперграфов, так как позволит рассмотреть механизмы
образования таких векторов. Кроме того, быстрый алгоритм преобразования между сигнатурой
и вектором степеней вершин завершает цикл алгоритмов преобразования между всеми характе-
ристиками : сигнатурой, базой, матрицей смежности и вектором степеней вершин.

В дальнейшем на множествах сигнатур первого и второго порядков соответственно предпола-
гается разработать алгебраическую структуру с набором замкнутых относительно данных мно-
жеств операций.
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При модернизации программного обеспечения возникает проблема технического долга, ко-
гда часть исходного кода напрямую не участвует в обновлении, а исправляется во вторую оче-
редь как устаревшее. Представлены три соответствующие модели. Для поиска и исправления
дефектов используется машинное обучение. Устанавливается эффективность подхода для
конкретных данных и намечается перспектива расширения на большее количество различ-
ных случаев.

DOI: 10.31857/S0002338823040078, EDN: OCRJMR

Введение. Одна из основных задач разработчика программного обеспечения (ПО) заключает-
ся в развитии продукта. Процесс постоянного внесения новой функциональности не может про-
должаться вечно, так как из-за нарастающей сложности программного продукта и сжатых сро-
ков качество написанного исходного кода (текста программы) ухудшается. Иногда настолько,
что дальнейшее расширение функциональности становится невозможным. В литературе приня-
то такое явление называть “техническим долгом” [1]. Можно провести параллель с обычным.
Технический долг – это деньги, которые вы берете на разработку новой функциональности (рас-
ширение своего производства), а процесс рефакторинга (приведение вашего исходного кода ПО
в должный вид, который не приносит для пользователей ничего нового, но занимает какое-то
время) – выплаты по этому долгу. Соответственно чем чаще вы гонитесь за быстрым развитием
функциональности, не погашая долг, тем больше проценты по нему придется платить, а значит,
более долгий и значительный рефакторинг придется совершать. Стоит также заметить, что тех-
нический долг не всегда оказывается чем-то безусловно плохим, иногда приоритет быстрого ре-
шения проблемы над надежным необходим для продвижения проекта. Одни из ярких предста-
вителей симптомов технического долга называются “запахи кода” [1, 2] (англ. code smells) – ан-
типаттерны программирования. Такие участки текста программы затрудняют понимание,
отладку, тестирование, расширение программы в целом. Они не являются технически некор-
ректными и не препятствуют функционированию программы [3]. Вместо этого они указывают
на уязвимые места в архитектуре, которые могут замедлить разработку или увеличить риск оши-
бок и сбоев в будущем. В данный термин включены архитектурные неточности, недостатки ди-
зайна ПО и проблемы реализации. Одна из особенностей запахов кода – отсутствие строгого
определения и четких характеристик, по которым можно было бы сказать, считается ли исход-
ный код плохим. Однако можно выделить список из 5-6 основных наиболее изученных типов ан-
типаттернов [1, 2].

Запахи кода могут охватывать различные уровни абстракции разработки ПО. Так Божествен-
ный Класс (англ. God Class) – это некоторый объект в исходном коде программы, который
управляет слишком многими другими объектами в системе, превратившись в класс, который де-
лает все. Например, класс Customer, который содержит в себе имя и фамилию человека, его адрес
проживания, страну, город и почтовый код. Кроме простого хранения информации, необходи-
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мы ещё методы взаимодействия с данными полями и, возможно, некоторые служебные функ-
ции. С одной стороны, в этом нет ничего критического, однако намного удобнее иметь отдель-
ный класс Address, который хранит внутри себя всю информацию об адресе и методы работы с
ней, а в Customer держать только ссылку на объект класса Address. Более масштабный и неопре-
деленный пример антипаттерна программирования – это Стрельба дробью (англ. Shotgun Sur-
gery), который описывает ситуацию, когда при изменении незначительного поведения вашей
программы в одном месте приходится делать дополнительные изменения в большом количестве
других классов. Этот запах кода не ограничивается сущностью одного класса, для его обнаруже-
ния необходимо следить за историей изменения проекта и искать ситуации подобного множе-
ственного исправления текста программы. Кажется, что одними из наиболее простых для обна-
ружения и исправления запахами кода являются Длинный Метод (англ. Long Method) и Слож-
ный Метод (англ. Complex Method). Названия данных антипаттернов программирования
говорят сами за себя, это слишком разросшиеся в “длину” или “ширину” функции. Сложность
их обнаружения заключается в том, что иногда такая реализация необходима и иным способом
ее не сделать. Например методы, содержащие большое количество switch/case конструкций либо
большое количество схожих операций преобразования чисел/строк, которые проблематично
вынести в подфункции. Также понятие “длинности” или “сложности” зависит от конкретного
проекта, языка программирования, команды разработчиков. Исследования в рамках данной об-
ласти ставят перед собой цель наиболее точно и без пропусков определять наличие запахов кода.

Инструменты поиска элементов технического долга являются актуальным предметом иссле-
дования уже более 20 лет [4]. В последнее время для улучшения качества определения таких де-
фектов используются методы машинного обучения [5–7]. В основе подобных методов стоит за-
дача обучения с учителем на наборе размеченных данных. В области создания таких наборов
данных есть два направления: ручная [8–10] и автоматическая [7, 11] разметки. Наиболее акту-
альный представитель первой группы работ [8] содержит набор данных, где собрано большое ко-
личество ручных разметок примеров. Большинство из них оказались размечены как отрицатель-
ные примеры (без какого-либо дефекта). Представители второй группы используют готовый ин-
струмент поиска дефектов исходного кода для обнаружения запахов кода на большом наборе,
анализируя текущие версии проектов, а не историю изменений.

Основная проблема такого метода сбора примеров заключается в том, что исследователи/де-
текторы/оракулы, которые размечают положительные случаи, не являются разработчиками дан-
ного ПО, соответственно совершенно не знакомы с его строением и идеями архитектора ПО.
Длинные и Сложные Методы вне зависимости от замыслов разработчиков – плохая практика.
Другое дело Завистливые Методы (англ. Feature Envy) и Божественные Классы: такие случаи тех-
нического долга сложно определить без детального анализа структуры проекта. Есть инструмен-
ты, которые принимают на вход полноценный проект, анализируют связи между классами/ме-
тодами/переменными и меняют структуру, решая задачу оптимизации зависимостей между сущ-
ностями [12], предлагая свой вид проекта. У такого подхода основным недостатком является
сложность проведения генерального рефакторинга, так как в автоматическом режиме проводить
столь масштабные изменения рискованно.

Еще один подход к созданию набора данных с исправлениями исходного кода представлен в
ManySStuBs4J Dataset [13]. В этой публикации авторы собирают исправления реальных разра-
ботчиков, которые те посчитали необходимым сделать. Однако исправления, которые ищут, яв-
ляются однострочными: замена переменной, численной константы, имени метода. Такой под-
ход мы хотим применить к поиску примеров запахов кода. А именно, будем искать в истории из-
менения проектов с открытым исходным кодов те исправления, в которых разработчики
исправляли имеющиеся дефекты своего проекта.

Основным результатом данной работы являются: 
• предложенный новый подход к созданию набора данных в области запахов кода, который

легко масштабируется;
• открытый набор примеров исправлений, содержащий около 6 тыс. пар (ДО и ПОСЛЕ), со

ссылкой на коммиты в которых они проводились.
1. Существующие подходы. Авторы статьи [14] одними из первых опубликовали открытые на-

боры данных с примерами запахов кода, представили 243 примера дефектов пяти типов. Однако
на данный момент (февраль 2023 г.) результаты недоступны. В работах [9, 15] говорится о 17350
и 40888 примерах 13 различных типов проявлений технического долга. Однако сами наборы дан-
ных закрыты, и получить к ним доступ не удалось. Открытый набор данных приведен в [10],
здесь рассмотрен набор из 1986 примеров для четырех типов запахов кода. Недостатком можно
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считать то, что примеры взяты из набора проектов Qualitas Corpus [16], последняя дата обновле-
ния которого была в 2012 г., что означает меньшую актуальность кодовой базы. Более новой пуб-
ликацией подобного плана является [8], в которой авторы попросили 20 специалистов, имею-
щих различный опыт в разработке ПО, оценить некоторое количество примеров исходного кода
на наличие в них симптомов технического долга. Итоговый набор данных содержит 14739 поме-
ток для 4770 фрагментов кода. Безусловным плюсом данной работы можно отметить открытый
доступ к самой разметке и опросам, на которые отвечали специалисты. К недостаткам стоит от-
нести довольно небольшое количество примеров, которые специалисты разметили как фрагмен-
ты, содержащие тот или иной дефект (1504 пометки “critical” или “major” для 795 различных
примеров на четырех типах дефектов).

Описанные выше наборы данных объединяет ручная разметка примеров некоторым количе-
ством проверяющих, что само по себе очень хорошо влияет на качество набора данных. Недоста-
ток такого подхода следующий: этот процесс занимает значительное количество ресурсов опыт-
ных разработчиков, соответственно не может быть масштабируем на большие наборы данных в
десятки тысяч примеров.

Другой подход используется в [7, 11]. Для получения наборов данных в этих работах применя-
ются существующие инструменты поиска проявлений технического долга на большом количе-
стве проектов с открытым исходным кодом. В [11] проводился анализ 33 проектов при помощи
инструмента SonarQube1, в [7] было проанализировано 1,072 C# и 100 Java проектов инструмен-
тами Designite2 и DesigniteJava3 соответственно. Эти публикации содержат большое количество
размеченных фрагментов кода, однако они получены некоторым инструментом, а не разработ-
чиками. Разметку, составленную при помощи DesigniteJava, будем использовать в дальнейшем,
так как сам инструмент имеет открытый исходный код и мы имеем доступ непосредственно к ал-
горитму детекторов запахов кода. Основными ограничениями предложенных выше наборов
данных являются две крайности. Во-первых, их трудозатратность для создания и масштабирова-
ния при высокой точности разметки. Во-вторых, вызывающее сомнение качество данных при
практически неограниченном количестве примеров.

2. Построение набора данных. Рассмотрим схему получения набора данных, который доступен
публично на Zenodo4.

2.1. В ы б о р  п р о е к т о в  с  и с т о р и е й  и з м е н е н и й. Для дальнейшего анализа было за-
гружено топ-100 проектов с Github по количеству положительных отметок, основным языком
которых является Java. Полный список и версии проектов можно найти в отдельном файле proj-
ects.csv вместе с набором данных. Большинство исследуемых проектов находятся в стадии актив-
ной разработки, 30% проанализированных изменений исходного кода приходятся на последние
три года.

2.2. И н с т р у м е н т  с б о р а  п р и м е р о в. Инструмент анализирует каждый проект по оче-
реди, проходя всю историю его изменений. На каждом шаге при помощи созданных детекторов
запахов кода происходит анализ изменившихся в коммите файлов. Если анализ показал, что в
коммите есть случаи исправления определенного дефекта, то каждый такой пример попадает в
итоговый список своего детектора.

Определение исправлений кода. Будем считать парой ДО и ПОСЛЕ фрагменты кода перед ис-
правлением, вносимым разработчиком, и после него соответственно. Детекторы ищут дефекты
в версии файлов ДО и в версии файлов ПОСЛЕ. Затем отчеты этих двух запусков сравниваются.
Если в файле пропал дефект в каком-то методе или классе, то этот случай фиксируется и проис-
ходит дополнительная проверка двух фрагментов.

Детекторы запахов кода. В текущем эксперименте использовалось три детектора: Божествен-
ный Класс (God Class), Сложный Метод (Complex Method), Длинный Метод (Long Method).

Для обучения базовых моделей применялись наборы данных MLCQ [8] и DLS [7], численные
характеристики которых указаны в табл. 1.

В силу ограниченности количества примеров для Длинных Методов и Божественных Клас-
сов был использован подход, основанный на подсчете метрик по коду и модель машинного
обучения Случайный Лес (Random Forest) для бинарной классификации фрагментов кода. Для

1 https://www.sonarsource.com/.
2 https://www.designite-tools.com/.
3 https://github.com/tushartushar/DesigniteJava/.
4 https://doi.org/10.5281/zenodo.7612725/.
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Длинных Методов применялись LOC, NCLOC, MCC, TokenCount; для Божественных Клас-
сов — LCOM5, NAD, NMD [2]. Для работы со Сложными Методами была реализована сверточ-
ная нейронная сеть (CNN-2D), описанная в [7].

Постфильтры. В ходе валидации результатов сбора примеров стало ясно, что некоторые из
исправлений, которые мы находили, не были нацелены на исправление дефектов, связанных с
запахами кода. В “положительные” примеры исправления Длинных Методов попадали ситуа-
ции, в которых разработчик вносил незначительные стилистические исправления в свой код.
В противоположной ситуации весь Длинный Метод переносился, оставляя в старом только вы-
зов нового метода.

Для фильтрации таких примеров были написаны проверки на основе количественных метрик
вносимых изменений. Итоговые фильтры получились следующими (срабатывание хотя бы од-
ного из условий исключает данное исправление).

Длинный Метод: 
• тело метода ПОСЛЕ меньше пяти строк;
• разница длин методов ДО и ПОСЛЕ меньше 12;
• относительное уменьшение длины метода меньше 0.2;
• нет достаточно длинного сплошного участка удаления кода из фрагмента ДО с заменой на

небольшой участок в ПОСЛЕ.
Сложный Метод:
• тело метода ПОСЛЕ меньше пяти строк;
• относительное уменьшение сложности (по McCabe’s Cyclomatic Complexity5) фрагмента

меньше 0.25.
Божественный Класс:
• разница между количеством удаленных и добавленных методов меньше трех.
Все пороговые значения были получены экспериментально исходя из тестовой выборки объ-

емом ~5%. Полученные детекторы и дополнительные фильтрации были использованы в анализе
истории изменений 100 проектов.

2.3. В а л и д а ц и я  п о л у ч е н н ы х  п р и м е р о в. Для более удобного просмотра и валида-
ции примеры отправлялись в LabelStudio6 – инструмент для совместной аннотации примеров.
Вручную было размечено 132 примера Длинных Методов, 164 примера Сложных Методов и
32 примера Божественных Классов. Аннотацию полученных примеров (табл. 2) проводили
два опытных разработчика. Коэффициент согласия составил 92%.

Не очень высокий уровень положительных разметок, однако, не означает, что остальные па-
ры не имеют дефекта в коде ДО, разметка проводилась с целью оценки пар с исправлениями де-
фектов. В остальных ~25–35% пар изменения не были явно направлены на рефакторинг или ис-
правления искомого дефекта.

5 https://radon.readthedocs.io/en/latest/intro.html#cyclomatic-complexity/.
6 https://github.com/heartexlabs/label-studio/.

Таблица 1. Описание обучающей выборки базовых моделей

Тип дефекта Набор данных Положительных Отрицательных

Сложный Метод DLS 22000 22000
Длинный Метод MLCQ 140 2119
Божественный Класс MLCQ 246 1719

Таблица 2. Аннотация полученных примеров

Тип дефекта Всего Положительных Отрцательных Положительных, %

Сложный Метод 164 106 58 0.65
Длинный Метод 132 97 35 0.73
Божественный Класс 32 24 8 0.75
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3. Характеристики данных. Ниже представлены численные характеристики собранных данных
и описание предоставляемого архива.

3.1. З а п а х и  к о д а. Основные численные характеристики приведены в табл. 3. При анализе
100 проектов было получено около 6000 пар фрагментов исходного кода (с дефектом и без него).

3.2. С т р у к т у р а  д а н н ы х. Основная директория архива dataset содержит три поддиректо-
рии по каждому типу запахов кода: ComplexMethod, GodClass, LongMethod, в каждой из которых
хранится список директорий с примерами before.java и after.java. Также на верхнем уровне нахо-
дятся файлы с описанием примеров: ComplexMethod.csv, GodClass.csv, LongMethod.csv. Каждая
запись о примере содержит следующую информацию:

• project – имя проекта, из которого взят пример,
• path – относительный путь к файлу в директории репозитория,
• entity – идентификатор интересующей нас сущности в формате ИмяКласса:ИмяМето-

да(типы аргументов),
• url – гиперссылка на коммит,
• before file – путь к файлу, содержащему метод/класс до изменения, относительно ди-

ректории dataset,
• after file – путь к файлу, содержащему метод/класс после изменения, относительно

директории dataset.
Также в корневой директории dataset содержится файл projects.csv, описывающий использо-

ванные для анализа проекты.
4. Апробация данных. Полученный набор данных можно использовать для обучения новых

моделей машинного обучения для создания более точных детекторов технического долга. Из
этих пар примеры до исправлений брались как код с дефектом, а примеры после исправлений –
как код без дефекта. Количество примеров Длинных Методов стало значительно больше, чем в
наборе данных MLCQ, соответственно, появилась возможность обучить более сложную модель,
а именно LSTM, описанную в [7]. В данном эксперименте сравниваем модели, обученные на но-
вых данных с предыдущими результатами. В качестве валидационных данных применялись раз-
меченные вручную примеры из проектов: ant7, drill8, error-prone9, giraph10, hive11, truth12. При раз-
метке этого валидационного набора данных использовались три пометки: истинные срабатыва-
ния (TP), ложные срабатывания (FP) и истинные срабатывания, не требующие исправления
(WF). Применение пометки “не требующие исправления” вызвано тем, что в данном случае “де-
фект” мог вноситься осознанно и специально, либо исправление такого участка кода потребует
значительных затрат ресурсов. Оценивались точность (PR), полнота (RE) и F1-мера (F1).

Как видно из табл. 4, результаты моделей по всем типам дефектов улучшились. Для Длинных
Методов за счет перехода на более сложную модель удалось получить значительное улучшение
точности при незначительной потере полноты. Таким образом показано, что данный набор дан-
ных можно использовать для обучения новых более точных детекторов дефектов исходного кода.

7 https://github.com/apache/ant.git, f61ac1296.
8 https://github.com/apache/drill.git, 85d270f3.
9 https://github.com/google/error-prone.git, 54fa3f38.
10https://github.com/apache/giraph.git, 2c63aa23.
11https://github.com/apache/hive.git, de0a7ecb.
12https://github.com/google/truth.git, eaddc49f.

Таблица 3. Общие характеристики полученных данных

Характеристика Значение

Общее число примеров 5912
Сложных Методов 2967
Длинных Методов 2517
Божественных Классов 428
Проанализировано проектов 100
Проанализировано коммитов 788485
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5. Текущие ограничения подхода. Очевидно, что мы нашли не все участки исправлений данных
типов запахов кода на рассматриваемых проектах. С другой стороны, применение моделей, ос-
нованных на методах машинного обучения, и ручные эвристики могут вносить и ложноположи-
тельные срабатывания, однако такие примеры, скорее, не являются исправлениями дефекта.
Метод/класс так или иначе стал меньше и проще для понимания, однако, возможно, не настоль-
ко, насколько это можно было сделать, если бы рефакторинг проводился целенаправленно.

Еще встречается рефакторинг вынесения значительного участка кода из метода/класса, кото-
рый нельзя считать хорошим, если он был выделен целиком и стал новым примером запаха кода.
Также в работе не были рассмотрены ситуации с переименованием файлов в коммитах, учиты-
вались только изменения в рамках одного файла. Данный набор был собран исключительно на
проектах с Java. Применять такой подход возможно и для других языков программирования, од-
нако это требует наличия относительно неплохих базовых детекторов.

Заключение. Представлен набор данных существующих исправлений проявлений техниче-
ского долга исходного кода, запахов кода. Отличительной чертой данного набора является пред-
ложенный способ сбора подобных примеров в автоматическом режиме, используя опыт непо-
средственных разработчиков ПО. Новые детекторы, обученные на собранном наборе данных,
превосходят по точности классификации первоначальные.
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Статья посвящена проблематике оперативного целеполагания в иерархических группах ак-
тивных (антропоцентрических) объектов, под которыми авторы понимают, прежде всего,
группы летательных аппаратов, объединенные начальными и ситуационно возникающими
миссиями. Перед началом функционирования группа объектов получает задание на миссию.
При выполнении группой заданной миссии в целенаправленно или пассивно противодей-
ствующей среде возникает коллизия “Выполняемый этап миссии – Непосредственная угроза
выполнению миссии”. Это заставляет группу решать задачу оперативного целеполагания.
Создана методология решения таких задач, которая предусматривает: проведение системно-
го анализа предметной области для выявления состава и взаимодействия необходимых для
решения этих задач бортовых интеллектуальных систем тактического уровня; наличие ран-
нее разработанных предметно независимых обликов баз знаний выявленных интеллектуаль-
ных систем; насыщение баз знаний этих систем конкретикой (выполняемой миссии, возник-
шей угрозы и конкретикой имеющихся в наличии на объектах средств противодействия ей).
Полученное решение задачи оперативного целеполагания на беспилотных объектах сразу от-
правляется на реализацию, а на объектах, имеющих экипаж, решение реализуется только при
его согласии. Приводится иллюстративный пример решения практически значимой задачи
оперативного целеполагания в авиационной проблематике.
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Введение. Иерархически упорядоченная группа обитаемых активных объектов (антропоцен-
трических объектов [1]) состоит из объектов, каждый из которых имеет бортовые измерительные
системы, кабину экипажа с информационно-управляющим полем (ИУП), бортовые цифровые
вычислительные машины (БЦВМ), бортовые исполнительные системы, системы связи между
объектами группы. Предполагается, что бортовые системы объектов и их экипажа полностью
дееспособны.

Группа получает перед началом функционирования миссию, которая будет исполняться в
агрессивной внешней среде. При возникновении на этапе миссии коллизии “Выполняемый
этап миссии – Непосредственная угроза выполнению миссии” у группы встает задача оператив-
ного целеполагания, т.е. каким способом выполнять заданную миссию при появлении непо-
средственной угрозы ее выполнению. Эту задачу можно решить, отвлекая от выполнения мис-
сии: а) всю группу, б) часть группы (выделенная группа), в) или решать ее в рамках выполняемо-
го этапа миссии, нагружая отдельных членов группы дополнительными обязанностями.
В альтернативах а) и б) соответственно группа или выделенная группа должны выполнять новую
миссию “Противодействовать возникшей угрозе” и после этого они обязаны вернуться к выпол-
нению прерванной миссии. В случае альтернативы в) в выполняемом этапе миссии в задании на
ее выполнение предусматривается проблемная субситуация, в рамках которой группа противо-
действует угрозе, не прерывая выполнение текущего этапа миссии. Обоснованный выбор аль-
тернативы противодействия угрозе выполняют бортовые интеллектуальные системы тактиче-
ского уровня (БИС-ТУ), реализованные в БЦВМ. Альтернатива в) рассмотрена ниже; альтерна-
тива б) обсуждается в этой статье, а альтернативе а) будет посвящена следующая публикация.

УДК 623.74
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В разд. 1 описана предметная область: иерархия группы; условия, в которых у группы возни-
кают задачи оперативного целеполагания; выявлен состав и взаимодействие тех БИС-ТУ, кото-
рые необходимы для решения возникающих у группы задач оперативного целеполагания.

В разд. 2 представлен предметно независимый облик баз знаний БИС-ТУ из упомянутого в
разд. I их состава. В разд. 3 для конкретной предметной области показано, как предметно неза-
висимый облик баз знаний упомянутых БИС-ТУ (разд. 2) используется при конструировании
баз знаний бортовых оперативно советующих экспертных систем, решающих задачи оператив-
ного целеполагания в иерархической группе активных объектов, которая действует в этой кон-
кретной предметной области.

1. Описание предметной области: системный анализ. Рассматривается иерархическая группа
активных объектов, каждый из которых имеет экипаж. Руководителю группы РГ-I подчиняются
несколько руководителей подгрупп РГ-II, подгруппы которых составляют группу РГ-I.

Перед началом функционирования группе выдается задание на миссию (обозначим ее как
миссия-1), включающее в себя конструктивное описание:

генеральной цели миссии,
последовательности этапов достижения генеральной цели миссии,
перечень ожидаемых при выполнении миссии коллизий “Выполняемый этап миссии –

Непосредственная угроза выполнению этапа/миссии” (далее в ряде случаев используем сокра-
щенную запись: коллизия “Этап миссии – Угроза”).

Для каждого этапа миссии оговорена его цель, способ ее достижения, выделены те проблем-
ные субситуации, появление которых связано с возникновением на этом этапе таких возможных
коллизий, которым можно противостоять, не прерывая выполнение этапа миссии.

Появившаяся в процессе выполнения миссии коллизия требует от руководителя группы РГ-I
решение задачи оперативного целеполагания: как противодействовать непосредственной угрозе
[1]. Для решения этой задачи РГ-I должен оперативно выбрать одно из трех возможных альтер-
натив противодействия угрозе:

противодействовать всей группой активных объектов, прекратив выполнение группой теку-
щего этапа миссии-1 и назначив для группы новую миссию-2 “Противодействие угрозе”,

противодействовать подгруппой группы (далее выделенная группа), определив ее состав, ее
руководителя РГ-II и назначив для нее миссию-3 “Противодействие угрозе”, которую выделен-
ная группа будет выполнять автономно (при этом остальная часть группы активных объектов бу-
дет продолжать выполнять текущий этап миссии-1),

организовать противодействие угрозе в рамках предусмотренной (в задании на миссию-1) для
выполняемого этапа миссии проблемной субситуации противодействия этому типу угроз, про-
должая выполнение всей группой текущего этапа миссии-1.

При завершении группой выполнения миссии-2, а выделенной группой – миссии-3 группы
должны вернуться к выполнению миссии-1. Следует отметить, что миссия-1 разрабатывается до
начала процесса функционирования группы активных объектов, а миссия-2 и миссия-3 должны
оперативно конструироваться на борту РГ-I.

На рис. 1 показаны варианты решения задачи оперативного целеполагания руководителем
группы активных объектов, выполняющих автономно некоторую заданную группе миссию.

Остановимся на выполнении миссии-2 группой, которой, напомним, руководит РГ-I. В про-
цессе выполнения этой миссии могут возникать коллизии (а значит, и соответствующие им за-
дачи оперативного целеполагания), которым РГ-I будет противодействовать одной из описан-
ных выше альтернатив (рис. 1).

При завершении миссии-2 у РГ-I возникает особая коллизия “Закончена миссия-2 – Что де-
лать дальше?”. В рассматриваемом случае ответ на этот вопрос очевидный – вернуться к выпол-
нению прерванной миссии-1, если осталась дееспособной хотя бы часть группы. Решение воз-
никшей при этом задачи оперативного целеполагания следующее: выбор альтернативы/преце-
дента возврата группы к выполнению миссии-1 принимает РГ-I (рис. 2).

Несколько сложнее ситуация у РГ-II выделенной группы. При выполнении выделенной
группой миссии-3 она полностью самостоятельна. В процессе выполнения миссии-3 у РГ-II мо-
гут возникать коллизии (а значит, и соответствующие им задачи оперативного целеполагания),
которым РГ-II будет противостоять способом, описанным выше для РГ-I. Но при завершении
миссии-3 у РГ-II также возникает особая коллизия “Закончена миссия-3 – Что делать дальше?”,
которая отличается следующим.
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Выделенная группа РГ-II после выполнения миссии-3 должна вернуться (своей дееспособ-
ной частью) в группу, которой руководит РГ-I и которая выполняет миссию-1 (рис. 3). Не зная
текущую ситуацию у РГ-I, руководитель РГ-II должен согласовать с РГ-I приемлемый им способ
возвращения выделенной группы РГ-II в группу РГ-I. Решение задачи оперативного целепола-
гания у РГ-II производится совместно с РГ-I. При этом РГ-II генерирует возможные варианты
возврата своей группы, а РГ-I выбирает среди них приемлемый для него вариант и пересылает
его РГ-II для реализации. Назовем такое решение РГ-II возникшей у него задачи целеполагания
“вмененным целеполаганием”.

Перечислим те БИС-ТУ, которые оказывают интеллектуальную поддержку руководителям
групп активных объектов в решении ими описанных выше задач.

Руководитель любой автономно действующей группы, выполняющей заданную ей миссию
(миссия-1 или миссия-2 для группы РГ-I, миссия-3 для группы РГ-II), всегда получает интел-
лектуальную поддержку от БИС-ТУ, которые настраиваются на ранг руководителя группы и
наблюдаемую текущую внешнюю обстановку [1, 2]. Так при появлении коллизии “Этап мис-
сии – Угроза” руководитель группы (рис. 1) оповещается о ней бортовой интеллектуальной

Рис. 1. Рекомендации БОСЭС-целеполагание в группе, автономно выполняющей заданную миссию-1

Противостоять угрозе всей   
группой

Сконструированная для группы
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Руководитель группы РГ-I 
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целеполагание

Рис. 2. Задача целеполагания при завершении/окончании группой оперативно назначенной миссии-2. Случай:
миссия-2 назначена самим руководителем группы
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информационной системой “Ситуационная осведомленность экипажа” (ИИС-СОЭ). Возник-
шую коллизию разрешает бортовая оперативно советующая экспертная система “Оперативное
целеполагание” (БОСЭС-целеполагание), которая рекомендует руководителю группы один из
трех упомянутых выше вариантов противодействия возникшей угрозе: а) противодействовать
угрозе всей группой, оперативно сконструировав для группы новую миссию-2 (цель миссии-2,
этапы достижения этой цели); б) противодействовать угрозе частью группы, определив для этого
ее состав, руководителя этой части группы и оперативно сконструировав для этой группы новую
миссию-3 (цель миссии-3, этапы достижения этой цели), в) противодействовать угрозе, не пре-
рывая выполнение группой текущего этапа заданной миссии. Для этого в базе знаний бортовой
оперативно советующей экспертной системы этого этапа полета (БОСЭС-“Этап миссии”)
предусматривается проблемная субситуация “Противодействие угрозе этого типа”. После вы-
полнения оперативно заданной миссии (миссия-2 для группы РГ-I, миссия-3 для группы РГ-II)
руководители этих групп должны вернуть дееспособные части этих групп к выполнению исход-
ной миссии-1. Рекомендацию на возврат группы вырабатывает БОСЭС-целеполагание, а сам
возврат группы имеет следующие особенности.

Для группы, которая получила оперативную миссию-2 от своего руководителя (рис. 2,
группа РГ-I), рекомендуемый способ возврата вырабатывает БОСЭС(РГ-I)-целеполагание.

Для выделенной группы (группа РГ-II), которая получила оперативную миссию-3 от своего
вышестоящего руководителя (от РГ-I, рис. 3), рекомендуемый способ возврата вырабатывают
совместно РГ-II и РГ-I:

РГ-II вырабатывает несколько возможных способов возврата своей группы в группу РГ-I. Ре-
комендации по возможным миссиям РГ-II получаются от БОСЭС(РГ-II)-целеполагание, а дета-
лизацию каждой миссии через последовательность этапов этой миссии рекомендует ему соот-
ветствующие БОСЭС(РГ-II)-“Этап миссии”;

РГ-I выбирает из полученных от РГ-II способов возврата его группы один способ, который
должен реализовать РГ-II (вмененное для РГ-II целеполагание). Выбор РГ-I производит с уче-
том коллизий, которые вновь появились на выполняемом группой РГ-I этапе миссии-1. Реко-
мендации РГ-I вырабатывают БОСЭС(РГ-I)-“Выполняемый этап миссии-1” и БОСЭС(РГ-I)-
“Этапов миссий, назначаемых для противодействия вновь появившимся угрозам”.

Заметим, что для случая выполнения заданной миссии (миссии-1) одним активным объектом
решение задачи оперативного целеполагание описано в [3, 4].

Рис. 3. Задача целеполагания при завершении окончании/группой оперативно назначенной миссии-3. Случай:
миссия-3 назначена вышестоящим руководителем

Руководитель группы
(РГ-II)

Закончилось выполнение оперативной миссии  
(миссия-3), заданной группе (РГ-II)

вышестоящим руководителем (РГ-II)
БОСЭС(РГ-I)-целеполагание

Дееспособной частью группы (РГ-II) вернуться
к выполнению миссии-1, заданной перед началом

функционирования группы и выполняемой вышестоящим
руководителем (РГ-I)

Сконструированы рекомендуемые варианты возврата
группы (РГ-II) в группу вышестоящего руководителя (РГ-I)

Передать варианты возврата вышестоящему
руководителю

Нет дееспособной части группы
Миссия-1 для группы

не выполнима

Вышестоящий руководитель (РГ-I)

Выбор предпочтительного варианта возврата группы среди
вариантов, подготовленных руководителем возвращаемой

группы (РГ-II)

Вмененное целеполагание
руководителю группы:

предпочтительный вариант
возврата группы



ИЗВЕСТИЯ РАН. ТЕОРИЯ И СИСТЕМЫ УПРАВЛЕНИЯ  № 4  2023

ОПЕРАТИВНОЕ ЦЕЛЕПОЛАГАНИЕ 109

2. Предметно независимый облик баз знаний БИС-ТУ, решающих задачи оперативного целепо-
лагания. Интеллектуальную поддержку руководителю группы в решении задачи оперативного
целеполагания оказывают упомянутые выше три типа БИС-ТУ, каждая из которых настраивает-
ся на ранг руководителя [1]:

интеллектуальная информационная система “Ситуационная осведомленность экипажа”
(ИИС-СОЭ), опознающая возникшую коллизию “Этап миссии – Угроза” и рекомендующая ее
руководителю группы для противодействия;

БОСЭС–целеполагание, рекомендующая руководителю текущую цель функционирования
группы и последовательность этапов ее достижения – облик способа противодействия возник-
шей коллизии, поступившей из ИИС-СОЭ;

БОСЭС-этапа полета, которая конкретизирует полученный от БОСЭС-целеполагание облик
способа противодействия возникшей коллизии, рекомендуя его руководителю группы для реа-
лизации.

Рекомендацию каждой БИС-ТУ руководитель группы может: 1) сразу отправить на реализа-
цию бортовыми исполнительными системами активного объекта или 2) отправить, предвари-
тельно откорректировав ее, или 3) отказаться от рекомендации вовсе и решать задачу самостоя-
тельно. Два последних случая для соответствующей интеллектуальной системы определяются
как семантический отказ в ее базе знаний [2].

В базах знаний БИС-ТУ все процедуры решения задачи ориентированы на специфику пред-
метной области и постоянно используют априорную информацию о выполняемой миссии и те-
кущую информацию о сложившейся вокруг группы внешней обстановке. В разд. 3 статьи на при-
мере конкретной предметной области показана эта ориентация, здесь же представим предметно
независимый облик (термин введен В.И. Городецким) баз знаний названных типов БИС-ТУ.

2.1. И н т е л л е к т у а л ь н а я  и н ф о р м а ц и о н н а я  с и с т е м а  “С и т у а ц и о н н а я
о с в е д о м л е н н о с т ь  э к и п а ж а”. Система выявляет на каждом текущем этапе выполнения
миссии среди обнаруженных группой потенциальных угроз выполнению миссии непосред-
ственную угрозу, представляемую в форме коллизии “Выполняемый этап миссии – Непосред-
ственная угроза выполнению миссии” [5].

База знаний ИИС-СОЭ содержит два типа математических моделей (мат/модели).
Первый тип. Мат/модели развития каждой возможной потенциальной угрозы, характерной

для заданной группе миссии и для каждого этапа выполнения этой миссии. Эти мат/модели
определяют возможность отнести каждую наблюдаемую потенциальную угрозы к типу непо-
средственной угрозы – сформировать коллизии “Выполняемый этап миссии – Непосредствен-
ная угроза выполнению миссии”.

Второй тип. Мат/модели каждой пары “Непосредственная угроза из коллизии – Способ ей
противодействовать”. В этих мат/моделях для каждой такой пары определяется момент времени,
начиная с которого предотвратить угрозу этим способом уже невозможно. Эти моменты времени
определяются как точки невозврата [6]. Непосредственная угроза с ближайшей точкой невозвра-
та сообщается экипажу и передается в базу знаний БОСЭС-целеполагание.

2.2. Б О С Э С-ц е л е п о л а г а н и е. Определение облика способа противодействия опознан-
ной в ИИС-СОЭ непосредственной угрозе – задача БОСЭС-целеполагание. Один из способов
решения в базе знаний БОСЭС-целеполагание задач – решение по прецеденту [1].

В общем случае база знаний БОСЭС-целеполагание ориентирована на использование в ней
следующей информации:

по иерархии группы активных объектов,
по выполняемой миссии и выполняемому этапу миссии,
по возникшей коллизии “Этап миссии – Угроза”,
по функциональным возможностям активных объектов как входящих в группу активных объ-

ектов, так и не входящих в нее, но взаимодействующих с ней или ей противодействующих;
по информации из мат/моделей активных объектов как цифровых копий реальных объектов,

оперативно настраиваемых на наблюдаемые объекты. При этом полнота представления возмож-
ностей каждого не входящего в группу активного объекта зависит от функциональных возмож-
ностей систем наблюдения, размещенных на объекте, который наблюдает этот не входящий в
группу активный объект;

по информации из мат/моделей взаимодействия активных объектов.
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В базу знаний БОСЭС-целеполагания (рис. 4) включены: процедурная матрицы знаний, раз-
работанная на основе экспериментальной матрицы знаний, и процедура расчета количествен-
ных значений координат ситуационного вектора SV (Задача – Прецеденты), соответствующих
текущей внешней обстановке. По ним определяется количественное значение приоритета пре-
цедентов, включенных в процедурную матрицу знаний. Способ решения задачи: прецедент с
наибольшим приоритетом рекомендуется для использования.

Упомянутые матрицы знаний и способ решения задач по прецедентам подробно описаны
в [7].

2.3. БОСЭС – “Этап миссии”. Облик базы знаний таких систем описан в [8]. Этап миссии
представляется набором проблемных субситуаций (ПрС/С), в которых заранее подготовленно-
му этапу миссии может мешать угроза возникшей коллизии “Этап миссии – Угроза”.

База знаний этих БОСЭС – “Этап миссии” имеет два иерархических уровня (рис. 5). На пер-
вом иерархическом уровне продукционными правилами активизируется ПрС/С, адекватная те-
кущей внешней обстановке.

На втором иерархическом уровне базы знаний конструируется способ решения активизиро-
ванной ПрС/С. Способы решения задач в ПрС/С: по прецеденту [1], по многокритериальному
выбору альтернативы [9], оптимизационный [1].

Входная информация в БОСЭС-“Этап миссии”:
априорная: из системы подготовки миссии,
текущая из: 1) штатных БЦВМ-алгоритмов, 2) бортовых измерительных систем, 3) ИУП ка-

бины экипажа.
Выходная информация из БОСЭС-“Этап миссии”:
на ИУП кабины: рекомендации экипажу,
в бортовую систему объективного контроля: полное или частичное принятие экипажем реко-

мендации БОСЭС-“Этап миссии” или игнорирование рекомендации. При этом два последних
случая помечаются как семантические отказы базы знаний БОСЭС и регистрируются в системе
объективного контроля, размещаемой на борту активного объекта [2].

Рис. 4. БОСЭС-целеполагание: облик базы знаний и размещение БОСЭС в бортовой информационной среде
активного объекта
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3. Практически значимый пример. Интеллектуальная поддержка командиров иерархически упо-
рядоченной группы истребителей при решении ими задачи “Возврат выделенной группы истребите-
лей сопровождения в строй сопровождения УС”. Иерархически упорядоченная группа истребите-
лей выполняет генеральную задачу вылета “Сопровождение ударных самолетов”. Группу истре-
бителей (истребителей сопровождения (ИС)) возглавляет командир первого ранга К(ИС)-I,
которому подчинены несколько подгрупп ИС. Каждую из этих подгрупп возглавляет командир
второго ранга К(ИС)-II.

Рис. 5. Облик базы знаний БОСЭС-“Этап миссии” и ее связи с бортовой информационной средой активного
объекта
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При выполнении группой истребителей генеральной задачи вылета командир группы К(ИС)-I на
этапе полета “Маршрут-1” может столкнуться со следующими коллизиями (Клз) [10]:

Клз-1: появилось атакоопасное направление, с которого истребители противника могут ата-
ковать сопровождаемые ударные самолеты (УС);

Клз-2: появились (с этого или другого направления) изготовившиеся к атаке истребители
противника (ИП).

Остановимся на коллизии Клз-2. При ее появлении интеллектуальную поддержку командиру
К(ИС)-I оказывают две БИС-ТУ: БОСЭС(К(ИС)-I) – “Маршрут-1” [10] и БОСЭС(К(ИС)–I)-
целеполагание [1].

Пусть БОСЭС(К(ИС)-I)-целеполагание рекомендовала командиру К(ИС)-I разрешить эту
коллизию, не меняя этапа полета группы Маршрут-1. В ПрС/С “Отражение атаки ИП” базы зна-
ний БОСЭС(К(ИС)-I)–“Маршрут-1” выделена подгруппа истребителей сопровождения, на-
значен ее командир К(ИС)-II и поставлена ему задача “Отразить атаку истребителей противни-
ка”. Для группы К(ИС)-II это новая (текущая/оперативная) задача вылета.

Выделенная группа отразила атаку ИП. Командир выделенной группы К(ИС)–II собрал бое-
способную часть группы (число боеспособных истребителей N), определил функциональные
возможности боеспособной части выделенной группы (возможные точки ее выхода на траекто-
рию полета УС), подготовил информацию (N, точки выхода) и передал ее командиру К(ИС)-I.
Интеллектуальную поддержку командиру К(ИС)–II в решении этих задач оказывает
БОСЭС(К(ИС)–II)-целеполагание и БОСЭС(К(ИС)–II)-“Возврат выделенной группы в строй
сопровождения УС” (далее БОСЭС(К(ИС)–II)-“Возврат группы”).

Вернемся к командиру К(ИС)-I. Получив от командира выделенной группы К(ИС)-II сигнал
о возможности ее возврата к выполнению задачи “Сопровождения ударных самолетов” вместе с
информацией о нескольких способах возврата выделенной группы в строй сопровождения УС,
командир К(ИС)-I соотносит их с появившимися ближайшими коллизиями Клз-1, Клз-2,
(Клз-1 + Клз-2) или с фактом отсутствия коллизий. В результате этого анализа командир
К(ИС)-I должен выбрать один из полученных способов возврата выделенной группы и передать
его для реализации командиру выделенной группы К(ИС)-II.

Интеллектуальную поддержку командиру К(ИС)-I при решении этих задач оказывает
БОСЭС(К(ИС)-I)-целеполагание и БОСЭС(К(ИС)-I)-“Маршрут-1”, базу знаний которой для
решения упомянутых выше задач покажем ниже.

3.1. Б о р т  К(ИС)-I: и н т е л л е к т у а л ь н а я  п о д д е р ж к а  к о м а н д и р а  К(ИС)-I  в  р е -
ш е н и и  з а д а ч и  в о з в р а т а  в ы д е л е н н о й  г р у п п ы  в  с т р о й  с о п р о в о ж д е н и я
УС. Интеллектуальную поддержку К(ИС)-I оказывают взаимодействующие между собой
БОСЭС(К(ИС)-I)-целеполагание и БОСЭС(К(ИС)-I)-“Маршрут-1”.

3.1.1. О б л и к  б а з ы  з н а н и й  Б О С Э С(К(ИС)-I)-ц е л е п о л а г а н и е :  ф р а г м е н т
б а з ы  з н а н и й, р а б о т а ю щ е й  п р и  п о я в л е н и и  и н ф о р м а ц и и  о  г о т о в н о с т и
в ы д е л е н н о й  г р у п п ы  в е р н у т ь с я  в  с т р о й  с о п р о в о ж д е н и я. В таблице представ-
лен облик базы знаний БОСЭС(К(ИС)-I)-целеполагание.

База знаний этой БОСЭС имеет два иерархических уровня.
На первом иерархическом уровне базы знаний БОСЭС продукционными правилами опреде-

ляется активная коллизия из следующих возможных коллизий (Клз) на этапе полета группы
“Маршрут-1”:

Клз-А: “Маршрут-1 – “Возврат выделенной группы””,
Клз-Б: “Маршрут-1 – “Возврат выделенной группы” + “Истребители противника””,
Клз-В: “Маршрут-1 – ““Возврат выделенной группы” + “Атакоопасное направление””,
Клз-Г: “Маршрут-1 – “Возврат выделенной группы” + “Истребители противника” + “Атако-

опасное направление””.
На втором иерархическом уровне базы знаний БОСЭС описанными ниже процедурами А-1,

А-2, Б-1, Б-2, Б-3 определяются условия подключения соответствующих БОСЭС-“Этап поле-
та”, которые вместе с указанными процедурами выбирают (среди полученных от К(ИС)–II то-
чек встречи и точек выхода) точку, в которую должна выйти подгруппы командира К(ИС)–II.

Рассмотрим перечисленные коллизии (табл. 1).
На втором иерархическом уровне базы знаний при активизации Клз-А БОСЭС(К(ИС)-I)-це-

леполагание рекомендует командиру К(ИС)-I вернуть выделенную группу в ближайшую точку



ИЗВЕСТИЯ РАН. ТЕОРИЯ И СИСТЕМЫ УПРАВЛЕНИЯ  № 4  2023

ОПЕРАТИВНОЕ ЦЕЛЕПОЛАГАНИЕ 113

встречи выделенной группы с УС. Эта точка выбирается процедурой А-1 из числа возможных то-
чек встречи, переданных командиром К(ИС)-II.

На втором иерархическом уровне базы знаний при активизации Клз-Б запускается процедура
Б-1 “Определение числа ИС, необходимого для отражения атаки ИП. В процедуре Б-1 опреде-
ляется Nпотр(ИС) – потребное число ИС, боевой потенциал которых не ниже боевого потенциала
группы атакующих ИП [10].

Если потребное число ИС Nпотр(ИС) меньше числа наличного числа Nналч(ИС), в текущий мо-
мент находящихся в группе сопровождения УС, то БОСЭС(К(ИС)-I)-целеполагание:

рекомендует командиру К(ИС)-I вернуть выделенную группу в ближайшую точку встречи
выделенной группы с УС, которая выбирается из числа возможных точек встречи, переданных
командиром К(ИС)-II;

Таблица 1. Облик базы знаний БОСЭС(К(ИС)-I)-целеполагание: режим “Вмененное целеполагание ко-
мандиру выделенной группы”

БОСЭС(К(ИС)-I)-целеполагание

Первый иерархический 
уровень базы знаний Второй иерархический уровень базы знаний

Состав возможных у 
К(ИС)-I

коллизий (Клз)

Процедуры в базе знаний 
БОСЭС(К(ИС)-I)–целе-

полагание

Подключаемые 
БОСЭС(К(ИС)-I)–этапа 

полета

Рекомендуемая коман-
диру К(ИС) – II точка 

прибытия
Клз-А: “Маршрут-1 – 
“Возврат выделенной 

группы””

Процедура А-1 “Назначе-
ние точки прибытия из 
числа точек встречи”

Нет Ближайшая точка 
встречи

Клз-Б: “Маршрут-1 – 
“Возврат выделенной 

группы” + “Отражение 
атаки истребителей про-

тивника (ИП))””

Процедура Б-1:
а) Nпотр(ИС) < Nналч(ИС), 
б) Nпотр(ИС) ≥ Nналч(ИС). 

Процедура Б-2.
“Точка блокировки атаки 

ИП на УС”

БОСЭС(К(ИС)-I)–
“Маршрут-1”

БОСЭС(К(ИС)-I)–
“Ввод группы в воздуш-

ный бой”

Ближайшая точка 
встречи.

Точка
блокировки атаки ИП

на УС

Клз-В: “Маршрут-1 – 
“Возврат выделенной 

группы” + “Прикрытие 
атакоопасного направле-

ния)””

Процедура А-1 БОСЭС(К(ИС)-I)–
“Маршрут-1”

Ближайшая точка 
встречи

Клз-Г: “Маршрут-1 – 
“Возврат выделенной 

группы” + “Отражение 
атаки истребителей про-
тивника (ИП)”+ “При-
крытие атакоопасного 

направления)””

Процедура Б-1 “Необхо-
димое число ИС для 

отражения атаки ИП”: 
а) Nпотр(ИС) < Nналч(ИС) 

Процедура А-1,
б) Nпотр(ИС) > Nналч(ИС) 

Процедура Б-2.
“Точка блокировки атаки 

ИП на УС”.
Процедура А-2

“Назначения точки при-
бытия из числа точек 

выхода”, в) Nпотр(ИС) = 
= Nналч(ИС).

Процедура Б-3. “Точка 
блокировки атакоопас-

ного направления”.
Процедура А-2

БОСЭС(К(ИС)-I)-
“Маршрут-1”.

БОСЭС(К(ИС)-I)-
“Ввод группы в воздуш-

ный бой”.
БОСЭС(К(ИС)-I)-

“Ввод группы в воздуш-
ный бой”

Ближайшая точка 
встречи.

Точка
блокировки атаки ИП

на УС.
“Точка блокировки ата-

коопасного 
направления”
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подключает БОСЭС(К(ИС)-I)-“Маршрут-1” с выбором в ее базе знаний ПрС/С “Отражение
атаки ИП частью группы ИС”, которая рекомендует командиру К(ИС)-I способ решения этой
ПрС/С [10].

Если Nпотр(ИС) больше и равно числу Nналч(ИС), в текущий момент находящихся в группе со-
провождения УС, то БОСЭС(К(ИС)-I)-целеполагание:

подключает в БОСЭС(К(ИС)-I)-“Ввод всей группы в бой с ИП”, которая рекомендует ко-
мандиру К(ИС)-I тактический прием ввода группы в бой и вариант тактического целераспреде-
ления [1];

подключает процедуру Б-2 “Определение точки блокировки атаки ИП на УС”, в которую сле-
дует вернуть выделенную группу для поддержки ИС, вступающих в бой с ИП. Этой точкой явля-
ется точка пересечения траектории атаки ИП-УС с траекторией полета УС.

На втором иерархическом уровне базы знаний при активизации Клз-В БОСЭС(К(ИС)-I)-це-
леполагание:

подключает БОСЭС(К(ИС)-I)-“Маршрут-1” с выбором в ее базе знаний ПрС/С “Прикрытие
атакоопасного направления”, получая из БОСЭС(К(ИС)-I)-“Маршрут-1” точку прикрытия.
Этой точке процедурой А-1 ставится в соответствие одна из возможных точек возврата, получен-
ных от К(ИС)-II. Эта точка передается К(ИС)-II для реализации выхода в нее (вмененное целе-
полагание для К(ИС)-II).

На втором иерархическом уровне базы знаний при активизации Клз-Г “Возврат выделенной
группы” + “Истребители противника” + “Атакоопасное направление” БОСЭС(К(ИС)-I)-целе-
полагание подключает процедуру Б-1 расчета Nпотр(ИС) потребного числа ИС, боевой потенци-
ал которых не ниже боевого потенциала группы атакующих ИП.

Если Nпотр(ИС) меньше числа Nналч(ИС), в текущий момент находящихся в группе сопровож-
дения УС, то БОСЭС(К(ИС)-I)-целеполагание:

рекомендует командиру К(ИС)-I вернуть выделенную группу в ближайшую точку встречи
выделенной группы с УС, которая выбирается процедурой А-1 из числа возможных точек встре-
чи, переданных командиром К(ИС)-II;

подключает БОСЭС(К(ИС)-I)-“Маршрут-1” с выбором в ее базе знаний ПрС/С “Отражение
атаки ИП частью группы ИС”, которая рекомендует командиру К(ИС)-I способ решения этой
ПрС/С.

Если Nпотр(ИС) больше числа Nналч(ИС), в текущий момент находящихся в группе сопровож-
дения УС, то БОСЭС(К(ИС)-I)-целеполагание:

подключает БОСЭС(К(ИС)-I)-“Ввод всей группы в бой с ИП”, которая рекомендует коман-
диру К(ИС)-I тактический прием ввода группы в бой и вариант тактического целераспределе-
ния;

подключает процедуру Б-2 “Определение точки блокировки атаки ИП на УС”, в которую сле-
дует вернуть выделенную группу для поддержки ИС, вступающих в бой с ИП. Этой точкой явля-
ется точка пересечения траектории атаки ИП-УС с траекторией полета УС.

Если Nпотр(ИС) равно числу Nналч(ИС), в текущий момент находящихся в группе сопровожде-
ния УС, то БОСЭС(К(ИС)-I)-целеполагание:

подключает БОСЭС(К(ИС)-I)-“Ввод всей группы в бой с ИП”, которая рекомендует коман-
диру К(ИС)-I тактический прием ввода группы в бой и вариант тактического целераспределе-
ния;

подключает БОСЭС(К(ИС)-I)-“Маршрут-1”, которая определяет точку блокировки атако-
опасного направления.

3.1.2. П р о ц е д у р ы  в т о р о г о  и е р а р х и ч е с к о г о  у р о в н я  б а з ы  з н а н и й
Б О С Э С(К(ИС)-I)-ц е л е п о л а г а н и е. На втором иерархическом уровне базы знаний
БОСЭС(К(ИС)-I)-целеполагание используются следующие процедуры.

Процедура А-1 “Назначения точки прибытия из числа точек встречи”. Это процедура выбора
ближайшей к УС точки встречи из числа точек встречи, полученных от командира К(ИС)-II.

Процедура А-2 “Назначения точки прибытия из числа точек выхода”. В этой процедуре:
1) точке блокировки атаки ИП на УС ставится в соответствие точка выхода, выбранная из числа
точек выхода, присланных командиром К(ИС)-II, 2) точке блокировки атакоопасного направ-
ления ставится в соответствие точка выхода, выбранная также из числа точек выхода, прислан-
ных командиром К(ИС)-II.
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Процедура Б-1 “Необходимое число ИС для отражения атаки ИП”. Входная информация в
процедуру: число и тип ИП и ИС.

В базе знаний БОСЭС(К(ИС)-I)-целеполагание находятся таблицы боевых потенциалов раз-
личных типов ИП и боевых потенциалов различных типов ИС [10], по которым по числу и типу
ИП, типу ИС определяется Nпотр(ИС) – потребное число ИС имеющегося типа, которое необхо-
димо для отражения атаки ИП, число и тип которых определился.

Если число Nпотр(ИС) меньше числа наличных ИС, находящихся вблизи УС, то подключается
БОСЭС(К(ИС)-I)-“Маршрут-1”, в проблемной субситуации которой “Отражение атаки ИП ча-
стью группы ИС” решается возникшая проблема противодействия истребителям противника
[10]. Предписываемая командиру К(ИС)-II точка прибытия (ближайшая точка встречи выделен-
ной группы с УС) определяется процедурой А-1.

Если число Nпотр(ИС) больше или равно числу ИС, находящихся вблизи УС, то подключается
БОСЭС(К(ИС)-I)-“Ввод группы ИС в воздушный бой с ИП”.

Предписываемая командиру К(ИС)-II точка прибытия определяется из процедуры Б-2:“Точ-
ка блокировки атаки ИП на УС”. Точка блокировки атаки ИП в эту процедуру поступает из
БОСЭС(К(ИС)-I)-“Маршрут-1”. Там по вектору скорости атакующих ИП определяется точка
пересечения траектории атаки ИП с траекторией полета УС [10], которая в процедуре Б-2 опре-
деляется как “Точка блокировки атаки ИП на УС”. Она пересылается в процедуру А-2.

Процедура Б-3. “Точка блокировки атакоопасного направления”. Точка блокировки атако-
опасного направления в эту процедуру поступает из БОСЭС(К(ИС)-I)-“Маршрут-1” [10]. Она
пересылается в процедуру А-2.

3.2. Б о р т  К(ИС)-II: и н т е л л е к т у а л ь н а я  п о д д е р ж к а  к о м а н д и р а  п р и  р е ш е -
н и и  з а д а ч и  в о з в р а т а  в ы д е л е н н о й  г р у п п ы  в  с т р о й  с о п р о в о ж д е н и я  УС.
Интеллектуальную поддержку командиру К(ИС)-II оказывает БОСЭС(К(ИС)-II)-“Возврат
группы”. Как и БОСЭС-“Этапа полета”, эта БОСЭС(К(ИС)-II)-“Возврат группы” имеет струк-
туру базы знаний, описанную в [8]. В ее базу знаний включены ПрС/С: “Выделение боеспособ-
ной части выделенной группы”, “Определение точки сбора боеспособной части выделенной
группы”, “Конструирование траекторий встреч боеспособной части выделенной группы с со-
провождаемыми УС”, “Конструирование траекторий выхода боеспособной части, выделенной
на заданный отрезок траектории полета сопровождаемых УС”.

Остановимся на описании фрагментов базы знаний БОСЭС(К(ИС)-II)-“Возврат группы”
для двух последних ПрС/С. Итак, выделенная группа ИС выполнила задачу “Отразить атаку
ИП” (таблица). Ее командир К(ИС)-II сформировал боеспособную часть выделенной группы и
собрал ее самолеты в точке сбора. В этот момент сопровождаемые УС находятся в точке их марш-
рута, которая известна на борту самолета К(ИС)-II.

Для возврата боеспособной части выделенной группы (далее выделенная группа ИС) в строй
сопровождения УС на борту самолета К(ИС)-II конструируются траектории встречи ИС с УС и
траектории упреждающего выхода ИС на траекторию УС.

3.2.1. З а д а ч а  к о н с т р у и р о в а н и я  т р а е к т о р и й  в с т р е ч и  [11, 12]. Для возврата
боеспособной части выделенной группы (далее выделенная группа ИС) на борту самолета
К(ИС)-II конструируются траектории встречи ИС с УС и траектории упреждающего выхода ИС
на траекторию УС.

Траектория встречи ИС с УС определяется в классе траекторий с характеристиками:
профиль полета: “набор с начальной высоты полета ИС заданной высоты (высота полки”) –

полет на полке” – снижение на заданную конечную высоту”;
начальная и конечная высота ИС равна высоте УС;
проекция траектории ИС на горизонтальную плоскость является прямой линией.
Для задачи конструирования траектории возврата выделенной группы сформируем ее графи-

ческое представление, показанное на рис. 6.
Отложим в начале траектории УС отрезок S12 и в конце траектории УС в окрестности искомой

точки встречи – отрезок S22. Определение этих отрезков дадим ниже.
Введем прямоугольную систему координат на горизонтальной плоскости полета УС. Ось ОZ

направлена параллельно траектории УС. Ось ОХ направлена от ИС, находящегося слева от УС,
в сторону УС. Начало координат выбрано слева от ИС и ниже его. Отметим начальное располо-
жение выделенной группы ИС(x, z) и УС(x, z) и спроектируем на горизонтальную плоскость
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искомую траекторию встречи ИС с УС (отрезок ИС (x, z ) – точка встречи ИС с УС ТВ (x, z)), на
котором отметим:

1) в начале этой проекции траектории проекцию участка траектории набора ИС высоты пол-
ки, обозначив его S1, и зафиксируем для него время набора высоты ∆t1;

2) в конце этой проекции траектории проекцию участка траектории снижения ИС с высоты
полки на высоту УС, обозначив его S2, и зафиксируем для этого участка полета время снижения
∆t2.

Соответствующие этим временам длины траекторий УС находятся как:

Определение длины проекции на горизонтальную плоскость участка траектории полета ИС
на полке Vполки (искомое время полета ИС на полке обозначим через  и длины соответствую-
щего ему участка VУС траектории УС) получим, используя (рис. 6) прямоугольный треугольник
ИС(x, z) – ТВ(x, z) – УС(x, z).

Построение полученного прямоугольного треугольника (“треугольника τ”) для определения
длин упомянутых отрезков Vполки и VУС зависит от взаимного начального расположения
ИС(x, z) и УС(x, z).

Из этого треугольника, используя теорему Пифагора, получаем квадратное уравнение aτ2 + bτ +
+ c = 0,

из которого определяем время полета ИС на полке .
В [12] показано, что для всех возможных “треугольников ” справедливы единые формулы

расчета коэффициентов соответствующего квадратного уравнения:

коэффициент при τ2: ,

коэффициент при τ1: ,

коэффициент при τ0: .

= Δ
= Δ

12 УC 1

22 УC 2

,
.

S V t
S V t

τ τ
τ

τ τ 

τ0 
τ

−2 2
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Рис. 6. Расположение ИС и УС и их траекторий встречи
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Напомним, что в представленных зависимостях VИС – скорость полета ИС на заданной полке,
а наименьший положительный корень квадратного уравнения τ0 определяет время полета ИС на
полке. Тогда время полета ИС до встречи с УС равно

Координаты точки встречи (т.в) ИС с УС равны:

Длина проекции траектории ИС на горизонтальную плоскость

Заметим, что в описанных процедурах, не используется математическая модель ИС на этапах
“набор высоты” и “спуск”. Необходимые для расчетов проекции длины участков ,  и времена
Δt1 и Δt2 прохождения ИС этих участков, могут быть получены на основании обработки резуль-
татов летных испытаний [11].

3.2.2. З а д а ч а  к о н с т р у и р о в а н и я  т р а е к т о р и й  ИС, о б е с п е ч и в а ю щ и х  у п р е -
ж д а ю щ и й  в ы х о д  ИС н а  т о ч к и  м а р ш р у т а  п о л е т а  УС. Исходными данными для
решения задачи конструирования с упреждающим выходом на траекторию сопровождаемых УС
являются:

длина участка точек упреждения, размещаемого дальше всех рассчитанных выше точек встречи,
положение начальной точки выхода на траектории полета УС,
заданная высота полки траектории выделенной группы ИС,
скорость полета выделенной группы на полке,
длина горизонтальных проекций участков подъема ИС на высоту полки S1 и спуска с высоты

полки S2 для заданной высоты полки,
время, необходимое выделенной группе для подъема ∆t1, и время спуска с высоты ∆t2.
Высота полета до точек выхода определяется согласно следующему алгоритму:
находится длина L отрезка прямой, соединяющей проекцию на горизонтальную плоскость

точки сбора выделенной группы и проекцию на горизонтальную плоскость выбранной точки
упреждающего выхода,

проверяется возможность полета выделенной группы до заданной точки выхода на траекто-
рию УС по траектории с полкой на заданной высоте.

Если (S1 + S2) < L, то реализация траектории выхода ИС на полку возможна. В противном слу-
чае (при невыполнении условия) данное неравенство формируется для оговоренных высот по-
лок и соответствующих наборов S1 и S2 для них. Если не для одного из этих наборов условие не
выполняется, то полет до заданной точки выхода производится без выхода на полку на началь-
ной высоте полета выделенной группы.

Скорость полета выделенной группы на определенной высоте, как и длина горизонтальных
проекций участков подъема и спуска с этой высоты и время полета выделенной группы, соответ-
ствующее этим участкам, поступает из ранее сформированной базы данных.

Определение траекторий выхода будем проводить также в ранее сформированной системе ко-
ординат на горизонтальной плоскости полета УС.

Покажем вид зависимости времени выхода ИС в точки упреждающего выхода [50; 450 км] для
S1 + S2 = 2.5 км, ∆t1 + ∆t2 = 55 с и скорости полета ИС на полке 0.58 км/с (рис. 7).

Полученная зависимости неплохо аппроксимируются полиномом второй степени.
Таким образом К(ИС)-II передает на борт К(ИС)-I, представленные ему БОСЭС(К(ИС)-II)-

“Возврат группы”данные через координаты отрезка траектории УС и коэффициенты полинома,
аппроксимирующего время прибытия ИС в точки упомянутого отрезка.

Возможный вид предъявления этой информации на многофункциональном индикаторе ка-
бины К(ИС)-I показан на рис. 8. Здесь ППМ – поворотный пункт маршрута УС; точка встречи
ИС с УС на высоте Н = ХХ), где символом ХХ обозначены в точках встречи при полете ИС по тра-
ектории без выхода на полку (полет на начальной высоте Ннач) ХХ = Ннач, в точках встречи с вы-
ходом на полку ХХ = 8000 м, с выходом на полку ХХ = 10000 м, с выходом на полку ХХ = 12000 м;

= Δ + τ + Δвстречи 1 0 2.T t t

=
= +

т.в УС
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упреждающий участок выхода – выделенный участок траектории УС и времена выхода ИС в точ-
ки этого участка, определяемые аппроксимирующим полиномом, коэффициенты которого бы-
ли переданы К(ИС)-II на борт К(ИС)- I.

4. О решении задач целеполагание в повседневной жизни. Задачи целеполагания часто возника-
ют в повседневной жизни. Существуют различные методы решения этих задач, ориентирован-
ные на непосредственное привлечение к их решению заинтересованных профессионалов [13–
17]. Наиболее проработанным на наш взгляд является метод типа SMART-целеполагание [13].
Он применяется в ситуациях, когда цель слабо формализована, а условия появления задачи по-
стоянные или “быстро меняются”.

Этапы технологии метода:
1) конкретизация цели и возможных способов ее достижения (specific – конкретизация, фор-

мализация),
2) выбор критериев оценки цели (measurable – измерение),
3) прогнозирование и оценка степени достижения цели (achievable – достижимая),
4) обоснование цели как необходимой, так и не противоречащей ценностям сферы жизнеде-

ятельности (relavant – релевантная, актуальная),
5) определение допустимого времени решения задачи (time-bound: ограниченная по време-

ни).
Каждый этап представляется текстовой инструкцией, в которой указано, что нужно получить

на этом этапе (цель этапа). Предполагается, что способ достижения цели этапа определят при-
влеченные к решению задачи профессионалы.

В отличие от этого разработанный в статье метод не требует непосредственного участия про-
фессионалов в процессе решения задачи оперативного целеполагания. Кроме этого, при ее ре-
шении всегда учитывается необходимость безусловного выполнения заданной миссии.

5. О решении задач достижения цели, определившейся после решения задачи оперативного целе-
полагания. При решении любой задачи оперативного целеполагания требует всегда учитывать
особенности каждого компонента возникшей триады “Выполняемый этап миссии – Возникшая
непосредственная угроза выполнению миссии – Доступные средства противодействия угрозе”.

Рис. 7. Аппроксимация полиномом второй степени времен выхода ИС в точки заданного отрезка траек-
тории УС
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Публикации [18–22], рассматриваемые с позиции создания способов достижения цели, по-
ставленной группе активных объектов в решенной задаче оперативного целеполагания, инте-
ресны разрабатываемыми в них различными конструктивными подходами, которые могут быть
использованы в интеллектуальных системах, конструирующих способы достижения группой
оперативно назначенных целей.

Подробное изложение приложений этих фундаментальных результатов в области управления
подвижными объектами и их группами в конфликтных средах, в том числе результатов опытной
эксплуатации разработанных программно-аппаратных средств на объектах управления в реаль-
ной среде, является предметом специальных публикаций.

Заключение. Для предметной области, которая представима компонентами “группа объектов,
заранее заданная группе миссия, целенаправленно или пассивно противодействующая среда
выполнению миссии”, разработана методология решения возникающих задач оперативного це-
леполагания. Эти задачи появляются, когда в процессе выполнения группой этапа миссии воз-
никают коллизия “Выполняемый этап миссии – Непосредственная угроза выполнению мис-
сии”. Методология включает в себя: системный анализ предметной области, позволяющий вы-
явить состав и взаимодействие необходимых БИС-ТУ; использование раннее разработанного
предметно независимого облика баз знаний этих систем; “насыщение” этого облика указанных
БИС-ТУ конкретиками выбранной предметной области, выполняемой миссии и возникшей
коллизии.

Использование так “насыщенных” и так взаимодействующих БИС-ТУ дает возможность
конструктивно решить возникшую задачу оперативного целеполагания.
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Решается задача оценки позы человека по видеоданным. Производится анализ различных
ключевых точек тела человека. Исследуется изменение точности фиксированной модели при
использовании различных пропорций в регуляризационном слагаемом функции потерь. По-
казано, что при фиксированном количестве тренировочных эпох точность модели отличает-
ся в зависимости от выбранных пропорций. Кроме того, продемонстрировано, что линейная
корреляция между траекториями ключевых точек, входящих в состав регуляризационного
слагаемого, не является основным критерием при прогнозировании эффективности приме-
нения регуляризационного слагаемого функции потерь.

DOI: 10.31857/S000233882303006X, EDN: EULHZW

Введение. Оценка позы человека является одной из активно исследуемых задач в компьютер-
ном зрении. Интерес к решению данной задачи обусловлен как прямыми прикладными резуль-
татами, так и возможностью получения простого и информативного описания тела и поведения
человека. В качестве иллюстрации прямого применения могут выступать такие прикладные за-
дачи, как оценка корректности определенных позиций в технически сложных видах спорта (на-
пример, в гимнастике, фигурном катании, гольфе), отслеживание движений в виртуальной ре-
альности или же управление различными устройствами (такими, как дроны или персональные
компьютеры) без использования дополнительных физических устройств. Эти приложения полу-
чили широкое развитие в последнее десятилетие, в первую очередь благодаря интенсивному
продвижению области глубокого обучения и значительным результатам в построении искус-
ственных нейронных сетей. Промежуточные, или скрытые, латентные представления данных
внутри нейронных сетей также широко применяются в решении других задач. Например, для
распознавания языка жестов (определенных последовательностей движений рук) могут исполь-
зоваться представления из нейронных сетей для оценки позы с предпоследних слоев. Обнаруже-
ние аномалий в поведении также может производиться как на основе итоговой оценки позы, так
и на базе латентных представлений, порождаемых моделью. Еще одной задачей, решаемой с по-
мощью предварительной оценки позы, является распознавание движений человека. Аналогично
задаче распознавания изображений обучение моделей оценки позы человека позволяет постро-
ить достаточно простое и информативное признаковое описание тела человека, которое потом
может быть использовано в других областях: безопасности, медицине и т.д. Учитывая возмож-
ные условия съемки, решения задачи оценки позы человека должны быть устойчивы к частич-
ному или полному перекрытию ключевых точек, различиям в телосложении людей и силуэтов
одежды и изменению количества людей в кадре. Для этого могут применяться априорные пред-
положения [1] о структуре тела человека и характере его движений. Наличие информации о не-
которых инвариантах в наблюдаемых данных часто используется в задачах компьютерного зре-
ния [2]. В случае оценки позы в качестве априорной информации могут быть применены про-
порции тела человека: они не зависят от угла съемки и расстояния до объекта. Один из способов
учета априорной информации непосредственно на этапе обучения модели – добавление регуля-
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ризационного слагаемого к оптимизирующей функции потерь. В данной работе в качестве апри-
орной рассматривается информация о различных пропорциях человека. Предшествующие этой
работе исследования показали, что некоторые пропорции могут выступать в роли регуляризато-
ра более эффективно, чем остальные. Данная работа представляет анализ различных ключевых
точек тела человека. Проводится исследование процесса обучения модели оценки позы человека
при использовании различных пропорций в регуляризационном слагаемом. Эксперименталь-
ная проверка осуществляется на реальных данных о движениях человека, представленных в да-
тасете Human3.6m [3].

1. Обзор литературы. Задача распознавания активности человека требует анализа временных
рядов и построения информативных признаковых представлений. В работе [4] приводится под-
ход распознавания активности человека с помощью временных данных, полученных с IMU-дат-
чиков, которые включают в себя показания акселерометров и гироскопов. Эти данные позволя-
ют оценить траекторию движения частей тела человека в пространстве. Для упрощения работы
с временными рядами высокой сложности предлагается построение матрицы фазовых траекто-
рий. Но активность человека описывается информацией о движении множества точек, которая
часто может быть избыточной. Для построения более простого признакового пространства [5]
могут использоваться методы сравнения временных рядов и оценки связи между ними, описы-
ваемые в [6]. Также при анализе сложных зависимостей крайне полезными будут априорные
предположения [2], включающие в себя как информацию о физических свойствах рассматрива-
емых процессов, так и некоторые ограничения на решение задачи. В анализе одновременно мо-
гут использоваться данные различной природы и частоты, что позволяет получить избыточное
описание процесса и построить более точное решение, устойчивое к шумам и возможным про-
белам в данных (например, из-за перекрытия частей тела на этапе оценки позы человека). Также
дополнительные данные выступают в роли привилегированной информации [1]. Кроме того, в
литературе встречаются работы, где знания о физике взаимодействий применяют в качестве
предпосылки для разработки новых архитектур, для использования в виде дополнительного сла-
гаемого в функции ошибки или жестких ограничений на выходные данные нейросети [8]. Одна-
ко количество ключевых точек, взаимодействия которых требуется описать для реализации та-
кого подхода, значительно повышает вычислительную сложность решения [9]. Анализ данных
разметки может сократить размерность признакового пространства и снизить вычислительную
сложность решений на основе согласованности с физическими принципами.

2. Определение наиболее эффективных пропорций. В общем случае задачу оценки позы по видео-
данным можно сформулировать следующим образом. Существует последовательность кадров

. Также существует набор ключевых точек  на
теле человека для каждого кадра. Количество ключевых точек может меняться в зависимости от
специфики конкретного практического приложения задачи, но обычно ключевые точки выби-
раются на запястьях, локтях, плечах, голове, корпусе, бедрах, коленях и лодыжках. Моделью
оценки позы человека назовем отображение . В этой части работы мы проанализиро-
вали датасет Human3.6m [9]. Пусть J – множество ключевых точек на теле человека. Каждой
ключевой точке ji соответствует три координаты . Временным рядом ключевой точки
для видеоряда будем называть последовательность значений, принимаемых ,

 или  на отрезке времени, соответствующем длине видеоряда. Гипоте-
за: временные ряды некоторых ключевых точек имеют линейную корреляцию. Обработка вре-
менных рядов производится по следующему алгоритму:

1) гауссово сглаживание,
2) дифференцирование.
Затем для временных рядов считается линейная корреляция. Используется линейная корре-

ляция Пирсона:

где  и  – средние x и y соответственно. Результаты анализа датасета представлены в табл. 1.
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Таким образом, все рассмотренные группы точек имеют линейно скоррелированные ряды,
но средние значения линейной корреляции отличаются в зависимости от группировки точек.
Так, руки в группировке локоть–кисть в среднем сильнее скоррелированы, чем в группировке
плечо–кисть. То же самое можно сказать о группировке колено–лодыжка и бедро–лодыжка:
первый вариант группировки показывает более сильную корреляцию, чем второй. На основании
проведенного анализа данных можно предположить, что наиболее скоррелированные группы
точек могут быть использованы в качестве регуляризационного слагаемого функции потерь, на-
кладывающего ограничения на пропорции человека. Применение именно этих пропорций в со-
ставе регуляризатора предположительно наиболее эффективно для улучшения сходимости мо-
дели.

3. Сравнение регуляризаторов. Проанализируем, как использование в регуляризационных сла-
гаемых точек из разных групп влияет на точность решения. В качестве исследуемых групп точек
рассматриваем руки (локоть–кисть), корпус (голова–таз), корпус (шея–таз), ноги (колено–ло-
дыжка), бедра и плечи. Мы обучали модель Poseformer [10] на датасете Human36M [3] с ориги-
нальной функцией ошибки (MPJPE) и модифицированной (MPJPE + ProportionLoss) для каж-
дой группы точек. Для предсказания положения человека в 3D используем реальные 2D-позы
людей c 81 кадра. Для моделей с регуляризатором функция ошибки строится следующим обра-
зом:

где ak и  – реальное и предсказанное положение k-й ключевой точки в 3D, pn и  – реальное
и предсказанное евклидово расстояние между двумя точками n-й группы. Другими словами, к
стандартной MPJPE добавим регуляризатор на расстояние между крайними точками внутри
каждой группы, который можно интерпретировать как информацию о пропорциях человеческо-
го тела. Обучение всех моделей проводилось с дефолтными параметрами, как в оригинальной
имплементации Poseformer [10], оптимизатором Adam с начальными гиперпараметрами

 и . Разбиение датасета на обучающую и тестовую выборку проводит-
ся по аналогии [10]. Мы оценивали точность модели с помощью метрик, использованных в ори-
гинальной статье Poseformer [10]. MPJPE – стандартная метрика, которая является усредненным
Евклидовым расстоянием между реальными и предсказанными ключевыми точками в милли-
метрах. P-MPJPE – это MPJPE после ригидного выравнивания предсказаний относительно ре-
альных точек.

4. Результаты эксперимента. Для каждой группы точек результаты усреднялись по пяти запус-
кам. Результаты представлены в табл. 2. Из результатов эксперимента видно, что вне зависимо-
сти от величины корреляции использование регуляризационного слагаемого положительно вли-
яет на обучение модели. Интересно, что некоторые менее скоррелированные группы эффектив-
нее, чем более скоррелированые. Примером таких групп являются ноги (колено–лодыжка) и
корпус (голова–таз). Скорее всего, это объясняется тем, что некоторые точки, входящие в более
скоррелированные группы, часто подвержены окклюзиям. Окклюзиями называется частичное

 
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Таблица 1. Результат анализа данных

Группа
Ноги

Колено–лодыжка Бедро–лодыжка

Среднее значение 0.43 0.27
Группа Руки

Локоть–кисть Плечо–кисть
Среднее значение 0.76 0.56

Группа Корпус
Шея–таз Голова–таз

Среднее значение 0.73 0.66
Группа Бедра Плечи

Среднее значение 0.89 0.79
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или полное перекрытие одной или нескольких ключевых точек. Появление такого эффекта обу-
словлено возможностью съемки с разных ракурсов. Примерами таких групп могут быть бедра и
плечи.

Заключение. Временные ряды, характеризующие движение различных ключевых точек тела
человека, проанализированы на наличие линейных корреляций. В результате были выявлены
наиболее и наименее скоррелированные группы ключевых точек. Кроме того, исследовали про-
цесс обучения фиксированной модели при помощи различных пропорций в регуляризационном
слагаемом. Результаты показали, что при использовании регуляризатора, основанного на про-
порциях человека, линейная корреляция может быть критерием выбора, однако не является
единственным фактором, влияющим на эффективность регуляризационного слагаемого.
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Таблица 2. Результаты обучения модели с учетом различных пропорций

Группа MPJPE P-MPJPE

Руки (локоть–кисть) 37.73 28.32
Корпус (голова–таз) 37.95 28.10
Корпус (шея–таз) 38.22 28.58
Ноги (колено–лодыжка) 38.62 29.61
Бедра 40.60 31.12
Плечи 41.44 32.21
Без регуляризатора 42.87 32.30
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Исследуется задача оптимального программного управления угловым движением космиче-
ского аппарата как твердого тела с квадратичным функционалом энергии, затраченной на
маневр космического аппарата, и фиксированным временем переходного процесса. Динами-
ческая конфигурация космического аппарата и граничные условия произвольны, вектор-
функция управления не ограничена. В рамках концепции Пуансо с использованием принци-
па максимума Понтрягина получено квазиоптимальное аналитическое решение задачи, ко-
торое доведено до алгоритма. Приводятся подтверждающие численные примеры, показыва-
ющие близость квазиоптимального решения к оптимальному решению задачи.

DOI: 10.31857/S0002338823030101, EDN: EUUEGE

Введение. По проблеме программного управления пространственным угловым движением
космического аппарата (КА) опубликовано большое количество работ (например, [1–4] и об-
ширные ссылки на литературу в них; [5, 6]), но аналитическая нерешенность задачи в общем ви-
де оставляет актуальной эту тематику исследований. При произвольных краевых условиях точ-
ное решение не известно даже в случае сферически-симметричного КА, поэтому в общем случае
применяют только приближенные решения задачи. Явное решение задачи оптимального управ-
ления угловым движением КА имело бы не только теоретическую, но и большую прикладную
значимость, так как позволило бы использовать в системе управления заранее полученные вы-
ражения для управления и траектории КА. Это касается, например, КА нанокласса, которые
имеют ограничения на вычислительные мощности.

В статье исследуется классическая задача оптимального управления угловым движением КА
как твердого тела с квадратичным функционалом энергии, затраченной на маневр КА, и фикси-
рованным временем переходного процесса. Динамическая конфигурация КА и граничные усло-
вия произвольны, вектор-функция управления не ограничена. С использованием кватернионов
и принципа максимума Понтрягина получены формулы краевой задача оптимизации. Кратко
описано численное решение этой краевой задачи [7] на основе алгоритма Левенберга–Марк-
вардта, представляющего собой комбинацию модифицированного метода Ньютона и метода
градиентного спуска. Основываясь на проведенных численных экспериментах для различных
параметров задачи, сделан вывод о не существенной зависимости кинематических характери-
стик оптимальной переориентации КА от его динамических параметров. Это обеспечивает бли-
зость решений классической задачи и ниже описываемой модифицированной задачи оптималь-
ного управления угловым движением КА при его произвольной динамической конфигурации.

Получено явное решение модифицированной задачи оптимального по энергии управления
угловым движением КА с произвольными краевыми условиями по угловой скорости и ориента-
ции КА, доведенное до алгоритма. В рамках классической концепции Пуансо, интерпретирую-
щей произвольное угловое движение твердого тела в терминах конусов прецессии, или иначе
обобщенного конического движения, проведена модификация задачи оптимального управле-
ния угловым движением КА, а его траектория задана в этом классе движений. При этом общ-

1 Работа выполнена при финансовой поддержке РНФ (проект № 22-21-00218) и в рамках темы FFNM-2022-0007.
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ность исходной задачи практически не нарушается: известные точные решения классической за-
дачи оптимального углового движения динамически-симметричного КА в случаях плоского по-
ворота или регулярной прецессии и аналогичные решения модифицированной задачи
полностью совпадают. В других случаях в числовых расчетах классической и модифицирован-
ной задач относительная погрешность между значениями функционала оптимизации составляет
не более нескольких процентов, включая угловые маневры КА на большие углы. Поэтому пред-
лагаемое решение модифицированной задачи может трактоваться как квазиоптимальное по от-
ношению к классической задаче оптимального углового движения КА. Приведены явные выра-
жения для кватерниона ориентации и вектора угловой скорости КА, на основе решения обрат-
ной задачи динамики твердого тела получена формула вектора управляющего момента КА.

Предлагаемый в статье метод решения задачи ранее был успешно применен к задаче опти-
мальной по быстродействию переориентации КА произвольной динамической конфигурации с
ограниченным по модулю вектором управления [8] и задаче поворота осесимметричного КА без
ограничений с комбинированным функционалом и не фиксированным временем переходного
процесса [9].

Отметим, что в литературе известны некоторые квазиоптимальные решения задачи поворота
КА с использованием обратной задачи динамики твердого тела, например [10, 11]. В [10] реше-
ние получено с помощью принципа оптимальности Р. Беллмана на основе задачи оптимальной
переориентации КА в кинематической постановке, где функцией управления является вектор
угловой скорости КА. Направление вектора угловой скорости КА при этом определяется началь-
ным и конечным значениями кватерниона ориентации КА. В [11] решение задачи получено по-
средством представления кватерниона ориентации КА полиномами и выражения вектора угло-
вой скорости через этот кватернион. Однако никаких гарантий (доказанных теорем или сообра-
жений из теоретической механики), что на всей совокупности угловых движений КА, при любых
граничных условиях по угловому положению и угловой скорости КА эти решения будут доста-
точно хорошо аппроксимировать оптимальную траекторию углового движения КА, не приво-
дится.

1. Постановка классической задачи. Угловое движение КА как произвольного твердого тела в
связанной с КА системе координат описывается кватернионным кинематическим уравнением и
динамическими уравнениями Эйлера [2]:

(1.1)

(1.2)

где  – нормированный кватернион, описывающий угловое
положение КА, ,  – вектор его угловой ско-
рости,  – вектор внешнего управляющего момента, приложенно-
го к КА, мнимые единицы Гамильтона , ,  соответствуют ортам трехмерного векторного про-
странства , , , символ “ ” означает умножение кватернионов, “[ . , . ]” – векторное произве-
дение; матрица

– тензор инерции, где , , – главные моменты инерции КА. Соответственно, фазовые коор-
динаты ,  положены непрерывными функциями, а управление  – кусочно-непрерывной
функцией [12].

Граничные условия по угловому положению и угловой скорости КА произвольны и заданы:

(1.3)

(1.4)

= 2 ,Λ Λ ω
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= λ + λ + λ + λ =2 2 2 2

0 1 2 3 1Λ = ω + ω + ω1 1 2 2 3 3( ) ( ) ( ) ( )t t t tω i i i
= + +1 1 2 2 3 3( ) ( ) ( ) ( )t М t М t М tМ i i i
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Ставится задача найти оптимальное управление , доставляющее минимум квадратич-
ному критерию энергозатрат с фиксированным временем Т:

(1.5)

2. Переход к безразмерным переменным. Так как основная переменная задачи кватернион 
является безразмерной величиной, с использованием формул

переформулируем задачу в безразмерных переменных, при этом все выражения постановки за-
дачи кроме функционала оптимизации

(2.1)

не изменятся. Далее рассмотрим безразмерную постановку задачи (1.1)–(1.4), (2.1) при Т = 1.
3. Применение принципа максимума. Применяя принцип максимума Понтрягина [2, 12], вве-

дем сопряженные переменные  (кватернион),  (вектор) к фазовым переменным , 
соответственно. Функция Гамильтона–Понтрягина

(3.1)

где константа , а “( . , . )” – скалярное произведение векторов.
Рассматривая невырожденные решения краевой задачи принципа максимума при условии

 и в силу однородности функции Гамильтона–Понтрягина Н [12], в формуле (3.1) поло-
жим .

Уравнения для сопряженных переменных:

(3.2)

где “vect(.)”– векторная часть кватерниона, а символ “∼” означает сопряжение кватерниона.
Кватернионные уравнения для переменных  и  совпадают, следовательно, их решения

различаются на постоянный кватернион C:

(3.3)

В силу этого и учитывая обозначение [2]

(3.4)

где  – векторная часть кватерниона , выражения (3.2) примут вид

(3.5)

Таким образом, в силу самосопряженности линейной дифференциальной системы уравне-
ний (1.1), размерность краевой задачи принципа максимума понижается на четыре [2]. Из усло-
вия максимума (3.1) получим непрерывную структуру оптимального управления:

(3.6)

С учетом переменной p (3.4) функция Гамильтона–Понтрягина (3.1) запишется так:

(3.7)
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4. Наводящие соображения. Описываются примеры численного решения задачи оптимально-
го управления угловым движением различных по своей динамической конфигурации КА (твер-
дых тел) и приводятся выводы, следующие из этих примеров.

Рассматривается численное решение краевой задачи, полученной на основании принципа
максимума для исходной задачи (1.1)–(1.4), (2.1):

(4.1)

(4.2)

(4.3)

(4.4)

откуда необходимо найти , , , .
Условия в конечный момент времени (4.3) необходимо переписать в семимерном фазовом

пространстве :

(4.5)

При решении краевой задачи (4.1), (4.2), (4.4), (4.5) применялся итерационный численный метод
на основе алгоритма Левенберга–Марквардта, являющегося комбинацией методов Рунге–Кут-
ты, Ньютона и градиентного спуска [7]. Следует отметить, что в работе [13] осуществлялась по-
пытка выполнить условие , что приводило к вырождению матриц частных производ-
ных от невязок. В качестве начальных условий по сопряженным переменным ,  брались их
значения, полученные в точном решении применительно к сферически-симметричному КА в
классе плоских эйлеровых поворотов [2].

Для твердых тел (КА) с различным распределением масс сравним кинематические характери-
стики оптимального движения в задачах оптимального разворота с одними и теми же граничны-
ми условиями, например:

(4.6)

(4.7)

Т е л о  1. Сферически симметричное твердое тело .

Т е л о  2. Произвольное тело , , .

Т е л о  3. Произвольное тело , , .
Т е л о  4. Международная космическая станция (МКС) (ранняя версия [14]) как произволь-

ное твердое тело ,  ,  (размерные мо-
менты инерции) или , ,  (безразмерные величины).

Т е л о  5. “Спейс Шаттл” (динамические характеристики КА “Спейс Шаттл” такие же, как у
почти осесимметричного твердого тела): ,  или I1 =
= 0.1967, ; .

Т е л о  6. Произвольное тело , , .
В табл. 1 представлены кинематические характеристики (компоненты кватерниона положе-

ния КА и вектора угловой скорости) для пяти из вышеуказанных тел при t = 0.5 (в середине про-
межутка времени оптимального движения) при решении задачи оптимального управления с гра-
ничными условиями (4.6), (4.7) в классической постановке. В последней строке табл. 1 для срав-
нения приводятся данные, полученные при решении модифицированной задачи оптимального
управления, о которой пойдет речь в разд. 6, 7 статьи.
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Для тех же тел при тех же граничных условиях в табл. 2 рассмотрены компоненты векторов уг-
лового ускорения  для начала, середины и конца процесса оп-
тимального управления (t = 0, t = 0.5, t = Т = 1).

Также опишем кинематические характеристики оптимального движения различных тел для
случая, когда начальное состояние тела определяется соотношением (4.6), а конечное состояние
соотношением

(4.8)

В табл. 3 для тел 1, 4–6 представлены компоненты кватерниона положения и вектора угловой
скорости при t = 0.5.

Для тех же тел при тех же граничных условиях в табл. 4 приводятся компоненты векторов уг-
лового ускорения при t = 0, t = 0.5, t = Т = 1.

= ε + ε + ε = 1 1 2 2 3 3( ) ( ) ( ) ( ) ( )t t t t tε i i i ω

= − = −(0.79368, 0.49375, 0.26823, 0.23309), (0.2, 0.3, 0.2).Т ТΛ ω

Таблица 1. Величины кватерниона ориентации и вектора угловой скорости

Тело

1 0.8096 0.3625 –0.3768 0.2668 –0.0502 –0.0114 –0.4937
2 0.8095 0.3628 –0.3766 0.2670 –0.0499 –0.0115 –0.4941
3 0.8093 0.3631 –0.3765 0.2674 –0.0496 –0.0116 –0.4949
4 0.8077 0.3654 –0.3773 0.2678 –0.0506 –0.0159 –0.4949
5 0.8086 0.3634 –0.3780 0.2668 –0.0519 –0.0137 –0.4948

Модифицированная задача 0.8099 0.3627 –0.3756 0.2673 –0.0488 –0.0098 –0.4938

λ0 λ1 λ2 λ3 ω1 ω2 ω3

Таблица 2. Величины углового ускорения

Тело

1 –0.9854 0.7259 –0.4892 –0.2917 0.2087 –0.2878 0.5077 –0.1272 –0.0985
2 –0.9649 0.7262 –0.4736 –0.3051 0.2053 –0.2902 0.5357 –0.1154 –0.0965
3 –0.9399 0.7235 –0.4449 –0.3207 0.2039 –0.2942 0.5681 –0.1076 –0.0940
4 –0.9262 0.6536 –0.4422 –0.3182 0.2586 –0.2978 0.5591 –0.2446 –0.0886
5 –0.7914 0.6537 –0.4345 –0.3968 0.2549 –0.3002 0.7341 –0.2381 –0.0875

Модифицирован-
ная задача –0.9647 0.7634 –0.4932 –0.3103 0.1687 –0.2847 0.5350 –0.0220 0.1024

ε1(0) ε2(0) ε3(0) ε1(0.5) ε2(0.5) ε3(0.5) ε1(1) ε2(1) ε3(1)

Таблица 3. Кватернион ориентации и вектор угловой скорости

Тело

1 0.78995 0.41434 –0.35808 0.28583 0.32168 –0.01522 –0.52451
6 0.78999 0.41442 –0.35860 0.27492 0.32414 –0.01453 –0.52402
4 0.79080 0.41371 –0.35618 0.27679 0.31768 –0.01578 –0.52304
5 0.79103 0.41317 –0.35664 0.27635 0.31932 –0.01491 –0.52314

λ0 λ1 λ2 λ3 ω1 ω2 ω3

Таблица 4. Угловое ускорение

Тело

1 0.26547 0.38677 –1.00250 –0.06733 0.52385 0.10458 –0.43888 0.74958 1.18404
6 0.19271 0.34271 –1.05149 –0.05270 0.54857 0.12304 –0.41047 0.70409 1.16712
4 0.36496 0.53821 –1.00244 –0.07017 0.44837 0.10585 –0.54722 0.88317 1.18497
5 0.28551 0.51819 –1.00680 –0.04259 0.45769 0.10771 –0.55803 0.86381 1.18517

ε1(0) ε2(0) ε3(0) ε1(0.5) ε2(0.5) ε3(0.5) ε1(1) ε2(1) ε3(1)
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Аналогичные расчеты проводились и для других начальных и конечных состояний тел. Из
табл. 1–4 и других вычислений с граничными условиями видно, что кинематические характери-
стики оптимального движения тел существенно зависят от начального и конечного состояния
тел и слабо зависят от распределения масс в теле. Отсюда следует, что, используя кинематиче-
ские характеристики тела со сферической симметрией, из динамических уравнений Эйлера с
учетом моментов инерции произвольных тел можно вычислить управляющие моменты для дви-
жения произвольных тел. Такие моменты можно рассматривать как квазиоптимальные управля-
ющие моменты для перевода твердых тел из начального состояния в конечное состояние. Выра-
жения для кватерниона ориентации и угловой скорости можно построить аналитически в явном
виде на основе решения модифицированной задачи оптимальной переориентации, а управляю-
щий момент определить исходя из решения обратной задачи динамики. Опишем этот подход.

5. Модифицированная задача оптимального управления. Точное решение задачи нахождения
ориентации твердого тела по его известной угловой скорости, или иначе задачи Дарбу (1.1), в об-
щем случае не известно. Поэтому рассмотрим решение задачи в классе обобщенных конических
движений и принудительно зададим вектор угловой скорости  формулой

(5.1)

где функции  и  произвольны. В этом случае уравнение (1.1) имеет точное решение [15],
удовлетворяющее начальному условию (1.3):

(5.2)

где “ ”– кватернионная экспонента [2].

Выражения (5.1), (5.2) соответствуют всем известным точным решениям классической задачи
оптимального управления угловым движением сферически-симметричного КА, когда вектор
его угловой скорости сохраняет постоянное направление на всем интервале времени движения
КА или совершает регулярную прецессию [1–3, 16]. При этом с помощью взаимно-однозначных
замен переменных [15] задачу Дарбу в общем случае можно свести к решению уравнения типа
(1.1), где угловая скорость примет вид

и будет отличаться от (5.1) только знаком (однако задача Дарбу (1.1) по-прежнему не разрешима).
Другими словами, структура вектора угловой скорости (5.1) хорошо соотносится с концепцией
Пуансо из теоретической механики, заключающейся в том, что всякое произвольное угловое
движение твердого тела вокруг неподвижной точки можно рассматривать как некоторое обоб-
щенное коническое движение [17].

Формулы (5.1), (5.2) можно обобщить, введя в них постоянный кватернион , :

(5.3)

(5.4)

Положим вторые производные от функций f  и g в качестве управлений. С учетом обозначе-
ний

(5.5)

можно составить управляемую систему:

(5.6)

где  f, , g,  являются фазовыми координатами, ,  – управлениями. Кватернион  предста-
вим произведением

(5.7)

( )tω

= + +  1 2 3( ) ( )sin ( ) ( )cos ( ) ( ),t f t g t f t g t g tω i i i

( )f t ( )g t

= − −   0 3 2 2 3( ) { (0)/2} { (0)/2} { ( )/2} { ( )/2},t g f f t g tΛ Λ exp i exp i exp i exp i

{.}exp

= −*( ) ( ),t tω ω

К = 1К

( )= + +   1 2 3( )sin ( ) ( )cos ( ) ( ) ,f t g t f t g t g tω К i i i К

= − −    0 3 2 3{ (0)/2} { ( ( ) (0))/2} { ( )/2} .g f t f g tΛ Λ К exp i exp i exp i К

= = 1 1,f f g g

= = = =  1 1 1 1 1 2, , , ,f f g g f u g u

1f 1g 1u 2u К

= = α = α2 1 1 1 1 2 2 2, { /2}, { /2},К К К К exp i К exp i
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где ,  – некоторые постоянные. Отметим, что кватернионы  и  определяют поворот век-
тора  (5.1) вокруг осей , Поворот вокруг оси  уже включен в формулу (5.3), если учесть, что в
функцию  входит аддитивная постоянная. Сопряженный кватернион  будет представляться
так:

(5.8)

Удовлетворение краевым условиям (1.3), (1.4), (4.5) функций ,  (5.3), (5.4) с учетом (5.7), (5.8)
запишется так:

(5.9)

(5.10)

(5.11)

Для управляемой системы (5.6) поставим следующую задачу оптимизации. Требуется найти оп-
тимальные управления , , которые переводят управляемую систему (5.6) из положения

(5.12)

в положение

(5.13)

удовлетворяющие соотношениям (5.9)–(5.11), в которых ,  выступают как параметры, под-
лежащие определению, и доставляют минимум функционалу

(5.14)

Выражения (5.9)–(5.11) перепишем так:

(5.15)

(5.16)

(5.17)

Такую задачу оптимизации будем называть модифицированной задачей оптимального управ-
ления угловым движением КА, точное решение которой допустимо рассматривать как прибли-
женное или квазиоптимальное решение исходной задачи (1.1)–(1.4), (2.1). Из уравнения (1.2) на
основе обратной задачи динамики твердого тела определяется управляющий момент КА, соот-
ветствующий решению модифицированной задачи:

(5.18)

6. Точное решение модифицированной задачи. Функция Гамильтона–Понтрягина для постав-
ленной задачи оптимального управления

(6.1)

Здесь , , ,  – сопряженные переменные, удовлетворяющие системе уравнений

(6.2)

общее решение которой содержит произвольные константы :

(6.3)

Условие максимума для (6.1) дает оптимальные управления

(6.4)

α1 α2 1К 2К
ω 1i 3i

( )g t К

= = − α = − α    1 2 1 1 1 2 2 2, { /2}, { /2}.К К К К exp i К exp i

ω Λ

+ + =    1 2 1 1 2 1 3 1 2 1 0( (0)sin (0) (0)cos (0) (0)) ,f g f g gК К i i i К К ω

+ + =    1 2 1 1 2 1 3 1 2 1( ( )sin ( ) ( )cos ( ) ( )) ,Tf T g T f T g T g TК К i i i К К ω

− − =       0 1 2 3 2 3 2 1{ (0)/2} { ( ( ) (0))/2} { ( )/2} .Тg f Т f g ТΛ К К exp i exp i exp i К К Λ

1( )и t 2( )u t

= = = =1 1 1 1(0), (0), (0), (0)f f f f g g g g

= = = =1 1 1 1( ), ( ), ( ), ( ),f f Т f f Т g g Т g g Т

α1 α2

= + 2 2
1 2

0

( ) .
T

J и и dt

+ + =     1 1 2 1 3 1 2 1 0 1 2(0)sin (0) (0)cos (0) (0) ,f g f g gi i i К К ω К К

+ + =     1 1 2 1 3 1 2 1 1 2( )sin ( ) ( )cos ( ) ( ) ,Тf T g T f T g T g Ti i i К К ω К К

− − =         3 2 3 2 1 0 1 2{ (0)/2} { ( ( ) (0))/2} { ( )/2} .Тg f Т f g Тexp i exp i exp i К К Λ Λ К К

= + [ , ].M Iω ω Iω

( )= − + + ψ + ψ + ψ + ψ2 2
1 2 1 1 2 1 3 1 4 2.H и и f g u u

ψ1 ψ2 ψ3 ψ4

ψ = ψ = ψ = −ψ ψ = −ψ   1 2 3 1 4 20, 0, , ,

1 4, ,с с

ψ = ψ = ψ = − + ψ = − +1 1 2 2 3 1 3 4 2 4, , , .с с с t c с t c

( )= ψ = − + = ψ = − +1 3 1 3 2 4 2 4/2 /2, /2 ( )/2.и с t c и с t c
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Подставляя (6.4) в (5.6), получаем выражения для фазовых координат, содержащие восемь не-
определенных констант :

(6.5)

В силу того, что в выражение для функции  f константа c6 входит аддитивно, из (5.4) видно,
что она не оказывает влияния, и поэтому c6 можно не учитывать. Тогда для поиска девяти неиз-
вестных , ,  имеется девять уравнений (5.15)–(5.17) (из-за наличия условия

 в кватернионном уравнении (5.17) независимыми являются только три скалярных уравне-
ния). Подставляя формулы (6.5) в (5.3), (5.4), получим выражения для вектора угловой скорости
и кватерниона ориентации КА. Эти выражения определят оптимальный в смысле минимума
функционала (5.14) угловой маневр КА, построенный в классе обобщенных конических движе-
ний. Внешний управляющий момент, приложенный к КА, на основе (5.3), (5.18)

(6.6)

Отметим, что для сферически-симметричного КА скалярный квадрат вектора управляющего
момента выражается через переменные модифицированной задачи так:

(6.7)

В случае плоского поворота сферически-симметричного КА [2], когда ,  (1.4) коллинеарны
, решения классической и модифицированной задач тождественно равны. Это

справедливо и для случаев решения задач углового движения сферически-симметричного КА в
классе регулярных конических движений (регулярной прецессии) [12]. В этих случаях слагаемое

 в (6.7) обращается в нуль и критерий (5.14) соответствует критерию (1.5) (2.1) классической
задачи. В задаче углового движения сферически-симметричного КА при произвольных гранич-

ных условиях, полагая, что  мало по сравнению с , в (6.7) можно опустить послед-

нее слагаемое. Тогда модифицированная задача оптимального управления в переменных  f, g, ,
, ,  с функционалом (5.14) и выражениями (5.3), (5.4), (5.15)–(5.17), (6.5), (6.6) будет соответ-

ствовать классической задаче оптимального поворота сферически-симметричного тела в классе
обобщенных конических движений. На основании рассуждений разд. 5 статьи, модифицирован-
ная задача может рассматриваться в качестве квазиоптимальной задачи управления угловым
движением произвольного КА при произвольных краевых условиях.

Квазиоптимальный алгоритм углового движения КА произвольной динамической конфигу-
рации при произвольных краевых условиях имеет следующий вид:

1) по заданным величинам , , ,  (1.3), (1.4) и Т = 1 из (5.7), (5.8), (5.15)–(5.17) вычис-
ляются девять неопределенных констант , ,  и выражаются функции  f, , g, ;

2) используя (5.7), рассчитываем кватернион K;
3) определяем вектор угловой скорости КА

4) находим кватернион ориентации КА

5) с использованием (6.6) определяем вектор управляющего момента М;
6) из выражений (2.1), (6.6) находится значение безразмерного критерия оптимизации задачи

оптимальной переориентации КА.

1 8, ,с с

= − + + + = − + + +
= − + + = − + +

3 2 3 2
1 3 5 6 2 4 7 8

2 2
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7. Числовые примеры. Рассматриваются сравнительные результаты численных решений клас-
сической и модифицированной задач оптимальной переориентации КА (твердого тела). Для мо-
дифицированной задачи выполнялись расчеты по аналитическому алгоритму разд. 6 статьи.
Значения констант , , , входящих в аналитическое решение модифицированной
задачи, для углового движения с краевыми условиями (4.6), (4.7) таковы:

Результаты решений двух задач оказались близки. В табл. 5–7 приводятся значения вектора
 на концах и в середине интервала времени движения в этих решениях для тел типа 3–5.

В табл. 8 рассмотрены значения функционала (2.1) для тел 1–5, полученные в результате ре-
шения классической и модифицированной задач с краевыми условиями (4.6), (4.7).

Как видно, по мере возрастания различия между моментами инерции тел , ,  возрастает
разница между управляющими моментами, полученными при решении двух задач. Также ока-
зывает влияние характер изменения величин , ,  между собой. При этом расхождение зна-
чений критерия качества (2.1) в классической и модифицированной задачах допустимо. Отме-
тим, что величина критерия качества является важнейшим показателем в задачах оптимизации.

Также проводились численные решения задачи оптимального управления угловым движени-
ем для случаев, когда начальное состояние твердого тела (КА) определялось соотношениями
(4.6). Конечное положение тела задавалось поворотом тела из начального положения на некото-
рый угол вокруг эйлеровой оси, единичный вектор которой определялся координатами:

(0.04500, –0.07519, –0.99615). (7.1)

α1 α2 1 6 8, , ,с с с

α = − α = − = = − =1 2 1 2 30.0421, 0.2226, 3.2902, 1 4885, 2 2113,с  с . с  .

= − = − = = − = −4 5 6 7 81 45, 0 4156, 0, 0 2221, 0 9216.с . с .  с  с . с .

( )tМ

1I 2I 3I

1I 2I 3I

Таблица 5. Управляющий момент для тела 3

t

0 –0.9480 0.9316 –0.2786 –0.9715 0.9847 –0.3062
0.5 –0.3093 0.2807 –0.1676 –0.2987 0.2337 –0.1622

Т = 1 0.5401 –0.1432 –0.0536 0.5085 –0.0293 –0.0584

классич
1М классич

2М классич
2М модиф

1М модиф
2М модиф

3М

Таблица 6. Управляющий момент для тела 4

t

0 –0.2091 0.8349 –0.6241 –0.2181 0.9608 –0.6893
0.5 –0.0741 0.2697 –0.3795 –0.0725 0.1683 –0.3630

T = 1 0.1318 –0.2804 –0.1131 0.1261 –0.0253 –0.1307

классич
1М классич

2М классич
2М модиф

1М модиф
2М модиф

3М

Таблица 7. Управляющий момент для тела 5

t

0 –0.1556 0.8793 –0.5955 –0.1897 1.0127 –0.6669
0.5 –0.0780 0.2846 –0.3644 –0.0610 0.1807 –0.3459

T = 1 0.1444 –0.2897 –0.1065 0.1052 –0.2682 –0.1246

классич
1М классич

2М классич
2М модиф

1М модиф
2М модиф

3М

Таблица 8. Функционалы классической и модифицированной задач

Класс тела Тело 1 Тело 2 Тело 3 Тело 4 Тело 5

0.4782 0.4920 0.4947 0.35522 0.35797

0.4797 0.4935 0.4966 0.36404 0.36775

классичJ
модифJ
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В табл. 9 приводятся компоненты кватернионов конечного положения твердого тела (КА) для
поворотов на различные величины эйлерова угла  в градусах вокруг вектора (7.1).

В табл. 10 представлены значения функционалов классической и модифицированной задач,
определяющих качество процесса перевода тел 1, 4–6 из начального состояния (4.6) в конечные
состояния  по табл. 9 и при , с указанием разности между значениями

этих функционалов  и процентного расхождения .

В табл. 11 приводятся подобные показатели, когда конечная угловая скорость твердых тел
определяется вектором

т.е. в этом случае твердое тело (КА) переводится в состояние покоя.
Из численных экспериментов для различных параметров задачи управления угловым движе-

нием КА следует, что кватернион ориентации КА  и его угловая скорость  не существенно за-
висят от величин , ,  и в большей степени зависят от краевых условий, а управляющий

ϕ

TΛ = −(0.0, 0.0, 0.59)Тω

Δ = −модиф классичJ J J ( )Δ ×классич/ 100%J J

= (0.0, 0.0, 0.0),Тω

Λ ω
1I 2I 3I

Таблица 9. Формирование кватернионов конечной ориентации КА

30.0 0.84643 0.40650 –0.31853 0.12982
60.0 0.84013 0.48716 –0.21783 –0.09703
90.0 0.77657 0.53461 –0.10229 –0.31727

120.0 0.66009 0.54564 0.02023 –0.51589
150.0 0.49863 0.51948 0.14136 –0.67935
180.0 0.30318 0.45792 0.25286 –0.79652

ϕ λ0( )Т λ1( )Т λ2( )Т λ3( )Т

Таблица 10. Величины функционалов и их расхождения

Тело
Функционалы и 
расхождения их 

величин

1 0.52385 4.63277 15.31437 56.39081 86.78094

0.52510 4.63724 15.32882 56.52086 87.51533

ΔJ 0.00125 0.00447 0.01445 0.13005 0.73439
% 0.24 0.10 0.09 0.23 0.85

6 0.48938 1.68431 4.99284 17.73522 27.05714

0.49142 1.69229 5.08024 18.48275 28.29371

ΔJ 0.00204 0.00798 0.08740 0.74753 1.23657
% 0.40 0.48 1.75 4.20 4.56

4 0.44007 7.25434 24.73075 88.98745 132.97487

0.44918 7.26926 24.80963 92.18788 142.39358

ΔJ 0.00911 0.01492 0.07888 3.30042 9.41871
% 2.07 0.21 0.32 3.71 7.08

5 0.44007 7.25434 24.73075 83.69665 128.85478

0.44918 7.26926 24.80963 83.93641 129.60500

ΔJ 0.00911 0.01492 0.07888 0.23976 0.75022
% 2.09 0.21 0.32 0.29 0.56

ϕ = °30.0 ϕ = °60.0 ϕ = °90.0 ϕ = °150.0 ϕ = °180.0

классичJ
модифJ

классичJ
модифJ

классичJ
модифJ

классичJ
модифJ
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момент определяется величинами , ,  и краевыми условиями задачи. Не существенная за-
висимость кинематических характеристик оптимального управления угловым движением КА от
его динамических параметров обеспечивает близость решений классической и модифицирован-
ной задач оптимального управления угловым движением динамически произвольного КА, что
позволило рассматривать решение модифицированной задачи как квазиоптимальное решение
классической задачи оптимальной переориентации КА.

Отметим, что кватернион ориентации КА  может быть двузначным [2], т.е.  и  соот-
ветствуют одному и тому же угловому положению КА в пространстве.

Заключение. Аналитический квазиоптимальный алгоритм управления угловым движением
КА как твердого тела произвольной динамической конфигурации с произвольными краевыми
условиями применим в системах управления КА. Предлагаемый алгоритм имеет теоретическое
обоснование и с хорошими точностями решает задачу оптимальной переориентации КА. При
этом он не требует численного решения краевой задачи принципа максимума или иного слож-
ного численного решения. Полученные результаты могут быть обобщены на случаи управления
КА при наличии в постановке задачи элементов не жесткости конструкции КА и различных воз-
мущений. Результаты также могут быть применены для КА нанокласса, которые имеют ограни-
чения на вычислительные мощности.

На основе предложенного в статье алгоритма переориентации КА может быть аналитически
приближенно решена задача управления оптимального в смысле минимума дуального инте-
грального квадратичного функционала качества в отношении взаимосвязанного (совместного)
управления угловым и поступательным движениями КА или, иначе, задача оптимального в
смысле минимума энергетических затрат маневрирования КА. В этом случае построение квази-
оптимальной программной траектории и управления пространственным движением КА в классе
дуальных (винтовых) конических движений в бикватернионной постановке осуществляется с
использованием концепции решения обратных задач динамики для бикватернионных уравне-
ний движения твердого тела.

1I 2I 3I

( )tΛ Λ −Λ

Таблица 11. Величины функционалов и их расхождения

Тело Функционалы и 
расхождения их величин

1 24.25074 45.17597 72.66431 106.71186

24.28745 45.19513 72.77169 107.40843

ΔJ 0.03672 0.01916 0.10738 0.69657
% 0.15 0.04 0.15 0.65

6 7.67679 14.14398 22.61087 33.03152

7.82727 14.55971 23.46155 34.32325

ΔJ 0.15048 0.41573 0.85068 1.29173
% 1.92 2.94 3.76 3.91

4 39.30956 72.66173 113.88517 162.63861

39.45538 73.72885 118.74480 174.83836

ΔJ 0.14582 1.06712 4.85963 12.19975
% 0.37 1.47 4.26 7.53

5 35.85965 67.01230 83.69665 158.59297

35.91027 67.10659 83.93641 159.06287

ΔJ 0.06062 0.09429 0.23976 0.46990
% 0.17 0.14 0.29 0.30

ϕ = °90.0 ϕ = °120.0 ϕ = °150.0 ϕ = °180.0

классичJ
модифJ

классичJ
модифJ

классичJ
модифJ

классичJ
модифJ
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Рассмотрена и решена задача динамического оптимального разворота космического аппара-
та из произвольного начального в требуемое конечное угловое положение. Время разворота
фиксировано. Для оптимизации программы управления вращением используется комбини-
рованный критерий качества, минимизируемый функционал характеризует энергетические
затраты и объединяет в заданной пропорции затраты управляющих усилий и интеграл энер-
гии вращения. Аналитическим путем получено решение поставленной задачи. Построение
оптимального управления разворотом основано на кватернионных моделях и принципе мак-
симума Л.С. Понтрягина. Условия оптимальности записаны в аналитической форме, и изу-
чены свойства оптимального движения. Приведены формализованные уравнения и расчет-
ные выражения для определения оптимальной программы разворота. Закон управления
сформулирован в виде явной зависимости управляющих переменных от фазовых координат.
Выписаны аналитические уравнения и соотношения для нахождения оптимального движения
КА. Даны ключевые соотношения, определяющие оптимальные значения параметров алгорит-
ма управления вращением. Также описана конструктивная схема решения краевой задачи
принципа максимума для произвольных условий разворота. Для осесимметричного космиче-
ского аппарата дается полное решение задачи переориентации в замкнутой форме. Приводятся
пример и результаты математического моделирования динамики движения космического ап-
парата при оптимальном управлении, демонстрирующие практическую реализуемость разра-
ботанного метода управления пространственной ориентацией космического аппарата.

DOI: 10.31857/S0002338823030095, EDN: EUTKAS

Введение. Решается задача перевода космического аппарата (КА) как твердого тела из исход-
ного углового положения в положение заданной ориентации. Главное отличие предложенного
решения заключается в использовании нового функционала качества. Способ решения и фор-
мализация описания кинематики вращательного движения КА основаны на методе кватернио-
нов [1]. Для построения оптимальной программы разворота применяются кватернионные моде-
ли, принцип максимума и универсальные переменные [2].

Исследованию задач управления разворотом твердого тела в различных постановках посвя-
щено множество работ [1–24]. Большинство существующих решений задачи пространственного
разворота соответствуют вращению вокруг неподвижной оси [1, 3–9]. И хотя принципы постро-
ения алгоритмов управления различны (на базе нечеткой логики [5], концепции обратной зада-
чи динамики [6], с помощью прогнозирующих моделей [7] и пр.), результирующее управление
приводит к развороту вокруг оси, неподвижной относительно связанной системы координат.
Однако разворот в плоскости наименьшего угла разворота во многих практических случаях не
является оптимальным, как бы точно он не исполнялся.

Вопросы разработки эффективных алгоритмов управления ориентацией КА остаются акту-
альными и сегодня. Особое место занимают задачи оптимального управления КА [1–4, 8–23].
Большой практический интерес представляют аналитические решения задачи оптимального
разворота в замкнутой форме, так как они позволяют применять на борту КА готовые законы
программного управления и изменения оптимальной траектории движения КА. Наиболее по-
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дробно задача оптимального управления угловым движением КА решена только для плоских
вращений КА вокруг одной из главных центральных осей инерции [4] и пространственного вра-
щения сферически-симметричного тела [1, 10]. Некоторые решения известны для осесиммет-
ричного КА [11–14]. Для КА с произвольным распределением масс при произвольных гранич-
ных условиях по угловому положению КА аналитическое решение задачи пространственного
разворота не найдено; известны лишь некоторые особые случаи решения задачи разворота (на-
пример, [1, 3]). Поэтому в общем случае приходится рассчитывать только на приближенное чис-
ленное решение задачи. Интересные результаты приведены в работе [11], где для решения крае-
вой задачи принципа максимума была сделана замена переменных и исходная задача свелась к
краевой задаче разворота сферически-симметричного тела. Хорошо известна задача оптималь-
ного по времени разворота [1, 8, 12–18]. Некоторые предыдущие публикации посвящены кине-
матической задаче разворота [19–22]. В них в отличие от предлагаемого решения для оптимиза-
ции использовались функционал “пути” [19], интеграл от кинетической энергии вращения [20],
минимизировался модуль кинетического момента на заданном отрезке времени [21] или ограни-
чивались динамические нагрузки, вызванные вращением КА [22].

Ниже исследуется задача управления угловым движением КА, когда силовой момент не огра-
ничен, фазовыми переменными являются кватернион ориентации связанной системы коорди-
нат относительно инерциального базиса и угловая скорость КА (как твердого тела), а для опти-
мизации программы управления применяется новый функционал качества, который объединя-
ет в заданной пропорции интеграл от квадратичной свертки по силовым моментам и интеграл от
кинетической энергии вращения. Вопросы экономичности управления движением КА остаются
до сих пор актуальными, поэтому решаемая в статье задача является практически важной. При-
веденное ниже решение отличается от всех известных; во время оптимального разворота и
управляющие функции, и фазовые переменные – гладкие непрерывные функции времени.

1. Уравнения углового движения и постановка задачи управления. Динамика углового движения
КА как твердого тела описывается уравнениями Эйлера [1, 4]:

(1.1)

где Ji , i = , – главные центральные моменты инерции аппарата, Мi – проекции главного мо-
мента М сил на главные центральные оси эллипсоида инерции аппарата, ωi – проекции вектора
ω абсолютной угловой скорости КА на оси связанного базиса, образованного главными цен-
тральными осями эллипсоида инерции аппарата. В условиях космического полета особенность
управления заключается в малости возмущающих моментов, обусловленных взаимодействием
КА с внешними полями и сопротивлением среды. Управление движением КА относительно
центра масс производится путем изменения силового момента М. Полагаем, что управление
ориентацией КА осуществляется посредством исполнительных механизмов, создающих враща-
ющие моменты относительно всех трех главных центральных осей инерции КА.

Для описания пространственного движения КА воспользуемся математическим аппаратом
кватернионов (параметров Родрига–Гамильтона). Положение связанного базиса относительно
опорного базиса I будем задавать кватернионом Λ [1]. Для определенности базис I считается
инерциальным. В этом случае справедливо следующее кинематическое уравнение [1]:

(1.2)
где символ “ ”– знак умножения кватернионов [1, с. 11–20]. Здесь и далее операция кватернион-
ного умножения на вектор понимается как умножение на кватернион с нулевой скалярной частью.
В частности, , где Ω – кватернион, у которого sqal Ω = 0 , vect Ω = ω. Для удобства ква-
тернион Λ, определяющий текущую ориентацию КА, принят нормированным [1] (||Λ|| = 1).

Практическое значение имеют задачи, в которых в начальный и конечный моменты времени
угловые скорости относительно опорного базиса отсутствуют, поэтому начальная и конечная
скорости равны нулю: ω(0) = ω(T) = 0 (так как опорный базис I не вращается, он фиксирован-
ный); разворот выполняется из состояния покоя в состояние покоя. Для динамической системы
(1.1), (1.2) запишем граничные условия задачи оптимального разворота:

(1.3)

(1.4)
где Т – время окончания поворотного маневра. Кватернионы Λн и Λк, задающие ориентацию
связанных с КА осей в начальный и конечный моменты времени, имеют произвольные наперед
заданные значения, удовлетворяющие условию ||Λн|| = ||Λк|| = 1 (предполагается, что Λк ≠ ±Λн).

ω + − ω ω = ω + − ω ω = ω + − ω ω =  1 1 3 2 2 3 1 2 2 1 3 1 3 2 3 3 2 1 1 2 3( ) , ( ) , ( ) ,J J J M J J J M J J J M

1, 3

Λ = Λ 2 ,ω


Λ = Λ Ω ω

( ) ( )= =н0 , 0 0,L L ω

( ) ( )= =к, 0,L Т L w T
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Эффективность управления будем оценивать интегральной величиной

(1.5)

где k0 > 0 – постоянный положительный коэффициент (k0 ≠ 0). Задача оптимального управления
пространственным разворотом КА формулируется следующим образом: КА необходимо переве-
сти из состояния (1.3) в состояние (1.4) в соответствии с уравнениями (1.1), (1.2) с минимальным
значением функционала (1.5). Время разворота T фиксировано. Решение М(t) ищется в классе
кусочно-непрерывных функций времени.

Принятый критерий качества позволяет определить режим вращения КА, при котором КА
перейдет из исходного своего положения Λн в заданное конечное угловое положение Λк с мини-
мальными затратами управляющих ресурсов и энергии, и найти соответствующую программу
управления. Сформулированная задача управления отличается от рассматриваемых ранее задач
видом функционала (1.5), при котором даже в отсутствие ограничений на управление управляю-
щие переменные не могут быть неограниченно большими. И еще одна особенность. Поскольку
на управляющий момент М не наложено ограничений, то требуемый поворотный маневр может
быть выполнен при любых условиях разворота Λн, Λк, любых значениях J1, J2, J3, k0 и при любом
заданном времени Т. Так как оптимизация основана на квадратичном критерии качества, то с
ростом времени T величина (1.5) уменьшается. От коэффициента k0 зависит, насколько пологим
будет изменение модуля кинетического момента во время оптимального разворота.

2. Решение задачи оптимального управления разворотом. Рассматриваемая задача оптимально-
го управления (1.1)–(1.5) есть задача динамического оптимального разворота твердого тела [1], в
которой управляющими функциями являются моменты Мi, . Поставленную задачу реша-
ем на основе необходимых условий оптимальности в форме принципа максимума Л.С. Понтря-
гина [25]. Введем сопряженные переменные , соответствующие угловым скоростям , .
Критерий оптимальности не содержит позиционных координат (элементов кватерниона ориен-
тации Λ), поэтому используем универсальные переменные ri , i =  [2], заменяющие сопряжен-
ные переменные ψj , которые соответствуют компонентам λj кватерниона Λ, . Ограниче-
ние на фазовую переменную Λ (и соответственно на λj) несущественно, так как оно выполняется
при любых движениях КА вокруг центра масс; ||Λ(t)|| = const в силу уравнения (1.2) [1]. Мы пола-
гали ||Λ(0)|| = ||Λн|| = 1, а значит, ||Λ(t)|| = 1 в любой момент времени t ∈ [0 , T].

2.1. Ф у н к ц и я  Г а м и л ь т о н а  и  с о п р я ж е н н а я  с и с т е м а  у р а в н е н и й. Для зада-
чи оптимального управления (1.1)–(1.5) функция Гамильтона имеет вид [2]

где

Оптимальные функции ri, как компоненты вектора r, и вектор r удовлетворяют уравнениям [2]

(2.1)
(символ × означает векторное произведение векторов). Уравнения для сопряженных функций ϕi
известны [25]:

Поэтому сопряженная система уравнений для функций ϕ1, ϕ2, ϕ3 выглядит следующим образом:

(2.2)

= + + + ω + ω + ω 2 2 2 2 2 2
1 1 2 2 3 3 0 1 1 2 2 3 3

0 0

( / / / ) ( ) ,
T T

G М J М J М J dt k J J J dt

= 1, 3i

φi ωi = 1, 3i

1,3
= 0, 3j

= − + + − ω + ω + ω + +ωϕ + ω2 2 2 2 2 2
1 1 2 2 3 3 0 1 1 2 1 2 3 2 32 3 3 1 1– /( ) ( ) ( ( ) )H M J M J M J М J JJ J Jk J

+ ϕ + ω ω + ω + ω + ω+ ω ω + 1 1 22 2 3 2 31 1 3 2 3 3 1 2 1 2 3 3( ( ) ) ( ( /) ) ,– / –М J J J j rМ rJ rJ J

= λ ψ + λ ψ − λ ψ − λ ψ = λ ψ + λ ψ − λ ψ − λ ψ
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Гамильтониан Н составлен без учета ограничения ||Λ|| = 1 в силу равенства ||Λ(0)|| = 1, о чем до-
говорились выше. Вектор r является постоянным относительно инерциального базиса I и |r| =
const ≠ 0 (постоянство модуля |r| следует из свойств уравнений (2.1)). Решение r(t) системы (2.1)
определяется начальным Λн и конечным Λк положениями КА. Оптимальная функция r(t) вычис-
ляется через кватернион Λ(t) [1, 2]:

(составляющие вектора cE – проекции вектора r на оси инерциального базиса I);  – кватерни-
он, сопряженный кватерниону Λ [1, с. 11–20]. Считается, что r(0) ≠ 0 (в противном случае
r1 = r2 = r3 ≡ 0 и дальнейшее решение задачи теряет смысл). Направление вектора cE зависит от
начального и конечного положений КА. Для того, чтобы КА имел требуемую ориентацию на
правом конце Λ(T) = Λк, необходимо определить вектор cE (или значение вектора r в начальный
момент времени) исходя из получающихся при этом решений системы (1.2).

2.2. У с л о в и я  м а к с и м у м а  г а м и л ь т о н и а н а  и  с т р у к т у р а  о п т и м а л ь н о г о
у п р а в л е н и я. Для определения условий максимума функции H в явном виде представим га-
мильтониан:

где Hinv не зависит явно от управляющих функций Mi. Гамильтониан Н – квадратичная функция
моментов Mi, и ее максимум определяется необходимыми условиями экстремума ,
которым удовлетворяют значения:

(2.3)
Оптимальное решение определяется замкнутой системой уравнений (1.1), (1.2), (2.1)–(2.3).

Система уравнений (2.1)–(2.3) формализует необходимые условия оптимальности для исходной
задачи оптимального управления (1.1)–(1.5). Задача построения оптимальной программы управ-
ления свелась к решению системы уравнений углового движения КА (1.1), (1.2), сопряженных
уравнений (2.2) и уравнений (2.1) при условии, что управляющие функции Mi вычисляются в со-
ответствии с (2.3). Сформулированная задача оптимального управления (1.1)–(1.5) решается до
формализованной системы уравнений, определяющих оптимальное движение; эта система поз-
воляет обнаружить закономерности оптимального движения в явном виде.

Решение системы уравнений (1.1), (2.1)–(2.3) существует и оно единственное (при условии
ω(0) = ω(Т) = 0). Значение r(0) таково, чтобы в результате интегрирования уравнений (1.1), (1.2),
(2.1)–(2.3) с начальными условиями (1.3) для траектории движения Λ(t) выполнялись равенства
(1.4). В силу свойства |r| = const = |r(0)| ≠ 0, для удобства дальнейших рассуждений перейдем к
нормированному вектору р = r/|r| и дальше будем использовать его. Обозначим r0 = |r(t)|, при этом
ri = r0pi. Учитывая соотношения (2.1) и то, что r0 = const ≠ 0 , для вектора p(t) справедливо урав-
нение  = –ω × p или

(2.4)
где pi – компоненты вектора р. Уравнения (1.1), (2.2), (2.4) совместно с равенствами (2.3) и
ri = r0pi образуют замкнутую систему уравнений.

Краевая задача принципа максимума заключается в определении значения вектора р(0) и поло-
жительной величины r0, при которых решение системы дифференциальных уравнений (1.1), (1.2),
(2.2), (2.4) с одновременным выполнением (2.3) удовлетворяло условиям разворота (1.3), (1.4).
С учетом условий разворота ω(0) = ω(Т) = 0 система уравнений (1.1), (2.2)–(2.4) имеет един-
ственное решение, в котором функции pi, ϕi, ωi связаны следующими равенствами:

(2.5)
(2.6)

где a(t) и b(t) – скалярные функции времени, а pi = ri/r0. Соответственно Mi = a(t)pi/2.
Истинность решений (2.5), (2.6) для системы дифференциальных уравнений (1.1), (2.2)–(2.4)

подтверждается последовательной подстановкой соотношений (2.5) в уравнение (2.2) с учетом
зависимостей ri = r0pi и связей (2.6) для всех i = 1, 2, 3 (равенства (2.6) – прямое следствие системы
(1.1), (2.3)–(2.5)). Если обозначить JКА = diag{J1, J2, J3} – тензор инерции КА, ϕ – вектор, компо-
нентами которого являются ϕi, то система (2.2) принимает вид

(2.7)

= Λ Λ = = Λ Λ    нн, где const (0)E Er c c r

Λ

( )= − + + + ϕ + ϕ + ϕ +2 2 2
1 1 2 2 3 3 1 1 1 2 2 2 3 3 3 inv ,H M J M J M J M J M J M J H

∂ ∂ = 0iН M

= ϕ =/2, 1,3.i iM i

p
= ω − ω = ω − ω = ω − ω  1 3 2 2 3 2 1 3 3 1 3 2 1 1 2, , ,p p p p p p p p p

ϕ = =( ) , 1, 3,i ia t p i
ω = ( ) / ,i i ib t p J

− −+= × × 1 1
0 КА КА КА КА КА( ) ( ) ( ) ( )2 – .( ) –k J J J J Jφ ω ω φ ω φ r
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Правая часть уравнения (2.7) с учетом (2.5), (2.6) будет равна

Левая часть уравнения (2.7) с учетом (2.4), (2.5) такова:  – а(t)ω × p и она
тождественно равна правой части, если в зависимостях (2.5) скалярная функция а(t) удовлетво-
ряет условию  = 2k0b – r0

Характер изменения функции а(t) при оптимальном управлении демонстрирует рис. 1, на ко-
тором сплошная линия соответствует оптимальной функции а(t); пунктирная линия обозначает
гипотетическое поведение функции а(t), которое однозначно не может быть оптимальным, так
как оно не удовлетворяет краевому условию ω(T) = 0 и равенству .

2.3. С в о й с т в а  о п т и м а л ь н о г о  д в и ж е н и я. Найдем связь между a(t) и b(t). Из урав-
нений (1.1), (2.3)–(2.6) для оптимальной функции b(t) следует зависимость  или

(2.8)

Из (2.2), (2.4), (2.5) видно, что оптимальные функции a(t), b(t) удовлетворяют соотношению

Учитывая последнее равенство и свойство (2.8), для a(t) запишем уравнение , решени-
ем которого является функция

Анализ структуры функции a(t) показывает, что в любой момент времени t ∈ [0, T] производ-
ная , причем на левом и на правом концах траектории она минимальна: .
Так как граничные угловые скорости равны нулю ω(0) = 0 и ω(T) = 0, то b(0) = b(T) = 0, откуда
r0 = . Соответственно оптимальная функция b(t) имеет вид

Из (2.3)–(2.5) отчетливо видно, что при оптимальном управлении силовой момент М дей-
ствует вдоль прямой, неподвижной в инерциальной системе координат. Поэтому при нулевых
граничных угловых скоростях ω(0) = ω(T) = 0 решение системы (1.1), (2.2)–(2.4) описывает дви-
жение, при котором кинетический момент КА L имеет постоянное направление в инерциальной
системе координат, причем это решение единственное. Для движения ω(t) как решения системы

− − − −+ × × = + × =
= − × = − ×

1 1 1 1
0 КА КА КА КА 0 КА

0 0 0 0

2 ( – – 2 –
2 – 2 – .

) (( ) ( )) ( )
( )

k b b J a J J b J a k b a J b
k b r k b а t r

p p p p p r p p p r
p ω φ p p ω p p

= + =  ( ) ( ) ( )a t a t a tφ p p p

( )a t

= − 0( )a T r

= /2b a

= 
0

1( ) ( ) .
2

t

b t a t dt

= 0 0( ) 2 – .k b ra t

= 0a k a

= − +1 0 2 0( ) exp( ) exp( ).a t C t k C t k

< 0a = = −  0(0) ( )a a T r

−0 1 2( )k C C

= − − + −2 0 1 0 1 2 0( ) [ exp( ) exp( ) ] (2 ).b t C t k C t k C C k
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0

a(t)

T/2 T

t



142

ИЗВЕСТИЯ РАН. ТЕОРИЯ И СИСТЕМЫ УПРАВЛЕНИЯ  № 4  2023

ЛЕВСКИЙ

(1.1), (2.2)–(2.4) (с учетом равенств ri = r0pi) выполняются соотношения (2.6) (то, что равенства
(2.6) удовлетворяют уравнениям (2.4), легко проверить, подставив (2.6) в уравнения движения
(1.1) с учетом равенств (2.3), (2.5)).

Легко показать, что для оптимального движения, соответствующего уравнениям (2.4), (2.6),
выполняется условие . Для этого достаточно продифференциро-
вать по времени левую часть указанного равенства с учетом (2.4), (2.6) и убедиться, что получен-
ная производная равна нулю после подстановки  по формулам (2.4) и затем ωi по выражениям
(2.6). Отсюда следует одно из основных свойств оптимального разворота КА: отношение кине-
тической энергии вращения Е к квадрату модуля кинетического момента КА остается постоян-
ным во все время движения (на всем отрезке времени [0, T]). Действительно

(зависимость b2 = |L|2 следует непосредственно из формул (2.6)).
Задача построения оптимального управления М(t) состоит главным образом в нахождении

такого вектора p0 = р(0) и значений констант C1 и C2, чтобы в результате движения КА в соответ-
ствии с уравнениями (1.2), (2.4), (2.6) выполнялись равенства Λ(Т) = Λк и ω(Т) = 0. Для получе-
ния функциональной зависимости управлений от фазовых координат необходимо решить урав-
нения (2.4), которые для закона (2.6) примут следующий вид:

(2.9)

Общее решение приведенной системы уравнений определить практически невозможно.
Трудность заключается в определении граничных значений p(0) и p(T), которые связаны между
собой выражением

или р(Т) =  р(0)  , где  – кватернион разворота.
2.4. О п р е д е л е н и е  о с н о в н ы х  к о н с т а н т  о п т и м а л ь н о г о  у п р а в л е н и я. По-

скольку b(T) = 0, то постоянные C1 и C2 связаны соотношением . Нетрудно ви-
деть, что a(T/2) = 0 и , а также a(T) = –a(0). Конкретные значения констант C1 и C2 вы-
числяем, используя интеграл

(2.10)

значение которого для движений в соответствии с уравнениями (2.4), (2.6) не зависит от харак-
тера изменения функции b(t) и определяется исключительно кватернионами Λн, Λк и моментами
инерции КА J1, J2, J3 [19] (величина Q рассчитывается одновременно с вектором р0). В оптималь-
ном решении постоянные C1 и C2 таковы:

(2.11)

При любых значениях Q, k0 и T выполняются условия C1 > 0, C2 < 0 и тем самым обеспечива-
ется r0 > 0 и a(0) > 0, a(T) < 0, а b(t) ≥ 0 на всем отрезке времени t ∈ [0, T]. Чем ближе коэффициент
k0 к нулю, тем ближе b(t) к квадратичной функции времени (при k0 → 0 функция b(t) изменяется
по параболическому закону, а(t) – линейная функция времени). Чем больше значение k0, тем
дальше функция b(t) отдаляется от параболического изменения. При неограниченном увеличе-
нии k0 функция b(t) приближается по форме к прямоугольному импульсу высотой Q/T (значение
Q не зависит от коэффициента k0 и определяется исключительно граничными значениями Λн, Λк
и моментами инерции КА J1, J2, J3). Рисунки 2, 3 наглядно показывают характер поведения оп-
тимальных функций b(t) и а(t) в зависимости от значения коэффициента k0 минимизируемого

функционала (1.5) (здесь  > 0,  ≫ ); пунктирная линия на обоих рисунках соответствует
случаю k0 → 0.

+ + =2 2 2
1 1 2 2 3 3 constp J p J p J
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= + + + =+=2 2 2 2 2 2 2
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Уравнения (2.6) отчетливо показывают, что в геометрическом представлении вектор р есть ни
что иное, как орт оптимального кинетического момента КА L в связанной с КА системе коорди-
нат. Оптимальные функции ωi(t), ϕi(t), рi(t) удовлетворяют равенствам (2.5), (2.6), в которых пе-
ременные рi(t) являются решением уравнений (2.4). Оптимальные управления вычисляются по
формулам (2.3) с учетом (2.5). Оптимальным (в смысле минимума показателя (1.5)) будет разво-
рот КА, при котором направление кинетического момента остается неизменным относительно
инерциальной системы координат (векторы М и L параллельны).

Для оптимальной программы управления М(t) движение КА относительно центра масс обла-
дает следующими оригинальными свойствами и соотношениями:

В момент времени t = T/2 (посередине разворота) момент сил М равен нулю M (T/2) = 0, а ки-
нетический момент КА достигает максимального значения |L(T/2)| = Lmax.

<
Λ − Λ = −Λ Λ Λ − Λ = Λ Λ = =          ( ) ( ) ; ( ) ( ) ; max | ( )| | (0)| | ( )|;

t T
T t t T t t t TM M L L M M M

< <
== ω + ω + ω =  max
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3. Обоснование единственности оптимального решения. Покажем, что найденное решение (2.5),
(2.6) – единственное решение системы уравнений (1.1), (2.2)–(2.4). Пусть q – орт, параллельный
моменту М, причем в начальный момент времени t = 0 направления векторов ϕ и q совпадают,
т.е. q(0)ϕ(0) > 0 (знак умножения “⋅” означает скалярное произведение векторов). Тогда ϕ = χ q,
где χ – скалярная функция c начальным значением χ(0) > 0 (|q| = 1). В окрестности точки t = 0
имеем М || L и L = Kq, где L = JКАω – кинетический момент КА; K – скалярная величина. Под-
ставим формулы (2.3) с учетом зависимости ϕ = χ(t)q в уравнения (1.1) при наличии равенств
Jiωi = Kqi. Получим соотношение

(3.1)
Сумма  ортогональна орту q или равна нулю (всегда q ⋅  = 0, так как |q| = 1). Урав-

нение (3.1) будет выполнено в единственном случае, если  и . Теперь подста-
вим равенства ϕ = χ(t) q и L = Kq в (2.7). Левая часть уравнения (2.7) равна

(уравнения (1.1), (2.2) должны выполняться одновременно, поэтому свойство  взято
из (3.1)). Правая часть уравнения (2.7) будет такой:

Приравняв левую и правую части уравнения (2.7), получаем уравнение для вектора q:

из чего следуют равенства r0 = 2k0K –  = – const и q ≡ р (так как χ(0) > 0 и χ(T) < 0, а потому  < 0).
В итоге пришли к выводу: если в какой-либо момент времени t кинетический момент L и вектор
ϕ параллельны, то они параллельны на всем интервале управления 0 < t < T. В самом начале раз-
ворота (L = htϕ при t → 0) и в самом конце маневра (L = −h(Т – t)ϕ при t → T) векторы ϕ и L па-
раллельны (в силу наличия граничных условий ω(0) = 0 и ω(T) = 0), где h – скалярная величина.
Поэтому заключаем, что при оптимальном движении на всем отрезке времени t ∈ [0, T] имеет
место свойство L  р. Отсюда становятся очевидны соотношения (2.5), (2.6), определяющие оп-
тимальное управление.

Доказано, что зависимости (2.5), (2.6) есть единственное решение системы уравнений (1.1),
(2.2)–(2.4) с граничными условиями ω(0) = 0, ω(T) = 0 (с учетом равенств ri = r0pi). Имея ввиду
выражения (2.3), (2.5), (2.6) и оптимальные значения C1 и C2 для функций a(t), b(t), оптимальное
управление и оптимальное движение определяют следующие зависимости:

(3.2)

(3.3)

где pi – компоненты вектора p, удовлетворяющего уравнениям (2.4) или p =  ΛН  р0   Λ,
.

Таким образом, решение (3.2), (3.3) системы уравнений (1.1), (2.2)–(2.4) – единственное.
4. Построение типовой программы оптимального разворота КА. Функции ϕi(t), рi(t), ωi(t) будут

оптимальными тогда и только тогда, когда они удовлетворяют уравнениям (2.4), (2.5), (3.3).
Ключевой проблемой в решении задачи оптимального разворота (при построении оптимального
программного движения ω(t)) является нахождение начальных условий р(0). Максимальный
управляющий момент |М(0)| оптимального закона управления определяется значением коэффи-
циента k0 минимизируемого функционала качества и временем разворота T (вектор р(0) зависит
исключительно от кватерниона разворота Λр и моментов инерции КА J1, J2, J3 и не зависит от k0
и Т); |М (0)| = (C1 + C2)/2. Если р(0) известно, то ϕ(0) = (C1 + C2)р(0).

Управляющие переменные рассчитываются в соответствии с законом (3.2), для реализации кото-
рого необходимо в каждый текущий момент времени t знать все три переменные р1, р2, р3. Система
(1.2), (2.4), (2.6) имеет аналитическое решение только для динамически симметричного и сфериче-
ского тел. Для сферически-симметричного твердого тела (J1 = J2 = J3) решение следующее:
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где , ,  – компоненты векторной части кватерниона разворота Λр. Во время оптимального
разворота КА вращается вокруг оси Эйлера, поэтому траектория оптимального движения Λ(t)
имеет аналитический вид

где e – кватернионная экспонента [1]; вектор в показателе степени кватернионной экспоненты
понимается как кватернион с нулевой скалярной частью. Приведенное решение существенно
отличается от известных случаев [1, 10].

Для динамически симметричного КА (например, когда J2 = J3) задача оптимального управле-
ния разворотом решается до конца (не умаляя общности рассуждений, за ось симметрии приня-
та ось ОХ КА). Оптимальное движение в этом частном, но достаточно распространенном случае
представляет собой одновременное вращение КА как твердого тела вокруг своей продольной оси
ОХ и вокруг некоторого направления η, неподвижного в инерциальном пространстве и состав-
ляющего с продольной осью КА определенный постоянный угол ϑ. Угловые скорости относи-
тельно осей ОХ и η изменяются пропорционально с постоянным коэффициентом пропорцио-
нальности, и поэтому справедливо соотношение

где векторы в показателе степени кватернионной экспоненты понимаются как кватернионы с
нулевой скалярной частью; р0 = р(0); е1 – орт продольной оси КА; α , β – углы поворота КА во-
круг продольной оси ОХ и вокруг вектора р соответственно (считается |α| ≤ π, 0 ≤ β ≤ π). Решение
p(t) системы (1.2), (2.4), (2.6) представим в следующей форме:

(4.1)

где pi0 = рi(0); J = J2 = J3; продольная угловая скорость ω1(t) определяется из соотношений (3.3) с
учетом р1 = const = р10. Зависимость параметров pi0 , α , β от значений кватернионов Λн и Λк опре-
деляется системой уравнений:

(4.2)

где , , ,  – компоненты кватерниона разворота ; –π ≤ α ≤ π , 0 ≤ β ≤ π.
Существование решения системы (4.2) для любых значений кватерниона Λр доказано в [12].

Программные значения функций ωi (проекции требуемого вектора угловой скорости ω* на свя-
занные оси) вычисляются по формулам (4.1) и (3.3), где коэффициент C1 находится из (2.11). В
явном виде оптимальное решение Mi(t), ωi(t), , запишем следующим образом:

где , если р30 ≥ 0 , или , если р30 < 0 (|р10| ≠ 1). Слу-
чай |р10| = 1 не рассматривается, так как он соответствует плоскому вращению КА вокруг про-
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дольной оси ОХ. Оптимальный угол ϑ = arcos р10 (значение р10 находится из системы (4.2)). Оп-
тимальная траектория движения Λ(t) может быть представлена в аналитическом виде

где σ = ;
μ = σр10(J – J1)/J1 (значения Т и k0 заданы, а коэффициент C1 определяется формулой (2.11)).

Для несимметричного КА ( ) решение системы уравнений (1.2), (2.4), (2.6) нахо-
дится только численными методами (например, методом последовательных приближений или
[26]). Определение вектора p0 производится путем решения краевой задачи р(0) = р0, р(Т) =
=  с учетом накладываемых на движение связей (2.9). В способе [27] и системе [28] та-
кая задача решена для КА с произвольными моментами инерции (методом итераций). Заметим,
что решение р0 не зависит от характера изменения модуля кинетического момента, входящего в
уравнения (2.9). Поэтому для нахождения оптимального значения р0 правомерно принять
|L| = const ≠ 0. Случай решения р(t) системы (2.9) с |L| = const соответствует вращению твердого
тела с М = 0 (поскольку уравнения (1.1), (2.4) и (2.6) выполняются одновременно).

Для вращения твердого тела с постоянным направлением кинетического момента относи-
тельно инерциальной системы координат (независимо от изменения модуля |L|) имеет место ра-
венство

где Kc – произвольная средняя величина кинетического момента (Kc > 0); tпр – прогнозируемое
время разворота из положения Λн в положение Λк, т.е. время, когда выполнится равенство Λ = Λк
для решения Λ(t) системы уравнений (1.2), (2.4), (2.6), в которых b = Kc, а Λ(0) = Λн. Если b(t) =
const = Kc, то Q = . Каждой конкретной величине Kc соответствует свое значение tпр (значе-
ния tпр и Kc связаны обратно пропорциональной зависимостью). Взяв Kc ≠ 0 и моделируя не-
управляемое вращение КА (когда М = 0) для соответствующих начальных условий Λ(0) = Λн,

, получим прогнозируемое время tпр.
Для построения оптимального управления при развороте КА необходимо знать не только

программу изменения координат рi(t), но и значения постоянных параметров C1 и C2, определя-
ющих темп приближения к требуемому конечному состоянию Λ(Т) = Λк, ω(Т) = 0 (коэффициент
k0 и время разворота Т заданы). Конкретное значение r0 = |r| и параметры C1 и C2 зависят от дли-
тельности разворота T, коэффициента k0 функционала качества и от интеграла Q.

Решение задачи оптимального разворота (в смысле минимума (1.5)) подчиняется уравнениям
(2.4)–(2.6), а управляющие переменные Мi и угловые скорости ωi изменяются в соответствии с
законами (3.2), (3.3). Решение (3.2), (3.3) оптимально, потому что оно единственное; только оно
одно (и никакое другое) удовлетворяет необходимым условиям оптимальности. Любое отличное
от (3.2), (3.3) движение будет заведомо хуже (в смысле минимума интеграла (1.5)), поскольку не
является решением системы (2.2)–(2.4), а значит, не удовлетворяет необходимым условиям оп-
тимальности (согласно принципу максимума). Значение C1 в законах движения (3.2), (3.3) опре-
деляет максимальную величину управляющего момента |M(0)| и максимальное значение кине-
тического момента Lmax = |L (T/2)|. Значение вектора р0 рассчитывается в результате решения
краевой задачи принципа максимума. Константы r0, C1 полностью определяют программу дви-
жения при оптимальном законе управления пространственным разворотом КА. Программное
изменение момента сил М описывается зависимостью

(4.3)
Необходимо заметить, что чем больше коэффициент k0, тем больше максимальный управля-

ющий момент |M(0)| и тем меньше максимальная энергия вращения Emax = E(T/2) и максималь-
ный кинетический момент Lmax = |L(T/2)|. Чем меньше коэффициент k0, тем меньше максималь-
ный управляющий момент |M(0)|, но тем больше максимальная энергия вращения Emax = E(T/2)
и максимальный кинетический момент Lmax = |L(T/2)|. Если k0 → 0, то a(t) – линейная функция
времени (  ≈ const = –r0), а b(t) – квадратичная функция времени (этому случаю соответствуют
пунктирная линия на рис. 2). Если k0 → ∞, то в середине разворота  близка нулю (  ≈ 0, хотя

 < 0) и b(t) ≈ const (см. рис. 2).
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Для динамически симметричного КА значения Q, C1, C2 и r0 вычисляются значительно проще
(расчет величин |M(0)| и Lmax также упрощается). В этом частном случае |L| = J2  и Q = J2β, где J2 –
момент инерции относительно поперечной оси (J2 = J3);  – скорость вращения вокруг кинети-
ческого момента L; β – угол поворота КА вокруг вектора L (из физического смысла β ≥ 0). Чтобы
значение оптимизируемого функционала (1.5) было минимальным, необходимо выполнить
условие β ≤ π (именно поэтому система (4.2) включает неравенство 0 ≤ β ≤ π). Значения C1, C2 и
r0 зависят только от угла поворота КА вокруг кинетического момента L и численно равны:

В случае осевой симметрии КА полученное решение принципиально отличается от известно-
го [12], так как оно не имеет интервалов времени, на которых модуль управляющего момента
постоянный; второе отличие – все управляющие функции Мi(t) и все фазовые переменные Λ, ωi
есть непрерывные (даже гладкие) функции времени.

5. Результаты математического моделирования. Для примера рассмотрим разворот некоторого
КА на 180° из положения, при котором связанные оси совпадают по направлению с одноимен-
ными осями инерциального базиса I, в положение, соответствующее кватерниону Λк с элемен-
тами λ0 = 0; λ1  = 0.707; λ2 = 0.39; λ3 = 0.59 . Приведем численное решение задачи оптимального
управления программным разворотом КА с минимальным значением показателя (1.5). При этом
считалось, что начальные и конечные угловые скорости нулевые: ω(0) = ω(Т) = 0. Определим оп-
тимальную программу управления скоростью вращения КА ω(t) для перевода КА из состояния
(1.3) в состояние (1.4) за время Т = 300 с. Инерционные характеристики КА полагаем равными:
J1 = 25603 кг⋅м2, J2 = 91495 кг⋅м2, J3 = 80662 кг⋅м2. Считаем, что коэффициент k0 = 0.01 с–2.

При решении краевой задачи принципа максимума в уравнениях (2.6) полагаем b = const (и
соответственно |L| = const), так как искомое значение p0 не зависит от характера изменения
функции b(t) [19]. Нахождение расчетного значения вектора p0 начинаем с решения той же кра-
евой задачи для динамически симметричного КА с моментами инерции J1 и J, где J – момент
инерции относительно поперечной оси, принимаемый равным

В предположении динамической симметричности КА решение p0 определяется системой
(4.2), в которой элементы кватерниона разворота таковы: ν0 = 0; ν1 = 0.707; ν2 = 0.39; ν3 = 0.59.

Для симметричного твердого тела искомый вектор p0 такой:  = {0.465250; –0.371480; 0.803458}.
Полученные из уравнений (4.2) значения p0 и β являются начальным приближением к истинно-
му решению. Они уточняются до тех пор, пока не будут удовлетворять системе уравнений (1.2),
(1.1), в которых момент сил отсутствует (M = 0), с учетом накладываемых на движение КА огра-
ничений Λ(0) = Λн, Λ(tпр) = Λк, а начальные угловые скорости ωiн определяются вектором p0 и уг-
лом β по следующим выражениям:

(5.1)

Прогнозирование “свободного” движения осуществляется интегрированием системы урав-
нений (1.1), (1.2), описывающих вращение КА, при начальных условиях Λ(0) = Λн, ω(0) = ωн и с
учетом того, что M = 0. Степень приближения найденных р0 и β к искомому решению характе-
ризуется мерой ε = sqal( ), где Λпр – наиболее близкое к Λк положение, полученное в ходе
моделирования движения КА около центра масс (согласно уравнений (1.2), (1.1), в которых Mi = 0).
Вектор р0 уточняется до тех пор, пока ε < εпор (εпор – некоторое близкое к единице пороговое зна-
чение, отражающее точность найденного решения). Как только условие ε ≥ εпор достигнуто (про-
гнозируемая ошибка соответствует требуемой точности), истинные значения p0 и β, удовлетво-
ряющие граничным условиям Λ(0) = Λн, Λ(tпр) = Λк, будут найдены и краевая задача решена. Век-
тор p0 уточняется, используя следующее рекуррентное соотношение:
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где  – значение кватерниона разворота на k-й итерации, используемое в системе (4.2). “Сво-
бодное” движение прогнозируется интегрированием системы уравнений (1.1), (1.2), описываю-
щей вращение КА с начальными условиями Λ(0) = Λн, ω(0) = ωн и с учетом того, что M = 0. На

каждом k-м шаге итераций обновляются элементы кватерниона разворота  (правые части си-
стемы (4.2)), и из уравнений (4.2) мы получаем p0 и β, а также соответствующую начальную угло-
вую скорость ωн (согласно (5.1)) и прогноз Λпр. Если ε < εпор, то вычисляется кватернион разво-

рота  для следующего (k + 1)-го шага итераций и процесс уточнения вектора p0 повторяется.
За начальное приближение в правых частях системы (4.2) берутся элементы кватерниона

. Итерационный процесс прекращается, когда ε ≥ εпор.
Принятая схема итераций аналогична итерационному методу решения уравнения вида

x = g(x) для скалярной функции g(x) скалярного (одномерного) аргумента x. В нашем случае
аргумент – гиперкомплексное число (кватернион) Λр. Функцией является кватернионная вели-
чина , где Λк – постоянный (не зависящий от аргумента Λр) кватернион; Λпр зависит
от аргумента Λр через систему уравнений (4.2), (5.1) посредством модели движения (1.1), (1.2) (в
уравнениях (1.1) принимается Мi = 0). Изменяя Λр, изменяются вектор p0 (в соответствии с (4.2))
и угловые скорости ωiн, а значит, изменится и значение Λпр, что вызовет изменение функции

. Как только sqal( ) ≥ εпор, итерационный процесс прекращается, а решение

p0 считается найденным. Так как |vect( )| < |vect | для всех k, то итерационный процесс
приближения p0 к искомому решению сходится. Аналогичный метод определения значения р0 в
решении краевой задачи принципа максимума использовался в задаче оптимального по быстро-
действию управления [16]. Заметим, что это лишь один из возможных (но далеко не единствен-
ный) итерационных алгоритмов поиска оптимального вектора р0.

В результате решения краевой задачи разворота из положения Λ(0) = Λн в положение Λ(Т) = Λк
получили расчетное значение вектора p0 = {0.455215; –0.347544; 0.819751} и значение интеграла
(2.10) Q = 15837 Н⋅м⋅с2. Максимальная величина управляющего момента равна |M(0)| = 56 Н⋅м.
Максимальный модуль кинетического момента составил Lmax = 563.7 Н⋅м⋅с, а максимальная
энергия вращения за время разворота оказалась равной Emax = 2.82 Дж. Значение функции a(t) в
начальный момент времени следующее: a(0) = 112 Н⋅м. Оптимальный вектор ϕ (0) = {51.0; –38.9;
91.8}. Значение константы r0 = 11.274 Вт.

Данные математического моделирования динамики оптимального разворота представлены
рис. 4–7. На рис. 4 изображены графики изменения угловых скоростей в связанной с КА системе
координат ω1(t), ω2(t), ω3(t) по времени. Отмечаем, что угловая скорость ω1, соответствующая оси
ОХ КА, – знакопостоянна, а характер ее изменения повторяет поведение модуля кинетического
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момента (в отличие от составляющих угловой скорости ω2 и ω3). Это свидетельствует о том,
что ось ОХ – продольная ось КА. На рис. 5 отображены графики изменения компонент ква-
терниона Λ(t), определяющего текущую ориентацию КА в процессе совершаемого поворот-
ного маневра: λ0(t), λ1(t), λ2(t), λ3(t). На рис. 6 приведена динамика изменения составляющих
р1(t), р2(t), р3(t) орта р во времени. Характерным является незначительное изменение проек-
ции р1. На рис. 7 изображены графики изменения управляющих функций М1(t), М2(t), М3(t).
Значение показателя (1.5), отражающего экономичность программы М(t) управления разво-
ротом, составило G = 19.2 Дж/с. При оптимальном управлении переменные рi и λj являются
гладкими функциями времени; угловые скорости ωi – гладкие функции времени (за исключе-
нием моментов времени t = 0 и t = Т).

Заключение. Рассмотрена и решена задача оптимального управления пространственным раз-
воротом КА из исходного углового положения в заданное конечное угловое положение. Приня-
тый нами показатель оптимальности включает как управляющие функции, так и фазовые пере-
менные и характеризует энергетические затраты, расходуемые на переориентацию КА. Вопросы
экономичности управления движением КА актуальны и сегодня, поэтому решаемая в статье за-
дача разворота является практически важной.

На основе принципа максимума Л.С. Понтрягина и кватернионных моделей и методов иссле-
дования управляемого движением твердого тела (КА), а также используя универсальные пере-
менные ri [2], получено решение поставленной задачи. Выписаны выражения для оптимального
управления, функции Гамильтона и сопряженной системы уравнений для исходной задачи.
Определены ключевые свойства оптимального движения и тип траектории, оптимальной по вы-
бранному критерию. Так в процессе всего разворота отношение кинетической энергии враще-
ния к квадрату модуля кинетического момента КА есть величина постоянная. Найдены необхо-
димые условия оптимальности и раскрыта структура оптимального управления; приведены фор-
мализованные соотношения для определения программного движения КА. Показано, что на
всем интервале переориентации момент сил действует вдоль прямой, неподвижной в инерци-
альном пространстве, и направление кинетического момента остается неизменным относитель-
но инерциальной системы координат. Управление (4.3) оптимально, потому что оно является
единственным решением системы уравнений (1.1), (2.2)–(2.4), которые формализуют необходи-
мые условия оптимальности.

В статье описывается процедура реализации оптимального режима управления. Задача опти-
мального управления разворотом решается до конца; даны выражения для расчета ключевых ха-
рактеристик маневра переориентации. Так как на управляющий момент не наложено никаких
ограничений, требуемый поворотный маневр осуществим для любого заданного времени Т. Для
динамически симметричного КА представлено законченное решение задачи пространственного
разворота: во-первых, получены зависимости как явные функции времени для оптимального за-
кона движения и соотношения для расчета ключевых параметров алгоритма управления пово-
ротным маневром; во-вторых, записана система уравнений (в аналитическом виде), из которой
непосредственно находится решение краевой задачи принципа максимума и вычисляются необ-
ходимые константы закона управления (оптимальные значения указанных параметров могут
быть определены устройством [29]). Приводятся данные математического моделирования, ил-
люстрирующие динамику движения КА во время оптимального разворота.

Главное отличие предлагаемого решения состоит в использовании нового функционала каче-
ства, который объединяет в заданной пропорции вклад управляющих сил (по энергетическим
затратам) в движение КА за время разворота и интеграл от кинетической энергии вращения. На-
личие интеграла от квадратичной свертки по силовым моментам в функционале качества делает
управление, во-первых, ограниченным, а, во-вторых, управляющие функции гладкими (угловые
скорости – также гладкие функции времени). Введение интеграла от кинетической энергии вра-
щения в минимизируемый функционал уменьшает (насколько это возможно при заданном вре-
мени T) кинетическую энергию вращения во время разворота. Коэффициент k0, устанавливаю-
щий пропорцию между затратами управляющих усилий и интегралом энергии вращения, опре-
деляет, насколько пологим будет изменение модуля кинетического момента во время
оптимального разворота. Если k0 → 0, то модуль кинетического момента изменяется по парабо-
лическому закону и достигает максимального значения в момент t = T/2. При неограниченном
увеличении k0 оптимальный процесс приближается к импульсному управлению, при котором
участки разгона и торможения, когда управляющий момент неограниченно большой, бесконеч-
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но малы, и почти на всем интервале разворота КА вращается практически по инерции (между
импульсными разгоном и торможением управляющий момент пренебрежимо мал М ≈ 0).

Полученное решение отличается и от известной работы [12], где оптимально релейное управ-
ление с двумя точками переключения (для задачи разворота за фиксированное время), а в нашей
задаче оптимальным является непрерывное управление. В оптимальном по критерию (1.5) реше-
нии отсутствуют участки с постоянным модулем управляющего момента. Кроме того, возмож-
ность разворота по способу [12] зависит от длительности маневра. Перечисленные выше отличия
вызваны различием в форме минимизируемого функционала и отсутствием ограничений на
управляющие переменные. Наконец, результаты [12] применимы исключительно к динамиче-
ски симметричному твердому телу. Для решения [12] управление разворотом происходит с по-
стоянным углом между кинетическим моментом и продольной осью КА.

Необходимо отметить, что метод разворота с минимальными затратами (1.5) может оказаться
полезным для КА с системой ориентации на базе электрореактивных двигателей (ЭРД), по-
скольку при управлении с помощью ЭРД (и, в частности, ионными двигателями) первый инте-
грал в показателе (1.5) пропорционален потребляемой электроэнергии (тяга ЭРД прямо про-
порциональна потребляемому электрическому току [30], с высокой степенью достоверности, а
вращающий момент пропорционален плечу установки управляющего ЭРД). Учитывая необхо-
димость всемерного снижения электропотребления ЭРД для управления КА, становится понят-
ным выбор функционала; второе слагаемое в (1.5) ограничивает кинетическую энергию враще-
ния, делая ее минимально возможной при заданном времени разворота, что также крайне жела-
тельно (в практике космических полетов). Заметим, что в настоящее время на многих
зарубежных КА в качестве двигателей ориентации применяются ионные двигатели (в космиче-
ской программе США для решения задач ориентации КА использовались ионные двигатели
XIPS-25 разработки Boeing Space Systems). В последние годы в связи с ростом сроков активного
существования КА (более 10 лет), а также применением высокоточных систем ориентации инте-
рес к ЭРД значительно возрос [31] (неоспоримыми преимуществами ЭРД является возможность
малой величины единичного импульса тяги, высокая точность дозирования импульсов, практи-
ческое отсутствие импульса последействия, что обеспечивает выполнение особо точной ориен-
тации). Благодаря невообразимо высоким значениям удельного импульса (до 6000 с) массовое
применение ЭРД на КА (в том числе для ориентации КА) – одна из ведущих и закономерных
тенденций космической деятельности в мире.
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том ограничений на значения обобщенных координат, скоростей и ускорений. Управление
строится при помощи метода бэкстеппинга в сочетании с использованием логарифмических
барьерных функций Ляпунова. Полученные в работе стабилизирующие обратные связи в от-
личие от аналогичных известных результатов не приводят к неограниченному росту значений
переменных управления при приближении переменных состояния системы к граничным
значениям. В качестве примера рассмотрена задача построения и стабилизации траектории
пространственного движения подводного аппарата.

DOI: 10.31857/S0002338823040054, EDN: OCLSAO

Введение. Разработка методов решения задач построения и стабилизации траекторий движе-
ния динамических систем с учетом различных ограничений является одной из популярных и
важных тем исследований последних десятилетий. Актуальность исследований обусловлена тре-
бованиями безопасности к переходным процессам при управлении техническими системами,
подразумевающими, что при отслеживании программной траектории движения обьекта управ-
ления переменные состояния системы должны находиться в рамках допустимых значений. От-
метим также, что в последнее время все большую популярность среди исследователей приобре-
тают задачи группового управления (см., например, [1]), в процессе решения которых от отдель-
ных объектов управления в группе требуется нахождение в отдельной области пространства,
непересекающейся с зонами движения других обьектов [2].

Конструктивные аналитические методы синтеза нелинейных законов управления на основе
использования нелинейных моделей движения обьектов управления были предложены и актив-
но исследовались на рубеже 1990-х и 2000-х годов. Наиболее популярными подходами к синтезу
нелинейных обратных связей являются метод обратных задач динамики [3], в общем случае ба-
зирующийся на применении дифференциально-геометрического аппарата [4, 5], а также метод
бэкстеппинга [6] и методы, использующие свойства пассивности механических систем [7].

Результаты, связанные с возможностью учета различного рода ограничений при синтезе не-
линейных законов управления с помощью указанных методов, появились позднее [8, 9]. Наибо-
лее эффективным с точки зрения возможностей учета ограничений на состояние системы явля-
ется метод бэкстеппинга [6]. В сочетании с использованием барьерных функций [10] метод бэкс-
теппинга позволяет строить стабилизирующие обратные связи, гарантирующие выполнение
ограничений на состояние системы [8, 9, 11–16]. Отметим, что предлагаемые в большинстве ра-
бот обратные связи, полученные на основе применения барьерных функций Ляпунова в методе
бэкстеппинга, приводят к значениям управляющих переменных, неограниченно возрастающих
при приближении переменных состояния к граничным значениям [8, 9, 11, 12]. Однако неогра-

1 Работа выполнена по теме государственного задания (№ госрегистрации 123021700055-6).
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ниченный рост значений переменных управления будет нежелательным, так как может приво-
дить к насыщению управляющих воздействий и излишнему расходу ресурса управления. Одним
из способов решения указанной проблемы является, например, расширение динамики системы
за счет использования производных управляющих переменных, предложенное в [14].

В работе решается задача синтеза обратных связей по состоянию, стабилизирующих про-
граммные траектории движения механических систем, которые описываются уравнениями Эй-
лера–Лагранжа, с учетом ограничений на абсолютные величины обобщенных координат, ско-
ростей и ускорений. Управление строится на основе метода бэкстеппинга с помощью логариф-
мических барьерных функций Ляпунова. Полученные в работе стабилизирующие обратные
связи в отличие от аналогичных известных результатов не приводят к неограниченному росту
значений переменных управления при приближении переменных состояния к граничным зна-
чениям. В качестве примера рассмотрена задача построения и стабилизации траектории про-
странственного движения подводного аппарата.

1. Постановка задачи. Рассматривается задача стабилизации программных движений динами-
ческих систем, имеющих структуру уравнений Эйлера–Лагранжа и записанных следующим об-
разом:

(1.1)

Здесь  – вектор обобщенных координат;  – вектор управ-

ляющих сил и моментов; M(q) – матрица кинетической энергии,  при всех
;  – центробежные и кориолисовы силы;  – демпфирование; G(q) = ,

где Π(q) – потенциальная энергия системы.

Будем полагать, что для системы (1.1), например с использованием результатов работы [17],
построено программное движение , , , удовлетворяющее фиксирован-
ным начальным и конечным условиям на переменные состояния q,  системы:

(1.2)

а также ограничениям

(1.3)

где Bi, Ni и Qi,  – некоторые заданные положительные числа.

Обозначим i-ю компоненту вектор-функции P(t) через pi(t) и определим соответствующие
ошибки отслеживания , , программной траектории . Отметим, что
при стабилизации программной траектории , , можно при необходимости рас-
смотреть значения pi(t) при , доопределив соответствующие функции, например, значени-
ями  при . Далее, без ограничения общности будем полагать, что функции pi(t)
определены при всех , а также являются дважды непрерывно дифференцируемыми.

Задача. Требуется выбрать компоненты вектора управляющих воздействий  в системе (1.1) в
виде обратных связей по состоянию системы таким образом, чтобы при всех  для произ-
вольных значений  и  было гарантировано выполнение условий  при 
с учетом ограничений:

(1.4)

Здесь ,  и  – некоторые заданные положительные константы, удовлетворяющие соответ-
ственно условиям ,  и .

2. Стабилизация программных траекторий с учетом ограничений. Заметим, что одним из хорошо
известных и широко используемых методов синтеза нелинейных стабилирующих законов
управления является метод линеаризации обратной связью (см., например, [5]). В результате
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применения метода линеаризации обратной связью для решения задачи стабилизации про-
граммной траектории  системы (1.1) получим следующее управление:

(2.1)

где ,  и  – диагональные матрицы раз-
мера m × m с соответствующими коэффициентами усиления  и , , на главной
диагонали.

Замкнутую обратной связью (2.1) систему (1.1) можно записать в виде

(2.2)

Положение равновесия ,  линейной системы (2.2) асимптотически устойчиво в це-
лом. Однако известно [18], что за счет выбора элементов матриц  и  явным образом обеспе-
чить выполнение для решений системы (2.2) ограничений (1.4) затруднительно. Поэтому закон
управления (2.1) далее в работе будет модифицирован.

Для синтеза управления, стабилизирующего программную траекторию  системы (1.1)
с учетом ограничений (1.4), воспользуемся идеями метода бэкстеппинга [6] в сочетании с лога-
рифмическими барьерными функциями Ляпунова [8].

При построении управления рассмотрим сначала функцию

где положительные постоянные  определяются далее. Производная по времени функции
 в силу системы (1.1) имеет вид

Для удобства используем переменные , где  – непрерывно дифференци-
руемые функции, определяемые далее. Тогда выражение для  можно представить следую-
щим образом:

Выбрав , где  – положительные коэффициенты усиления, получим

В качестве функции Ляпунова замкнутой управлением системы используем функцию

где ,  – положительные коэффициенты, определяемые далее,
. Будем полагать, что значения  и , , такие, что выполняются

условия . Заметим, что функция  является положительно определенной в области
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лении  или  хотя бы для одного значения i, , или соответственно
значения  j,  .

Производная по времени функции  в силу системы (1.1) запишется следующим обра-
зом:

Для удобства дальнейших рассуждений представим последнее слагаемое в выражении для
 в виде скалярного произведения векторов:

и . Тогда с учетом равенства , где , производ-
ная по времени функции  в силу системы (1.1) примет вид

Далее, принимая во внимание соотношение (1.1), имеем

(2.3)

Стабилизирующее программную траекторию q = P(t) системы (1.1) управление выберем сле-
дующим образом:

(2.4)

где ,  – положительные коэффициенты усиления,

Подставив управление (2.4) в выражение (2.3), получим

В результате выделения полных квадратов по соответствующим переменным справедлива следу-
ющая оценка:

Таким образом, производная по времени функции  в силу системы (1.1) с управлени-
ем (2.4) отрицательно определена в области
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Заметим, что для любых положительных коэффициентов усиления ,  в управлении (2.4) за
счет выбора положительных постоянных ,  в функции Ляпунова  значения величин

 можно сделать сколь угодно близкими к соответствующим значениям кон-
стант .

Система (1.1), замкнутая управлением (2.4), с учетом соотношения  может быть
представлена в виде

(2.5)

Тогда в силу справедливости при всех  неравенств

с учетом соотношений  положение равновесия ,  системы (2.5), соглас-
но монографии [19], асимптотически устойчиво с областью притяжения

(2.6)

являющейся положительно инвариантным множеством.
Далее, в силу равенства  для компонент qi(t) любого решения q = q(t) систе-

мы (1.1), замкнутой управлением (2.4), с начальной точкой в множестве (2.6) при всех  и
 верны следующие оценки:

Дополнительно, с учетом уравнения (2.5) для любого  и  имеют место неравенства

при любых значениях констант , , ,  и , удовлетворяющих условиям:

Здесь постоянные Bi, Ni и Qi взяты из ограничений (1.3), выполняющихся для программной тра-
ектории q = P(t).

Заметим, что правые части систем (2.2) и (2.5) при соотношениях коэффициентов усиления
 и  различаются за счет присутствия в правой части системы (2.5) слагае-

мого b, i-я компонента bi которого в переменных ,  имеет вид

(2.7)
Таким образом, наличие дополнительного слагаемого b в обратной связи (2.4) по сравнению

с законом управления (2.1), найденным при помощи метода линеаризации обратной связью,
обеспечивает выполнение ограничений (1.4). Отметим, что при стремлении  и/или

 для любого i соответствующая функция (2.7) не является неограниченно возраста-
ющей и имеет конечный предел. В этом свойстве дополнительной стабилизирующей компонен-
ты b в обратной связи (2.4) заключается существенное отличие предлагаемого в работе способа
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применения метода бэкстеппинга от других работ, например [9, 11, 12]. Полученные в [9, 11, 12]
обратные связи на основе метода бэкстеппинга приводят к значениям управляющих перемен-
ных, неограниченно возрастающих при приближении переменных состояния к граничным зна-
чениям.

Так, по аналогии с результатами работ [9, 12] можно предложить следующую стабилизирую-
щую обратную связь:

(2.8)

где

Производная по времени функции  в силу системы (1.1) c управлением (2.8) примет вид

и является отрицательно определенной в области .
Однако, несмотря на то, что управление (2.8) также будет решением задачи cтабилизации

программной траектории q = P(t) системы (1.1) с учетом ограничений (1.4), при стремлении
 для любого i соответствующая i-я компонента вектор-функции  может неограни-

ченно возрастать. Следовательно, полученная в настоящей работе стабилизирующая обратная
связь (2.4) предпочтительнее управления (2.8).

3. Решение задачи управления пространственным движением подводного аппарата. Для описа-
ния движения аппарата используются две системы координат: инерциальная земная система ко-
ординат  и неинерциальная система координат , жестко связанная с корпусом под-
водного аппарата. Начало  неинерциальной системы координат обычно выбирается совпада-
ющим с центром тяжести или центром плавучести корпуса аппарата, а направления осей ,

 и  фиксируются вдоль главных осей инерции корпуса. Продольная ось  направлена
вдоль корпуса от хвостовой части к передней, поперечная ось  выбирается ортогонально
правому борту корпуса аппарата в горизонтальной плоскости, а нормальная ось  ориентиро-
вана сверху вниз [20].

Поступательное движение аппарата описывается координатами  точки Ob в инер-

циальной системе координат  и координатами  вектора скорости точки Ob в не-
инерциальной системе координат . Вращательное движение корпуса аппарата задается
при помощи угловых координат  поворота неинерциальной системы координат

 относительно инерциальной системы координат , где  – угол крена,  – угол тан-
гажа,  – угол рысканья, а также вектора  угловых скоростей вращения корпуса ап-
парата относительно соответствующих осей ,  и  неинерциальной системы коорди-
нат  [20].

Координаты вектора скорости точки Ob в инерциальной и неинерциальной системах коорди-
нат, согласно монографии [20], связаны соответственно соотношениями
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Далее, угловые скорости вращения корпуса аппарата вокруг осей неинерциальной системы
координат  пересчитываются в производные по времени угловых координат  следую-
щим образом [20]:

где

В итоге, кинематика движения подводного аппарата может быть записана в виде

(3.2)

где , ,

Здесь  – нулевая матрица размера 3 × 3.
Динамические уравнения поступательного и вращательного движения корпуса подводного

аппарата в векторных обозначениях представлены ниже [20]:
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подвижной системе координат ; , ,  – моменты инерции корпуса относительно осей

,  и  соответственно; , ,  – центробежные моменты инерции; , ,  – про-
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, ,  – суммарные моменты сил, действующих на корпус, вокруг осей ,  и .
В частности, если оси ,  и  направлены вдоль главных осей инерции корпуса аппара-
та, то имеют место равенства .

Внешние силы и моменты, действующие на корпус подводного аппарата, характеризуются
компонентами вектора τRB в правой части динамической системы (3.3), который имеет следую-
щую структуру:

(3.4)

где τH включает влияние присоединенной массы воды, гидродинамического демпфирования,
гравитации и выталкивающей силы; τ представляет собой силы и моменты, создаваемые управ-
ляющими органами аппарата.

Компонета τH в соотношении (3.4), согласно [20], имеет вид

(3.5)
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моментов, связанных с влиянием присоединенной массы воды, в окрестности нулевых значений
скоростей. В частности, в случае малых скоростей движения подводного аппарата, согласно [20],
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, , , , , , , ,  и D(ν) = –diag(Xu +
+ , где Xu, , , Kp, Mq,  и

, , , , ,  – некоторые отрицательные коэффициенты.

Вектор-функция  в выражении (3.5), описывающая влияние величины силы тяжести
 и величины выталкивающей силы  на динамику корпуса аппарата, записывает-

ся следующим образом [20]:

(3.6)

где  – координаты центра плавучести корпуса аппарата в подвижной системе ко-
ординат , ρ – плотность воды, V – объем вытесненной корпусом аппарата жидкости,
знак умножения  использован для обозначения векторного произведения соответствующих
векторов. Покомпонентно выражение (3.6) примет вид

(3.7)

В итоге, принимая во внимание соотношения (3.2) – (3.7), получим следующую математиче-
скую модель движения подводного аппaрата, записанную относительно неинерциальной систе-
мы координат :

(3.8)

где , .

Тогда с учетом равенства (3.2) уравнения движения корпуса аппарата в векторном виде отно-
сительно инерциальной земной системы координат  примут вид

(3.9)

где , , .

Для построения программной траектории , , движения корпуса подводного
аппарата воспользуемся результатами, полученными в работе [17]. Используем далее обозначе-
ния , , , , ,  и перепишем условия (1.2):

В частности, рассмотрим, например, значения , , и дополнительно потребу-
ем, чтобы искомая программная траектория удовлетворяла условиям  и ,

. Будем также полагать, что время движения T не задано в постановке задачи.

Фиксируем произвольные положительные значения T1, T3, T5 и , . Для синтеза про-

граммной траектории из начальной точки  в конечную точку  в

фазовом пространстве  системы (3.9) используем дополнительные
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промежуточные точки с координатами , , где значения , , ,
, удовлетворяют условиям  и соответствующим соотношениям [17]:

Программная траектория η = P(t), , запишется покомпонентно следующим образом:

(3.10)

где , , , многочлены  имеют соответствующий
вид

Здесь коэффициенты ,  следующие [17]:

Далее, согласно работе [17], для выполнения ограничений  и  при всех
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ций (3.10) необходимо и достаточно, чтобы выбранные значения T1, T3, T5 и ,  удовле-
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Наконец, управление, стабилизирующее программную траекторию , , систе-
мы (3.9), покомпонентно заданную соотношениями (3.10), с учетом соответствующих ограниче-
ний (1.4), согласно формуле (2.4), запишется следующим образом:

(3.11)

где , , ,

( )η = P t [ ]∈ 0,t T
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Рис. 1. Координаты  центра масс корпуса аппарата как функции времени и их программные зна-
чения 
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Результаты численного моделирования системы (3.9) с управлением (3.11) представлены на
рис. 1–8 для следующих значений физических и геометрических параметров модели, соответствую-
щих подводному аппарату Kambara [21, 22]: m = 117 кг, g = 9.81 м ⋅ с–2, B = 1108 Н,  кг ⋅ м2,

 кг ⋅ м2,  кг ⋅ м2,  м,  м,  м,  м,  м,  м,
 кг,  кг,  кг,  кг ⋅ м2/рад,  кг ⋅ м2/рад,
 кг ⋅ м2/рад,  кг/с,  кг/с,  кг/с,  Н ⋅ м ⋅ с/рад,

 Н ⋅ м ⋅ с/рад,  Н ⋅ м ⋅ с/рад,  кг/м,  кг/м,  кг/м,
 кг ⋅ м2/рад2,  кг ⋅ м2/рад2,  кг ⋅ м2/рад2.

= 10.7xI
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= − 58.4uX = − 23.8vY = − 23.8wZ = − 3.38pK = − 1.18qM
= − 2.67rN = −120uX = −90vY = −150wZ = −15pK
= −15qM = −18rN = −90u uX = −v v 90Y = −120w wZ

= −10p pK = −12q qM = −15r rN

Рис. 3. Угловые координаты  вращения корпуса аппарата вокруг центра масс как функции време-
ни и их программные значения 
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Построена программная траектория смещения центра масс корпуса аппарата из начала коор-
динат  в точку с координатами  и пространственного разворота кор-
пуса на 180° по углу рысканья ψ. В качестве начальных и конечных значений переменных состо-
яния системы (3.9) для программной траектории рассматривались соответственно

,  и ,  =
= (0, 0, 0, 0, 0, 0)T. При планировании программной траектории были выбраны значения  с,

, , .
Для численного моделирования процесса стабилизации построенной программной

траектории были использованы следующие начальные значения: 
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( ) ( )ξ = π π π T
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Рис. 5. Координаты вектора ускорения  поступательного движения центра масс корпуса аппарата
как функции времени и их программные значения 
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и  соответствующих переменных отклонения и их произ-
водных, в также значения параметров управления (3.11): 

.

Заключение. Рассмотрена задача стабилизации программных траекторий движения механи-
ческих систем с учетом ограничений на значения обобщенных координат, скоростей и ускоре-
ний. Для построения стабилизирующих законов управления применен метод бэкстеппинга, ис-
пользующий логарифмические барьерные функции Ляпунова. Полученные в работе стабилизи-
рующие обратные связи в отличие от аналогичных известных результатов не приводят к
неограниченному росту значений переменных управления при приближении переменных со-
стояния системы к граничным значениям. В качестве примера решена задача построения и ста-
билизации траектории пространственного движения подводного аппарата. Отметим, что воз-
можность учета ограничений на значения обобщенных координат при построении и стабилиза-

ξ = T
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Рис. 7. Управляющие силы τ1, τ2, τ3 как функции времени
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ции траекторий движения механических систем важна, например, при решении задач
группового управления, когда от отдельных объектов управления в группе может требоваться на-
хождение в отдельной области пространства, непересекающейся с зонами движения других
обьектов. Выполнение ограничений на значения обобщенных скоростей позволяют, например,
учитывать требования малости соответствующих скоростей движения при использовании в ма-
тематических моделях линеаризованных выражений для сил и моментов.

СПИСОК ЛИТЕРАТУРЫ

1. Olfati-Saber R. Flocking for Multi-agent Dynamic Systems: Algorithms and Theory // IEEE Trans. Automat.
Contr. 2006. V. 51 (3). P. 401–420.

2. Liu H., Chen G., Tian X. Cooperative Formation Control for Multiple Surface Vessels Based on Barrier Lyapun-
ov Function and Self-structuring Neural Networks // Ocean Engineering. 2020. V. 216. 108163.

3. Крутько П.Д. Обратные задачи динамики управляемых систем. Нелинейные модели. М.: Наука, 1988.
326 с.

4. Isidori A. Nonlinear Control Systems. 3rd ed. London: Springer-Verlag, 1995. 549 p.

5. Краснощеченко В.И., Крищенко А.П. Нелинейные системы: геометрические методы анализа и синтеза.
М.: Изд-во МГТУ им. Н.Э. Баумана, 2005. 520 с.

6. Krstić M., Kanellakopoulos I., Kokotović P.V. Nonlinear and Adaptive Control Design. New York: John Wiley and
Sons, 1995. 563 p.

7. Ortega R., Loria A., Nicklasson P.J., Sira-Ramirez H. Passivity-based Control of Euler-Lagrange Systems: Me-
chanical, Electrical and Electromechanical Applications. London: Springer-Verlag, 1998. 543 p.

8. Ngo K.B., Mahony R., Jiang Z.P. Integrator Backstepping Using Barrier Functions for Systems with Multiple
State Constraints // Proc. 44th IEEE Conf. on Decision and Control, and the European Control Conf. Seville,
Spain, 2005. P. 8306–8312.

9. Tee K.P., Ge S.S., Tay E.H. Barrier Lyapunov Functions for the Control of Output-constrained Nonlinear Sys-
tems // Automatica. 2009. V. 45 (4). P. 918–927.

10. Boyd S., Vandenberghe L. Convex Optimization. Cambridge: University Press, 2009. 716 p.

11. Niu B., Zhao J. Barrier Lyapunov Functions for the Output Tracking Control of Constrained Nonlinear
Switched Systems // Systems and Control Letters. 2013. V. 62 (10). P. 963–971.

12. Sachan K., Padhi R. Barrier Lyapunov Function Based Output-constrained Control of Nonlinear Euler-La-
grange Systems // Proc. 15th Intern. Conf. on Control, Automation, Robotics and Vision (ICARCV). Singa-
pore, 2018. P. 686–691.

13. Golubev A.E., Botkin N.D., Krishchenko A.P. Backstepping Control of Aircraft Take-off in Windshear //
IFAC-PapersOnLine. 2019. V. 52 (16). P. 712–717.

14. Garg T., Roy S.B. Barrier Lyapunov Function Based Controller Design for Euler-Lagrange Systems with Re-
duced Control Effort // IFAC-PapersOnLine. 2020. V. 53 (1). P. 459–464.

15. Wang X., Xu J., Lv M., Zhang L., Zhao Z. Barrier Lyapunov Function-based Fixed-time FTC for High-order
Nonlinear Systems with Predefined Tracking Accuracy // Nonlinear Dynamics. 2022. V. 110. P. 381–394.

16. Golubev A., Kovtanyuk A., Lampe R. Modeling of Cerebral Blood Flow Autoregulation Using Mathematical
Control Theory // Mathematics. 2022. V. 10 (12). 2060.

17. Голубев А.Е. Построение программных движений механических систем с учетом ограничений при по-
мощи многочленов третьего порядка // Изв. РАН. ТиСУ. 2021. № 2. С. 126–137.

18. Sussmann H.J., Kokotovic P.V. The Peaking Phenomenon and the Global Stabilization of Nonlinear Systems //
IEEE Transactions on Automatic Control. 1991. V. 36 (4). P. 424–440.

19. Khalil H.K. Nonlinear Systems. 3rd ed. Upper Saddle River: Prentice Hall, 2002.

20. Fossen T.I. Guidance and Control of Ocean Vehicles. Chichester: John Wiley and Sons, 1994.

21. Silpa-Anan C., Zelinsky A. Kambara: Past, Present, and Future // Proc. 2001 Australian Conf. on Robotics and
Automation. Sydney, 2001. P. 61–66.

22. Silpa-Anan C. Autonomous Underwater Robot: Vision and Control. Master thesis. Canberra: Australian
National University, 2001. 
https://doi.org/10.25911/5d626dd9b96ec.



168

ИЗВЕСТИЯ РАН. ТЕОРИЯ И СИСТЕМЫ УПРАВЛЕНИЯ, 2023, № 4, с. 168–176

О ДВИЖЕНИИ НА КОНЬКАХ РОБОТА, 
УПРАВЛЯЕМОГО ВНУТРЕННИМ МАХОВИКОМ1

© 2023 г.   Л. А. Климинаa, Е. С. Шалимоваa,*
aНИИ механики МГУ, Москва, Россия
*e-mail: ekateryna-shalimova@yandex.ru

Поступила в редакцию 21.12.2022 г.
После доработки 17.01.2023 г.

Принята к публикации 06.02.2023 г.

Рассматривается движение по шероховатой плоскости осесимметричного робота, управляе-
мого при помощи установленного на нем маховика. Предполагается, что корпус робота кон-
тактирует с плоскостью в трех точках, при этом в двух точках действует сила сухого анизо-
тропного трения, а в третьей трение изотропно. Строится управление внутренним махови-
ком, которое обеспечивает движение объекта в заданном направлении. Изучается
зависимость средней скорости центра масс робота от параметров системы.

DOI: 10.31857/S0002338823030071, EDN: EUMHEG

Введение. Изучение и создание новых типов устройств, которые приводятся в движение за
счет перемещения внутренних масс, представляет собой актуальную задачу. Подвижные элемен-
ты таких устройств не контактируют с внешней средой, что позволяет использовать эти аппара-
ты в агрессивных условиях.

Основы теории перемещения объектов с подвижными внутренними массами в различных
средах заложены в таких работах, как [1–3], при этом данные аппараты могут иметь как неизмен-
ную, так и переменную геометрию. Управление движением может производиться разными спо-
собами. Например, в работах [4–6] оно осуществляется с помощью ротора и материальной точ-
ки, движущейся по прямой, а также в [5–7] рассматривается управление телом при помощи ма-
териальной точки, перемещающейся в плоскости. Для аппаратов с подвижными внутренними
массами могут ставиться различные задачи управления, такие, как перемещение из заданного
исходного положения в заданное конечное положение [6, 7] или движение вдоль заданного на-
правления [8–10].

При перемещении роботов подобного типа по поверхности весьма существенное значение
представляют тип и количество опор, характер трения между опорами и поверхностью. В част-
ности, опоры с анизотропным трением могут способствовать формированию такого поля сил,
которое поддерживает направленное продвижение аппарата. В качестве примера, наглядно де-
монстрирующего данный эффект, можно привести задачу о движении саней Чаплыгина с по-
движным внутренним маховиком. В данном случае имеет место “предельная” степень анизотро-
пии трения в опоре, полностью исключающая наличие скорости опорной точки по одному из
направлений, связанных с корпусом объекта. Управление санями Чаплыгина при помощи внут-
реннего маховика рассмотрено в [11, 12]. Показано существование периодического режима про-
движения аппарата, безреверсного по отношению к целевому направлению, проведена аналогия
с перемещением похожего робота в жидкости, собран и протестирован макет. Качественные ди-
намические эффекты, возникающие в подобных неголономных системах (в частности, для са-
ней Чаплыгина с подвижными внутренними массами), описаны в [13, 14], при этом учитываются
сила и момент вязкого трения, приложенные в опорной точке.

При решении практических задач динамики робота, использующего анизотропию трения для
перемещения по поверхности, наиболее реалистичной представляется такая модель контакта,
которая допускает скольжение опор в произвольном направлении, но учитывает зависимость

1 Работа выполнена при поддержке Междисциплинарной научно-образовательной школы Московского университе-
та “Математические методы анализа сложных систем”.
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сухого трения в точке контакта от ориентации вектора скорости этой точки относительно систе-
мы координат, связанной с корпусом. Отметим, что анизотропия трения может быть связана со
структурой (геометрией) опоры (конек Чаплыгина моделирует предельный случай такой анизо-
тропии), а также может быть сформирована за счет целенаправленного изменения величины
нормальной реакции. Во втором случае управление нормальной реакцией может осуществлять-
ся за счет перемещения внутренних масс, как, например, в публикациях [15, 16].

Остановимся подробнее на случае анизотропии сухого трения, связанной с геометрией опор.
Робот с анизотропным сухим трением в одной опоре, управляемый внутренним маховиком, рас-
смотрен в [17]. При этом использована модель трения, предложенная в [18]. Описано влияние
смещения центра масс и частоты вынуждающего воздействия (управляющего момента, прило-
женного к маховику) на среднюю скорость движения. Отдельно обсуждается предельный пере-
ход к случаю робота с коньком Чаплыгина.

В работе представлен робот с твердотельным корпусом на трех опорах, в двух из которых дей-
ствует анизотропное сухое трение, описываемое моделью из [18]. Подобно статьям [11, 12, 17]
управление аппаратом осуществляется посредством внутреннего маховика. Новизна рассматри-
ваемой задачи обеспечивается наличием двух (а не одной) анизотропных опор, а также отличием
модели трения от большинства известных исследований аппаратов с неизменяемой внешней
геометрией, управляемых подвижными внутренними массами (аналогичное трение применено
в модели подобного робота только в [17]). Показывается возможность безреверсного по отноше-
нию к целевому направлению продвижения аппарата, исследуется зависимость средней скоро-
сти от параметров конструкции и закона управления. В частности, демонстрируется возмож-
ность увеличения средней скорости продвижения аппарата по сравнению со случаем одной ани-
зотропной опоры.

1. Постановка задачи. Рассматривается движение робота в горизонтальной плоскости. Корпус
робота имеет массу m1, центральный момент инерции  и симметричен относительно верти-
кальной плоскости, проходящей через прямую Sη, где S – центр масс. Корпус робота опирается
на неподвижную шероховатую плоскость тремя точками A, B и C. В системе отсчета Sξη, связан-
ной с корпусом, точки A, B и C имеют координаты (b, –a), (–b, –a), (0, c) соответственно (рис. 1).

Внутри корпуса установлен сбалансированный маховик с центром масс в точке S и проходя-
щей через него вертикальной осью собственного вращения;  – масса маховика, J2 – централь-
ный момент инерции. Маховик приводится в движение мотором, статор которого будем считать
частью корпуса робота.

Опишем движение рассматриваемого аппарата в неподвижных горизонтальных осях Oxy. По-
ложение робота в них задается координатами (X,Y) центра масс S, а также углом ϕ поворота кор-
пуса, который отсчитывается от положительного направления Ox до Sξ, и углом θ поворота ма-
ховика относительно корпуса робота.

В опорах A, B и C действуют силы сухого трения ,  и , а также силы нормальной реакции
,  и . Какие-либо другие внешние воздействия на робот отсутствуют. Трение в опорах
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Рис. 1. Робот на горизонтальной плоскости
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предполагается в общем случае анизотропным, соответствующая модель приведена в следую-
щем разделе статьи.

Запишем для системы твердых тел, состоящей из корпуса и маховика, второй закон Ньютона
в проекциях на оси Oxy, помимо этого и для корпуса, и для маховика используем закон измене-
ния кинетического момента относительно центра масс S:

(1.1)

Здесь  – угловая скорость корпуса робота,  – угловая скорость маховика относительно
корпуса, , , , , ,  – компоненты сил трения ,  и  соответственно, NA, NB,
NC – величины реакции опоры в точках A, B и С, g – величина ускорения свободного падения,
U – управляющий момент, приложенный к маховику, индекс z при векторном произведении
обозначает проекцию на вертикальную ось Oz, дополняющую оси Ox и Oy до правой ортогональ-
ной системы координат.

Управляющий момент U требуется выбрать таким образом, чтобы организовать определен-
ное движение робота. В качестве основной задачи управления будем рассматривать продвижение
робота в положительном направлении оси Oy, т. е. обеспечение установившегося движения ро-
бота, при котором средняя (по времени на большом промежутке времени) скорость центра масс
(а следовательно, и любой другой точки) имеет положительную проекцию на ось Oy, среднее от-
клонение центра масс от оси Oy является нулевым и скорости точек A, B и C не обращаются в
ноль.

По аналогии с другими робототехническими системами, управляемыми внутренним махови-
ком, будем строить момент U следующим образом [17, 19]:

(1.2)

Здесь  – частота вынуждающего воздействия, k1 – его амплитуда, k2 и k3 – коэффициенты об-
ратной связи, введенные для того, чтобы обеспечить нулевое значение среднего отклонения кур-
са от заданного направления, Umax и Umin – ограничения на управляющий момент.

2. Модель сил трения в опорах. Основное внимание в статье будет уделено случаю, когда тре-
ние в “передней” опоре С изотропно (шаровая опора), а трение в “задних” опорах A и B анизо-
тропно. Условно будем называть каждую опору с анизотропным сухим трением “коньком”. Для
объяснения такого выбора далее будет проведено сравнение указанного случая с вариантами, ко-
гда все три опоры шаровые и когда все три – коньки.

Итак, пусть в шаровой опоре C действует сухое изотропное кулоновское трение с коэффици-
ентом трения ε:

(2.1)

Здесь  – вектор скорости точки C,  – абсолютная величина скорости точки C. Значение нор-
мальной реакции в опоре вычисляется с учетом расположения трех опорных точек относительно
центра масс.

В точках A и B действует анизотропное сухое трение, при этом анизотропия связана со свой-
ствами опор, а не поверхности, по которой движется робот. Используем модель анизотропии
трения, предложенную в [18]. Аналогичная модель рассматривалась, например, в работах [20,
21]. Необходимо отметить, что широко распространены и различные иные модели анизотропно-
го трения, например [22, 23].
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Изложим применяемую далее модель. Для описания анизотропии в [18] введено понятие тен-
зора трения. В нашем случае считаем, что оси тензора трения для любого из коньков параллель-
ны осям Sξη. Тогда при движении конька вдоль направления Sξ или Sη сила трения описывается
классическим выражением для сухого кулоновского трения с коэффициентом трения μ или ε со-
ответственно. При движении в произвольном направлении проекции силы трения , i = {A, B},
на главные оси тензора трения Sξ, Sη определяются выражением

(2.2)

где ,  – компоненты скорости  соответствующей точки в системе координат Sξη,  – ве-
личина нормальной реакции в данной точке. Далее предполагаем, что μ > ε. Условно будем счи-
тать, что в каждой из точек A и B находится конек, лезвие которого параллельно оси Sη. Он мо-
жет представлять собой, например, полукруг, опирающийся на плоскость в одной точке.

Отметим, что коэффициент трения в шаровой опоре С равен меньшему из коэффициентов
трения, характеризующих конек. Иными словами, допускаем, что технические возможности
позволяют при создании робота реализовать в опоре относительно небольшой коэффициент
трения величины ε, однако в двух опорах коэффициент трения, отвечающий направлению Sξ,
намеренно увеличен (значительно) и составляет μ > ε.

Преобразуем теперь систему уравнений (1.1), описывающую движение корпуса. Она примет
вид:

(2.3)

Система (2.3) совместно с соотношениями (2.1) и (2.2) составит предмет дальнейших иссле-
дований.

3. Пример режима направленного продвижения. Рассмотрим модель со следующими значения-
ми геометрических и инерционных параметров: полная масса робота , момент
инерции корпуса робота  кг · м2, геометрические параметры , , c = 0.1 м.
Ускорение свободного падения полагаем равным , коэффициенты трения ε = 0.1
(в опоре C и вдоль каждого из коньков) и μ = 0.7 (поперек каждого из коньков).

Пусть коэффициенты в законе управления (1.2) принимают следующие значения:

при этом считаем, что величина управляющего момента ограничена значениями
, .

Такое управление обеспечивает движение робота вдоль направления Oy. На рис. 2 изображена
траектория движения центра масс робота на плоскости (X, Y) за время t = 60 c. В начальный мо-
мент времени робот находится в начале координат, при этом он ориентирован в сторону поло-
жительного направления оси Oy (ϕ = 0). Компоненты скорости в начальный момент времени

,  м/c, угловая скорость . Однако даже если изначально развернуть ро-
бот в сторону отрицательного направления оси Oy (ϕ = π) и задать ненулевую начальную ско-
рость в этом направлении, то управление при данных параметрах выведет его на движение в сто-
рону положительного направления Oy. Можно убедиться, что в описываемом случае среднии
затраты мощности на поддержание установившегося движения составляют примерно 0.14 Вт.
На рис. 3 показано изменение компонент скорости робота за время t = 60 c. Среднее значение
компоненты  на установившемся режиме движения равно нулю (рис. 3, а). Среднее значение
компоненты  на установившемся режиме движения составляет примерно 0.08 м/с, и при
этом она не меняет знак, т.е. такое движение безреверсное (рис. 3, б).

Приведенный пример демонстрирует, что выбранное управление при некотором наборе зна-
чений параметров системы (он может быть обеспечен на практике) действительно переводит си-
стему в режим движения, задача реализации которого была поставлена.
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4. Параметрическое исследование установившихся режимов. На примере робота с геометриче-
скими и инерционными параметрами и управлением, рассмотренными в разд. 3, изучим влия-
ние различных параметров системы на среднюю скорость движения робота вдоль заданного на-
правления.

Сначала убедимся, что для увеличения скорости продвижения робота на установившемся ре-
жиме действительно целесообразно использовать комбинацию двух типов опор: шаровая перед-
няя опора и два конька. Предположим, что в отличие от основного изучаемого случая в точке C
трение анизотропно, т.е. в ней тоже находится конек. В этом случае управление, выбранное
в разд. 3, не будет обеспечивать желаемого движения.

Теперь предположим, что все три опоры изотропны. В этом случае при выбранных ранее па-
раметрах и управлении робот будет совершать движение в направлении прямой, параллельной

Рис. 2. Пример траектории центра масс робота на двух коньках и шаровой опоре
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Рис. 3. Пример зависимости компоненты скорости от времени: а – по оси OX, б – по оси OY
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оси Oy. Корректировка коэффициентов в законе управления выведет робот на желаемый устано-
вившийся режим, при этом значение средней скорости центра масс на установившемся движе-
нии будет в несколько раз меньше, чем в случае, когда две задние опоры анизотропны.

Рассмотрим теперь влияние разности коэффициентов трения поперек и вдоль коньков зад-
них опор на среднюю скорость продвижения робота. Такая зависимость представлена на рис. 4.
Передняя опора при этом предполагается шаровой, коэффициент трения в ней равен коэффи-
циенту трения вдоль конька ε = 0.1. Управляющий момент выбран таким же, как в разд. 3. Варьи-
руется коэффициент трения μ поперек конька. При разности μ−ε меньше 0.05 такое управление
не позволит реализовать желаемый установившийся режим (движение будет происходить вдоль
прямой, параллельной оси Oy), поэтому такие значения разности не рассматривались. Из рисун-
ка можно видеть, что средняя скорость возрастает с увеличением разницы между коэффициен-
тами трения. Иными словами, при фиксированном значении ε увеличение коэффициента тре-
ния μ поперек конька приводит к увеличению средней скорости центра масс на установившемся
режиме движения.

Посмотрим теперь, как будет меняться средняя скорость движения в зависимости от геомет-
рических параметров робота. Будем изменять расстояние  между центром масс S и отрезком AB,
соединяющим точки, в которых находятся коньки, при этом зафиксируем расстояние 2b = 0.2 м
между точками A и B и расстояние c = 0.1 м от центра масс S до точки C. Соответствующая зави-
симость средней скорости установившегося движения от расстояния a изображена на рис. 5, а.
При a = 0 (в случае, когда центр масс лежит на отрезке AB) и значениях a, близких к нулю, вы-
бранное управление не позволяет реализовать желаемый установившийся режим, поэтому эти
случаи выброшены из рассмотрения. Из рисунка можно видеть, что при заданных параметрах
максимум средней скорости достигается при  м, и он примерно равен 0.195 м/с.

Далее будем изменять расстояние b от точек A и B до оси симметрии корпуса робота, при этом
предположим, что расстояния a = 0.1 м и c = 0.1 м фиксированы. Зависимость средней скорости
установившегося движения от расстояния b показана на рис. 5, б. При заданных параметрах мак-
симум средней скорости, равный приблизительно 0.09 м/с, достигается при  м.

Теперь проварьируем расстояние с между опорой C и центром масс S. Расстояния a = 0.1 м и
b = 0.1 м при этом фиксированы. На рис. 5,в показана зависимость средней скорости установив-
шегося движения от расстояния c. При с = 0 (точка C совпадает с центром масс S) и значениях c,
близких к нулю, выбранное управление не позволяет реализовать желаемый установившийся ре-
жим, поэтому такие значения c не рассматривались. Максимум средней скорости при заданных
параметрах достигается при  м и равен примерно 0.09 м/с.

Можно видеть, что, хотя ни один из геометрических параметров, приведенных в перво-
начальном примере, не является оптимальным при фиксированных двух других, выбранные

a

≈* 0.06a

≈* 0.08b

≈* 0.06c

Рис. 4. Примеры зависимости средней скорости установившегося движения от разности коэффициентов тре-
ния поперек и вдоль конька
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значения обеспечивают безреверсное установившееся движение с достаточно хорошей величи-
ной средней скорости на нем.

Рассмотрим также влияние на среднюю скорость частоты вынуждающего воздействия. За-
фиксируем геометрические параметры , , коэффициенты управления

, ,  и будем варьировать величину b и частоту вынуждающего
воздействия . На рис. 6 изображены кривые зависимости средней скорости установившегося
движения от расстояния b от каждого из коньков A и B до оси симметрии корпуса робота при ча-

стотах  c–1 (штриховая линия),  (пунктирная линия),  (сплошная ли-
ния) и  c–1 (штрихпунктирная линия). Можно видеть, что при всех этих значениях макси-
мум по величине средней скорости достигается при ненулевом значении расстояния b, что ука-
зывает на целесообразность использования двух задних коньков, а не одного, как в случае
аппаратов, представленных в [11, 12].

= 0.1 мa = 0.1 мc
=1 0.1 Нмk =2 0.01 Нмk = −3 0.1 Нk

κ

κ = 0.3 −κ = 10.45 с −κ = 10.6 с
κ = 0.7

Рис. 5. Примеры зависимости средней скорости установившегося движения от геометрических параметров си-
стемы
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Также из рис. 6 видно, что при  и  для всех значений расстояния между

коньками средняя скорость направленного движения выше, чем при . Однако при за-
данных геометрических параметрах режимы, соответствующие управлению с такими вынужда-
ющими частотами, не будут безреверсными. Увеличение же частоты до  приведет к
снижению средней скорости направленного движения при всех значениях расстояния b.

Заключение. Рассмотрен осесимметричный робот, управляемый с помощью сбалансирован-
ного внутреннего маховика и контактирующий с опорной плоскостью в трех точках. В двух опо-
рах сухое трение анизотропно, в третьей – изотропно. Построена математическая модель такой
системы и продемонстрировано существование управления, обеспечивающего безреверсное
движение описанной системы в заданном направлении. Исследовано влияние анизотропии тре-
ния, геометрических параметров конструкции и частоты вынуждающего воздействия на движе-
ние робота.
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