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0. Введение. Создание современных высокоточных систем гражданского и военного на-
значения требует разработки более точных моделей динамики систем и измерений, прогноз-
ных моделей для управления. Одним из способов повышения адекватности математических 
моделей исследуемых объектов является применение теории дробного исчисления (fractional 
calculus) в  отраслях человеческой деятельности, использующих математические методы 
и средства компьютерного моделирования. В основе дробного исчисления или исчисления 
нецелых порядков лежат понятия производной и интеграла нецелых порядков [1–3].
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Анализ недавних публикаций показывает, что современные исследования дробного исчис-
ления ведутся в направлениях развития математических методов; математических и физиче-
ских моделей явлений реального мира; численных схем решения физических, инженерных 
и других задач, а также применения в многочисленных приложениях [3–44].

0.1 Р а з в и т и е   м а т е м а т и ч е с к и х   м е т о д о в. В 1993 г. впервые была пред-
ложена концепция интеграла и дифференциала переменного порядка (variable-order (VO)), 
а  также некоторые основные свойства [4]. Авторы [5] обобщили результаты исследования 
дробных операторов переменного порядка, а затем исследовали определения дробных опера-
торов переменного порядка в различных формах. После этого были дополнительно изучены 
некоторые новые расширения и ценные возможности применения моделей дробных диф-
ференциальных уравнений переменного порядка (fractional differential equations (FDE)) [6].  
В [7] был предложен метод оптимизации параметров пропорционально-интегрально-диффе-
ренциального регулятора дробно-переменного порядка для линейных динамических систем 
при различных начальных условиях. В  работах [8, 9] рассмотрены свойства нового класса 
фрактальных функций, не дифференцируемых в классическом смысле, но имеющих в каждой 
точке непрерывные производные типа Вейля переменного порядка. Такими производными 
обладают, например, классические фрактальные функции Вейерштрасса, Такаджи, Безико-
вича. Необходимость использования таких фрактальных функций возникает при построении 
управляющей функции в задачах управления распределенными системами. В [10] приводится 
задача оптимального управления для модельной системы, которая описывается одномерным 
неоднородным диффузионно-волновым уравнением, представляющим собой обобщение вол-
нового уравнения на случай, когда производная по времени имеет дробный порядок и пони-
мается в смысле Капуто. Изучены краевые задачи для одномерного интегродифференциаль-
ного уравнения соболевского типа с граничными условиями первого и третьего родов с двумя 
операторами дробного дифференцирования 𝛼 и 𝛽 разных порядков [11]. Для развития метода 
обобщенных степенных рядов для задач, связанных как с дробными, так и с целыми произво-
дными, авторы [12] исследуют влияние на решение трех параметров: коэффициент возмуще-
ния, коэффициент задержки и коэффициент дробного порядка. Для решения пространствен-
но–временных дробных уравнений Шредингера в работе [13] предлагается линеаризованная 
быстрая схема с шагом по времени высокого порядка. Результаты доказываются с помощью 
дробных неравенств Соболева для ограниченных численных решений.

0.2 С и н т е з   н о в ы х   ч и с л е н н ы х   м е т о д о в. В [14] продемонстрированы проблемы 
с переменной памятью, относящиеся к статистическим и динамическим системам, где фракталь-
ная размерность меняется со временем и координатой. В целом, численные методы используют-
ся как эффективные развитые методы численной аппроксимации дробных дифференциальных 
уравнений переменного порядка (VO-FDE) [15, 16]. Например, в [17] исследована устойчивость 
и сходимость нового явного конечно-разностного приближения для нелинейного уравнения 
дробной диффузии переменного порядка. В [18] было доказано существование решения дробных 
дифференциальных уравнений переменного порядка. В [19] разработан экспоненциально точный 
метод дробной спектральной коллокации для решения линейных/нелинейных дробных диффе-
ренциальных уравнений переменного порядка. В [20] представлен новый неявный численный 
метод для плавного решения двумерного (2D) уравнения дробной перколяции переменного по-
рядка. В [21] предложены формулы аппроксимации второго порядка для дробной производной 
по времени переменного порядка для описания аномальной диффузии и распространения волн. 
Впоследствии в [22] был разработан численный метод высокого порядка для дробных дифферен-
циальных уравнений переменного порядка в свете численного приближения второго порядка.

В [23] получены и проанализированы две временные схемы второго порядка для временно-
го многочленного уравнения дробной диффузии-волны, основанные на методе уменьшения 
порядка. Средневзвешенное значение на двух временных уровнях применяется к дискрети-
зации пространственной производной, в которой весовой коэффициент соответствует опти-
мальной точке для дискретизации по времени.

0.3 И с п о л ь з о в а н и е   в   р а з н ы х   о б л а с т я х   н а у к и   и   т е х н и к и   д л я   
м о д е л и р о в а н и я   я в л е н и й. В последние годы применение динамических систем дроб-
ного порядка играет жизненно важную роль в реальных приложениях, включая, например, 
аффинное шифрование с помощью даты рождения отправителя и получателя [24], дробное 
интегральное управление со скользящим режимом [25], модифицированный Дуффинг дроб-
ного порядка системы [26], хаотическую систему Королевской Кобры дробного порядка [27], 
цифровую криптографию [28]. Следовательно, исследуются динамические системы дробного 
порядка, которые имеют большой потенциал применения в реальных инженерных областях.
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В некоторых дробных динамических системах переменного порядка функцией определен-
ных переменных является температура, концентрация, плотность и т. д. Например, в [29] было 
обнаружено, что дифференциальный порядок релаксации белков представляет собой функ-
цию температуры. В работе [30] авторы тщательно исследовали динамическое поведение, ко-
торое выступает хаотичным свойством систем Даффинга дробного порядка. В [31] была пред-
ложена 5D-гиперхаотическая система дробного порядка, основанная на гиперхаотической 
системе Лоренца. В настоящее время в центре внимания научных исследований находятся 
нелинейные динамические системы дробного порядка и синхронизация дробно-хаотических 
систем переменного порядка.

В  работе [32] проведен обзор литературы и  выводов в  области первичных определений 
дробных дифференциальных уравнений переменного порядка, их моделей, численных мето-
дов и приложений. Приводится краткое описание различных физических моделей и типичных 
применений дробных дифференциальных уравнений переменного порядка. В [33] рассматри-
вается новый подход к устойчивости системы управления дробного порядка. В данной работе 
поведение динамической системы смоделировано с помощью дифференциальных уравнений, 
включающих дробные производные. Применяя преобразования Лапласа к таким уравнениям 
и предполагая нулевые начальные условия, появляются передаточные функции без целых сте-
пеней переменной преобразования Лапласа. Применение дробного исчисления в нефтяном 
машиностроении отражено в модели дробной диффузии по времени производной перемен-
ного порядка для гетерогенных пористых сред [34]. Использование дробного исчисления во 
многих других отраслях физики и техники представлено в публикациях [35–39], а также по-
казано в медицине [40]. В работе [40] описана новая модель туберкулеза с несколькими штам-
мами с помощью дробной производной переменного порядка как расширение нелинейного 
обыкновенного дифференциального уравнения.

В последнее время модель дробной производной случайного порядка обычно применяется 
для описания явлений релаксации, затухания и диффузии системы. В реальных приложени-
ях физические системы страдают от некоторых шумов, включая флуктуации поля внешнего 
давления в аномальной диффузионной системе или нестабильное температурное поле при 
рассеянии энергии [41]. Подобные шумы неизбежно вызывают колебания всей системы. 
Следовательно, модель дробной производной случайного порядка является предпочтитель-
ным выбором для изображения этого типа флуктуационного процесса. При анализе реальных 
инженерных задач модель дробной производной случайного порядка может использоваться 
количественно для оценки и описания колебаний системы. Указывается, что некоторые воз-
можные приложения включают прогнозирование загрязнения окружающей среды, оценку 
инженерных рисков, анализ устойчивости системы и т. д. [42].

Авторами [43] разработан метод конечных разностей высшего порядка для решения син-
гулярно возмущенных задач конвекции-диффузии с переменными коэффициентами, вклю-
чающий производную по времени дробного порядка с порядком α ∈ (0, 1). В работе [44] на 
основе уравнения конвекции–диффузии дробного порядка по времени создали численную 
модель испарения капель в различных средах. Среди протестированных – уравнение конвек-
ции-диффузии 0.1–го порядка, оно показало наилучший корректирующий эффект на модель 
испарения. Это уравнение повысило точность расчета и оказало хороший корректирующий 
эффект как для статического испарения, так и для испарения капель, падающих на плоские 
и криволинейные поверхности.

Таким образом, из представленных работ видно, что в настоящее время растет число при-
менений дробного исчисления в фундаментальных законах естествознания [3–7, 11–13, 15, 16, 
18, 20, 22], автоматическом управлении [8–10, 33], обработке сигналов [41], физике [14, 17, 19, 
21, 23, 35–39, 42–44], электронике [24–28], механике [30, 31, 34], биологии [29], медицине [40]  
и других областях.

Дробные дифференциальные уравнения переменного порядка успешно используются для 
исследования динамики, зависящей от времени и/или пространства. При создании современ-
ных динамических систем разработчикам приходится решать задачу оценивания состояния 
и идентификации их параметров. Для решения указанной задачи эффективны методы нели-
нейной оптимальной фильтрации, среди которых наиболее широко на практике применяются 
фильтры калмановского типа [45–49]. При этом для оценки состояния и параметров дина-
мических систем дробного порядка существуют различные модификации фильтров Калмана 
(ФК) дробного порядка для линейных и нелинейных дробных динамических систем [49–53].  
К  их числу относятся дробные линейный (ДЛФК), обобщенный (ДОФК), ансцентный 
и адаптивный ФК. Однако в указанных публикациях рассмотрены алгоритмы дробной филь-
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трации калмановского типа, но не дается сравнительная оценка возможностей, преимуществ 
и недостатков дробных и целочисленных алгоритмов.

Учет фрактальных свойств процессов позволяет добиться успеха при создании более качественных 
математических моделей систем и датчиков, в основе которых лежат марковские процессы порядка 
выше первого. Выявление и исследование фрактальных свойств процессов и объектов в разных пред-
метных областях было выполнено и в наших работах. К их числу относятся: измерительные системы 
и датчики, навигация и управление движением, телекоммуникационные системы и сети, дефектоско-
пия [54–57]. При создании более качественных математических моделей систем и датчиков предла-
гается учитывать фрактальные свойства и динамику процессов, основанную на исчислении дробного 
порядка, что усложняет алгоритмы фильтрации, которые должны функционировать в режиме реаль-
ного времени. Это происходит в силу того, что алгоритмы оценивания должны использовать оценки 
не только предпоследнего, но и всех предыдущих шагов фильтрации, поскольку уравнения состояния 
дробных динамических систем определяются марковскими процессами высшего порядка [58, 59].  
В случае применения математической модели системы дробного порядка, наряду с оценкой пере-
менных состояния и неизвестных параметров, необходимо идентифицировать и сам порядок си-
стемы.

Таким образом, в разд. 0.1 представлен обзор недавних результатов исследования непрерыв-
ных систем, описываемых дифференциальными уравнениями дробного и переменного поряд-
ка, а в разд. 0.2 – численные схемы для их решения, приводящие к дискретным моделям систем.

Предлагаемая статья посвящена анализу особенностей и возможностей применения дис-
кретных фильтров калмановского типа дробного порядка для линейных и нелинейных задач 
оценивания. Дается сопоставление дискретных ФК целочисленного и дробного порядков по 
точности оценивания состояния и параметров системы, что проиллюстрировано на примерах 
использования ДЛФК и ДОФК.

1. Постановка и решение линейной задачи оценивания. В табл. 1 приведена постановка 
задачи оценивания состояния дискретной линейной динамической системы размерности n 
с вектором состояния xi i n ix x= ( ,..., ), ,1

T, где i = 0 1 2, , , ... – дискретное время, с применением 
математических моделей как целого порядка один [45–48], так и дробного порядков [49, 50, 
58, 59]. Следует отметить, что в публикации [49] приведены доказательства, что ДЛФК мини-
мизирует среднеквадратический критерий, представленный в табл. 1.

Математическая 
модель

Дискретная линейная стохастиче-
ская система целого порядка

Дискретная линейная стохастическая  
система дробного порядка

Уравнение для 
вектора состояния

∆1
1x Ф x w Ф Фi di i i di i= + = −− ,                        I,

x Ф x wi i i i= +−1

∆µ x Ф x wi di i i= +−1 ,

x x xi i
j

j i j
j

i

= − − −
=

∑∆µ Г( ) ,1
1

Г j
n

j j
=





















diag ...

µ µ1

,  

∆ ∆ ∆µ xi i n ix xn= 





µ µ1
1, ,...

T
, 

µ = ( , ..., )µ µ1 n

x x x ax wi i i i i= + = +− −∆1
1 1

∆µ x a x wi i i= − +−( ) ,1 1

 
 

x x
j

xi i
j

i j
j

i

= − −




 −

=
∑∆µ µ

( )1
1

Измерения  
y H x vi i i i= +

 
y x vi i i= +

 

Таблица 1. Постановка задачи фильтрации
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Для удобства иллюстрации материала в данной и в последующих таблицах под штриховой 
линией приведены примеры для скалярной системы. В этом разделе в качестве примера рас-
смотрена задача оценки скалярной переменной состояния xi , x ax wi i i= +−1  по зашумленным 
измерениям yi  вида y x vi i i= + . Заметим, что в данном примере  ФFF FFi dia a= = −, .1 ФFF FFi dia a= = −, .1

Для математического описания дискретных систем дробного порядка конечная разность 
первого порядка ∆1

1x x xi i i= − −  обобщена на разность ∆µxi  любого нецелого порядка µ > 0  
в соответствии со следующим определением разности дробного порядка Грюнвальда-Летни-
кова [49, 59]:

∆µ
µ µ

µ µ
x x x xi

j
i j

j

i

i
j

i j
j

i

h j h j
= −







= + −




−

=
−

=
∑1

1
1

1
0 1

( ) ( )∑∑












, x x xi i
j

i j
j

i

h
j

= − −




 −

=
∑µ µ µ

∆ ( ) ,1
1

где µ ∈R  – порядок дробной разности, R  – множество действительных чисел, h – интервал 
дискретизации, который принимается в дальнейшем равным 1 и  i – номер отсчета, для кото-
рого вычисляется разность. Дробный биноминальный коэффициент µ

j







 может быть получен 
из выражения

µ
µ µ µ

j

j

j
j

j







=
=

− − + >







1 0

1 1
0

,

( )...( )
!

.

В  случае, когда рассматривается система из n  уравнений различных дробных порядков 
µ µ1,..., n  относительно переменных x xi n i1, ,,..., , имеем

Математическая 
модель

Дискретная линейная стохастиче-
ская система целого порядка

Дискретная линейная стохастическая  
система дробного порядка

Начальные  
условия

x P x x x x0 0 0 0 0 0∈ = − −Rn E, [(^ )(^ ) ]T

x P0
1

0 0
2∈ =R , σ

Порождающие 
шумы

w w w Qi i j ij iE= =0, { }T δ

wi = 0, E w w Qi i{ } =

Шумы измерения
v v v Ri i j ij iE= =0, { }T δ

vi = 0, E v v Ri i v{ } = = σ2

Взаимная корре-
ляция

E E Ei i i i{ } ; { } ; { }x w w v x v0 00 0 0T T T= = =

E x w E w v E x vi i i i{ } ; { } ; { }0 00 0 0= = =

Матрицы

Ф   Фi di n n, ,− ×  Ф Ф Idi i= − ,  Q H Ri i ip p m n m m− × − × − ×, , ,
 I – единичная матрица

Ф             Фi dia a= = −, ,1 Q H Ri i iQ R= = =, ,1

Минимизируемый  
критерий

J Ei i i i i i ii i
= − −x Y x x Y x x Y, ( ^ ( )) ( ^ ( ))T , Y y y yi i= ( , ,..., )1 2

T T T T

J E x xi x i i ii i
= −, [( ^ ( )) ],y y 2 yi iy y y= ( , ,..., )1 2

T

Окончание таблицы 1
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∆µx x wi di i i= +−FF 1 , Ф∆µx x wi di i i= +−FF 1 ,  x x xi i
j

j i j
j

i

= − − −
=

∑∆µ ( )1
1

GG Гx x xi i
j

j i j
j

i

= − − −
=

∑∆µ ( )1
1

GG ,

ГGG j
n

j j
=





















diag ...

µ µ1
; ∆ ∆ ∆µ µ µxi i n ix xn= 





1
1, ,...

T
, µ µ µ= ( , ..., )1 n , i = 0 1 2, , , ...

Решение задачи оценивания с использованием дискретных линейных фильтров Калмана 
целого [45–48] и дробного [49, 58] порядков дано в табл. 2.

1.1. С о п о с т а в л е н и е   ф и л ь т р о в. Уравнения состояния для динамической 
системы целого порядка описывают марковские последовательности или, более точно, мар-
ковские последовательности первого порядка. Сравнение уравнений для вектора состояния 
целого и дробного порядков табл. 1 показывает, что последние описывают марковские по-
следовательности более высокого порядка, которые обладают краткосрочной и долгосрочной 
памятью. Как следствие использование математической модели дискретной динамической 

Математическая 
модель ЛФК ДЛФК

Прогноз

^                 ^ ^               ^
/x x x Ф xi i i i i i− − −= + =1

1
1 1∆

∆µ ^                    ^ ,/x Ф xi i di i− −=1 1

^                   ^ ( ) ^
/ /x x xi i i i

j
j i j

j

i

− − −
=

= − −∑1 1
1

1∆µ Г

^               ^
/x axi i i− −=1 1

∆µ ^                        ^( ) ,/x a xi i i− −= −1 11

^                  ^ ( ) ^
/ /x x

j
xi i i i

j
i j

j

i

− − −
=

= − −




∑1 1

1

1∆µ µ

Матрица 
ковариаций 

ошибок 
прогноза

P Ф P Ф Qi i i i i i/ − −= +1 1
T

P P Q

P

i i di i di i

j i j j
j

i

/ ( ) ( )− −

−
=

= + + +

+ ∑
1 1 1 1

2

Ф Г Ф Г

Г           Г

T

T

p a p Qi i i/ − −= +1
2

1 p a p Q
j

pi i i i j
j

i

/ ( )− − −
=

= − + + +




∑1

2
1

2

2

1 µ
µ

Коэффициент 
усиления

K P H H P H Ri i i i i i i i i= +− −
−

/ /( )1 1
1T T

k p p Ri i i i i= +− −
−

/ /( )1 1
1

Оценка
^       ^ ( ^ )/ /x x K y H xi i i i i i i i= + −− −1 1

^       ^ ( ^ )/ /x x k y xi i i i i i i= + −− −1 1

Матрица 
ковариаций 

ошибок 
оценивания

P I K H Pi i i i i= − −( ) / 1

p k pi i i i= − −( ) /1 1

Таблица 2. Соотношения для алгоритма дискретного ЛФК
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системы дробного порядка приводит к  тому, что при расчете оценки прогноза и  матрицы 
ковариаций ошибок прогноза для дробного фильтра табл. 2 применяются значения оценки 
и матрицы ковариаций ошибок оценивания не только с последнего предыдущего шага, как 
в случае традиционного ФК целого порядка, но и со всех предыдущих шагов. Это свойство 
справедливо, когда µk k n≠ =1 1, , .

Сравнение формул в  левой и  правой частях табл.  2 для ФК показывает, что при 
µ µ µ µ= = = = =1 2 1... n  выражения для линейного ФК (ЛФК) и  ДЛФК совпадают. Други-
ми словами, ЛФК является частным случаем ДЛФК. Следует ожидать, что в общем случае, 
когда реальные процессы в исследуемой системе являются марковскими последовательно-
стями высшего порядка, их использование для построения ФК дробного порядка позволит 
достичь более высокую точность оценивания состояния системы. Существенно отметить, что 
для оптимального ДЛФК число значений учитываемых оценок и значений матрицы ковариа-
ций ошибок оценивания равно числу шагов дискретизации i . Для практической реализации 
ДЛФК естественным приемом служит ограничение числа слагаемых для вычисления оценки 
и матрицы ковариаций, которое будет определять субоптимальное решение. Число слагае-
мых на практике определяется требованиями обеспечения необходимой точности решения 
и быстродействия алгоритма. В практических реализациях количество элементов в суммах для 
уравнений прогноза оценки и матрицы ковариаций ошибок прогноза дискретной линейной 
стохастической системы дробного порядка должно быть ограничено заранее заданным значе-
нием d (табл. 1).

Сказанное выше подтверждается следующим иллюстрирующим примером оценивания, ха-
рактерным для обработки данных.

1.2. П р и м е р. Для модели скалярной системы (формулы приведены в табл. 1 под штри-
ховой линией) проведено оценивание для различных значений µ µ= 1 : 0.5; 1; 1.6. σ0 10= , 
σw = 3 , σv = 5 , a = 1  (см. рис. 1).

Рис. 1. Оценивание процесса xi  с различными значениями порядка µ :  
а – при μ = 1, б – при μ = 0.5, в – при μ = 1.6.
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Для указанных µ  представлены 1) расчетные среднеквадратические отклонения (СКО) 
ошибок оценивания σxi

ЛФКи σxi

ДЛФК, соответствующие дисперсиям ошибок оптимального оце-
нивания ЛФК и ДЛФК; 2) выборочные СКО ошибок оценивания, вычисляемые следующим 
образом:

σ η η
i i

j

j

L

L
e≈

=
∑1 2

1

( )( ) , e x xi
j

i
j

i
j

i
jη η( ) ( ) ( ) ( )( )= − y , η = Ћ‘ ,ƒЋ‘ЛФК, ДЛФК, L = 300.

Параметр µ = 1 . При µ = 1  ЛФК совпадает с ДЛФК. Традиционный ФК позволяет по-
лучить оптимальное решение только для этого значения µ  и не является оптимальным при 
других значениях µ . Результаты моделирования показали совпадение всех расчетных и дей-
ствительных характеристик точности представленных линейных алгоритмов дискретных ЛФК 
и ДЛФК при µ = 1 , что видно на рис. 1. В общем случае, когда µ ≠ 1  оптимальная оценка 
и матрица ковариации для ошибки оценивания определяются с помощью выражений для ФК 
дробного порядка.

Параметр µ = 0 5. . При этом µ  с помощью ДЛФК может быть достигнута более высокая 
точность оценивания, в отличие от ЛФК.

Параметр µ = 1 6. . При этом µ  с течением времени для ЛФК, в отличие от ДЛФК, наблю-
дается заметный рост ошибки оценивания.

Для µ = 0 5.  и 1 6.  наблюдается совпадение расчетной и действительной характеристик для 
ДЛФК и несовпадение расчетной и действительной характеристик для ЛФК целого порядка.

При сопоставлении приведенных результатов, полученных ЛФК и ДЛФК, необходимо учи-
тывать тот факт, что моделирование проводится в условиях согласованных настроек расчетной 
и действительной моделей для ДЛФК, в то время как для ЛФК это условие не выполняется.

На рис. 2 для µ = 0 5.  и 1 6.  отдельно представлены результаты работы дробных ФК с огра-
ничением количества учитываемых оценок и значений матрицы ковариаций числом d . Если 
для µ = 0 5.  достаточно для достижения точности, близкой к оптимальному ДЛФК, выбрать 
d ≤ 5 , то в случае µ = 1 6.  необходимо выбрать d ≥ 7 .

2. Постановка и решение нелинейной задачи оценивания. В табл. 3 приведена постановка 
задачи оценивания состояния нелинейной динамической системы с использованием матема-
тических моделей целого [45–48] и дробного [49, 58, 59] порядков. Решение задачи оценива-
ния с помощью обобщенных ФК (ОФК) целого [45–48] и дробного [49, 58, 59] порядков дано 
в табл. 4.

В качестве примера рассмотрена задача совместной оценки скалярной переменной состо-
яния xi  и неизвестного параметра a , x ax wi i i= +−1  по зашумленным измерениям yi  вида 

Рис. 2. Оценивание процесса xi  с различными значениями порядка µ  и параметра d: 
а – при μ = 0.5, б – при μ = 1.6
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Матема- 
тическая  
модель

Дискретная нелинейная 
стохастическая система целого 

порядка

Дискретная нелинейная стохастическая система 
дробного порядка

Уравнение  
для 
вектора 
состояния
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Измерения  
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Таблица 3. Постановка нелинейной задачи фильтрации
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y x vi i i= + . Такая задача совместного оценивания состояния и идентификации является не-
линейной [59], и для ее решения необходимо применение ОФК, если выбраны для решения 
алгоритмы калмановского типа. В данном примере
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Окончание таблицы 3

Решение задачи фильтрации
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Таблица 4. Соотношения для алгоритма ОФК
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а параметры ДОФК, следующие:

P0
100 0

0 3
=









 , Q =











3 0

0 0 0001.
, R = 25 .

2.1. С о п о с т а в л е н и е   ф и л ь т р о в. Выводы, которые были сделаны при сопостав-
лении ЛФК целого и дробного порядков в разд. 1.1, справедливы и для случая ОФК целого 
и дробного порядков, представленного в табл. 4. ОФК является частным случаем ДОФК.

Для иллюстрирующего примера системы проведено совместное оценивание и дано срав-
нение результатов для ОФК целого и дробного порядков для различных значений порядка 
µ µ= 1 : 0.5; 1; 1.6. Результаты совместной оценки показаны на рис. 3, 4.

При µ = 1  ОФК совпадает с ДОФК. ОФК позволяет получить оптимальное решение только 
для этого значения µ  и не является оптимальным при других значениях µ . В общем случае, 
когда µ ≠ 1, оптимальная оценка и матрица ковариации для ошибки оценивания определяют-
ся с помощью выражений для ОФК дробного порядка.

При µ = 0 5.  точность оценки неизвестного параметра ai  с помощью ДОФК выше, чем для 
традиционного ОФК. Точности оценки координат для сравниваемых фильтров близки.

При µ = 1 6.  точности оценки параметра ai  для обоих фильтров близки. Точность оценки 
координаты у ДОФК заметно выше, чем у ОФК целого порядка.

Как и для ЛФК для расширенного ФК в практических реализациях количество элементов 
в суммах для уравнений прогноза оценки и матрицы ковариаций ошибок прогноза дискрет-

Рис. 3. Оценивание переменной состояния x: а – при μ = 0.5, б – при μ = 1.6.

Рис. 4. Оценивание параметра a: а – при μ = 0.5, б – при μ = 1.6.
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ной нелинейной стохастической системы дробного порядка в табл. 4 должно быть ограничено 
заранее заданным значением d .

Заключение. Рассмотрены математические модели дискретных динамических систем дроб-
ного порядка с использованием разности дробного порядка Грюнвальда-Летникова. Приве-
дены постановка и решение задачи оценивания состояния дискретных динамических систем 
целого и дробного порядков с помощью ЛФК и ОФК. Представлены дискретные фильтры 
калмановского типа дробного порядка для оценивания состояния и параметров линейных 
и нелинейных дискретных систем дробного порядка. Дано сопоставление дискретных ФК 
целочисленного и дробного порядков. Рассмотрены особенности и достоинства дробного ал-
горитма, которые проиллюстрированы на примерах использования ЛФК и ОФК. Сформули-
рована оценка точности алгоритмов калмановского типа дробного порядка.
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