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Рассматривается задача стабилизации интегратора 3-го порядка с фазовым ограничением с помощью 
непрерывного ограниченного управления при дополнительном условии выполнения фазового ограни-
чения. Применение обратной связи в виде вложенных сатураторов приводит к исследованию устой-
чивости системы с переключениями. Установлены необходимые условия на коэффициенты обратной 
связи, при выполнении которых система локально устойчива. Построена функция Ляпунова, с по-
мощью которой доказано, что необходимые условия являются и достаточными для глобальной асим-
птотической устойчивости замкнутой системы. Изложение иллюстрируется численными примерами.
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The problem of stabilizing a chain of three integrators subject to a phase constraint by a continuous constrained 
control is considered. The application of a feedback in the form of nested saturators results in study of a 
switching system. Necessary conditions of local stability are established. A Lyapunov function is constructed 
by means of which it is proved that the necessary conditions are sufficient for global stability of the closed-loop 
system. The discussion is illustrated by numerical examples.
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Введение. Задача стабилизации цепочек интеграторов широко обсуждалась в литературе 
по управлению в течение нескольких последних десятилетий (например, [1–4] и приведен-
ные там ссылки). Интерес к данной проблематике объясняется тем, что во многих прило-
жениях исходные модели заданы в виде цепочек интеграторов, а управления, разработанные 
для цепочек интеграторов, легко обобщаются на более широкие классы систем. Большое 
распространение в последние десятилетия получил подход, основанный на применении 
специальных непрерывных управлений в виде вложенных негладких функций насыщения –  
сатураторов. Интерес к обратной связи в виде вложенных сатураторов объясняется рядом 
замечательных свойств полученной замкнутой системы. Такие обратные связи, в частности, 
позволяют автоматически учесть ограниченность ресурса управления и при этом гаранти-
руют выполнение определенных фазовых ограничений, а также обеспечивают экспоненци-
альную скорость убывания отклонения вблизи положения равновесия. Преимущества об-
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ратных связей в виде вложенных сатураторов, а также актуальность задачи стабилизации 
цепочек интеграторов обсуждаются во многих публикациях, например в [2–11]. Примене-
ние вложенных сатураторов, однако, приводит к достаточно сложной нелинейной системе  
с переключениями, анализ устойчивости которой представляет нетривиальную задачу. До-
казать глобальную устойчивость удается преимущественно для систем второго порядка [5, 6]  
и в редких случаях обратных связей специального вида — для систем третьего [9, 10] или 
четвертого [11] порядков. Общий случай n-мерного интегратора обсуждается, например,  
в [2, 3]. Но глобальная устойчивость системы замкнутой обратной связи в виде n вложенных 
сатураторов была доказана только для случая, когда предельные значения вложенных функ-
ций насыщения удовлетворяют определенным, на практике редко выполнимым, неравенствам  
[2, Theorem 2.1].

В статье рассматривается задача стабилизации в нуле цепочки трех интеграторов. В каче-
стве стабилизирующего предлагается непрерывное управление в виде вложенных сатурато-
ров, гарантирующее выполнение фазового ограничения на третью переменную состояния. 
Обсуждаются преимущества предлагаемой обратной связи и устанавливаются необходимые  
и достаточные условия глобальной устойчивости замкнутой системы.

1.	 Постановка задачи. В работах [7, 8] для стабилизации интегратора 2-го порядка 

		  (1.1)

предложено использовать обратную связь в виде вложенных сатураторов: 

 		  (1.2)

где sat(⋅) – негладкая функция насыщения: sat(w) = w при |w| ≤ 1 и sat(w) = sign(w), когда |w| > 1.  
Правая часть (1.2) задает разбиение фазовой плоскости на множества D1, D2 и D3 (рис. 1): 
область D1 включает все точки, в которых оба сатуратора не насыщены (наклонная полоса, 
ограниченная пунктирными линиями на рис. 1); множество D2  = D2

–∪D2
+ — точки, в кото-

рых насыщен только внутренний сатуратор; D3 =D3
–∪D3

+ — все точки, в которых насыщен 
внешний сатуратор (более подробно см. [8, 11, 12]). Система (1.1), (1.2) представляет собой 
систему с переключениями, состоящую из пяти линейных систем, переключения между кото-
рыми зависят от состояния и происходят при пересечении границ между областями. 
Главное достоинство управления (1.2) состоит в том, что оно позволяет стабилизировать 
систему (1.1) из любого начального положения при любых положительных коэффициентах. 
Доказательство глобальной устойчивости системы (1.1), (1.2) для частного случая выбора  
коэффициентов обратной связи из однопараметрического семейства можно найти в [11]; 

 w w w U w w1 2 2 1 1 2= = ( ), ,

U w w k k w k k w1 1 2 4 3 2 2 1 1, ,( ) = − + ( )( )( )sat sat
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Рис. 1. Разбиение фазовой плоскости на множества D1, D2, D3
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доказательство для общего случая произвольных положительных коэффициентов обратной 
связи приведено в [12]. К другим преимуществам обратной связи вида (1.2) относятся ее не-
прерывность и ограниченность, а также возможность обеспечить желаемые характеристики 
переходного процесса для любой конкретной системы простой настройкой коэффициентов. 
Действительно, коэффициент k4 задает ресурс управления; k2 ограничивает максимальную 
скорость приближения к положению равновесия (|x2(t)| ≤ k2); с помощью же коэффициентов 
k1 и k3 выбираются желаемые тип (узел, фокус) положения равновесия и экспоненциальная 
скорость убывания отклонения вблизи нуля [8, 11, 12].

Рассмотрим теперь интегратор 3-го порядка:

		  (1.3)

и применим к нему обратную связь: 

	 	 (1.4)

где U1 (x1,x2) определено формулой (1.2). В разд. 1 будет доказана глобальная асимптотическая 
устойчивость системы (1.3), (1.4). Здесь же приведем обоснование такого выбора обратной связи. 

1. Проекция траектории на плоскость (x1,x2) стремится к траектории интегратора 2-го по-
рядка с начальными условиями w1(0) = x1(0), w2(0) = x2(0) : x1(t) → w1(t) и x2(t) → w2(t) при t → ∞.  
Другими словами, выбор коэффициентов k1, … ,k4, обеспечивающих “желаемое” поведение 
отклонения x1(t) и скорости x2(t), можно сделать на основе решения более простой задачи 
стабилизации интегратора 2-го порядка. 

2. Решение системы (1.3), (1.4) удовлетворяет фазовому ограничению                                                         

                                                              |x3 (t)| ≤ k4,                                                                      (1.5)

исходя из того, что |x3(0)| ≤ k4. Действительно, допустим фазовое ограничение выполняется в 
начальный момент. Из третьего уравнения системы (1.3) следует, что переменная x3(t) дости-
гает локального экстремума на траектории при U (x) = 0, а из формулы (1.4) видно, что управ-
ление равно нулю, когда x3 = –k4sat(k1 x1). Следовательно, |x3(t)| не может быть больше k4.

Необходимость выполнения фазового ограничения на третью переменную естественным 
образом возникает во многих приложениях, например при стабилизации механической систе-
мы, где переменными состояния служат позиция, скорость и тяга (ускорение), а в качестве 
управления берется скорость изменения тяги (например, с помощью шагового мотора). Так 
как тяга в реальных системах ограничена, максимальное значение |x3(t)| также должно быть 
ограничено. Положив k4 в (1.2) равным максимальной тяге, получим управление, гарантиру-
ющее выполнение фазового ограничения.

3. К преимуществам управления (1.4) относятся также а) экспоненциальная скорость убы-
вания отклонения вблизи положения равновесия [8, 11, 12] и б) ограниченность при любых, 
сколь угодно больших отклонениях от положения равновесия при выполнении фазового 
ограничения в начальной точке (см. разд. 1).

2. Представление системы в безразмерном виде. Применим следующую замену переменных 
и времени [10]:

 

		

Подставляя новые переменные в систему (1.3), (1.4) и переходя к дифференцированию по 
безразмерному времени, получим безразмерную модель с коэффициентами:                                                                                                   

                                                                                                                                            

                                                                                                                                            (2.1)

Таким образом, каковы бы ни были ресурс управления (k4) и максимальная разрешенная 
скорость (k2), задача сводится к исследованию устойчивости модели с единичными коэффи-
циентами k2 и k4. Всюду далее будем полагать все переменные и параметры безразмерными  
и использовать для них прежнее обозначение (без тильды). В безразмерной модели обратная 
связь (1.4) принимает вид:                                                                                      

  x x x x x U x x x x x1 2 2 3 3 1 2 3= = = ( ) ≡, , , [ , , ]� � T
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                                                                                                                                                 (2.2)

Задача исследования – найти условия на коэффициенты, при которых предлагаемая обрат-
ная связь является стабилизирующей во всем пространстве, т.е. установить условия глобаль-
ной асимптотической устойчивости системы (1.3), (2.2).

3. Необходимые условия устойчивости.
Л е м м а  1.  Для того, чтобы система (1.3), (2.2) была устойчива, необходимо, чтобы коэф-

фициенты обратной связи были положительны и выполнялось неравенство k5 > k1.
Д о к а з а т е л ь с т в о  л е м м ы  1. Для устойчивости системы (1.3), (2.2) необходимо, 

чтобы была устойчива определенная в D1 (см. рис. 1) линейная система:
                                                  
                                                                      –k5x3 – k5k3x2 – k5k3k1x1.                               (3.1)

Применим критерий Гурвица [13] к последней и выпишем составленный из коэффициентов 
характеристического полинома определитель Гурвица:

Условие положительности всех главных миноров определителя Гурвица дает искомые необхо-
димые условия устойчивости системы (1.3), (2.2):         

                                                                                                k5 > k1 > 0, k3 > 0.                                                                                 (3.2)

Л е м м а  1 доказана.
З а м е ч а н и е  1. Подставляя правые части формул (2.1) для безразмерных коэффициентов 

в (3.9), получим необходимые условия, которым должны удовлетворять размерные коэффи-
циенты: ki > 0, i = 1, … ,5, k5 > k1k2.

4. Достаточные условия глобальной устойчивости.
Т е о р е м а  1. Пусть выполнены необходимые условия устойчивости (3.9), т.е. ki > 0, i = 1, 3, 5  

и k5 > k1. Тогда система (1.3), (2.2) глобально асимптотически устойчива.
Д о к а з а т е л ь с т в о   т е о р е м ы  1. Пусть коэффициенты k1, k3 и k5 положительны. 

Рассмотрим функцию

                                                                                                                                             (4.1) 

и докажем, что она является функцией Ляпунова системы (1.3), (2.2). Доказательство опира-
ется на следующие два неравенства, непосредственно вытекающие из монотонности функции 
насыщения и ее равенству нулю в нуле:

                                                                (s)ds > 0 ∀x ≠ 0,                                                                 (4.2)

                                         [sat (s + s0) – sat(s0)]s ≥ 0  ∀s ≠ 0,∀s0.                                                 (4.3)

Обозначим через Φ1 и Φ2 первое и второе интегральные слагаемые в (4.1) соответственно 
и покажем, что их сумма, а значит, и функция V(x), положительна в R3.   

Преобразуем Φ2, применив замену s ̃= s + sat(k1x1):   

U x k x k x k x( ) = − + + ( )( )( )5 3 3 2 1 1( .sat sat

  x x x x x k x k k x k k k x1 2 2 3 3 5 3 5 3 2 5 3 1 1= = = − − −, , .
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k k
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5 1 3 5

3 5

5 1 3 5
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V x k k k s ds k k s k x

x x
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3 1 5
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1 2
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Первое слагаемое положительно в силу (4.2). Обозначив второй интеграл в последней 
формуле как Φ22 и сделав в нем еще одну, неявную замену переменной интегрирования  
s ̃= sat(k1s), получим 

                                                            k5sat(k3sat(k1s))k1sat'(k1s))ds,

где штрих означает дифференцирование по аргументу, а значение производной функции на-
сыщения при k1s = ±1 произвольно доопределено (например, нулем). Сумма интегральных 
слагаемых, таким образом, равна

Так как производная функции насыщения равна единице или нулю и по условию теоремы  
k5 > k1 > 0, имеем
                                                       k5 – k1  sat'(k1s) > 0  ∀s,                                                     (4.4)

откуда следует положительность суммы Φ1 + Φ2 и функции V(x) при всех x ≠ 0.
Очевидно также, что V(x) стремится к бесконечности при ||x|| → ∞. Далее, дифференцируя 

V(x) в силу системы (1.3), (2.2) и опуская аргумент k1x1 функций sat и sat' для сокращения 
записи, получим

                 
                  + k5sat(k3(x2 + sat(⋅)))x3 + (x3 + k5x2)[–k5(x3 + sat(k3(x2 + sat(⋅))) + k5x3] =                     
                                                                                                                                                    
                                            = 

Преобразуем интеграл в правой части последнего выражения:

                                                                                                             =

Подставляя полученное выражение в формулу для         , имеем

                                                                                                                                 =

C учетом (4.3) и (4.4)        ≤ 0 ∀x. При k3 < 1 выражение в квадратных скобках, а с ним  
и производная, обращаются в ноль только на множестве x2 = 0, которое не содержит ни одной 
целой траектории, кроме x = 0. Если k3 ≥ 1, производная дополнительно обращается в ноль 
на подмножествах областей              , в которых оба слагаемых в квадратных скобках одновре-
менно равны +1 и –1 соответственно. Докажем, что множества              (см. рис. 1) также не 
могут содержать целых траекторий.

Пусть для определенности                   , где U1(x1,x2) ≡ –1. Третье уравнение системы (1.3) 
при этом принимает вид 

                                                                  = –k5(x3 + 1),
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и его решение x3(t) → –1 при t → ∞. Отсюда, каково бы ни было начальное значение x3(0)  
и число c, –1 < c < 0, начиная с некоторого конечного момента времени t* ≥ 0, будет выпол-
нено неравенство x3(t) ≤ c. Из второго уравнения системы (1.3) видно, что при этом     ≤ c < 0  
и через конечное время x2 станет меньше любого наперед заданного значения, откуда сле-
дует, что проекция траектории на плоскость (x1,x2) непременно попадет либо в область D1,  
либо в D2

+ (рис. 1), т.е. область D3
+ D3

−и  × R1 не может содержать целых траекторий. Аналогично до- 
казывается, что область D3

+ D3
−и× R1 не содержит целых траекторий.

Таким образом, функция V(x) удовлетворяет всем условиям теоремы Барбашина–Красов-
ского [14] и, следовательно, начало координат является асимптотически устойчивым положе-
нием равновесия системы (1.3), (2.2) в целом. Теорема 1 доказана.

5. Стабилизация при ограниченном ресурсе управления. При постановке задачи стабили-
зации в разд. 1 предполагалось, что ресурс управления не ограничен. В ряде приложений 
такое предположение вполне допустимо. Например, в упоминавшемся в разд. 1 примере 
механической системы ввиду ограниченности максимальной тяги и ускорения, правая часть 
(1.4) ограничена и при достаточно большой мощности шагового мотора коэффициенты мо-
гут быть выбраны так, чтобы управление в представляющей интерес области пространства 
состояний не достигало насыщения.

В случае же, когда ограниченностью управления нельзя пренебречь, применяя функцию 
насыщения к правой части (2.2), получим обратную связь в виде трех вложенных сатураторов:

                                                                                                                                               (5.1)

где k6 ресурс управления (выражение безразмерного коэффициента k6 через размерные выво-
дится так же, как и для остальных коэффициентов в разд. 1; см. [10]).

Необходимые условия устойчивости системы (1.3), (5.1) устанавливаются как и в случае 
неограниченного управления. При любых коэффициентах обратной связи найдется такая 
окрестность нуля, в которой все три сатуратора не насыщены и система (1.3), (5.1) линейна. 
Так как в окрестности нуля обе системы имеют одинаковый вид (3.8), получаем те же необ-
ходимые условия, что и для системы с неограниченным управлением: положительность всех 
коэффициентов и выполнение условия k5 > k1.

Исследование устойчивости системы с ограниченным управлением представляет собой 
гораздо более сложную задачу. Численные эксперименты показали [10], что потеря системой 
устойчивости сопровождается возникновением так называемых скрытых колебаний (аттрак-
торов) [15], причем множество аттракторов может быть несчетным [10]. Как и в случае неогра-
ниченного управления, достаточные условия глобальной устойчивости могут быть получены  
с помощью функции Ляпунова. На настоящий момент, однако, построить функцию Ляпунова 
для системы (1.3), (5.1) авторам не удалось.

Очевидно, что в случае обратной связи (5.1) выполнения необходимых условий не до-
статочно для глобальной устойчивости. Из общих соображений очевидно, что, каковы ни 
были положительные коэффициенты k1, … , k5, система не может быть стабилизирована 
при любых отклонениях от равновесия, если ресурс управления недостаточен. Кроме того, 
управление, гарантирующее глобальную устойчивость, может оказаться неэффективным, не 
обеспечивая желаемую скорость приближения к положению равновесия. С другой стороны, 
на практике, требование глобальной устойчивости является излишним, так как начальные 
отклонения от равновесия, как и действующие на систему возмущения, обычно ограниче-
ны. В таких случаях, интерес представляют нахождение областей притяжения нулевого ре-
шения для заданного набора коэффициентов обратной связи и/или построение их оценок.

Оценки областей притяжения могут быть получены с помощью известных подходов к ис-
следованию устойчивости, основанных, например, на построении функции Лурье–Постни-
кова [16] или погружении в класс линейных нестационарных систем с последующим приме-
нением методов абсолютной устойчивости [4, 9, 17, 18]. Работа над нахождением достаточных 
условий и построением оценок областей продолжается. В настоящей же работе ограничимся 
одним специальным случаем достаточных условий.

Представленные далее в этом разделе достаточные условия глобальной устойчивости си-
стемы с ограниченным управлением получены сведением к рассмотренному выше случаю не-
ограниченного управления. В разд. 1 доказано, что область 

                                                                      Π = {x : | x3│≤ 1}	                                       (5.2)

x c2 0≤ <

U x k
k
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является инвариантным множеством безразмерной системы (1.3), (2.2). Легко видеть, что до-
казательство не зависит от того, ограничено или неограничено управление, так что Π является 
также инвариантным множеством и для системы (1.3), (5.1). Сначала докажем, что при любых 
начальных условиях система (1.3), (5.1) гарантировано попадет в область Π, а затем найдем, 
при каких условиях на коэффициенты управление не достигает насыщения в этой области.

Л е м м а  2. Каковы бы ни были начальные условия, система (1.3), (5.1) за конечное время 
попадет в область Π.

Д о к а з а т е л ь с т в о   л е м м ы  2. Рассмотрим функцию                     , положительно определен-
ную при всех x3 ≠ 0, и продифференцируем ее в силу системы (1.3), (5.1):  v ̇(x) = –x3k6sat(k5 (x3 +  
+ sat(k3(x2 + sat(k1x1)))/k6). Функция v̇(x) определенно отрицательна в области |x3| > 1, т.е. мно-
жество |x3| ≤ 1 является притягивающим для решений системы (1.1), (2.2). Пусть для опреде-
ленности x3 > 0. Предположим, что утверждение леммы неверно и траектория не пересекает 
плоскость x3 = 1. Так как x3 → U1(x1,x2) и |U1(x1,x2)| ≤ 1, такое возможно только, если, начиная 
с некоторого момента t*, функция U1 тождественно равна единице на траектории системы: 
U1(x1(t),x2(t)) ≡1 ∀t > t*. Последнее означает, что проекция траектории на плоскость (x1,x2)  
лежит в области       (рис. 1). Однако при доказательстве теоремы 1 было установлено, что 
области       × R1 и       × R1 не могут содержать целых траекторий. Следовательно, предполо-
жение не верно и найдется конечный момент времени, после которого траектория окажется 
в инвариантном множестве Π. Лемма 2 доказана.

Нетрудно видеть, что на множестве Π управление (2.2) ограничено: |U(x)| ≤ 2k5. Сравнивая 
правые части формул (2.2) и (5.1), находим, что если k6 ≥ 2k5, то управление (5.1) не достигает на-
сыщения в области Π, т.е. Uc(x) ≡ U(x)∀x ∈ Π, и, значит, устойчивость системы (1.3), (5.1) следует  
из устойчивости системы (1.3), (1.4). Таким образом, с учетом инвариантности множества Π 
и леммы 2 мы доказали следующее утверждение.

Т е о р е м а  2. Пусть все коэффициенты обратной связи (5.1) положительны и удовлетворя-
ют условиям k5 > k1 и k6 ≥ 2k5. Тогда система (1.3), (5.1) глобально асимптотически устойчива.

З а м е ч а н и е  2. Значение теоремы 1 в том, что она устанавливает глобальную стабилизи-
руемость цепочки трех интеграторов с помощью ограниченного управления в виде вложенных 
сатураторов. Другими словами, при ограниченном ресурсе управления коэффициенты обрат-
ной связи всегда могут быть выбраны так, что система стабилизируется из любого начального 
состояния. На практике, однако, управление с коэффициентами, удовлетворяющими услови-
ям теоремы 1, может оказаться достаточно консервативным при малом ресурсе управления k6 
из-за малого коэффициента k1 (так как              ответственного за скорость убывания откло-
нения в окрестности равновесия. 

6. Численные примеры. В качестве иллюстрации приведены результаты численных расче-
тов для обратной связи (2.2) с коэффициентами k1 = 1, k3 = 3 и k5 = 9. На рис. 2 изображена 
инвариантная область системы, ограниченная поверхностью уровня функции Ляпунова (4.1)    

          . Как видно из рисунка, форма поверхности заметно отличается от эллипсоидальной 
формы квадратичной функции Ляпунова линейной системы. Для систем, конструкция кото-
рых не допускает нарушения фазового ограничения (как в вышеупомянутой механической 
системе), больший интерес представляет множество, образованное пересечением инвариант-
ных областей Vc = {x : V(x) ≤ c} и Π (5.2), так как “хвосты” первой, отсекаемые плоскостями  
x3 = ±1, содержат только траектории с начальными условиями, не удовлетворяющими фазово-
му ограничению. На рис. 3 и 4 показана цилиндроподобная область, полученная пересеченим 
множества Vc, изображенного на рис. 2 с множеством Π, вместе с несколькими траекториями, 
начинающимися на ограничивающей область поверхности уровня.

На рис. 3 изображены траектории, начинающиеся в точках, в которых производная функ-
ции Ляпунова в силу системы равна нулю. Начальные сегменты таких траекторий (показаны 
сплошными линиями) лежат на поверхности инвариантной области. После того, как проек-
ция траектории на плоскость (x1,x2) пересекает границу D3 (рис. 1), производная становит-
ся отрицательной и траектория уходит внутрь области. Участки траекторий, лежащие внутри  
области, изображены пунктирными линиями. Траектории, начинающиеся в точках, в которых 
производная отрицательна, сразу уходят внутрь области (рис. 4).
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Результаты решения задачи стабилизации системы для начальных условий x1(0) = –1.5, 
x2(0) = –1.0, x3(0) = 0.9 представлены на рис. 5, демонстрирующие эффективность стабилиза-
ции. Кривые, помеченные цифрами 1–4, показывают графики зависимостей от времени от-
клонения x1, скорости x2, ускорения x3 и управления U соответственно. В начальный момент 
времени система движется в противоположном от положения равновесия направлении, вели-
чина отклонения после естественного роста на начальном этапе быстро (экспоненциально) 
убывает, фазовое ограничение выполняется для любого t, управление умеренно ограничено и 
не приводит к перерегулированию.
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Заключение. Рассмотрена задача стабилизации цепочки трех интеграторов с помощью неп- 
рерывного управления в виде вложенных сатураторов, гарантирующего выполнения фазового 
ограничения на третью переменную состояния. Обсуждаются преимущества предлагаемой об-
ратной связи. С помощью перехода к безразмерным переменным исходная, зависящая от пяти 
коэффициентов обратной связи, задача сведена к исследованию трехпараметрической системы. 
Главный результат работы – построение функции Ляпунова, с помощью которой доказано, что 
для глобальной устойчивости замкнутой системы достаточно выполнения необходимых усло-
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вий локальной устойчивости. Найдены также достаточные условия глобальной устойчивости 
для системы с ограниченным ресурсом управления. Приведены численные примеры, иллюс- 
трирующие эффективность стабилизации с помощью предлагаемой обратной связи.
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