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Рассматриваются так называемые мягкие множества. По сути дела, речь идет об обобщении нечет-
ких множеств Л. Заде, которые формируют, в частности, математический аппарат искусственного 
интеллекта. С другой стороны, отказ от понятия инфинитезимальности зарождает основы нового 
математического анализа. Впоследствии появилось много статей по мягким множествам, органи-
зовывались конференции, имеются публикации о приложениях в различных областях. Приведены 
основные определения и термины теории мягких множеств, даны ссылки на практические прило-
жения данной теории.
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In this review we consider the so-called soft sets. In fact, it is a generalization of L. Zadeh’s fuzzy sets, which 
form the mathematical apparatus of artificial intelligence. On the other hand, the rejection of the notion of 
infinitesimality originates the foundations of a new mathematical analysis. Subsequently, many papers on soft 
sets have appeared, conferences have been organized, and there are publications on applications in various fields. 
The paper gives the basic definitions and terms of soft sets theory, and references to its practical applications. 
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Введение. С развитием вычислительной техники и выделением таких областей, как теория 
игр, теория принятия решений, теория оптимизации, появилась потребность в расширении 
аппарата классической теории множеств. Применение данных теорий на практике связано 
с использованием данных, содержащих разного рода неопределенности. Классическая тео-
рия множеств подразумевает определение для элементов универсального множества функ-
ции принадлежности, которая принимает значение из множества 0 1,{ }  в зависимости от того, 
принадлежит рассматриваемый элемент множеству или нет. Расширить понятие функции 
принадлежности предложил Л. Заде в 1965 г. [1]. В нечетком множестве функция может при-
нимать значение из замкнутого интервала 0 1,[ ] . 



МЯГКИЕ МНОЖЕСТВА (ОБЗОР)

ИЗВЕСТИЯ РАН. ТЕОРИЯ И СИСТЕМЫ УПРАВЛЕНИЯ № 4 2024

149 

В дальнейшем появились несколько десятков различных обобщений и вариаций понятия 
нечеткого множества. Одним из таких расширений стали мягкие множества — термин, впервые 
введенный Д. А. Молодцовым (1948–2020) в [2]. Его подход отличается от подхода Заде, но, как 
показано в [2], нечеткие множества являются одним из представлений мягких множеств.

Цель статьи – ознакомление читателей с аппаратом данной теории, который находит свое 
применение во многих областях.

1. Основные определения. Мягкие множества были введены Д.А. Молодцовым для разре-
шения непределенностей в задачах теории игр. В первых публикациях в данной области [3–5] 
было показано, что устойчивости в играх с передачей информации можно добиться введени-
ем параметризующего множества для описания решения, которое получило название принцип 
оптимальности [3].

О п р е д е л е н и е  1 [3]. Под принципом оптимальности понимается отображение 

 
где m  – модель операции, C-множество выборов оперирующей стороны, в общем случае завися-
щее от m . Позднее идея такого множества была обобщена и получила название мягкое множество.

О п р е д е л е н и е  2 [2]. Пара S A,( )  называется мягким множеством над U , если S  – 
отображение из A  в множество всех подмножеств U , т.е. S A U: → 2 . 

О п р е д е л е н и е  3 [6]. Пару F A,( )  будем называть мягким отображением (мягкой функ-
цией) из M в U (где M – множество моделей), если F является отображением из множества 
M×A в множество подмножеств универсального множества U, т. е. F : M ×A → 2U.

Наиболее цитируемая работа [2], обобщающая полученные результаты, вышла в 1999 г. 
Она была опубликована на английском языке и положила начало широкому распростране-
нию аппарата теории мягких множеств для решения различных задач. Кроме определения 
мягких множеств и операций над ними в статье вводится понятие мягкой функции и рассма-
триваются свойства таких функций. Предлагается использование мягких функций в качестве 
функций выбора в задачах, связанных с неопределенностью стратегий в исследовании игр и 
теории операций, что должно упростить решение задачи в условиях расплывчатой и неопре-
деленной информации. В [7] функция выбора определяется как

где E – множество параметров ε, P – множество ситуаций, 2P – множество всех подмножеств 
множества P, т. е. если X P⊆  – допустимое подмножество ситуаций, то R X ,ε( )  множество –  
ε-птимальных ситуаций. При наличии неопределенных факторов мягкое множество страте-
гий задается следующим способом:

где C – множество стратегий лица принимающего решение, π : C P→ ( ) . Определяется по-
нятие гладкость, являющееся аналогом непрерывности функции. (По утверждению автора, 
каждая мягкая функция порождает свою топологию и переход к мягкой функции делает про-
блему устойчивой.) Обычно под устойчивостью функции понимается малое изменение зна-
чения функции при малом изменении значения ее аргумента. Но отсутствие устойчивости 
характерно для многих явлений в физике, экономике и других областях. Непрерывность мяг-
ких отображений, аналогично классической непрерывности отображений, позволяет обос- 
новывать замену задачи поиска решений по приближенной информации и применение при-
ближенных численных методов.

Но следует отметить, что быстрое развитие аппарата теории мягких множеств повлекло за 
собой некоторые сложности с корректным описанием операций над мягкими множествами. 
Изначально операции с мягкими множествами были определены как 

 

где S S Sα β α β, ,( ) = ( ) ( )( )′ ′′Θ̃  , α ∈ A , β ∈ B . При этом получается результирующее мягкое мно-
жество, параметризованное парой параметров α, β . Различные их виды вводились в [8–10]. 
Но некоторые утверждения, приведенные в [9], оказываются неверны [10, 11]. Поэтому в [10] 
вводятся новые понятия: ограниченное объединение, ограниченное пересечение и др., при-
чем показывается, что для новых понятий законы де Моргана справедливы.

Возвращение к этой теме и определение того, какие операции над мягкими множествами 
являются корректными, было предпринято Молодцовым в [12].

R m C: ,→ 2

R EP P: ,2 2× →

Q C c C c R с, , ,ε π π ε( ) = ∈ ( ) ∈ ( )( ){ }

˜ ′ ′′( ) ( )( ) = ×( )S A S B S A B, , , , ,Θ
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О п р е д е л е н и е  4 [12]. Если задано мягкое множество (S, A), то задано семейство 
S S A S a a A,( ) = ( ) ∈{ }| . Два мягких множества (S, A), (S', A'), определенных над универсальным 
множеством X называются эквивалентными тогда и только тогда, когда S SS A S A, ,( ) = ( )′ ′ . 
Эквивалентные мягкие множества запишем как S A S A, ,( ) ≅ ( )′ ′ . 

Сформулировано понятие корректности операций над мягкими множествами.
О п р е д е л е н и е  5 [12]. Унарная операция Ф азывается корректной, если для любой пары 

эквивалентных мягких множеств (S, A), (S', A'), заданных над универсальным множеством U, 
выполнено S A S A, ,( ) ≅ ( )′ ′Ф Ф .

О п р е д е л е н и е  6 [12]. Бинарная операция Θ называется корректной, если для любой 
четверки попарно эквивалентных мягких множеств S A S A, ,( ) ≅ ( )′ ′ , T B T B, ,( ) ≅ ( )′ ′ , заданных 
над универсальным множеством U, выполнено  

 

2. Мягкий анализ. На основе мягких множеств разработан мягкий анализ. В [2] предприни-
мается попытка сформулировать аппарат анализа, основанный на теории мягких множеств: 
мягкие верхний и нижний пределы, мягкое приближение (аналог дифференциала), мягкие 
аналоги интеграла. Особый интерес представляет доказательство идентичности мягких ана-
логов интеграла по Риману и по Перрону.

О п р е д е л е н и е  7 [2]. Мягким верхним ε τ,( ) -пределом функции f в точке x называется 
множество

 Softlimit f x v f y v y x, , , ,ε τ ε τ[ ]( ) = ∈ ( ) ≤ + ∀ ∈ ( ){ }R |

а мягким нижним ε τ,( ) -пределом функции f в точке x – множество
 

f x v f y v y x, , , .ε τ ε τ[ ]( ) = ∈ ( ) ≥ − ∀ ∈ ( ){ }R |Softlimit
Множество 

 f x v v f y v y x, , , , ,α β τ α β τ[ ]( ) = ∈ − ≤ ( ) ≤ + ∀ ∈ ( ){ }R |Softlimit

называется мягким (a, b, t)-пределом функции  f в точке x. 
О п р е д е л е н и е  8 [2]. Множество 

называется верхним (a, b, t)-приближением функции f в точке x, а множество 

 

– нижним (a, b, t)-пределом функции  f в точке x. 
Набор верхних и нижних (a, b, t)-приближений образует верхние и нижние мягкие при-

ближения. Под мягким приближением D подразумевается пересечение верних и нижних мяг-
ких приближений: 

В дальнейшем разработанный аппарат анализа был применен для формулировки оптими-
зационных задач [13].

3. Рациональный анализ. Обобщением полученных результатов в области мягкого ана-
лиза является серия работ, посвященная началам рационального анализа. Так как при 
численном решении задач найденные значения являются лишь приближениями к ирра-
циональностям, то логичным шагом стало использование мягких множеств – аппарата, 
предназначенного для работы с неопределенностями, – для построения анализа на базе 
рациональных чисел.

Так, в работе [14] вводится понятие рационального числа.
О п р е д е л е н и е  9 [14]. Мягким рациональным числом называется пара (S, A), где S – 

отображение S A: .→ 2  
Как отмечено еще в [2], каждое мягкое отображение описывает свою собственную топо-

логию. Далее последовательно даются определения в терминах мягких множеств верхней и 
нижней граней множества рациональных чисел, минимального и максимального элементов, 
окрестности множества. На этой основе формулируется понятие мягкого предела рациональ-
ной функции и мягкой непрерывности.

˜ ˜S A T B S A T B, , , , , , , .( ) ( )( ) ≅ ( ) ( )( )′ ′ ′ ′ΘΘ

D f x v f y f x v x y x x y x, , , ,α β τ α β τ[ ]( ) = ∈ ( ) ≤ ( ) + + ( )( ) −( ) + ( ) ∀ ∈ ( ){ } |

D f x v f y f x v x y x x y x, , , ,α β τ α β τ[ ]( ) = ∈ ( ) ≥ ( ) + − ( )( ) −( ) − ( ) ∀ ∈ ( ){ } |

D f D f x D f x, , , , , , , , , , , .α β γ δ τ α β τ γ δ τ[ ] = [ ]( ) ∩ [ ]( )
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О п р е д е л е н и е  10 [14]. Отображение τ :  → 2 , для которых Dom τ( ) =  , называется 
отображением близости. Значение отображения близости интерпретируется как множество то-
чек, τ -близких к точке x. Множество отображений близости обозначается P Q Q= ∈( ){ }τ τ| ,2 .

О п р е д е л е н и е  11 [14]. Обратное отображение τ← →:  2  определяется как

О п р е д е л е н и е  12 [14]. Рассмотрим функцию f ∈ Φ  c областью определения Dom f( ) ⊆   
и µ , τ  – отображения близости. Число y ∈  называется мягким τ µ,( )-пределом функции f в 
точке x ∈ , если f x y τ µ( ) ⊆ ( ).

О п р е д е л е н и е  13 [14]. Функция f называется τ µ,( )-непрерывной в точке x Dom f∈ ( ) ,  
если справедливо включение f x f x τ µ( ) ⊆ ( ).

О п р е д е л е н и е 14 [14]. Функция  f  называется τ π,( )-непрерывной на множестве 
X Dom f⊆ ( ) , если для любого x X∈ верно включение f x x f x τ π( ) ⊆ [ ] ( ) , где π  – мягкое 
отображение близости π : Q P→ . Для того, чтобы отличить аргумент-параметр от аргумен-
та-точки, в дальнейшем он будет указываться в квадратных скобках.

Дальнейшее развитие рационального анализа продолжилось в [15], где предлагаются два 
подхода к построению мягкой производной рациональной функции. 

Первый способ основан на идее, что производная функции f в точке x должна характери-
зовать скорость изменения функции на множестве τ x( ) . Вторая идея заключается в подходе 
к производной как к угловому коэффициенту линейной функции, приближающей исходную 
функцию. Свойства полученных мягких производных и дифференциалов рассматриваются 
применительно к лемме Ферма о локальном экстремуме и показывается, что мягкий аналог 
леммы устойчив к возмущениям. Также в этой работе вводится понятие мягкого интеграла.

О п р е д е л е н и е  15 [14]. Последовательность чисел x x xn= …( )1, , , n > 1 , называется τ -путем,  
если для любых i n= … −1 1, ,  выполнено x xi i+ ∈ ( )1 τ . Множество τ -путей с начальной точкой 
x  и конечной точкой y  обозначается Path Path x yї � , ,τ( ) .

О п р е д е л е н и е  16 [15]. Множество 

называется τ µ,( ) -интегралом функции ϕ  от x до y . 
Для µ τ,( ) -интеграла сформулированы достаточные условия существования и рассматрива-

ются аналоги некоторых свойств, в частности свойства дифференцируемости.
Последней работой по данной тематике стала [16], в которой определен градиент функ-

ции в многомерном случае. При помощи мягкого градиента формулируются условия для 
приближенного локального экстремума. При использовании мягкого градиента предлагается 
построить различные аналоги производной классического анализа, например производной 
по направлению. При этом показано, что задача численного нахождения мягкого градиента 
сводится к решению конечной системы линейных неравенств.

4. Мягкие дифференциальные уравнения. Еще одним приложением стала формулировка мяг-
ких аналогов определенных дифференциальных уравнений первого порядка [17], разрешен-
ных относительно производной. Для одного из типов уравнений приводится соответствующее 
мягкое интегральное уравнение. Находится решение мягкой задачи Коши для вещественной 
и интервальной функций.

О п р е д е л е н и е  17 [17]. Множество 

называется h,ε( ) -приближенным дифференциалом функции y  в точке x . Здесь h , ε  – веще-
ственные функции, которые играют роль параметров, описывающих приближенное понятие. 
Функция h  определяет близкие к x  справа точки, а функция ε  – точность аппроксимации. 
При фиксированных значениях y  и x приближенный дифференциал можно рассматривать 
как мягкое множество над вещественной прямой.

По аналогии с обыкновенным дифференциальным уравнением первого порядка, разрешен-
ным относительно производной, строятся два типа мягких дифференциальных уравнений.

τ τ← ( ) = ∈ ∈ ( ){ }y x y x | .

Ix
y

z Path x y
i

n

i i i iz z z zϕ τ µ µ ϕ
τ

, ,
, ,

[ ] = −( )   ( )( )
∈ ( ) =

−

+
←∑

1

1

1

⊆

 y x h v E y x v x y x x y x v x x h x, ; , , ,ε ε ε[ ] = ∈ ( ) + − ≤ +( ) ≤ ( ) + + ∀ ∈ ( )( )| ∆ ∆ ∆ ∆� 0{{ }
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О п р е д е л е н и е  18 [17]. Мягкое дифференциальное уравнение типа A  имеет вид

 

Здесь f – функция двух вещественных аргументов, значениями которой являются подмно-
жества вещественной оси, в частности вещественные числа.

О п р е д е л е н и е  19 [17]. Мягкое дифференциальное уравнение типа B  записывается как

Здесь f  – функция двух вещественных аргументов, значениями которой являются подм-
ножества вещественной оси.

Для задачи исследуется вопрос существования мягких решений, изучается зависимость решения 
от начальных условий. При рассмотрении мягкой задачи Коши определяется и соответствующее ин-
тегральное уравнение. Показано, что достаточные условия существования решения мягкой задачи 
Коши также являются достаточными условиями существования мягкого интегрального уравнения.

5. Обобщения и применение мягких множеств. Подробное обсуждение моделей поведения че-
ловека и формулировки математических постановок задач с использованием принципа оп-
тимальности приведено в [7]. Рассматриваются задачи на максимум в случае независимых 
и связанных ограничений, на поиск равновесия, задачи оптимизации в игровой обстановке, 
иерархические игры. Автор отмечает, что сведение сложных задач вариационного типа к эк- 
стремальным задачам на исходных множествах удалось при единственном предположении об 
ограниченности целевых функций, не потребовалось ни непрерывности, ни компактности, ни 
дополнительных условий регулярности. Отдельно постановка задачи на максимин приводится 
в [6]. В работе рассматриваются способы ослабления условий устойчивости таких задач. Приме-
чательно, что устойчивость мягкого отображения не требует ограничения на непрерывность или 
полунепрерывность функций модели.

Предложения по применению аппарата теории мягких множеств в задачах теории принятия 
решений [18] и дальнейшее рассмотрение мягких множеств в области алгебры [19–22] позволили 
развить методы многокритериального принятия решений, которые используются в медицинских 
целях для постановки диагнозов.

В [23] предложена концепция нейросети на основе мягких множеств, а также мягких не-
четких множеств.

Заключение. Несмотря на то, что теория мягких множеств создавалась как инструмент для 
решения задач теории игр и в основном применяется при решении оптимизационных задач, 
ее потенциал намного шире. Это, в частности, показывает разработанный на базе мягких мно-
жеств аппарат рационального анализа. Главной тенденцией в области оптимизации выступает 
дальнейшая модификация мягких множеств и появление гибридных моделей.
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